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CONDICIONES:

* Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado

para resolver cada problema.

* No se contestaran preguntas ni consultas de ningun tipo.

* No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teorico:

PREGUNTAS:

1.- Al dividir un polinomio de cuarto grado por (x—3) da un resto de , =100y al
dividirlo por (x+1) da como resto r, =—4. ;Cudl sera el resto al dividirlo por
(x—3)(x+1)?

El divisor es (x—3)(x+1) =x* —2x-3; 0 sea un polinomio de grado 2, por lo tanto el

residuo tendra que ser de la forma general Ax + B, ya que el residuo siempre tiene al
menos un grado menor que el divisor.

Haciendo x =-1 en el polinomio dado su residuo sera:
-4=-A+8B

Haciendo ahora x = 3 en el polinomio dado:
100=34+8B

Resolviendo ahora el sistema de ecuaciones:



—4=-A+B

100=34+B
Se obtieneque A=26 y B=22.

La solucidn es entonces:

R=26x+22

2.- Dado un tridngulo rectangulo, si se une el punto medio de la hipotenusa con el

vértice contrario, demostrar que la distancia del llamado punto medio de la
hipotenusa a cada uno de los vértices son iguales.

Dada la figura siguiente, se trata de demostrar que 4D = DC = DB.

Grafica:

Si D es el punto medio entre A y C, entonces S a+SB=90° y también

S 6,+S 8, =90°. Entonces, por ser angulos complementarios, se cumplen Ilas
siguientes igualdades trigonométricas:

sena = cos
cosa = senfs
send, = cos 0,

cos O, = seno,

Del tridngulo ADB, por la Ley del Seno, podemos escribir:



AD _ BD =>AD=DBS€n51
send, sena sena

Del triangulo DBC, por la Ley del Seno, podemos escribir:

DC _ DB 2DC=DB-Sen52
seno2 senf senfs

Como D es el punto medio entre A y C, entonces AD = DC, por lo tanto:

seno seno send, seno send, seno
DB 1=DB' 2=> 1= 2=> 1 _ 2=0
sena senff  sena senf,  sena senf’
send, €osO, seno, - cos a — sena - cos 61
sena cosa sena - cosa
sen (51 - a)
—=()=>sen(51 —a)=0=>(51 =a
Sena - cosa

Si ¢, =a, el tridngulo ADB es isésceles y por tanto AD = DB y por D ser el punto
medio de AC, entonces, queda demostrado que:

AD =DC = DB

3.- Dado un tridngulo rectangulo ABC, con S B =90°, con el cateto AB = 3,0(cm) y
el cateto BC = 4,0(cm), encontrar el valor de la perpendicular a la hipotenusa DE de

modo que al area del poligono ABED sea igual al 4rea del triangulo DEC.
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Al ser el tridngulo ABC un triangulo rectangulo, su hipotenusa puede ser calculada
como sigue:

AC =N AB? + AC? =3 +42 =5

Ahora, desde el vértice B se trazara una perpendicular BF a la hipotenusa AC, como
se puede ver en la figura siguiente:

C

A i

Considerando de nuevo el tridangulo ABC, éste ha sido dividido en tres nuevas figuras

geométricas: el triangulo ABF, e trapecio BEDF y el triangulo DEC | y el

problema consiste en encontrar el valor de DE para que el area del triangulo ABF,
mas el 4rea del trapecio BEDF, seas igual al 4rea del tridngulo DEC.

Ahora, se considera de nuevo el tridngulo original y se aplica el Teorema de Euclides
para calcular el valor de AF:

AB* = AF - AC = (3) = (4F)-(5)=9=(4F)-5= AF =§
Conocido AF, se puede calcular por diferencia la distancia FC:

AC=5=AF+FC=§+FC=>FC=?

16
Conocido FC, podemos llamar a FD=x=DC=FC-x= 3 -X

Llamaremos también a la distancia buscada, DE = V.



Conocidos todos estos valores, podemos establecer una primera expresion
matemadtica que relaciones las areas de las figuras geométricas envueltas en el

problema:

Area (ABF ) + Area (BEDF ) = Area (DEC )

%(%)(2,3979)+@w =l(y)(E—x)=>

(%)(2,3979)+(2,3979+y)-x = (y)(E—x) =

4,316+ 2,3979x+xy =3,2y —xy =
4,316 +2,3979x =3,2) + 23V = Ouueerereerererrriereenneeeneeenens (1)

Considerando ahora los tridngulos rectangulos FBC y DEC, éstos son semejantes
por tener los tres angulos iguales; entonces, se puede escribir:

16
BF FC  2,3979 5 2,3979 3,2
— = = = = -

y  DC ¥ (16_x) ¥ (3,2-x)

5
=(2,3979)(3,2-x)=3,2y = 7,67328-2,3979x =3,2y =
= 7,67328-2,3979x=3,2) = 0..covvvrrerrrrrrrrrrrrieenens (2)

Ahora, se deberan resolver simultdneamente las ecuaciones (1) y (2) para encontrar

el valor “y” buscado:
De la ecuacion (2):

__7.67328-3,2y
2,3979

Introduciendo este valor en la ecuacion (1):




4’316+2’3979(7,6728—3,2y)_3’2 +2(7,67328—3,2y) o

2,3979 2,3979
= 4,216+7,67328-3,2y 3,2y +6,4y-2,669y> =0

11,9898 -2,669)> = 0= y* = 22598 _ 4 4000
2,669

=y =/4,4922 = 2,11(cm)

4.- La bisectriz de un angulo interior de un tridngulo divide al lado opuesto en
segmentos proporcionales a los otros dos lados.

I,
e

En el tridngulo ABC, CD es la bisectriz del S C y AD y DB son los segmentos
determinados por la bisectriz CD sobre AB.

Se tratara de demostrar que:

AD  AC
DB CB

Sual Sull

Para empezar, tracemos por B la recta BE PCD y se prolonga el lado AC hasta que
cortea BE en E, formandose el ABCE.

Del tridngulo ABE:



S1=52ue. (bisectriz)

SE=S1..... (correspondienles)
De las dos igualdades anteriores se deduce que:

SE=S2=S2=S3=SE=S3
O sea, el tridngulo BCE es isésceles y por tanto: CE = CB

Sustituyendo esta igualdad en ecuacion (1) se encuentra que:

AD  AC
DB CB

5.- Hallar la ecuacién general de la circunferencia que pasa por los puntos:

K(-2,5);L(5,6);M(2,-3).

METODO DE LAS MEDIATRICES:

Se hallara la ecuacion de la circunferencia circunscrita al tridngulo formado por los

vértices KLM. Primero hallaremos la ecuacién lineal de dos de las mediatrices de los
lados del tridngulo mencionado y donde se corten las mediatrices, ese punto sera el



circuncentro y la distancia del circuncentro a cualquiera de los vértices sera el radio
de la circunferencia buscada.

h

El punto medio P del lado KL es iguala a:

P(_2+5,5+6)©P(3,E)

Calculo de la ecuacién de la mediatriz correspondiente al lado KL:

2 2

_6-5_1

La pendiente de la linea recta KL es m(K,L) - 5 n 2 = 7; luego, como /, es

perpendicular a su recta correspondiente (KL ), entonces:

m, ==7.

1

E=(-7)(x-%)=z1 =7x+7-16

La ecuacién de / sera: ' ~ 5

En forma analoga se hallara la ecuacién de lz » la mediatriz correspondiente al lado

LM, cuyo punto medio es Q:
0 7 3
Siendo 2 ’ 2

Lapendiente de LM: My =
P 2-5

m, =——
’ 3
3 1 7

Ecuacién de I, es y_§= _5 x_E ﬁ12 =x+3y-8=0

Pendiente de la mediatriz /, es



Para hallar el circuncentro, se debe buscar las coordenadas del punto de intercepcion
de las dos rectas mediatrices [, y I, :

Tx+y-16=0
x+3y-8=0
Resolviendo estas dos ecuaciones simultaneas se encuentra el circuncentro:

C(2,2)

El radio de la circunferencia circunscrita sera:

R=dy=y(-2-2) +(5-2) =5

Ahora se puede escribir la ecuacién canonica de la circunferencia y de alli la ecuacién
general:

(x—x0)2+(y—y0)2 =R’
(x—2)2+(y—2)2 =(5)2 =x'+y —4x-4y-17=0

METODO DE LA ECUACION GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA.

La ecuacién general de la circunferencia es la siguiente:
2 2
X +y " +Ax+By+C=0

Dado que los puntos K, L y M pertenecen a la circunferencia, sus coordenadas deben
satisfacer la ecuacion de la misma.

Para el punto K:
(=2) +(5) + A4(-2)+B(5)+C=0=>-24+5B+C=0.....ooo.0.... (1)

Para el punto L:

(5) +(6) +A4(5)+B(6)+C=0=54+6B+C=—61..................... (2)



Para el punto M:

(22)+(-3)" +4(2)+ B(-3)+C=0=24-3B+C = ~13...ccccoccrccce. (3)

Resolviendo simultdneamente las tres ecuaciones encontradas, por el método de
Cramer:

A=-4B=-4,C=-17.

La ecuacion general de la circunferencia que pasa por los tres puntos K, L y M es:

X"+ —4x-4y-17=0

METODO DE LA ECUACION CANONICA DE LA CIRCUNFERENCIA.

Sea una circunferencia de radio R y de centro C(h,k), entonces, su ecuacion candnica

€s:

(x—h)2 +(y—k)2 =R

Luego, como los puntos K, L y M pertenecen a la circunferencia, sus coordenadas
deben satisfacer la ecuacion candnica de la misma.

Sustituyendo las variables por las coordenadas de K:
(2=h) +(5=k) = R oo (1)

Sustituyendo por las variables de L:

(5=hY +(6=k) = R wrrerrrrrssrrrn (2)

Sustituyendo por los valores de M:

(2=h) +(3-k) = R s (3)

Igualando las ecuaciones (1) y (2):

(2-h) +(5-k) =(5-h) +(6-k)’ = Th+k=16....crrrroccccrn.... (4)

Igualando (1) y (3):



(2-h) +(5-k) =(2=h) +(-3-k) = h=2k =2 (5)
Resolviendo (4) y (5), simultdneamente:

h=2
k=2

Sustituyendo estos valores en cualquiera de las ecuaciones (1), (2) o (3):

R=5

La ecuacién canodnica de la circunferencia y su correspondiente ecuacién general por
tanto es:

(x—2)2 +(y—2)2 =(5)2 = x? +y2 —4x-4y-17=0

6.- Hallar la ecuacion general de la circunferencia inscrita en el tridngulo que forman
las siguientes rectas:

[[=3x+2y-3=0
[,=2x+3y-2=0
[,=3x-2y+1=0



X

/0

La ecuacion de la bisectriz del angulo formado porlasrectas [, y [, :
Se parte de que cualquier punto de la bisectriz tiene la misma distancia a ambas
rectas: Llamando P(X, ¥) un punto cualquiera de la bisectriz, se escribe entonces:

3x+2y-3  2x+3y-2

Vi3 Vi3

La ecuacion de la bisectriz del d&ngulo formado porlasrectas [, y [,

2x+3y-2  3x-2y+l

Vi3 V13

Ahora debemos encontrar el punto de cruce de las rectas (1) y (2):

=X =57 +3 =01, (2)
x+y-1=0
x-5y+3=0

x—l' —
3773
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Entonces el centro de la circunferencia inscrita es: 3 ? 3

El radio de la circunferencia inscrita es la distancia de € a cualquiera de las rectas que
conforman el triangulo:

SRS

o J13 J133d13

Conocidos el Centro y el Radio de la circunferencia inscrita, se puede escribir entonces
la ecuacion candnica:

IV L (l2Y (2
3 - 3J13

Desarrollando la ecuacién canénica se encuentra la ecuacion general buscada:

117x* +117y° = 78x-156y + 61 =0

7.- Hallar la ecuacion general de la circunferencia que pasa por los puntos A(-8,2) y

B(2,6) y tiene su centro sobre la recta [=5x+ 4y +9=0.

El centro de la circunferencia es el punto de cruce de la recta dada con la mediatriz del
segmento de recta AB. O sea, debemos primero encontrar la ecuaciéon de dicha
mediatriz. Se debe recordar que cada punto de la mediatriz es equidistante de los
puntosA y B.

=d

(B.C)

d

(4.C)



Calculando las distancias:

2 2 2 2
(x+8)+(y—2)=(x—2)+(y—6):>Q55x+2y+7=0
Para encontrar el centro de la circunferencia se debe encontrar el punto de
intercepcidén de las dos lineas rectas siguientes:

S5x+4y+9=0
Sx+2y+7=0

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas se encuentra que:

C(-1-1)

El radio ser4 la distancia del centro C a cualquiera de los puntos A o B:

R=dy , =(-8+1) +(2+1) =58

Conocidos el centro y el radio se puede escribir la ecuacién canénica de la
circunferencia:

(x+1)2 +(y+1)2 =(\/§)2




Desarrollando la ecuaciéon candnica de la circunferencia se encuentra la ecuacion
general:

X+ +2x+2y-56=0

8.- Hallar la ecuacion general de la circunferencia tangente a las rectas:

[ =7x-2y+27=0
[,=2x+7y+38=0

y que tiene su centro sobre la recta

l,=3x+2y-14=0

Solucioén:

Si la circunferencia es tangente a las rectas /, y [, su centro se encuentra sobre la
bisectriz del angulo que forman ambas rectas. La interseccion de dicha bisectriz con /,
nos da el centro de la circunferencia buscada.

Como e3l cruce de dos rectas determina dos angulos, el problema tendra dos
soluciones.

Ecuacion de las bisectrices:

Tx-2y+27 2x+7y+38
=+ =Tx-2y+27=+2x+7y+38
V49 +4 V4 +49 Y g




Caso#1: /X—=2y+27=2x+T7y+38=5x-9y-11=0

Se resolvera un sistema de ecuaciones de esta bisectriz y la recta /, :

5x-9y-11=0
3x+2y-14=0

La solucion del sistema es:

por tanto, el centro de la circunferencia es C (43 1) :

El radio es igual a la distancia del centro a cualquiera de las rectas tangentes:

el 7(4)-2(1)+27 _

(Ch) — Jgg

Entonces, la ecuacion canénica de la circunferencia correspondiente es:

(x-4) +(v-1) =(V53)

En forma general:

J53

x> +1°-8x-2y-36=0
Caso #2:
Tx=2y+27 =-(2x+7y+38)=9x+5y+65=0

Habra entonces que resolver el sistema de ecuaciones conformado por la ecuacién de
esta bisectrizylade /, :

Ox+5y+65=0
3x+2y-14=0



La solucion es:

200
X==-—

3 por lo tanto, el centro de la circunferencia para este caso es
y =107

C(—@,lm)

Calculando la distancia del centro a cualquiera de las rectas tangentes, tal y como se
hizo en el caso #1:

37453
3

La ecuacion candnica de la circunferencia del caso #2 es:

R

X+—
3

) 2
( 200) e (y-107) = 37\3/5

De donde, su ecuacion general sera:

9x° +9y” +1200x —1926y + 70484 = 0

Xi+X,+X yi+y,+ )
373
cualquiera de vértices: 4 (Xl, W );B (xzyz ); C(x3, W )

9.- Demostrar que G( ) es el baricentro de un triangulo

es el centro de gravedad de un triangulo y es el punto donde se

2

El baricentro, (G)

cruzan todas las medianas.

Si se toma la longitud (LM ), de una mediana cualquiera, el baricentro se encuentraa a

%LM de su vértice correspondiente y a %LM del punto medio del lado opuesto



correspondiente; o sea, que para cada mediana el punto G se encuentra en un punto

A=

cuya razoén de division, partiendo del vértice es:

w\>—|w\[\)
Il
\O)

Entonces si llamamos D al punto medio del lado BC, opuesto al vértice A, tenemos que
las coordenadas de este punto seran:

D Xy + Xy Vo + s
2 7 2

Y las coordenadas del punto G seran:
X, + Ax,
1+ A

n+Ay,
1+ A

X =

Yo =

De donde:
x1+2(x2+x3)]
X, +X,+X
X, = _ 2 3
1+2 3
+
y1+2(y2 y3)
y = _ ANttt
P 142 3
37 3 1
10.- 11.- M(E,E);N(‘Lz) y P(—E,—E) son los puntos medios de los lados

de un tridngulo. Determinar los vértices del tridngulo.



Calculo de las abscisas:

La abscisa de cada punto medio es la semisuma de las abscisas de los extremos del
respectivo segmento. Podemos hacer, pues, los siguientes planteamientos:

X, +Xx 3 x,+Xx
Xy =—2—Lt == B o x 4 x, =3 (1)
2 2 2
X, +X X, +X
B TC B  TC —
Xy = =4 = = Xp + X0 =8 (2)
X, +Xx 3 Xx-+x
L T B T S (3)
2 2 2

Existe entonces un sistema de ecuaciones simultaneas con las ecuaciones (1), (2) y
(3).

Se utilizara el método de Cramer, por determinantes para resolver este sistema:

1 10
A=0 1 1|=1+1+0-(0+0+0)=2

1 0 1

310

A, =10 1 1/=3-3+0-(0+0+8)=-8
-3 0 1



Sustituyendo ahora este valor en la ecuacién (1):

Sustituyendo este valor en la ecuacién (2):
T+x,=8=x,=1

Calculo de las ordenadas:

Se utilizara el mismo método de calculo que el ya utilizado para las abscisas:

Ya*Ve T _Yaty
yM=%:E=%:yA+yB_7 ...................... (4)

+ +
N=M:2=M:y3+yc—4 ....................... (5)

+ 1 +
P=M=——=y/1 yc:yA+yC —Les (6)

2 2 2

Se resuelven ahora, por la misma metodologia anterior las ecuaciones (4), (5) y (6):

110
0 1 1|=1+1+0-(0+0+0)=2
1 0 1

A=
7 1 0
A, =14 1 1|=7-1+0-(0+4+0)=
-1 0 1
A2
__Va_~
YATTA T2

De la ecuacion (6):

l+y,=-1=y, =-1-1=-2



De la ecuacion (5):

Vp=2=4=>y,=4+2=6

Entonces, los vértices seran los siguientes:

A(-4,1); B(7,6);C(1,-2)

11.- Determinar el area del triangulo cuyos vértices son A(—2, —2);B(1,6);C(7,2):

Utilizaremos el siguiente procedimiento:

2><—2
1556
-2/ ié o
42/ 2><—2\2
-4/ \-14
1 1
A=5[—12+2—14—(—2+42—4)]=5[—60]=—30

Tratandose de un area se toma el valor absoluto, o sea: A = 3 O

12.- Determinar el area del poligono cuyos vértices son:

A(-5,3);B(2,7);C(7,3); D(6,-3); E(~1,—4); F (-4,-1)

s
2
6/ T \-35
49/6><_3\6
]8/_l><—4\—21
3/—4><—1\_24
16;/75 s
i BN

i

-12



A=%[—35+6—21—24+1—12—(6+49+18+3+16+5)] =

1
A=—(-182)=-91
L(12)

Como se trata de area, se toma el valor absoluto, o sea: A = 9 1 .
13.- Determinar si los puntos A(—2,7);B(—%,4) ; C(O, —5) son colineales:

Primer método de solucion:

Si los tres puntos son colineales, se cumple que no conforman un tridngulo y por tanto
se debe cumplir que estan sobre la misma recta y la suma de las longitudes de los dos
segmentos menores debe ser igual a la longitud total del segmento mayor:

AB+BC = AC

E=\/(-§+2)2 +(4-7) =\/(%)2 +(-3) =\/;=\/¥=3,04138
B_C=\/(0+%)2+(—5—4)2 - /(%)+(81) =\/9+jz4 =\/3i3 =9,12414

AB + BC =12,1655

El valor anterior se debe comparar con la longitud del segmento AC

AC = \J(0+2) +(=5-7) =4+144 =148 = 12,1655

O sea, los tres puntos son colineales.
Segundo método de solucion:

Si los tres puntos son colineales, se toma uno de ellos y se calculan las pendientes que
forma ese punto dado con cada uno de los otros dos puntos, si las pendientes son
iguales es porque los tres puntos con colineales:

V2 =N 4-7

=-6
X =4 _§+2

-3
1
2



V3=V _—5—7 _—12

= =-6
x-x 0+2 2

Mmyc =
Como las dos pendientes son iguales y parten y el punto A es comun a los dos
segmentos, entonces los tres puntos son colineales.

Tercer método de solucion:

Si los tres puntos son colineales, el area del triangulo hipotético que formarian es igual
a cero.

S50 o
_%x4
ik 0?5-5\_8

\ 2
_l_()/ a0

a=t-s+2_(2Li10)| =0
2 2 2

Si no existe area del triangulo hipotético es porque éste no existe y los tres puntos son
colineales.

14- Calcular los angulos internos del triangulo cuyos vértices son:

A(7,4);B(6,-1);C(3,8)

y A

1
T

&

[ e e o |
|, B e [ L A




Célculo del valor del 4ngulo & el cual es el que forma la recta inicial AC con la recta

final AB:

—y 8-4
m1=m,4c=y2 yl= =_1
x,—x, 3-7
—y  —1-4
m2=mAB=y3 A =5
X, —-x, 6-7
a=—"2TM 0L s 180°-56°18'= 123042

1+ (m)(my)  1+(-1)(5)
Calculo del &ngulo B conformado por el lado inicial AB'y el lado final BC:

m =m, =5

m. =m =y3_y2=8+1=_3
2o X, —-x, 3-6
m,—m _ =3-5

tgff = AENCARPOIE =0,5714= f=29°45

Se debe ahora recordar que en todo triangulo se cumple que:
a+pf+y=180=y =180°-a- =
y =180°—(123°42'429°45) = 26°33"

7
15.- Dado un triangulo isésceles ABC, donde a =b =10 y cosy = g




Encontrar el valor del lado C.

PRIMER METODO DE SOLUCION.

La manera mas simple de resolver este problema es aplicando la ley del coseno, como
sigue:

¢ =a® +b* =2abcos A = (10) +(10)° _2(10)(10)(%) _

:200—200(%) =200(1—%) =200(%) =25=c¢=5

SEGUNDO METODO DE SOLUCION.

Desde el vértice B se baja una perpendicular al lado b, formando en ese lado dos
segmentos bl y b2 tales que bl +b2 = b. Ademas la recta perpendicular a b

trazada desde B la llamamos h (altura).

Considerando ahora el tridzngulo BCD y S y podemos escribir:

b, =a'cosy=(10)(%)=

Y por lo tanto:

b,=b-b =10-(10)(%) =%

Conocido b, = 10(%) se puede calcular h enel ABCD:

2 2

W =a*-(b,) =10° -102(%) =10 1-(%)

Ahora, considerando el AADB:



2 2

¢ = +(b) =10° 1-(%) +102(%) =102[1_ﬁ 1]

64 64
=’ =10*| — 16 =@=25=c=5
64 4

15.- Dado el tridngulo ABC y el tridngulo A’B’C donde A'B'PAB; 4C_ i; y el area
del trapecio A ABB es igual a 16. Encontrar el 4rea del triangulo ABC.

Solucioén:

Si A'B'PAB=>SA=SA4"SB=SB' yelangulo C es comun a los dos tridangulos, por
tanto se puede decir que: AABC: AA'B'C y como consecuencia de ello

C

Llamando las alturas de ambos triangulos /4, = CD;h, = CD'y al ser ambos triangulos
semejantes, se cumplen las proporciones:

AC AB CB' b 9

2
AC  AB CB h 10

Llamando S, al area del AABC y S, al areadel AA'B'C, tenemos que:



hxAB h,xA'B'

S -5,=16= 5 16 =
hlx2 X AB><2
h,x AB 10 10
= - =16=>
2 2

2
=5, -5, x 2 =16= S, x 1—ﬂ =16=
10 100

=>Slx£=l6=>S1 =84,211
100



