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CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestardn preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teobrico:

1.- Funcion cuadratica.

Una funcidn cuadrética es aquella funcion real de la forma: y= f(x) = Ax* + By +C ; donde

los coeficientes A, B y C son ntimeros reales con A=0 y el dominio de la funcién es
el conjunto R.

2
En una funciéon cuadratica el término AX se denomina término cuadratico; el término

Bx se denomina término lineal y C es el término independiente.

2
f(x) A" + Bx + C,
[érmino ['érmino \ [érmino
cuadrdtico, -~ lineal _ independiente
(contiene x”) (contiene x) ~(no contiene x)

Raiz de una funcién cuadrética: Se dice que el nimero & es cero, o raiz, o solucion de
la funcion cuadraticasi f (a)=0.



Gréfico de una funcién cuadratica: El grafico de una funcion cuadratica es una parabola
vertical que se abre, 0 es concava hacia arriba si A>0 Yy tiene un punto mas bajo que los
demas; en cambio, la parabola se abre, 0 es concava hacia abajo, si A<0 y tiene un punto
mas alto que los demas.
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Ejes de simetria

Parabola concava hacia arriba: A > 0 Parabola céncava hacia abajo: A < 0

El punto mas bajo o mas alto de una parabola vertical se denomina Vértice (V) de la
pardbola. Las parébolas verticales son simétricas porque sus puntos son simétricos con
respecto a la recta vertical que pasa por su Vvértice. La recta vertical que pasa por su veértice
se llama eje de simetria de la parabola.

2.- Calculo del vertice y el rango de una parabola.

Vertice de una parabola.

Dada una funcién de la forma f(x)=Ax2+Bx+C, con A=0, las coordenadas del

veértice V(xo;yo) de la parabola que esta representada se obtienen determinando

_R?
0 = —%, Y Y= 4A2—AB de manera que el vértice esta dado mediante la siguiente
L B 4AC-B’
expresion: V| ——;,———
2A 4A
Yy ’ v

Extremos..__ L.
Punto méaximo
v

o

oS

Punto minimo

Rango de una parabola.

El rango de una funcion es el conjunto de las imagenes de los elementos del dominio de la
funcién. En este caso, como el dominio es el conjunto de los nimeros reales, se trata de

hallar el conjunto de todas las imégenes. Para ello se halla el vértice V(x,;y,) de la



parébola: si es un minimo, el rango esta determinado por el intervalo (y0;+oo); en cambio,
si es maximo, esta determinado por el intervalo (—oo; yo).
3.- Anélisis de una funcién cuadrética.

Raices y discriminantes de una funcién cuadrética.

Cuando se grafica una funcion cuadratica cuyo dominio es R, puede ocurrir que la parabola

tenga contacto con el eje X en dos puntos, o en un solo punto o bien que no tenga contacto.
Las abscisas de los puntos de contacto son las raices reales o ceros de la funcion. Si no
tiene contacto con el eje x, la funcion no tiene raices reales. Considera las siguientes
parabolas con A>0; es decir, pardbolas concavas hacia arriba.
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En las figuras anteriores estan representadas las posiciones relativas de la parabola con
B 4AC-B’

respecto al eje horizontal. Se sabe que el vértice de la pardbola es V (_ﬂTj y

se cumple lo siguiente:

e Si la pardbola no corta al eje horizontal, entonces la ordenada del vértice es

positiva. Como A >0, se sigue que 4AC —B® >0= B*-4AC <0.
e Si la parabola corta al eje horizontal en un solo punto, entonces la ordenada del

vértice es cero y se tiene que B> —4AC =0.
e Si la parabola corta al eje horizontal en dos puntos distintos, entonces la ordenada

del vértice es negativa y se tiene que B*—4AC >0.

De este modo se ha visto que la interseccion de la parabola vertical, que es cdncava hacia

arriba, con el eje horizontal, va a depender del signo de la expresion B*—4AC. De
manera analoga, la posicion de la parabola vertical concava hacia abajo con respecto al eje

horizontal también va a depender del signo de la expresion B* —4AC.

La expresion B*—4AC nos permite discriminar el tipo de raices que tiene la funcion
cuadratica, por eso se le denomina discriminante, y se le simboliza con la letra griega A.
En conclusidn, el grafico de una funcién cuadratica no corta al eje horizontal si A<0, lo

corta en un solo punto si A=0 o lo corta en dos puntos distintos, de abscisas ¢ y S si
A>0.

Ejemplo #1:



Observa el andlisis realizado a la funcién: y=f (x)= X? +X—6.

Solucion:

»~

En esta funcion A=1,B=1,C=-6. Como A>0, la pardbola vertical es concava
hacia arriba, por lo tanto, su vértice es un punto minimo.

El discriminante es A =B?-4AC = (1)2 —4.(1)-(-6)=1+24=25. Como A>0,
la parébola corta al eje horizontal en dos puntos distintos.

1
La ecuacion del eje de simetria es x:—E:—L:—l;y este numero es la
2A 2(1) 2

abscisa del vértice.

Como f(—l :—§:>V —1;—§ )
2 4 2 4

La parébola corta al eje vertical en el punto P(O; —6). Su simétrico Q, segun el eje
de simetria, tiene como ordenada -6, y su abscisa es:

X' +Xx—6=-6=X+Xx=0=x-(x+1)=0=x =0;x,=—1. De manera que el
simétrico es Q(—1—6).

El rango de la funcion cuadrética es (—%;+ooj.




Construccion de una funcién cuadratica dado el vértice y un punto
cualquiera de la parabola.

La férmula de una funcién cuadratica también puede expresarse en forma candnica, asi:
f(x)=A-(x—x,)’ +y,; donde A es el coeficiente cuadrético y (x,y,) son las

coordenadas del vértice. Por ejemplo, y=—4-(x+1)2 +3 es una funcién cuadrética en la
cual A=-4yel vérticees V (—1, 3). Notese que esta funcion cuadratica puede escribirse

de la forma Ax®+Bx+C si se realizan las operaciones de esta manera:
f(x)=—4-(x+1)° +3=—4-(x*+2x+1)+3=-4x" -8x 1.

Ejemplo #2:

Fijate en la siguiente parabola:

Solucion:

a).- Se parte de la férmula candnica donde se remplazan las coordenadas del vértice V:
y=A[x-(-2)] +4=A(x+2)" +4.
b).- Se remplazan las coordenadas de X e y por las coordenadas de P:

1:A(—5+2)2+4:>A:—%

Se sustituye el valor de A en la formula candnica para obtener la formula general:



y:(—%j-(x+2)2+4:> y:(—%}(x2+4x+4)+4:> y:(—%)xz—(g)-x+g
PREGUNTAS:

Ejercicios de funcion cuadratica. Pagina # 143 de Santillana 9no grado.

1.- Indica si cada funcion dada es una funcion cuadratica. En caso que lo sea, denota cuales
son sus coeficientes.

a)- y=f(x)=—x*+6

Solucion: Si A=-1B=0;C =6.

b).- y=g(x)=-3x+5

Solucién: No.

c)- y="f(x)=x-3x*+2

Solucién: No.

d).- y=h(x)=(x-1)-(x+4)

Solucion: Si (x—1)-(x+4)=x*+3x-4=A=1B=3:C=—4
e).- y=8+10x—x

Solucién: Si A=-1,B=10,C=8

f).- y:(x+5)2

Solucién: Si (x+5)2 =x*+10y+25= A=1B=10;C =25
2.- ¢Qué relacion existeentre p y q silescerode y=f(x)=px*—3x+q?
Solucioén:

p-(1)°-3-1+q=0=p+q=3= p=3—q



3.- En cada caso se da una funcion cuadréatica y tres nUmeros. ;Son esos numeros raices de
la funcion?

a).- y=x"————(0;-12)

Solucioén:

Sélo 0 esraiz; 1y 2 no lo son.

b).- y=-x"+2x————(0;2,1)

Solucioén:

0 y2sonraices; 1noloes.

c).- y=x*+3x—5--——(0;1-2)

Solucion: Ninguno de los nimeros dados es raiz.

4.- Traza el grafico de la funcién cuadréatica f(x):—xz. Luego, describe la concavidad
de la figura, cudl es el eje de simetria, las coordenadas del vértice y el rano de la funcion.

Solucion:
a).- La curva es concava hacia abajo.
b).- el eje de la simetriaes x=0. O sea, el eje de las'y.

c).- El vértice es el punto (0;0)

d).- El rango de la funcién es (—;0)

Calculo del vértice y del rango de una parabola. Pagina 145 de Santillana
9no grado..

1.- Hallar los vértices de las funciones cuadraticas dadas:
a).- y=—-x*+16

Solucion:



A=-1B=0,C=16=
B 0
:——:——:0
= "on 2-(-1)

_ 4AC - B? _ 4-(-1)-(16)-0

=16=V (0;16
o= TA 4-(-1) =V (019)
b).- y=-2x*+4x-12
Solucion:
A=-2B=4:C=-12=
B 4
== :1
©TTAT 2(2)
2 o — ol — —_ 2 p—
y0:4AC—B :4( 2)-(-12)—(4) _9% 16:_103\/:(1;_10)
4A 4-(-2) -8

0).- y=x+x+12
Solucién:
A=1B=1LC=12=

__B__ 1t _1

T 2A 21 2

(4= QRS a1, [ 1)
0 T 4-(1) T4 4 24
d)- y=(x-1)
Solucién:

y=x"-2x+1= A=1B=-2,C=1=
B __(2)

AT 21

y, = 4AZ; B® _ 4'(1)'4?21—)(—2) _ 4;4 =0=V =(10)

2.- ¢(Dobnde corta el grafico de la funcion cuadratica f (x) =x*+x+1 al eje vertical?



Solucion:

Se busca un valor sobre el eje vertical donde en todos sus puntos x =0.
y=f(0)=(0) +(0)+1=y=1= P =(0;1)

3.-  ¢(En qué cuadrante estd el vértice de la pardbola dada por la funcion
y=f (x)=-x*—x+2?. ;Cortara ese gréfico al eje horizontal?

Solucion:
A=-1B=-1,C=2

B (-1) 1

X == = ——
©2A 2(-) 2
_B?  4-(-1)-(2)-(-1)* -8-—
yO:4AC B _ (-1):(2)-(-1) _8 1:9:>V:(—1;gj:>(ll)cuad.
4A 4-(—1) -4 4 2 4
Si corta al eje horizontal porque V esta por encima del eje horizontal y ademas es céncava
hacia abajo ya que A<O0.

4.- ¢En qué cuadrante esta el vértice de la pardbola y=f (x) =-2x* +6x—3?

Solucion:
A=-2.B=6C=-3
B 6

N W

=T 2(2)

_AAC-B? _4-(-2

.(-3)-(6)’ _24-36_-12_3
Yo m

) = =3 = (I')cuad.

_b\—/

5.- ¢Hay parte del gréafico de la funcion y=f (x) =—x*+4x en el segundo cuadrante?

Solucion:

A=-1,B=4;C=0

RO R Sy

T 2A 0 2(-1)

_4AC-B® 4:(-1)-(0)-(4)" -16 e
“4A 4(-) 4 =4V =(24)

No tiene parte del grafico en el segundo cuadrante porque el gréafico corte al eje vertical y
enel punto O=(0;0).



6.- ¢Existiran dos nimeros cuya suma sea igual a 9 y su producto sea maximo?

Solucion:

a+b=9=a=xb=9-x=y=ab=x-(9-x)=—x*+9x Esta es una parébola vertical
céncava hacia abajo, cuyo punto maximo tiene como abscisa:

xoz—iz— S =9.Elotrovalores 9-
2A  2(-1) 2

9
>

N | ©

7.- Los registros de temperatura entre las 0 horas y las 24 horas en una zona rural se

ajustan a la funcion T(x)=(—%)-(x—12)2 +10 donde T es la temperatura en grados

centigrados y X es la hora del dia. Analiza y responde:

a).- ¢Cudl es la temperatura maxima?. ¢Y a que hora se registro?
b).- ¢ Qué temperaturas habia a las 9 de la mafiana?

c).- ¢Qué temperaturas habia a las 3 de la tarde?

Solucion:
Solucién:

a).-

y:T(x):(—%)-(x—ﬂ)z +1O=(—%j-(x2 —24+144)+10 ==

1, 12 144 1 1, 12 2

= ——X+—X——+—>—— X+ —X——

10 5 10 10 10 5 5
:>A:—i;B:E;C:—g
10 5 5

Como A < 0 la curva es una parabola concava hacia abajo con el vértice como punto
maximao.



4.(_1)(_22)_(12)2 88 144 88-288
_4AC-B° | 10 5) \5) _50 25 __ 50 _y
. _ _ _ _
4A a1 _4 _4
10 10 10

La temperatura buscada es 10°C y la hora es 12.

b).-

T(9)=__.(9)2+E.(g)_§:_§+&_ﬂ:9_l=g’1%;
10 5 5 10 10 10 10

T(15)=—%~(15)2+%~(15)—%=—%+%—%=%=9,1°C

Anélisis de una funcion cuadratica. Pagina 147. Santillana 9no grado.

1.- En cada caso, halla el discriminante de la funcién e indica la relacion que tiene con el
eje X.

a).- Y=X+X+2

Solucion:

A=B*-4AC =(1)2 —4-(1)-(2)=1-8=—7=A<0. No cortaal eje de las X.
b).- y=-x*-2x+4

Solucion:

A:Bz—4AC:(—2)2—4-(—1)-(4):4+16:20:>A>0. Corta el eje de las X en dos
puntos distintos.

0).- y=x"-2x-3

Solucion:



A=BZ—4AC=(—2)2—4-(1)-(—3)=4+12=16:>A>0. Corta al eje de las X en dos
puntos distintos.

d).- y=-x"+3x+1
Solucion:

A=B*-4AC =(3)2 —4-(-1)-(1)=9+4=13=A>0. Corta al eje de las X en dos puntos
distintos.

2.- ¢En cuantos puntos la parabola de la funcion cuadratica y=f (x):—2x2+3x—4
corta al eje horizontal?

Solucion:
A=B’-4AC = (3)2 —4-(-2)-(-4)=9-32=-23=A<0. No corta al eje horizontal en
ningdn punto.
3.- Analizay grafica cada una de las siguientes funciones cuadraticas:
f(x)=x*-5x+6
g(x)=-x"+4x
1
h(x)=x*—x+=
() y
1)y, 3
tX)=| —= X" +—=
09=(-3 )+
Para ello, en cada caso, describe o calcula lo siguiente:

a).- Sus coeficientes, su concavidad y su extremo (si s minimo 0 un méaximo).

b).- El discriminante y la relacion de la parabola con el eje horizontal (X).
c).- La ecuacion del eje de simetria y las coordenadas del vértice, del punto de corte con el

eje vertical (Y).
d).- El rango de la funcién.

Solucion:

A).- f (x)=x"-5x+6

a).- A=1,B=-5;C =6.Porser A >0 laparabola es concava hacia arriba y tiene un valor
minimo.



b).- A=B*-4AC =( —5)2 —4 (1) (6 =25-24 =1= A >(La curva corta al eje de las X
en dos puntos distintos.

c).- Para obtener la ecuacion del eje de simetria, el cual es una recta paralela al eje de las y
que pasa por el vértice por consiguiente perpendicular al eje de las X, basta con calcular la

abscisa del vertice: x =X, __B_ —ﬂ =§.
2A 2.(1) 2

_4AC-B® 4-(1)-(6)-(-5) 24-25 1
WETTAA T 4-(1) 4 4

|G

Para obtener el punto de corte de la curva con el eje Yy, se hace
f(0)=(0)"~5-(0)+6= f (0)=6=P(0,6)

d).- El rango de la funcion es (—%,-H)Oj.

Ademas, para encontrar los ceros de la funcion:
X* —5Xx+6=0=>(x—2)-(x—3)=0=>% =2;x, =3

Luego:
X 1 Z - :
f(x) 2 > > 6
\ ——
RN
7 |
¢ L
5 \ l"’" é’a dz,g; 'J'“ﬁi.lz*?zyé
24 | i 1
- i
TN
t \ l
il g W R 2 A L
2 !\\\ \(’(:5 )_‘ | )
2 | 2
7 |
les 1




B).- g(x)=—x*+4x

a)- A=-1B=4,C=0. A <0, por tanto es una curva céncava hacia abajo con un punto
maximo.

b).- A=B?—4AC = (4)2 —4.(-1)-(0)=16=A>0. La curva corta al eje horizontal en dos
puntos distintos.

c).- La ecuacion del eje de simetria es:

B 4 _2:>y_4AC—BZ:>
T ToAT 24 =T A
2

4.(-1)-(0)-(4
=Y, = (£1)-(0)=(4) =4=V(2,4)
4-(-1)
Lacurva cortaal ejede lasyen g (0) = _(o)2 +4-(O) — 0= P(0,0)
d).- El rango de la curva es (—o,4)

Ademas, para encontrar los ceros de la funcion:

X +4x=0=X-(4-X)=0=x =0;x, =4

Luego:
X 1 3 -1 5
f(x) 3 3 -5 -5

~i

=+ do BBy
N
v

™ G e
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© ;
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3
g
N
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C).- h(x):xz—x+%

a).- A=1B=-1C= % = A>0. La curva es concava hacia arriba con un minimo.

b).- A=B°-4AC= (—1)2 — 4(])(%) =1 & 0= A= (La curva corta al eje horizontal

en un solo punto.

c). La ecuacion del eje de simetria es:

... B_ (.1
TNTaT 2 2

1 2
snc-p O 4j_(_1) 1-1 1
YETUA T a4 ZOSVK_’OJ

La curva corta al eje de las Y en el punto:
1 1 1

h(0)=(0)"—=(0)+====P|0,=

(0)=(0F -(0)+3 =5 =P[05]

d).- El rango de la funcion es: (0, +oo)
Ademas, para encontrar los ceros de la funcion:

x2—x+%:0:>4x2—4x+1:0:>£-(4x2—4x+1):0:>

2 2
:>(4x) _4'(4X)+4203M:0:>X1:X2:1
4 4 2
X 0 -1 2 —2 3
f(x) 1 )1 )1 61 61
4 4 4
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D).- t(x)=| -= |- x¥*+=
) 1(0=[-3 )0+
a).- Az—%; B=0;,C === A<0. La curva es concava hacia abajo y por tanto tiene un

dos puntos distintos.

c).- La ecuacion del eje de simetria es:

B __ (9

X=X, =——=———2=0(eje—simet. = y)

s

La curva corta al eje y en el punto P (0, gj

d) El rango de la funcién es: (—oo,gj.

Ademas, para encontrar los ceros de la funcion:

(_%j'x2+g=0:_x2+3=0:X:-i_-\/f;_’:>x1=—\/§;X2=+\/§



X -1 1 -3 3
f(x) 1 1 -3 -3
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4.- Determina la férmula de la funcion cuadratica que cumpla los requisitos pedidos en
cada caso.

a).- Su grafico pasa por el punto (1,—1) y su vértice es el punto V (-2,3).
b).- Su gréfico intercepta al eje y en el punto (0,3) y su vértice es el punto V (1,2).

c).- Una de sus raices es x=3 y el vértice de su grafico es V(—%,—Z]. Grafica cada

funcién obtenida.

Solucion:

f(x)=A(x=%) +y, =V (-23) = y=A(x+2) +3=

= P(L-1) & -1=A-(1+2) +3=>-1=9A+3= A:—g:

Q.- = y=(—%)(x+2)2+3:(—gj-(x2 +4x+4)+3=

( 4) , 16 16 ( 4) , 16 11
y=|—= [ X" =—X=——+3=| —— |- X" ——X+—
9 9 9 9 9

Como A <0, la curva es concava hacia abajo y tiene un punto maximo en V =(—2,3), su

. . . . ., . 11
eje de simetria satisface la ecuacion x=-2 y la curva corta al eje de las y en P(O, j



2
Ahora, A=B?-4AC = (—%j —4(—%}(%) = 25684;176 = 4:12 = % >0. Luego, la

curva corta al eje horizontal en dos puntos distintos.

| | [l |
I | ib ;.1f) ‘
‘ a7 ‘
-/
L
N
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Srrerrei. ] i
| %4 l
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b).-

f(x)= A-(x—xv)2+yV =V (12)e y:A-(x—1)2+2:>

= P(0,3)<3= A-(O—l)2 +2=>A=1=>

y:(x—1)2+2:x2—2x+1+2:> y=x*—2X+3.
Como A > 0, la curva es cdncava hacia arriba y por tanto tiene un minimo en V (1, 2). El
eje de simetria cumple con la ecuacion x=1.

Ahora, A=B?-4AC :(—2)2 —4-(1)-(3)=4-12=-8=A<0. La curva no corta al eje
horizontal en ningln punto.

La curva corta al eje y en el punto P(O, 3) :
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f(x)= A~(x—xv)2 +Y, :V(—%,—Zj@

2

2
= f(x):A-(x+%j —2:>x1:3<:>0:A-(3+%j -2=

2
:>0:A-(%j -2= A-£=2:> A:E>O.:>

4 49
y=£' x+lj—2:£~(x2+x+1 -2=
49 2 49 4
y:i.xz+i.x+i_2:i.xz+£.x 96

49 49 " 49 49 49 © 49

Como A > 0, la curva es concava hacia arriba con un minimo en el vértice V (_5’_2] y el

: o - 1
€je de simetria satisface la ecuacion x = —E.

49

2
Ahora, A=Bz—4AC=(£j _4.(8j( 96)264+3o72=3136=g:>A>0_
49 2401 2401 49

Entonces, la curva corta el eje horizontal en dos puntos distintos, uno de los cuales es
Q.(3,0) y el otro debe ser simétrico con respecto al eje de simetria, o sea Q,(—4,0).

La curva corta al eje Y en el punto P(O, —%) .
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Cuestionario resumen. Santillana 9no grado. Pagina 148.

1.- Determina cuales de las siguientes funciones son cuadréticas; luego, en las cuadraticas,
cuéles son sus coeficientes:

a).- y=x>-3

Solucién:

No es cuadratica.

b).- y=2x-1

Solucién:

No es cuadratica.

C).- y=2x*-7

Solucion:

Si es cuadratica. A=2;B=0;C=-7.
d).- y=x"-5x+3

Solucion:

Si es cuadratica. A=1B=-5;C =3.

e).-
y =3x*—-5X+6.



Solucion:

Si es cuadratica. A=3;B=-5;C =6.

f).-
y= X +3x-2.
Solucion:

No es cuadratica.

9).-
X+1

x-1
Solucion:
No es cuadratica.

2.- Indica cual de las figuras siguientes representa una funcion cuadratica. ¢Por qué?

a) o <) ¥y
A
*Q o iy
b) Y| d 7 t
g . -,
0 —‘x
Solucién:

a).- No lo es. NO tiene simetria vertical.
b).- No lo es, es una linea recta.
c).- Si los. Si tiene simetria vertical.

d).- No loes. NO tiene simetria.

3.- Una pelota es lanzada hacia arriba desde la azotea de un edificio de 80 m. La altura h
alcanzada por la pelota sobre el nivel del suelo en un tiempo igual a t segundos después
del lanzamiento se expresa en funcion del tiempo, por: h(t) = —16t* + 64t +80.



a).- Determina donde estaré la pelota al transcurrir 1s, 2s, 3s, 4s, 5s.
b).- Elabora una representacion grafica con estos datos.

c).- Si la maxima altura donde estara la pelota es igual a 144, ;cuantos segundos habra de
transcurrir para que la pelota comience a caer?.

d).- ¢Qué tiempo habra de transcurrir para que la pelota toque el suelo?
Solucion:

a). Tener cuidado, darse cuenta que:

t=0=nh(0)=80m.

h(t)=—16t7 + 64t +80 =t =15 = ~16-(1)" + 64t + 80 =128m.

2

=1t=25=-16-(2)" +64-2+80 = —64+128+80 =144m.
—=1t=35=-16-(3)" +64-(3)+80 = ——144+192+80 =128m.
=t =45 =-16-(4)" +64-(4)+80 = —256 + 256 +80 = 80m.
=t =55=>-16-(5)" +64-(5)+80 = —400 +320+80 = Om.

b) Grafica:
b) v
200+
180
A 160
140
120
100
80
60
40

3>RC-Hr

Tiempo (s}

C).-
=144 =64 = —16t*> + 64t +80 = —16t* + 64t —64=0=

=-16-(*~4t+4)=0=-16-(t-2) = t=2s

d).- Darse cuenta que, en los célculos anteriores, cuando t = 5S la altura h es igual a cero,
o0 sea la pelota ha llegado al suelo.
4.- Comprueba que a es un cero de la funcion cuadréatica dada:

a)- a=v2;f(x)=x-2



Solucién:
f(\/f)=(\/§)2—2=2—2=0:>SI

Coordenadas del vértice:

A:1;B:O;C:—2:xv:—£:—ﬂ:0;
2A

y, 4Ai; B2 _ 4.(1).4(1._(21))_(0) _2=V(0,-2)

Punto de corte del ejey:
f(0)=(0) -2=—2=y=-2=P(0,-2).
b.-

a=-2;f(x)=2x* -5x+2= f (-2)=2-(-2) -5-(-2)+2=
= f(-2)=8+10+2=20= NO

Coordenadas del vértice:

A—2B—-5C—2mx -2 1) _5
2A  2-(2) 4
_4AC-B? 4(2)2-(-5) 16-25 9 (§_gj
Y4 4(2) 8 8 4" 8
Punto de corte del eje V:
f(0)=2(0)"-5-(0)+2=y=2=P(0,2)
C).-
2
et Q-
2 2)" 2 2) 2 2)\2) 2
_,9.3.3.6.3_3 3 _,_g
4 4 2 4 2 2 2

Coordenadas del vértice:



1(0)=(0) —2-(0)- 2= y=—3= p(o,-gj

d).- a=2;f(x)=(x-1)-(x-2)=(2-1)-(2-2)=0=S9lI
Coordenadas del vértice:

f(x)=(x-1)-(x-2)=x*-3x+2=A=LB=-3C=2=
)

2 . . —_— — 2
e B (9 3 _acom_ Q)Y
28 2:(1) 2 4A 4-(1)
4 4 2 4

a=-5f(x)=(x-1)-(x-2)+(x=3)-(x—4)=
5-3)-(~5—4) % 0= NO

Coordenadas del vértice:

f(X)=(x-1)-(x=2)+(x=3)-(x—4)=x*=3x+2+ X’ - 7x+12=

B (-10)
= 2x*-10x+14= A=2B=-10,C=14=> X, =——=—+——~ =

2A 2-(2) 2°
_4AC-B? 4(2)-(14)-(-10)° 112-100 12 3 :v(§ §J
2'2

S,

WETTA T 4-(2) 8 8 2



Punto de corte del eje y:

f(0)=2-(0)"~10-(0)+14 =y =14 = P(0,14)

5.- Analiza y grafica cada una de las siguientes funciones cuadraticas:
a).- f(x)=x*-3

Solucion:

A=1B=0;C =-3= A>0. Es una curva concava hacia arriba con un minimo.

Luego: A=B*—-4AC= (0)2 —4.-(1)-(-3)=12=A>0. La curva corta al eje horizontal X
en dos puntos distintos.

Las coordenadas del vértice son:

2

B (0) _  4AC-B" 4:(1)(-3)-(0)
A T N N 1 R L By SN ()
=Y, :—3:>V(0,—3)

=

El eje de simetriaes x=x,=0

Punto de corte del eje V:

—h
—~~
o
~
I

(0 -3=>y=-3= P(0,-3).

1

AY
4t |

A fbrz):xzv3
N
47 vV =1{0, ~3)
b).-
f(x)=-x*+4
Solucion:

A=-1B=0;C=4= A<0. Lacurva es concava hacia abajo y por tanto tiene un maximo.



A=B?-4AC =(0)"—4-(-1)-(4)=16=A>0. La curva corta al eje horizontal en dos
puntos distintos.

Las coordenadas del vértice son:

e _4AC—52:>
(-1) WA

El eje de simetria satisface la ecuacion x=x, =0.

La curva corta al eje y en:
y=f(0)=—(0)" +4=4=P(0,4)

c).- f(x)=x*-2x
Solucién:

A=1B=-2;C=0= A>0. Lacurva es concava hacia arriba y tiene un minimo.

A=B?-4AC=(-2)"-4-(1)-(0)=4=A>0. La curva corta al eje horizontal en dos
puntos distintos.

Las coordenadas del vértice son:



B (=) ., _4AC-B* 4-(1-(
YT o T ae T

corta al eje horizontal.

=-4=A<0. La curva no

Las coordenadas del vértice son:

__B_ (22

~ . _4AC-B’ 4-(1)-(0)-(-2)
YT T2 T aA T 4

—-1=V(1-1)

El eje de simetria satisface la ecuacion: x =X, =1.

La curva corta al eje y en:
f(0)=(0)"-2-(0)=0=y=0=P(0,0)

d).- f(x)=—x*+3x
Solucién:

A=-1,B=3,C=0= A<0. La parabola es cdncava hacia abajo con un maximo.

A=B’-4AC = (3)2 —4(-1)-(0)=9=A>0. La parabola corta al eje horizontal en dos
puntos distintos.

Las coordenadas del vértice son:

3.
2A 0 2-(H) 2 4A 4.(-1) 4




: o - 3
El eje de simetria satisface la ecuacion x =x, = >

La curva corta al eje y en:

f(0)=—(0) +3-(0)=0=y=0=P(0,0)

e).- f(x)=(x-1)-(x—2)+(x—2)-(x-3)
Solucién:

f(X)=x*—3x+2+x*—5x+6=2x*-8x+8==>A=2B=-8C=8=A>0. La curva
es concava hacia arriba y tiene un minimo.

A=B?-4AC =(-8)" -4-(2)(8)=64—64=0=A=0. La curva corta al eje horizontal en
un solo punto.

Coordenadas del vértice:

__B_ (8) _, _4AC-B’ 4(2)(8)-(-8) _
XV‘_ﬂ‘_M‘Z’yW Y. 12 =0=V(2,0)

El eje de simetria satisface la ecuacion X=X, =2

La curva corta al eje de las y en:
f(0)=2-(0)"~8-(0)+8=8=y=8=P(0,8)



i) = 207 — 8x +8 —

f).- x*—3x+1
Solucion:

A=1B=-3:C=1= A>0. Lacurva es concava hacia arriba y tiene un minimo.

A=B’-4AC = (—3)2 —4-(1)-(1)=9-4=5=A>0. La curva corta al eje horizontal en
dos puntos distintos.

Las coordenadas del vértice son:

B _ (3

=) 3.
2’

“TTAT 2

_4AC-B?_4-(1)-(1)-(-3) 5:>v[3 5j

4A (1 4

4.
El eje de simetria satisface la ecuacion x = x, —g

La curva corta al eje vertical en:

f(0)=(0)"-3(0)+1=y=1=P(0,1)



9).- f(x)=x*+5x+1

Solucion:
A=1B=5C=1= A>0. Lacurva es concava hacia arriba y tiene un minimo.

A=B?*-4AC=(5)"-4-(1)-(1)=25-4=21=A>0. La curva corta al eje horizontal en
dos puntos distintos.

Coordenadas del vértice:

X =Y,
YO2A 0 21 2 4A 4-(
El eje de simetria satisface la ecuacion x =X, =1.

B (5 5. _4AC-B*_4-(1)-(1)
1

La curva corta al eje de las y en:
f(0)=(0)"+5(0)+1=y=1=P(0,1).



A

pp—t——3
T2 3 4 x
f(x):xz+5x+1

h).- f(x)=3x*—5x+2

Solucion:

A=3B+-5C=2= A>0. Lacurva es concava hacia arriba y tiene un minimo.

A=B?*—4AC=(-5)"-4-(3)-(2)=25-24=1=A>0. La curva corta al eje horizontal

en dos puntos distintos.

Las coordenadas del vértice son:
B (-5 5. 4AC-B’ 4:(3)-(2)-(-5)° 1

El eje de simetria satisface la ecuacion x=x, =

La curva corta al eje de las y en:

f(0)=3-(0)° -5:(0)+2=2=y=2=P(0,2)

(

“=72m 2~(3)_6yv 4A 4-(3 2
S
6



[0 =3x" = 5x +2

i).- f(x)=5x*-3x-3
Solucion:

A=5B=-3;,C=-3= A>0. lacurva es concava hacia arriba por lo que tiene un minimo.

A=B?-4AC = (—3)2 —4-(5)-(-3)=-51=A<0. La curva no corta al eje horizontal en
ningun punto.

Las coordenadas del vértice son:

wo_B__ (3 3. _4AC-B’_ 4(5(3)-(3) 69:\/(3 69)
Y 2A 2.(5) 107" 4A 4.(5) 20

o . 3
La directriz satisface la ecuacion x=x, = -

La curva corta al eje y en:

f(0)=5-(0)°-3:(0)-3=-3=y=-3=P(0,-3)



6.- Halla el valor que se indica en cada caso:
a).- M si 2 es un cero de la parabola f (x) =mx*+3mx—230.
Solucion:
f(2)=m-(2)" +3m-(2)-30=0=10m-30=0=>m=3.
b).- & si la parabola f(x)=x*—4x+(a—2) tiene el vértice en el eje horizontal.
Solucion:
_ 4AC —B?

Y 4A
=4a-8=16=4a=24=a==6.

=0=4AC=B’=4(1)-(a-2)=(-4) =
c).- msi lapardbola f(x)=mx*—-3x+1 escéncava hacia abajo.

Solucion:

Para que la curva sea concava hacia abajo se debe cumplir que A < 0, por lo que en este
caso m <O0.

d).- m si lapardbola f (x)=mx*+4x—3 tiene el extremo en la recta x =5.

Solucion:



x=xv=—£=— (4) =5:>m=—E
2A 2-(m) 5

7.- Escribe la funcidn cuadréatica que cumpla con las condiciones dadas en cada acso.

a).- Su gréafico pasa por el punto P(B,—%j y su Vértice es V(—2, O).
Solucioén:

Se empieza por escribir la ecuacion de la pardbola en su forma canonica:

y=A-(x=x) +y, = y=A(x+2) +0=

:>—1:A-(3+2)2 C2BA=s Am— o
2 50

b).- Suvérticees V(0,3) y x=2 esraiz.

Solucion:

y=A(x=x) +y,=
=y=A(x-0)+3=0=A-(2-0) +3=4A+3=0=

3 3 2
A=——=y=|——1|(x) +3
=y~
c).- El vértice de su grafico es V (—2,1) y la ordenada al origen es 4.

Solucion:

y=A(x=x) +y, =
y=A-(x+2) +1=P(0,4) = 4=A-(0+2) +1=

= 4=4A+1> A:%: y:(%j-(x+2)2+1:>

=y= f(x):(%j-(x2+4x+4)+1:> f (x)=G]x2+3x+4.



ACTIVA TU INGENIO.

Durante una exhibicién, una avioneta realiza una maniobra en forma de parébola, y para
ello parte de cierta altura z. la altura h, en metros, que alcanza la avioneta a los t segundos

de haber comenzado la maniobra esta dada por la funcién : h(t)=(0, 5)-t2 —40-t+z. El

piloto no corre riesgo si comienza la maniobra a una altura mayor de cierto valor. ; Cuél es
esa altura minima a la cual debe iniciar la maniobra?.

Solucion:

La trayectoria de la maniobra de la avioneta es una parabola vertical, concava hacia arriba
con un vertice cuya coordenada vertical sea mayor que cero. Entonces:

4AC - B
=
4A
= 4AC-B?>0=4AC >B?=4-(0,5)-(2) > (40)’ =

z>$:>z>800m.

A=0,5B=-40,C=z=Y, 0=



GUIA DE TRABAJO
Materia: Matematicas Guia #44.
Tema: La hipérbola.

Fecha:
Profesor: Fernando Viso

Nombre del alumno:
Seccion del alumno:

CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestardn preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teobrico:

Hipérbola

Lugar gcométrico de
los puntos del plano cuya
diferencia de distancias a dos s e
puntos [ijos lamados focos Ca, AV Eje real
(tomada en valor absoluto) es

constante.

\ 7

imaginario |
'

Elementos de la hipérbola:

Centro: C(x9,¥0)

Focos: F'y F’' (se encuentran sobre el eje real)
Vértices: A A,ByB

Eje real: digpy=2a



Semieje real: Fdiy =4 ac) =dac)=a

Eje Imaginario: dippy=2b
Semieje imaginario: 39y =dig ey =dp ) =b
Distancia focal: dip )y =2c
Semidistancia focal: %d( FF) = d( re) = d( F.c)=€
Directrices: Lyl
Asintotas: Lyl
Lados rectos: POy PQ
Excentricidad: e=L=1L (e>1)
Relacion entre a, b y c: c>=a’ +b*
Ecuaciones de las directrices:
Caso I Caso II
Xx=xpty y=yote
Pendientes de las asintotas:
Caso I Caso I1
m=12 m=14%
Longitud del lado recto: dp 0= d[ POy = 2b”

Pendiente de la tangente en el punto P(x;,y,)

y Caso I Caso II
m=b—:M st ag(x]—xo)
a‘(y, _yO) i bz(yl _}10)

Propiedad de la hipérbola:

Desde un punto cualquiera P de la hipérbola se traza un segmento PQ perpendicular al eje
real. La abscisa de P es igual a la distancia entre C y Q, y su ordenada a la distancia entre

PyQ.



Abscisade P = d(C’Q)
Ordenadade P = d(P’Q)

Como las coordenadas del punto deben satisfacer la ecuacion de la hipérbola, se tiene que:

‘d(c,Q)‘z B ‘d(P,Q)‘Z _1
a’ b>
PREGUNTAS:

1.- Hacer el estudio de la hipérbola cuya ecuacion canonica es la siguiente:

(-3 (-2 _
25 16

Nota importante #1: Se debe tener presente que a* esta asociada con el término
positivo, por lo tanto, a> =25=>a=>5: En este problema, al estar a’> como denominador
del término en Y, indica que el eje real de la hipérbola es vertical. Dado el caso, en otro

problema, donde el término en X sea positivo, y a’> esté asociado con el término en X;
entonces, la hipérbola tendria en ese otro caso un eje real horizontal.

b?=16=b=4c’=a’+b’ =c?=25+16=41=c=+/41
Luego, se trata de una hipérbola de eje real vertical con los siguientes valores:

Centro: C(2;3)
Focos: F'(2;3+JH);F(2;3—JH)
Vértices: A(2;8); A(2,-2);B(-23);B(6;3)



B

Excentricidad: e =< = _64_

1$
a 5
2 2(16) 32

28

o O1
O

Longitud del lado recto: c T

> |

Ecuaciones de las directrices: y =y, +8_ 31% =3+3,906
e

Ecuaciones de las asintotas: (y—3)= J_r%(x -2)

Nota importante #2: Se debe destacar que la relacion de los parametros @, b y C noes
la misma en la elipse que en la hipérbola. Mientras que en la elipse se cumple que

a’ =b” +c?, en la hipérbola se cumple que ¢® =a”+b*

2.- Hacer el estudio de la hipérbola cuya ecuacion general es la siguiente:
25y° —9x* —100y —72x—269 =0

25(y? —4y+?)—-9(x* +8x+?) =269 =
= 25(y? —4y+4)-9(X* +8x+16) =269 +100 144 = 225 =

2 2
jé(y_z)z__(x+4)2:1:>(y—2) _(X+4) _q
225 9 25

Es una hipérbola de eje real vertical, x =—4, con los siguientes valores:

a’=9=a=3b’=25=b=5=>
—c?=a’+b*=9+25=34=c=+/34
Centro: C(—4;2)

Focos: F'(—4;2+«/3_4); F(—4;2—\/3_4)
Vértices: A’(—4; 5); A(—4; —1); B’(—9; 2); B(l; 2)

RE
3

Excentricidad: €= a

=1,9436



202 2(25) 5

Longitud del lado recto: a = 3 = ?
| rectrices: Y = Yot =245 2415435
Ecuaciones de las directrices: 0+ o - 19436 T4,
2) =+ (x+4
Ecuaciones de las asintotas: ( y- ) - = g ( X+ )

3.- Hacer el estudio de la hipérbola cuya ecuacion general es la siguiente:
81x* —36y° = 2916

81 . 36 . , X ¥

— Xy’ =1= =
2916 2916 36 81
—a’=36=a=6b’=81=b=9=>

—c?=a?+b?=36+81=117 = ¢ = /117

Entonces, es una hipérbola de eje real horizontal, y =0, con los siguientes valores:

Centro: C(0;0)

Focos: F’(JE;O); F (—\/1?;0)

Vértices: A(6;0); A(-6;0);B(0;-9);B(0;9)
¢ _+/117 _10,8166

Excentricidad: e=—= =1,8027
a 6 9
2 2(81
Longitud del lado recto: 207 = M =27
a 6
- rectrices: X=X+ 2 =0+ 0 133283
Ecuaciones de las directrices: T e x 18027 9,

Ecuaciones de las asintotas: y = i(gj X

4.- Hacer el estudio de la hipérbola cuya ecuacion general es la siguiente:

Ox* —4y* —54x—-40y-55=0



9(X* —6x+?)—4(y? +10y+?)=55=
X+9)—4(y*+10y+25)=55+81-100 =36 =

33(X—3)2 —%(y+5)2 L1 (03 (49

O
—_
>

N
I
(o))

2

1=
4 9

?=4=a=2b’=9=b=3;c*=a’+b’=4+9=13=c =413
Entonces, se trata de una hipérbola de eje real horizontal, y =-5, cuyos valores son los
siguientes:

Centro: C(3;-5)
Focos: F/(3+13;-5); F (3~ 13;-5)

Vértices: A(5-5); A(1-5);B(3;-8);B(3,-2)

Excentricidad: e = c_ —‘13
a 2
2 2(9
Longitud del lado recto: % = % =9
| rectrices: X= Yo £ 2 =3+ = _ =3+11094
Ecuaciones de las directrices: e L 18027 1,

Ecuaciones de las asintotas: (y+5)= i(gj(x -3)

5.- Hacer el estudio de la hipérbola cuya ecuacion general es la siguiente:
y* —5x° +20x-50=0

y? —5(X* —4x+?)=50= y* —5(x* —4x+4)=50-20=30=

2 2 _22
Y__i(x_z)z :1z>y__(x—):1:>
30 30 30 6
—a2=30=a=30:b’=6=b=6:=

—=c’=a’+bh*=30+6=36=Cc=6

Entonces, es una hipérbola de eje real vertical, x =2, con los siguientes valores:



Centro: C(Z;O)
Focos: F'(Z; 6);F(2;—6)
verices: A(2:+/30); A(2:—/30); B(2-+6;0); B(2+6;0)
o e_C_ 6 _\30
Excentricidad: a @ 5
2b>  2(6) 2430
Longitud del lado recto: 3 = @ = 5

+ 8 _0+5-45
e

Ecuaciones de las directrices: y= YO

_, N30 X—2)=4/5(x~
y =+ = (x-2)=5(x-2)

6.- Hacer el estudio de la hipérbola cuya ecuacion general es la siguiente:

Ecuaciones de las asintotas:

—4y® +9x* —90x — 24y = —153 = 9x* —4y* —90x — 24y = —153 =
= 9(x* ~10x+?)-4(y* +6y +?)=-153=
= 9(X* —10x+25)—4(y* +6y+9) =—153+225-36 =36 =

:>£(x—5)2—3;46(y+3)2=1:>(x;5) _(yg?’)

—a’=4=a=2b>=9=b=3c’=a’+b’=4+9=13=>c=4/13

9

2
=1=

Entonces, se trata de una hipérbola de eje real horizontal, y=-3, con los siguientes
valores:

Centro: C =(5;-3)
Focos: F'(5+\/1_3;—3); F(5—\/1_3;—3)
Vértices: A(7;-3);A(2,-3);B'(5;0); B(5-6)

13

Excentricidad; e=—= T =1,8027

c
a



Longitud del lado recto:

X=X,t—=5% =5+1,1094

Ecuaciones de las directrices:

3
Ecuaciones de las asintotas: ( y+ 3) == 5 ( X— 5)

7.- Hacer el estudio de la hipérbola, cuya ecuacion general es la siguiente:
49x° — 25y* +294x + 200y =1184

49(x* +6x+?)-25(y* -8y +?)=1184=>
& 49(x* +6x+9)—25(y* —8y +16) =1184+441-400=1225=>

_4)221:(x+3)2_(y—4)
25 49

2
49 3)2 25 _

i - 1
1225 (x+3) 1225(

a®=25=>a=5b’=49=>b=7;c" =a’+b* =25+49=T4=c =174

Entonces, se trata de una hipérbola de eje real horizontal, y =4, con los siguientes valores:
Centro: C(-3;4)

Focos: F’(—3+ﬁ;4); F(—B—\/ﬂ;4)

Vértices: A(2;4); A(-8;4); B(-3,11);B(-3,-3)

J7a

Excentricidad: e= c_~Nfm_ 1,72
a 5

b2 2(«/74)
Longitud del lado recto: — =——=
a 5
a 5
Ecuaciones de las directrices: X = Xo + o =-3* 172 -312,9069

7
Ecuaciones de las asintotas: ( y- 4) =t g ( X+ 3)



8.- Hacer el estudio de la hipérbola cuya ecuacion general es la siguiente:
12y* —4X* + 72y +16x+44=0

12(y? +6y+2)—4(X* —4x+?)=—44=>
12(y? +6y+9)—4(x* —4x+4)=—44+108-16 =48 =

12 : 4 2 (y+3)° (x-2)

-“ — T (x=2) =1 _
=2V g (x-2) == 12
De la ecuacion candnica tenemos:

2

1

A =4=a=20"=12=b=12;=
=c’=a’+b*=4+12=16=c=4

El eje real de la hipérbola es vertical y sus valores son:

Centro: C (2, _3)
Focos: F(2,1);F(2-7)

verices: A(2-1); A(2-5); B(2-12;-3); B(2+12;-3)

c 4
Excentricidad: €= = 5 = 2
' a
2b?  2(12
Longitud del lado recto: P % =12

Ecuaciones de las directrices: ¥ = Yo * g



9.- Encontrar la ecuacion de la hipérbola cuyo centro estd en C (—L' 4), ydonde a=2;b=3
y el eje real es horizontal.

2
(x;ﬂ —(y;4):1zﬂﬂx+1f—4(y—4f=36:>
:>9(x2+2x+1)—4(y2—8y+16)=36:>
= Ox* +18x+9—-4y* +32y-64=36=

< IX? —4y? +18x+32y-91=0

10.- Encontrar la ecuacion de la hipérbola cuyo eje real tiene una longitud de 8 unidades y
los focos son F7(0;5); F(0;-5).

El enunciado del problema nos dice que: 2a=8=a=4. Ademas, la hipérbola tiene un eje
real vertical y su centro es el punto medio del segmento conformado por los focos; es decir:

C(0;0)y c=5=b*=c’-a’=25-16=9=b=3

La ecuacion candnica y la ecuacion general de la hipérbola sera:
2 2

1—6—% —1= 9y —16x? =144 = 9y? —16x* —144 =0

11.- Encontrar la ecuacion de la hipérbola cuyo eje imaginario tiene una longitud de 6
unidades y sus vértices en su eje real son A(3;4);A(3;0).

Al observar los valores de las coordenadas de los vértices, se deduce que el eje real es
vertical, x =3, y el centro es el punto medio de los vértices dados, o sea: C(3; 2). Ademas,

el enunciado dice que 2b=6=b=3.
Luego, se puede encontrar que: 2a=4—=>a=2.

La ecuacion canonica y la ecuacion general de esta hipérbola seran:



2 2
(y_42) _(X_gg) =1=9(y-2) —4(x-3) =36=
:>9(y2—4y+4)—4(x2—6x+9)=36:>
= 9y* —36y+36—-4x*+24x-36-36=0=

= 9y® —4x° -36y+24x-36=0

12.- Encontrar la ecuacion de la hipérbola cuyos vértices en el eje real son A{(6;3); A(O; 3)
y unfocoes F(8;3).

Al inspeccionar las coordenadas de los vértices dados se deduce que la hipérbola es de eje
real horizontal, y=3, y el centro de la hipérbola es el punto medio del segmento

conformado por los Vértices.; es decir: C(3; 3) . Luego, se tiene que:
a=3c=5=b*=c*-a’=25-9=16=h=4.

La ecuacidén candnica y la ecuacion general de la hipérbola dada seran:

2 2
(x—93) _(yl_;’) =1=16(x-3) -9(y-3) =144 =

=16(X* —6x+9)-9(y* -6y +9)-144=0=
— 16X —96X +144—9y? + 96y —81-144=0=
=16x* —9y* —96x+96y —-81=0

13.- Encontrar la ecuacion de la hipérbola equilatera que tiene sus focos en los puntos
siguientes: F'(8,0);F(-8;0).

Al inspeccionar las coordenadas de los focos, se deduce que la hipérbola es de eje real
horizontal, y =0, y su centro es el punto medio de los dos puntos dados; es decir: C(O; 0).

También, c=8 y como en una hipérbola equilatera a=Db, se puede entonces escribir:
c?=a’+b*=2a"=64=2a°=a’=b*=32

La ecuacion canonica de la hipérbola sera:

2 2

W

=1
32 32



14.- Encontrar la ecuacién de la hipérbola cuya asintota es 2x—9=3y, su centro es
C(3;-1) y uno de sus vértices A(6;—1).

Inspeccionando las coordenadas del centro y del vértice permite concluir que la hipérbola
es de eje real horizontal y que a=3.

La asintota tiene una ecuacion como sigue:

3y:2x—9:>y:(gjx—B:ngzg:E:b:2
3 a 3 3
La ecuacion es entonces:
2 2
(x—3) (y+1)

s =1=4(x-3)" -9(y+1)" =36=

:>4(x2 —6x+9)—9(y2 +2x+1)=36:>
= 4x° -9y* —24x-18y-9=0

15.- Encontrar la ecuacion general de la hipérbola que pasa por el punto P(6; 5), y cuyas
asintotas son |, =3x-2y+8=0;1, =3x+27-7=0.

Las dos asintotas se cruzan en el centro; por tanto, al resolver el sistema de dos ecuaciones
con dos incognitas de las dos asintotas s encuentran las coordenadas del centro: C(L‘ 2).

Asumiendo que el eje real es horizontal, se puede escribir:

x—1)° —2y
e I o)
a b
Luego, despejando y en la ecuacion I3:>y:§x+1:>9:§:>b:§a:>b2=ga2
2 2 a 2 2 4

Entonces, sustituyendo valores en la ecuacion (1):

2

(x-)° _(y-2) _,_ (x-1)° 4(y-2)

=1=
a’ (QJ o a’ 9a’




Introduciendo ahora las coordinas de  P(6;5) en la ecuacion  (2):
9(6-1)° —4(5-2)" =9a* = 25-4=a’=21

Sustituyendo este valor de a® =21 en la ecuacion (2):

9(x—1)" —4(y-2) =9(21)=189=

=9(X* —2x+1)-4(y* -4y +4)=189=
Ox*—18x+9-4y*+16y—-16-189=0=

= 9x* —4y* —18x+16y—-196=0

16.- Encontrar la ecuacion general de la hipérbola si una de sus directrices es
l,=13x-131=0, y las ecuaciones de sus asintotas son I,=5x-12y-31=0 vy

I, =5x+12y+41=0.
El centro de la hipérbola es el punto donde se cruzan las dos asintotas, por lo que al

resolver las dos ecuaciones dadas para dichas asintotas se encuentran las coordenadas del
centro. Sumando las dos ecuaciones |, +1, se tiene:

10x+10=0= x=-1 Introduciendo ahora este valor de x=-1 en la ecuacion |, se tiene:
-5-12y-31=0=-12y-36=0= y=-3. Luego, las coordenadas del centro de la
hipérbola es: C(-1,-3).

Ahora, a partir de la ecuacion |, :

5x-12y-31=0=12y=5x-31=y =(i)x—ﬁ; 0 sea que la pendiente de la asintota

12 12
b 5 5
a 12 12

De la ecuacion de la directriz se deduce lo siguiente:

2
13x—131=0=13x =131 = x= by + 31, &
13 e c
131, a®_ 144 a* 13, . (13

=>—+1l=—= =—=C . .
13 c 13 ¢ 144 (12)




Utilizando la relacion entre los parametros de la hipérbola:

2 2
c2=a2+b2:>8j;-a4:a?+(f%j-a2:>
(13 , . 25 169 _(13)
7at =1+ >
(12 144 144 (12)

b:(éja:S
12

La ecuacion canonica serd, siendo el eje real horizontal porque la directriz dada es vertical:

(x+1f (y+3)

144 25

sa’=(12) =>a=12=

=
=

2

1

La ecuacion general:

25(x+1)" —144(y+3)" =3600 =

= 25(X* +2x+1)-144(y* +6y +9)-3600=0=>

= 25x° +50x +25-144y* —864y —1296 —3600 =0 =
= 25x° —144y* +50x —864y —4871=0



GUIA DE TRABAJO
Materia: Matematicas Guia #43.
Tema: La elipse.

Fecha:
Profesor: Fernando Viso

Nombre del alumno:
Seccion del alumno:

CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestardn preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teobrico:

Elipse

Lugar geométrico de
los puntos del plano cuya suma
de distancias a dos puntos fijos
llamados focos es constante.

Eje menor
Elementos de una elipse: J
Centro: E(x5,7p )
Focos: F'y F' (se encuentran sobre el eje mayor)
Vértices: AA,ByB
Eje mayor: d(A Ay 2a
Semieje mayor: -%-d(A’A.J =d, 0y =dyc)=0a



Eje menor: d( BE) = 2b

Semieje menor: 155 =dpcy=dig o) =b
Distancia focal: dippy=2¢

Semidistancia focal: 2ippy =4y =dip oy =¢
Radios focales: M y MF

Directrices: Lyl

Lados rectos: POyP(Q

Excentricidad: e=<t=%  (e<])
Relacién entre a, b y c: a*=b*+c?

Ecuacién canénica de la elipse

Caso I /_\ Caso II

(eje mayor horizontal) u (Eje mayor vertical)

-

(y—?:o)z =1 (47(.) (x—xﬂ)h_*_(yLyO)

2 2
(x=x)
0 .
3 +
a b*
Nota: en la ecuacién de la elipse, a” es siempre el denominador mayor.

= =
2 a2

1 (47a%

Coordenadas del Centro: C es el punto medio de AA", BB' y FF'

Coordenadas de los vértices y de los focos:

Caso 1 Caso II
deAyA: (xp%ay,) (x0,¥0 L 4)
de Fy F': (xo ic,yo) (xo,yo ic)
deByB": (x4, +b) (xo ib,yo)
Ecuaciones de las directrices:
Caso I Caso II
x=x,t4 y=Yot<
2
Longitud del lado recto: dipoy=dip )= =



Pendiente de la tangente en el punto P(xl, yl)

Caso 1 Caso II
mz_bg(x,—x(,) m=_a2(x,—x(,)
6’14()'1-}’[)) b-(yl_y())

Propiedad de la elipse:

Desde un punto cualquiera P de la elipse se traza un segmento PQ perpendicular al eje
mayor. La abscisa de P es igual a la distancia entre C y Q y su ordenada a la distancia
entre Py Q.

Abscisade P = d . o,
OrdenadadeP = d

Como las coordenadas del punto deben satisfacer la ecuacion de la elipse, se cumple que:

PREGUNTAS:

1.-. Encontrar las coordenadas del centro, de los focos y de los vértices y la excentricidad
. ., 2 2
de la elipse dada por la ecuacion 4X” +Yy* —8Xx+6y+9=0.



4x* —8x+Y’ +6y =—9=4(X’ —2x+?)+(y* +6y+?)=—9=
:>4(x2—2x+1)+(y2+6y+9):—9+4+9:4:>4(x—1)2+(y+3)2 =
(yZB) o (D) (v

1 4
La elipse tiene eje mayor vertical, entonces:

=1

:>j(x 1)

De donde: C(L-3);a*=4;b* =1=¢* =a’—b? —4-1=3=a=2b=Lc=+3

Los focos seran: Fl(l; \/§ - 3); F (1; —\fg — 3)

Los vértices: A(L-1); A(L-5); B(2-3);B(0;-3).

Excentricidad: e= c_ ﬁ =0,866
a 2
2n?  2(1%)
Longitud del lado recto: - =1
ongitud del lado recto a 2

a 2
Ecuaciones de las directrices: Y = Yo e 0,866

2.- Hacer el estudio de la elipse cuya ecuacion  general es

Ox* +4y* —18x+16y =11.
OX® —18x+4y* +16y =11=>9(X* —2x+1)+4(y* +4y +4)=11+9+16 =36 =
9

4 ’ (x-1)" (y+2)
= (x-1) +—(y+2)* =1
35V H5g(yr2) == ey

=1

Es una elipse de eje mayor vertical, donde:

a’=9=a=3b’=4=b=2c’=a’-0b*=9-4=5=c=+5

F(L-2++5);F(1-2-5); A(L+1); A(L-5);

Y B(-1-2):B(3-2)
Excentricidad: e = c_ ﬁ =0,7453
a 3



Longitud del lado recto: = =—
’ a 3 3

3

a
Ecuaciones de las directrices: Y=Yo * E =-2% m =2+ 4, 025

3.- Hacer el estudio de la elipse cuya ecuacion general es la siguiente:

4y* -8y +9x* —54x+49=0

4y2—8y+9x2—54x+49:034(y2—2y+1)+9(x2—6x+9):—49+4+81:36:

9 2 4 2 (x-3)° (y-1)
= (x=3) +—(y-1)" =1 -1
3 gy SIm

Es una elipse de eje mayor vertical, con los siguientes valores:

C(31);a°=9=a=3b’=4=b=2c’=a’-b*=9-4=5=c=5
Los focos: F(31+5);F(31-5)

Los vértices: A(3;4); A(3,-2);B(1;1);B(5,1)

Excentricidad: e= c_ —5 =0,7453
a 3
2 2(2)
Longitud del lado recto: 207 =L =§
a 3 3
i rectrices: Y = Yo £ S =1t > =1+4,025
Ecuaciones de las directrices: 0+ o + 0,7453 T4,

4.- Hacer el estudio de la elipse cuya ecuacion general es la siguiente:

18x° +12y* —144x —48y =120



18(x* —8x+?)+12(y* —4y+?)=-120=
=18(X* —8x+16)+12(y* —4y+4) = -120+288+48 =216 =

2 2
:>21—f6(x—4)2+£(y—2)2 =1= (x-4) +(y_2) 1=

T ) (8
(<=4, (y-2)

= —1=a’=18=a=3v2:b2=12=b=23

c?=a’-b*=18-12=6=c=+/6

Es una elipse de eje mayor vertical con centro C(4; 2)
Focos: F'(4;2+\/5);F(4;2—\/§)

Vértices: A’(4; 2+3\/§); A(4; 2—3\/5); B’(4—2J§; 2); B(4+2\/§; 2)

Excentricidad: e == — N6 VB _ 0,5773
a 32 3

2 2(12
Longitud del lado recto: *_2(12) M2

a 32

de las d y=y,* 2+ 18 2+7,349

Ecuaci irectrices: Y = Yo £—=2% =27,
cuaciones de las directrices 0t~ 05773

5.- Hacer el estudio de la elipse cuya ecuacion general es:
16x* +25y® +32x —150y =159

16(%* +2x+?)+25(y* —6y+?) =159 =
=16(X* +2x+1)+25(y* —6y+9) =159 +16 + 225 = 400

2 2
(x+1) +(y—3) 1
25 8

16 > 25 2
== (x+1)P + 22 (y-3)V =1>
400()(+ ) +400(y 3)

Es una elipse de eje mayor horizontal.

Ademas:



C(-L3);a’=25=a=5b*"=8=b=22=
c?=a?-b2=25-8=17=c=4/17.

Los focos seran: F'(—1+ J17; 3); F (—1—\/]7; 3)

Los vértices seran: A(4;3); A(-6,3); B'(—l; 3+ 2\/5); B (—1; 3— 2\/5)

C 17
o e=— =" =(),8246
La excentricidad: a 5
| 20 2(8) 16
La longitud del lado recto: a 5 5
+ 814 ° +
Ecuaciones de las directrices: X = Xo T E =1+ 0.8246 =146,0635

6.- Hacer el estudio de la elipse cuya ecuacion general es:

9y* +108y + 4x* —56x = —484

9y +12y +2)+4(x* ~14x+?) =484 =
9(y? +12y+36)+4(x* —14x+49) = ~484+ 324 +196 = 36

2 2
9 (yao) s A (xo7y o1 X7 6] )
36 36 9 4

—a’=9=a=3b’=4=b=2=c?=a’-b?’=5=c=+5

Es una elipse de eje mayor horizontal:



C(7;-6)
F/(7+5;-6);F (7-5;-6)
A(10;-6); A(4;-6);B(7;-4);B(7;-8)

N3

e="=">-0,7453
a 3
2b2 2(4) 8
Longitud de lado recto: ? = T = §
Ecuaciones de las directrices: X =Xy £ —="7% S —7+4,025
' e 0,7453

7.- Hacer el estudio de la elipse cuya ecuacion general es la siguiente:
X° +4y? —6x+24y =41

(X* —6x+2)+4(y* +6y+?)=-41=

= (X*—6x+9)+4(y* +6y+9)=-41+9+36=4=

(-3 (y+3) _
4 1

a?=4;b*=1Lc’=a’-b?=4-1=3=c=+3

= 1=

La elipse es de eje mayor horizontal, con los siguientes valores:

C=(3-3)
Focos: F’(3+\/§;—3); F(3—J§;—3)
Vértices: A(5-3); A(L-3);B(3-2);B(3,—4)

B3

Excentricidad: e = C_N°_ 0,866
a 2

2 2(1)
Longitud de lado recto: & = %
a

=1



2
0,866

Ecuaciones de las directrices: X =X, £ e 3+ =3+2,309

8.- Hacer el estudio de la elipse cuya ecuacion general es la siguiente:

Ax* +y* —8x—-2y=1

4(x* —2x+2)+(y? —2y+?)=1= 4(x* = 2x+1)+(y* -2y +1) =1+ 4+1=6=
= 401 +(y-1) =6= S(x-1) + £ (y-1) ~1=

12 _12
:>(X Y +<y6 )=1:>a2:6:a=\/§;b2:g:>b=\/§:

3

2

=c’=a’-b’= 6—§:g:>c:£
2 2 2

Entonces, es una elipse de eje mayor vertical con los siguientes valores:

Centro: C (1, 1)

Focos: F[ll ij []—1_iJ

Vértices: A,(l;l""\E); A(l;l_\E); Bl[l—\/gil} B[1+ \/g;l}

3V2
c o 32 3 B

-2 _NE__° _N°._03866

L R=— = = = =
Excentricidad: a \/6 ZJE 2\/§ 2
2
o [3
2h?2 ~ 2 3 3\%6 B \/6
a V6 6 6 2

=1+2,8285

Longitud del lado recto:

Ecuaciones de las directrices: ¥ = Yo = E =1+ 0



9.- Encontrar la ecuacion canonica de la elipse cuyo centro se encuentra en el origen,
a==8;b =6 y el eje mayor es paralelo al eje de las y.

2 2

X+ _1-16%2+9y? =576 = 16x> +9y* ~576 =0
36 64

10.- Encontrar la ecuacién candnica y la ecuacion general de la elipse cuyo centro es
C(—3; —1), la longitud del semieje mayor horizontal es 7 unidades y la longitud del semieje

menor es 5 unidades.
2 2 2

(x+3;) +(y+£) :13(x+3) +(y+1)

(7) (5) 49 25
= 25(x+3) +49(y+1)’ =1225=

= 25(X% +6x+9)+49(y* +2y+1)=1225=

= 25x° +49y° +150x + 98y =1225-175-49=1001=
= 25%° +49y* +150x +98y —1001=0

2
=1=

11.- Encontrar la ecuacién de la elipse que tiene una longitud de semieje menor igual a 3

de la longitud del semieje mayor horizontal, el centro est en el origen y a=6.
Los datos que conocemos es que la elipse es de eje mayor horizontal y ademas:

2 2
C(0:0);a=6b=—a=—(6)=4
(0:0);:a=6:b=2a=2(6)

Luego, la ecuacion de la elipse sera:

2 2
XY 1 ax?+9y? =144 = 4x2 + 9y —144=0
36 16

12.- Encontrar la ecuacion de la elipse cuyo centro estd en el origen de coordenadas, su

excentricidad e = ¢ :%; y la longitud del semieje mayor horizontal es 10 unidades.
a



El enunciado del problema dice que la elipse tiene un semieje mayor horizontal y ademas:

C(O;O);azlo;c:(%ja:5

Entonces: a2 =b*+c2=b’>=a’-c?=100-25=75=b=+/75 =53

La ecuacion de la elipse sera:

2 2
2+ Y 15 75x2 +100y? = 7500 = 3x* + 4y? —300 = 0
100 75

13.- Encontrar la ecuacion de la elipse cuyos focos son F'(2;0);F(-2,0) y a=7.

Como las ordenadas de los dos focos son iguales (cero) el eje mayor de la elipse es
horizontal y por ser los focos equidistantes del centro, éste serd C(O; O).

Luego se conoce: a=7;c=2b>=a?—-c?=49-4=45=>b=35.
La ecuacion de la elipse seré:
2 2

:—9+Z—5 —1=> 45x% +49y? = 2205 = 45x2 + 49y — 2205 = 0

14.- Encontrar la ecuacién de la elipse cuyo semieje mayor tiene una longitud de 4 unidades
y los focos son F'(2;3);F(2,-3).

Al inspeccionar las coordenadas de los focos se encuentra que las abscisas de ambos son
iguales, por lo tanto el eje mayor es vertical, x=2, y el centro sera el punto medio del

segmento F'F, osea C(2,0).
De los datos del problema se tiene:

a=4c=3=b’=a’-c*=16-9=7=b=4/7
La ecuacion de la elipse sera:



—2) 2
(x=2) .y —1=16(x—2) +7y* =112 =
716

=16(X* —4x+4)+7y* =112 =16X* —64x+ 7y’ —48=0
15.- Encontrar la ecuacion de la elipse que pasa por el punto P(4;2) y cuyos focos son
F(15);F(L-1).

Al inspeccionar las coordenadas de los focos, se encuentra que las abscisas de ambos son
iguales, por lo que el eje mayor serd vertical, x=1, el centro tendra de ordenada

#zz,osea C(12).

La distancia del centro a los focos serd c=5-2=3

Por definicidn de lugar geométrico en el caso de la elipse, la longitud total del eje mayor es
igual a la suma de las distancias de un punto cualquiera perteneciente a la elipse a cada uno
de los focos; 0 sea: 2a=d, +d,.

d, =d,.p, =(1-4) +(2-5) =18
d,=d e =(1-4) +(-1-2)" =18

2a=+18+18 = a=+/18 = a> =18

b’=a’-c>=18-9=9=b=3.

La ecuacion de la elipse sera:

(X:)Z +(y1—82)2 1o 21 (y2f 18

= 2(X* —2x+1)+(y* —4y+4)=18=
= 2X*+y° —4x—-4y-12=0

16.- Hallar la ecuacién general de la elipse cuyas directrices son
l,=x+30=0;l,=x-24=0; y A(6;2) es uno de los vértices del eje mayor.

Al ser verticales las directrices, la elipse tiene el eje mayor horizontal.

El cetro de la elipse debe estar a igual distancia de las directrices. Su abscisa sera:



-30+24
XO :T:

Como ele eje mayor es horizontal, la ordenada del centro seré la misma del vértice A:

-3

Yo =2
Entonces, las coordenadas del centro seran C (—3; 2).
El semieje mayor sera:

a=d,., =6—(-3)=9

AC)
De |, tenemos que x=24.

a 9 1 c 1 9
. X=X +—=>24=-3+—=e=—=>—=—=Cc=—=3
También: 0 e e 3 a 3 3

Lege: @ =b°+c*=>b*=a*-¢c*=81-9=72
La ecuacion candnica sera:

(3 (-2 _
81 9

1

La ecuacion general sera:
8x* +9y° +48x—-36y—-540=0

17.- Hallar la ecuacion de la elipse cuyas directrices son |, =2y—-11=0;l,=2y+7; y los
focos son F'(2;-1);F(2;3).

Tanto por las ecuaciones de las directrices, que son perpendiculares al eje y, como por las
abscisas de los focos se puede afirmar que el eje mayor de la elipse es vertical.

La ordenada del centro sera:

3-1
:—:1
Yo 5



Entonces, las coordenadas del centro son:
C(2 1)

La semidistancia focal es: ¢ =1—(—1) =2

Y la ecuacion de las directrices es:

y_y+§_y+a_2:>E_l+a2_2+a2
e ¢ T2 2 2

—=11=2+a°*=a’*=9=a=3

—

También: b*=a*-c° :9—4Z5Z>b:\/§.

Entonces, la ecuacion candnica sera:

(x-2)° (y-1)° _,
5 9

La ecuacién general sera:

9(x—2)" +5(y-1)" =45=>9(x* —4x+4)+5(y’ -2y +1)=45=

= 9x° —36x+36+5y° —10y +5=45=

= 9x° +5y* -36x-10y-4=0

18.- Encontrar la ecuacién canonica de la elipse cuyos vértices son A’(5; O);A(—S; O) y la

longitud del lado recto es %

Al inspeccionar las coordenadas de los vértices, se nota que las ordenadas son iguales y
por lo tanto el eje mayor es horizontal. El centro, es el punto medio entre los dos vértices; o
sea:

X = _52+5 =0 entonces, las coordenadas del centro son C(0;0).

De los valores conocidos tenemos que 2a=5- (_5) =10=>a=5



2 2
Eladorectoes£:%=§32b2=8:>b2=4:b=2
a

La ecuacion canonica es:

19.- La Luna tiene una orbita eliptica con la Tierra en uno de sus focos. La longitud del
eje mayor es 478.000,00 millas y la excentricidad es e=0,0549. Encontrar la distancia

mas corta y la distancia més larga de la Tierra a la Luna.

La elipse es el paso de la Luna cuando gira alrededor de la Tierra. El eje mayor de la
elipse vade V (-a;0) hasta V'(a;0), y F(c;0) representa la posicion de la Tierra.

Los valores son los siguientes:

2a = 478.000,00(millas) = a = 239.000,00(millas) =

=Cc=a-e= 239.000-(0, 0549) =13.000, OO(miIIas),
Nota: La semidistancia focal ha sido redondeada.

La distancia mas corta de la Tierra a la Luna es:

a—Cc=239.999,00-13.000,00 =226.000, OO(miIIaS)

La distancia mas larga de la Tierra a la Luna es:
a-+c=239.000,00+13.000, 00 = 252.000, OO(miIIas)

20.- Un puente de forma eliptica atraviesa transversalmente una autopista y sus apoyos
estan separados 60,0 pies y su altura maxima en el centro es de 30 pies. Calcular la altura
del puente correspondiente al borde, brocal, de la autopista, si éste esta a 20 pies del centro.

De los datos del enunciado, tomando el centro en el punto donde se presenta la altura
maxima, tenemos:

C(0,0);2a=60=a=30:b=20

Entonces, la ecuacion de la elipse de eje mayor horizontal es:



X2 y? 2 5 2 2 2 (an2
——+-——-=1=(20)" x“+(30 =(20) -(30° )=
o (o) 1 (200 ) =20 (30

2 2 2
:yzz(zo) |(30)" -]
(30°)
Si el borde esta a20 pies del eje central de la autopista:

(20)°[ (30 ~(20)'| (20 (9-4) (20)’(5)

y* = = = =

(30)° 9 (9)
046

Yo 3
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Marco Teobrico:

Parabola

Lugar geométrico de los puntos del
plano que equidistan de un punto fijo llama-
do foco y de una recta llamada direciriz.

Y

O

P|V(xo.yo)_

Dreciviz



Elementos de una parabola:

Vértice:
V(-"o » Yo )
Foco: F
Parametro: (distancia del foco al vértice)
p = d[ F, y)
Eje: (Contiene a F'y V)
Directriz
Lado recto: PO =4p
Excentricidad: e=1

Ecuacion canénica de la pardbola

s i
2 : ; p>0 \ E/
Caso [ (Eje vertical) ]
\ L
2 h
(.r = xn) = 41’()’ 71 ."'()) "
p =0 !
k = i
r A
L ; p>0 ¢--
Caso Il (Eje real horizontal) Ve
: 4
(.V e ."0) = 4p(x = xo)
\.

Coordenadas del foco:

Caso | Caso 11
(%050 +P) (%o +Pv0)
Ecuacion del eje:
Caso | Caso Il
X=Xy Y=Y

Ecuacion de Ia directriz

Caso I Caso II
Y=o P X=Xy—=p



Longitud del lado recto: dip oy =4p
Pendiente de la tangente en el punto P(x,,y,)

Caso | Caso 11

X, — X -
m==-1_0 AT 2p

2
' XHE=Y0

Propiedad de la parabola:

A

y

Vi00) v

Desde un punto cualquiera P de una parabola se traza un segmento PQ perpendicular al
eje. La abscisa de P es igual a la distancia entre P y Q, y su ordenada a la distancia entre

QyV.

Abscisade P = d
Ordenadade P = d,,

Como las coordenadas del punto deben satisfacer la ecuacion de la parabola, se tiene que:

‘dw,@)‘z =4p|digy)

La ecuacién general de una parabola de eje vertical que es concava hacia arriba (abre hacia
arriba) es la siguiente:

y=ax’+bx+c con a>0.Eslaeslamisma forma de una ecuacion cuadratica.

La ecuacion canonica, o estandar; sin embargo, es:

(x—h)2 =4p(y—k), donde el punto (h,k) es el vértice de la parabola, o sea, el punto
donde la curva corta al eje de la misma. En una parabola vertical como ésta, el vértice es el



punto mas bajo de la parabola; y |p| es la distancia entre el vértice y el foco, y entre el

vertice y la linea directriz. Entonces, para este caso especifico, las coordenadas del foco
seran:

F(hk+p)

La ecuacion de la directriz, para este caso especifico, sera:
y=k-p.

La ecuacidn del eje vertical, para este caso especifico, sera:
x=h.

b

Puede ser demostrado que h= _5’ donde a y b son los coeficientes de la ecuacion

general, y h da la coordenada X de del punto mas bajo de la parabola.

El foco, es asi llamado porque los rayos de luz viniendo de afuera de la parabola haia el eje
central, paralelo al eje de las y, se deben reflejar desde la parabola, siguiendo la direccion
del foco. Cualquier punto de la parabola es equidistante del foco y de la directriz, siendo
este hecho utilizado muchas veces como definicién de la parabola.

El segmento de linea que pasa a través del foco y es perpendicular al eje de la parabola,
cortando a la parabola en dos puntos, es llamado el lado recto de la parabola y su longitud

esigual a |4p|.

PREGUNTAS:

1.- Encontrar las coordenadas del foco, del vértice, la ecuacion de la directriz, y el eje de
simetria de la parabola cuya ecuacion general es: x* -2y =0.

En primer lugar, se debe recordar que la ecuacion candnica de la parabola de eje vertical es:

(x—h)2 =4p(Y—K) donge V (h,k).

Entonces:
X* =12y =0= x° :12y:>(x—0)2 =4(3)(y-0)

p=3 y (h, k) =(0,0); 0 sea, el vértice esta en el origen de coordenadas vy el eje de la
parabola es vertical.



Como el miembro que contiene X esta elevado al cuadrado, la directriz sera paralela al eje
de las X. Como p es positivo, la parébola abre hacia arriba. La distancia del vértice al foco
es 3 unidades; de tal modo que las coordenadas del foco son (O, 3).

El eje de simetria contiene al vértice y al foco, por lo que es larecta x=0; 0 sea, coincide
exactamente con el eje de coordenadas vertical Y.

Como la parébola es de eje vertical y abre hacia arriba, la ecuacion de la directriz sera
y=-3.

2

2.- Graficar las siguientes funciones: f(x):xz;g(x)=3x2;h(x)=%x , en los mismos

ejes de coordenadas.

2

g f(x)=ax“,a=0
a=2 7
x ol1|-1] 2}-2| 3]-3 a=1
f(x)= fe=x? [of1] 1 4| of o a=%
g(x)= gix)=3x? | 0]3| 3]12|12[27]27 @=%
h(x)= hixd=hx? | 0l%| &) 2! 2[ay|ay
X a=-% .
a=-%
=-1
Fig. a Fig. B 22

Se comenzara por construir una tabla compuesta, mostrando los valores de cada funcion
correspondientes a valores seleccionados de X.

En esta grafica, se grafican tres diferentes forma de la funcion f (x) —ax’=a>0, como

se puede ver en la figura A. Se puede notar que variando el valor de la constante a, ésto
tiene poco que ver con la forma general de la curva; donde el factor a es solo un factor de
estrechamiento de la curva alrededor del eje de las y. Si a se hace suficientemente grande,
la curva se acerca mucho al eje de las y. Si el valor de a decrece, la curva se abre y tiende
y sus brazos tienden a estar mas cerca del eje de las X.

2. donde a=0, se llama una parabola, ver figura B, el punto

El gréfico de f(x)=ax
(0,0) es el vértice y el eje de simetria es vertical, confundiéndose con el eje y. El valor de

a determina la forma de la curva. Para a >0 la parabola abre hacia arriba y para a<0 la
parabola abre hacia abajo.



2
3.- Hacer el estudio de la parabola siguiente: Y — 4y +4=Xx-7,

y2—4y+4:x—7:>(y2—4y+4): X—7=
la parébola es de eje de simetria horizontal y

(y-2)"=(x-7)=4p=1=p=-=0,25

NN

abre hacia la derecha

La parabola es de eje de simetria horizontal, donde:

V(7,2)

Foco = F(7,25;2)
Directriz = x=6,75
Ele=>y=2

4.- Demostrar que la ecuacion cuadratica y=2x>—20x+25 es la ecuacion de una
parébola.

En primer lugar, se debe recordar la forma de la ecuacion canénica de una parabola en x*:
2
(x—h) =4p(y—k)

Entonces, utilizaremos el método de complementacion de cuadrados con la expresion dada:

2x% 20X +25 =2(X* —10x) = y —25 = 2(X* —10x+ 25) = y — 25+ 50 =

2 1 1 1
(x-5) _(Ej(y+25):>4p—§:> p_g

Este es la ecuacion de una pardbola de eje vertical que abre hacia arriba, de vértice

V (5,-25), eje de simetriaes x=>5, con foco F [5,—254%) ,y directriz y = —25—%.

2
5.- Hacer el estudio a de la siguiente parabola: —AX+4 = y +1Oy +25

(y+5) =-4(x-1)

Es una parabola de eje de simetria horizontal, que abre hacia la izquierda ya que p=-1.



El vértice V (1,-5), el foco F(0,-5), la ecuacion de la directriz es x=2, y el eje de
simetriaes y =-5.

2
6.- Hacer el estudio de la parabola 4X" — 4Oy —24x-4=0 :

4x2—24x+=40y+4:>4(x2—6x)=40y+4:>4(x2—6x+9)=40y+4+36:>

= 4(x-3)" =40(y +1) = (x-3)" =10(y +1) = p :%zg
Es una parabola de eje de simetria vertical, que abre hacia arriba por ser p > 0.
- 3 . . : 5 7
El vértice V(3, —1); el foco es F (33} : la ecuacion de la directrizes Y = —1—E = _E; y

el eje de simetriaes x =3.

2
7.- Hacer el estudio de la parabola X" +4X+ 2y +10= O.
X* +4x+2y+10=0= x* +4x:—2y—10:>(x2+4x+4):—2y—6:>

1
=(x+2)" =(-2)(y+3)=>4p=—2=7p ==
Es una parabola de eje de simetria vertical que abre hacia abajo.

Entonces:

Vv (—2, —3); F (—2, -3,5)
Directriz: y=-2,5
Eje de simetria: x=-2

2
8.- Hacer el estudio de la parabola 2x°-16x+16y+64=0

2x* —16Xx+16y +64=0= 2x*-16x =-16y—-64 =
= 2(X* —8x+?)=-16y —64 = 2(X* —8x+16) =16y —64+32 =

= 2(x—4) =-16y-32=(x-4)" =-8(y+2)=>4p=-8=p=-2

Es una parabola de eje vertical que abre hacia abajo.
Entonces:



Vv (4, —2); F(4,-4)
Directriz: y=0
Eje de simetria: x =4

9.- Escribir la ecuacion de la parabola cuyo vértice esta en el origen, y el focoes F (—3; 0) .

Al observar las ordenadas de los dos puntos dados, éstas son iguales a cero; por lo tanto, se
trata de una parébola de eje de simetria horizontal (y=0), y cuyo vértice es V(0;0),

ademés p=-3, por lo que la parébola abre hacia la izquierda.

La ecuacion canonica de una parabola es:

(y-k)' =4p(x-h)

Luego, con los datos encontrados se puede escribir:
(y—0) =4(-3)(x-0)= y* =—12x = y*+12x =0

10.- Escribir la ecuacion de la pardbola cuyo foco es F(2;5) y cuya ecuacion de su
directriz es x =4.
El eje de simetria de la parabola es siempre perpendicular a la directriz, por lo que al ser la

directriz vertical el eje de simetria deberd ser necesariamente horizontal y tendremos una
parabola cuya ecuacion candnica es de la forma:

(y-K)" =4p(x-h)

Ahora, la distancia entre el foco y la directriz es igual a 2p. También, se debe ver que la

directriz esta desplazada a la derecha del foco, por lo que la parabola debe abrir hacia la
izquierda. Entonces:

2p=2-4="2=p=-1

El vértice esta a la derecha del foco, sobre la misma horizontal que hace de eje de simetria
con y =5. entonces V (3;5).

La ecuacion sera:



(y-5) =4(-1)(x=3)=(y-5) =-4(x-3)=
= (y-5) =—4x+12= y* -10y +25=—4x+12 =
= y*-10y +4x+13=0

11.- La parabola pasa a través del punto P(5;2) tiene el eje de simetria vertical y tiene un

punto maximo a (4;3).

Si el eje de simetria es vertical, su ecuacion es x =4; siendo su punto maximo igual a su
veértice, que en este caso es V (4, 3). Si V es su punto maximo, entonces la parabola debe

abrir hacia abajoy p<0.

La propiedad de la pardbola dice que si se tiene un punto P de la misma y Q es su
proyeccion sobre el eje de simetria, entonces se cumple:

‘2

1
dog| =4P|d o= |(5-4) =4p|(3-2)|=p] =5

: 1 : . ] :
Sin embargo, se toma el valor p = 2 porque ya sabemos que el eje de simetria es vertical

y que la curva abre hacia abajo.

Las ecuaciones candnicay general serén:

(x—4)2 :4(—%j(y—3):>(x—4)2 =—(y-3)=-y+3=>

= X" —8Xx+16=-y+3=x*-8x+Yy+13=0
12.- Encontrar la ecuacion de la parabola que pasa a través del punto P(2; —1), tiene su

vértice en V (—7;-5) y abre hacia la derecha.

El enunciado nos dice que el eje de simetria es horizontal, con ecuacion y =-5, y que por
abrir hacia la derecha p > 0.

Utilizando la propiedad de la parabola:



(-5+1)] =4p|[(-7-2)|=16=4p(9)=

o] =4Plday

Ahora, se parte de la ecuacion candnica:

(y—k)2 :4p(x—h):>(y+5)2 =4(gj(x+7):>

= (y? +1Oy+25)=%(x+7)3 9y? +90y +175=16x+112 =
= 9y* +90y —16x+63=0

13.- Encontrar la ecuacion de la parabola cuyo eje de simetria es x=2, su foco es
F(2-6) y p=-2.

La parédbola tiene un eje de simetria vertical y abre hacia abajo por que p<0. Su punto
maximo sera por tanto el vértice, con coordenadas V (2;—4).

Partiendo de su ecuacion candnica:
2 2
(x—h) =4p(y-k)=(x-2)" =4(-2)(y+4)=-8(y+4)=
= X*—4Xx+4=-8y—-32=x"-4x+8y+36=0
14.- Encontrar la ecuacién de la parabola que tiene un eje de simetria horizontal, y pasa por
los siguientes puntos: O(0;0);P(3,-2);Q(-12).
Una parabola con eje de simetria horizontal tiene la siguiente ecuacién candnica:
(y—k)2 =4p(x—h)

Utilizando ahora las coordenadas de los puntos dados pertenecientes a la parabola:



Para

0(0;0)=(0-k)" =4p(0-h)=k? =—4ph...cccccccccccnneen (1)
P(3-2)=(-2-k) =4p(3—-h)=(-1)"(2+k)" =4p(3-h)=

= 444K+ K2 =12D = 4PN (2)

Q(-L2)=(2-k) =4p(-1-h)=4-4k +k*=—-4p—4ph............ (3)

Tomando el valor de k? de la ecuacién (1) e introduciendo ese valor en (2)

4+4k-4ph=12p-4ph=4+4k=12p=1+k=3p=

Tomando el valor de k? de la ecuacién (1) e introduciendo este valor en la ecuacion (3):

4-4k-4ph=-4p-4ph=>4-4k=-4p=1-k+p=0=

Resolviendo (4) y (5), sumando las dos ecuaciones:
—2p=-2=p=1L

Introduciendo el valor de p=1 en la ecuacién (4) se obtiene k=2; y con los valores
conocidosde P=1 y k=2 introducidos en la ecuacién (1) se tiene que h=-1.

Entonces, la ecuacion de la parabola sera:
(y—2)2 =4(x+1) =y —4y+4=4x+4=y’ -4y —-4x=0

15.- Encontrar la ecuacion de la pardbola que tiene un eje de simetria vertical, y pasa por
los puntos O(0;0); P(3;-2);Q(-22).

Una parabola con eje de simetria vertical tiene la siguiente ecuacion canonica:

(x-h)’ =4p(y-k)

Utilizando ahora las coordenadas de los puntos dados, pertenecientes a la parabola:



0(0;0)=(0-h)" =4p(0-k)=h? = —4PK.ceeerrrrrrrirrirrriineee (1)
P(3-2)=(3-h) =4p(-2-k)=9-6h+h>=-8p—4pk............ (2)
Q(-2;2)=(-2-h) =4p(2-k)=4+4h+h?>=8p—4pk....... (3)

Resolviendo (1) y (2), se toma el valor de h* de (1) y se introduce en (2):

9—4h—4pk =—-8p—4pk =9—6h=—-8p=8p—6n-+9=0.......cc0.... (4)

Resolviendo (1) y (3), se toma el valor de h* de (1) y se introduce en (3):
4+4h—4pk =8p—4pk =>4+4h=8p=1+h=2p=h-2p+1=0............... (5)

Resolviendo ahora (4) y (5):

De (5) h=2p-1, e introduciendo ahora este valor en (4):

8p-6(2p-1)+9=0=8p-12p+6+9=0= p:%
Introduciendo este dltimo resultado en (5):
15) 13

h=2p—1:>h=2(— —1==2
4 2

Introduciendo ahora los valores encontrados de h y pen ():

2
h? :—4pk:>(Ej :—4[Ejk:>k:—@
2 4 60

Luego, la ecuacién de la pardbola sera:

( 13)2 (15)( 169j ( 13]2 ( 169)
X—— | =4 — || Yy+— |=| X—— | =15| y+—|=
2 4 60 2 60

= X° —13x+$:15y+$:> x* —13x-15y =0

16.- .- La figura muestra un puente reticulado conformado por dos arcos parabolicos cuyos
apoyos se encuentran a 80 pies de distancia. Los refuerzos verticales se encuentran a 10

pies de distancia entre si. Encontrar los longitudes de los refuerzos VA y AB.



Gréficas:

N

16 feet
16 feet

80 feet . v-.l

!= 80 feet

Notar que en ambos casos p <0 porque las dos parabolas abren hacia abajo.

Tomando la parabola cuyo vértice es V, y pasando el eje de las x por los dos puntos de
apoyo Yy el eje de las y por los vértices V, y V, se procede a calcular los valores de p
para cada parabola:

Para la parabola de veértice V, :
Aplicando la propiedad de las parabolas:

(o) | =4[ oy, | = [40] =-4p,[16]= p, =25

Para la parabola de vertice V, :



2
[ dio) | =—4p.[32]= p,=-12,5
De acuerdo con los ejes de coordenadas seleccionados, las coordenadas de los vértices son:

V, (40,16)
v, (40,32)

Para el célculo de los refuerzos se utilizara la ecuacion canonica de la pardbola de eje
vertical:

2
(X_Xo) :4p(y_ yo)
Célculo de las coordenadas del punto A:

(50—-40)" =4(-12,5)(y, —32) =100 =(-50)(y, -32) =
=-2=(y,—32)=y, =30
Entonces: A(4O, 30)

Célculo de las coordenadas de B:

(50—-40)" = 4(~25)(y, —16) =y, =15

B(50,15)
Como los puntos A y B estan sobre la misma vertical la longitud de AB sera:
L,; =30-15=15( pies)

Para el calculo de la longitud de V, A se debera aplicar la ecuacion para calcular la distancia
entre dos puntos:



d=y(% =% ) +(¥,~ ) =/(50-40)" +(30-16)° =
= 100+196 = /296 =17, 20( pies)
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CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestarén preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
Ax+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde m es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion canonica de la recta, expresada asi:

XY

g + B — ~siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al gjedelas X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacion de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yZ_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_yl
X=X

La forma normal de una ecuacion de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé@+ ysend—p=0

Donde 9 es el &ngulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+JA*+B?

Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas |, y |, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, M, —M

1+tgey -tger, 1+m,-m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=t96=0=m,-m =0=m, =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —o, = tg0 =

Si las dos lineas son perpendiculares: 0=90°=tgf=c0c=1+m-m,=0=m, = S
m
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicién:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto P, y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y serd negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

_ |C2 _Cl|

d(hv'z) a /Az + B2

Si se parte de la ecuacion reducida las ecuaciones son |, =y=mx+Db;l,=y=mx+b,,
entonces, la distancia entre las dos rectas paralelas es:

d _ |b2 _bl|
('1"2)_@

Las coordenadas del punto que divide un segmento en una razén dada son:

P(x,y):(Xﬁﬂ“xz,yﬁiyzj donde A—DP_X=X_ V=¥ y siendo orientados los
1+2 1+ 2 PP, X,—-x Yy,—Yy

segmentos considerados.

Bisectrices. Para encontrar las ecuaciones de las bisectrices entre las rectas I, y |, se debe

aplicar que la bisectriz es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los lados del
angulo al cual pertenecen:

Ax+By+C _ AXx+By+C,

R [ReE

Area de un tridngulo dadas las coordenadas de sus vértices:

El &rea del triangulo es el valor absoluto del resultado de la siguiente expresion:

Area del triangulo:

1 X% 1
Ay = Exz Y, :E[(Xl'y2+X3'y1+X2'y3)_(X3'y2+X2'y1+X1'y3)]
X3 Ys

También:



Area del tridngulo: A; =

l y X Yq
2 X5 Y,
X3 Y3
LS 61

Donde, partiendo de la columna de las X los productos diagonales hacia abajo son
positivos y los productos diagonales hacia arriba son negativos.

1
O sea: Azi[(xl~y2+x2~y3+x3-yl)—(Xz-y1+X3~y2+X1'Y3)]

Area de un poligono dadas las coordenadas de sus vértices:

El &rea del poligono es el valor absoluto del resultado de la siguiente expresion:
A, =

X1 Y,

X, Yz

X3 Y3
(1/2)

X, Yn

Xy Y1

Es obvio, que dadas las coordenadas de varios puntos, éstos seran colineales si el valor
del area que conforman es nulo.

Rectas concurrentes:

Son un grupo de rectas en el mismo plano que se cortan entre si, todas, en el mismo
punto.

Sean LL=Ax+By+C;l,=Ax+By+C;l =Ax+By#C . Estas tres rectas son
concurrentes si se cumple que:



A.L Bl Cl
A, B, C,=0

AS B3 C3
PREGUNTAS:

EJERCICIO #107.

Hallar las ecuaciones generales de las bisectrices de los angulos que forman |, y |,

Ax+By+C, _ AX+By+C,

1.- 1,=3x-4y+5=0;l,=7x-24y+9=0

3(x)-4(y)+5 _ 7(x)-24(y)+9 _ 3x-4y+5 _ 7x-24y+9
V(4 O e &

Entonces, existen dos soluciones:

a.- Cuando es positivo el signo del segundo miembro de la igualdad:

15x-20y +25=7x-24y+9=8x+4y+16=0=
= 2x+y+4—(1)

b.- Cuando es negativo el signo del segundo miembro de la igualdad:
3Xx—4y+5 7x—-24y+9
5 25
= 22Xx—4y+34=11x-2y+17=0—(II)

= -15x+20y-25=7x-24y+9=

2.- |, =21x-20y+40=0;l, =17x+144y-100=0.
Solucion:

21(x)—20(y)+40 _ il?(x)+144(y)—100 _

\/(21)2 +(20) \/(17)2 +(144)
21x-20y+40 _ 17x+144y-100 _ 21x—20y+40 _ 17x-+144y-100
841 421025 29 - 145




Entonces, se tienen dos soluciones:
a.- Signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:

3045x —2900y +5800 = 493x + 4176y — 2900 =
= 2552x— 7076y +8700 =0 = 22x—61y+75=0—(1)

b.- Signo negativo en el segundo miembro de la igualdad:

3045x—2900y +5800 = —493x —4176Yy + 2900 =
= 3538x+1276y +2900 = 0= 61x+22y +50 =0 — (Il

3.- 1,=27x-364y+19=0;l, =55x+48y—-93=0
Solucion:

27(x)—364(y)+19 =lL55(x)+48(y)—93 -

J(27) +(-364) (55) +(48)’
_ 27x-364y+19 _ 55x+48y-903 _ 27x-364y+19 __ 55x+48y-93
J133225 \/5329 365 73

Entonces, existen dos soluciones:
a.- El signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:

1971x—26572y +1387 = 20075x +17520y — 33945 =
=18104x + 44092y —35332 = 62x +151y -121=0

b.- El signo negativo en el segundo miembro de la igualdad:

1971x—26572y +1387 =-20075x -17520y +33945 =
= 22046x —9052y —32558 =0 =151x-62y —223=0 —)(II )

4.- 1,=15x—8y+33=0;l, = 21x+ 220y —45=0

Soluciodn:



15(x)—8(y)+33 :i21(x)+220(y)—45 _

J(15) +(-8 J(22)° +(220)°
_ 15x-8y+33  21x+220y-45 _ 15x—8y+33 __ 21x+220y-45
V289 48841 17 221

Entonces, existen dos soluciones:
a.- El signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:

3315x 1768y + 7293 =357x+ 3740y — 765 =
= 2958x —5508y +8058 =0 => 29x —54y +79=0— (1)

b.- El signo negativo en el segundo miembro:

3315x-1768y + 7293 =-357x—-3740y + 765 =
= 3672x—1972y +6528 =0=54x—-29y+96=0— (Il

5.- Hallar la ecuacion general de la bisectriz del &ngulo que forman |, =4x—-3y+8=0 y
l,=24x+7y+20=0.

Solucion:

4(x)—3(y)+8:i24(x)+7(y)+20:>

J@y (8 @)+ ()

:>4x—3y+8:i24x+7y+20:>4x—3y+8:i24x+7y+20
J25 J625 5 25

Entonces, existen dos soluciones:

a.- Signo positivo del miembro de la derecha de la igualdad:

20X —15y +40=24x+7y+20=4x+22y —20 = 2x+11y-10=0—(1)

b.- Signo negativo del miembro de la derecha de la igualdad:

20x—15y +40=-24x—7y—20 = 44x -8y +60=0=11x -2y +15=0—(11)

La ultima ecuacion encontrada, la (1), es la solucion buscada ya que es la bisectriz del
angulo agudo formado por I, y 1,. Ver gréfica.



6.- Sean |, =5x+12y-30=0 y |, =63x-16y—-70=0. Hallar la ecuacion general de la
bisectriz del angulo que forman |, y |I,.

Solucion:

5(x)+12y-30 __ 63(x)~16(y)-70

a/(5)2 +(12)° (63)° +(16)°

=

5x+12y-30 63x-16y—-70 5x+12y-30 63x-16y—-70
= == = ==
169 4225 13 65

Entonces, existen dos soluciones:
a.- Para signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:

325x+ 780y —1950 =819x - 208y —910 =
= 494x—988y +1040 =0=> 247x—494y +520 =0 — (1)

b.- Para signo negativo del segundo miembro de la igualdad:

325x+780y —1950 = -819x + 208y +910 =
=1144x+572y -2860 =0=2x+y—-5=0—(1Il)

La solucién buscada es la ecuacién (I1) y que es la bisectriz correspondiente al menor
angulo, el angulo agudo.



Hallar en cada caso la ecuacion general de la bisectriz del angulo de vértice A en el
triangulo cuyos tres vertices se dan:

- A(L7);B(6,-5);C(-5,-1)

Solucién:
L =AB=m, —JYe=Va_2=7__12_
Xg—X, 6-1 5

12
:y_yA:mAB(X_X ):’y 7= ( SJ(X_]'):

=5y-35=-12x+12=1 =12x+5y-47=0

IZEA_C:mAC—y “Ya _

-1-
Xe =X, —5—

7 8 4
==
1 6 3
4
= y=Ya=meo(x-x) = (y-7)=[3 (-

=3y-21=4x-4=1,=4x-3y+17=0
Ahora, se encuentra la ecuacion general de la bisectriz que pasa por A:

12(x)+5(y)—47 4(x)—3(y)+17:>

Ja2r <y (@) +(-3)
- 12x+5y—47 4 4x -3y +17

13 5

=+

Entonces, se tienen dos soluciones, una de las cuales es la que necesitamos:
a.- Para el signo positivo en el miembro de la derecha de la igualdad:

60x+25y —235=52x -39y +221=
= 8x+64y—456 = x+8y —57=0—(1)

b.- Para el signo negativo en el segundo miembro de la igualdad:

60X +25y —235=-52x+39y -221=
=112x-14y-14=0—1,=8x—y-1=0(Il)



(YN

8- A(4,3);B(8,8);c(§,4)

Solucion:

ey Ys—Ya _8-3 5
l=AB=m,; = = =— = Y—Vy, =My (X=X, )
1 AB Xg — X, 8+4 12 Y=VYa AB( A)

y—B:(%j(x+4):>:>12y—36:5x+20:> l, =5x—12y+56=0

A~ Ye—Y -4-3 -7 63 63
|2:AC2>mAC: c A: 20 :E:——:——:
Xe = Xa =Y iq == 16 16

9 9

63
= Y=Ya=Myc (X_XA)::} y_3:(_EJ(X+4):}
=1, =16y -48=-63x—-252 =1, =63x+16y+204 =0
Ahora, se encuentra la ecuacion general de la bisectriz que pasa por A:

5(x)—12(y)+56 . 63x+16Yy +204 N 5x—-12y+56 . 63x+16y +204

Jer+(c12f ey + (1) 13 65

Entonces, se tienen dos soluciones, una de las cuales es la que necesitamos:

a.- Para el signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:

325x—780y +3640 =819x + 208y + 2652 =
= 494x+988y —988=0=> x+2y—-2=0—>(1)

b.- Para el signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:



325x — 780y +3640 = -819x — 208y — 2652 =
—=1144x-572y +6292=0=>2x -y +11=0—(1II)

3

I~

7 =
\ \\CL)

La ecuacion general (1) corresponde a la bisectriz del angulo agudo en A; por lo tanto, es la
solucion.

9.- A(O,3);B(3,§J;C(§,—3j

Solucion:

yC_yA__3_3___6__%:
Xe =%, 13_5 13 13

14 14

=Y—Ya=My (X=X, )= y—3=(—i—:j(x—0):>lz584x+13y—39=0

Ahora, se encuentra la ecuacion general de la bisectriz que pasa por A:

8(x)—15(y)+45 _ i84(x)+13(y)—39 -
J(8) +(-15)° J(84) +(13)°
8x—-15y +45 =+84x+13y—39 N 8x—15y+45 =+84X +13y -39

\J289 \J7225 17 85
Entonces, se tienen dos soluciones:

a.- Para el signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:



680X — 1275y + 3825 =1428x + 221y — 663 =
= 748x+1496y —4488=0=x+2y—-6=0— (1)

b.- Para el signo negativo en el segundo miembro de la igualdad:

680x —1275y + 3825 = -1428x — 221y + 663 =
2108x —1054y +3162=0=2x—-y+3=0—(II)

La ecuacion general (1) corresponde a la bisectriz del angulo agudo en A; por lo tanto, es la
solucion.

10.- Hallar la ecuacion general de las bisectrices de cada uno de los angulos internos del
triangulo cuyos vértices son A(—2,-1);B(0,3);C(5,-2).

Solucion:

En primer lugar se deben encontrar las ecuaciones generales de las rectas que conforman
los lados del triangulo:
- 3+1 4
| =AB=m, =8 Ya_ "2 _%_o
Xg =X, 0+2 2

= Y-Ya=My (X=X )= (y+1)=(2)(x+2)=2x+4=1,=2x-y+3=0

|2=AC:>mAC=yC_yA=_2+1=_1:>

Xc =X, 542 7

1

:>y_yA:mAc(X_XA):>(y+1):(_7](X+2):>
=T7y+7=-X-2=1,=x+7y+9=0
|,=BC=my —Je Yo _273_75_

Xe—Xg 95-0 5
= Y—VYg =My (X=X )= y-3=(-1)(x-0)=l,=x+y-3=0




Ahora buscaremos las ecuaciones de las bisectrices correspondientes a cada vertice del
triangulo dado:

A.- Ecuacion general de la bisectriz del [1 A:

2()+(-D(y)+3 _ W)+(T)(y)+9 _ 2x-y+3 _ x+7y+9

Jore o ey W

2X=y+3 _ X+7y+9

5 52

Entonces, se tienen dos soluciones:

a.- Para el signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:

107/2x - 542y +152 = /Bx + 7By + 9\5 =
= (1072 - B)x~(5v2+ 7 )y +(15V2 -9\5 ) =0 > (1)

b.- Para el signo negativo en el segundo miembro de la igualdad:

10v/2x - 542y +1542 = —/Bx - 7By —9J5 =
= (1032 +15)x~(5v2 - 75 ) y +(15v2 +9v5) =0 > (1)

La ecuacidn (1) es la ecuacion general correspondiente a la bisectriz del [1 A.

B.- Ecuacion general de la bisectriz del [ B:

209 +(-1)y+3_ () +(1)y-3_ 2x-y+3_, x+y-3
@b+ et B V2

Entonces, se tienen dos soluciones:

a.- Para el signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:

2\/§x—«/§y+3«/§:\/§x+\/§y—3\/§:>
= (22 -B)x~(V2+B)y+3(v2 ) =0 (1n1)

b.- Para el signo negativo en el segundo miembro de la igualdad:

La ecuacion (111) es la ecuacion general correspondiente a la bisectriz del [1 B.



C.- Ecuacion general de la bisectriz del [ C:

Q)X)+7(y)+9 _ )+ @)(y)=3 _ x+7y+9

oy  Joear s

Entonces, se tienen dos soluciones:

3

_ L X+y-
2
a.- Para el signo positivo en el segundo miembro de la igualdad:
V2x+ 742y +9v2 =52x +5¢2y ~15y2 = 2x~ y 12 =0 - (V)

b.- Para el signo negativo en el segundo miembro de la igualdad:

J2x+7\2y +9v2 = -5y2x~52y +15y2 = x+ 2y -1=0 - (V1)

La ecuacion (V1) es la ecuacion general correspondiente a la bisectriz del [1 C.

i
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EJERCICIO #108.

Hallar en cada caso la distancia entre lasrectas |, y |,

Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

_[6.-¢cl

P R it e
1.- |, =5x+12y—-7=0,l,=5x+12y+32=0

Solucion:

_ 32— (-7)| _ 39 39
(k) \j(5)2+(12)2 J25+144 13




2- |, =y=4x-5l,=y=4x-19
Solucion:
|, =4x-y-5=0;1, =4x-y-19
F19-(-5) 14  14yA7
d('lxlz) - 2 2 - =
ORTET

3.- 1,=3x+2y+6=0;l,=6x+4y-15=0

Solucion:

~2_6

2 2713

_ __2 _
(@ +(2f B8 i3 2

4-1,=y=7x+231,=y=7Tx-22

‘ 15 ‘ ‘—15—12 27

Solucion:

Ilz7x—y+23=O'I257x—y—22:>
[-22-23 45 N

|1|2 \/7 \/— 5\/— 2

5- |, =3x-6y+11=0;l, =4x-8y +17

Solucion:

Multiplicando |, por

ﬂ:>Ilz4x—8y+ﬂ:>
3 3

P7_44‘ 51— 44

76

_ __3 __T
d(ll,lz) B ?(42)+(—8)2 N \/@ _12\/5 )

6.- |,=24x-7y-18=0;1,=48x-14y+9=0

Solucion:

Se divide 1, por 2: , 524x—7y+g:0

2



Ahora:
9

—~+18
2+ ‘ 45 9

J(@ay (-7 576+49 T2:25 10

9+36

Hallar en los siguientes ejercicios el area del trapecio que forman las rectas dadas:
7.- 1, =2x+3y-17=0;l,=x-4=0;1, =2x+3y+1=0;1, =x-3y+23=0.

Solucion:

T\IA

\

5} ‘

Ny [

N

r
/

N
<

- g}é, —

1—(-17 18 1813

m =m =L0L,=h=d, = ‘ (2 )‘2:\/_2 ]?é’_
\/(2) +(3) 13

Ahora se deben encontrar los puntos de interseccion de las rectas. Ver gréafica (sin escala):

a.- Punto A, interseccionde I, y |1, :
|, =2x+3y-17=0;l, =x-3y+23=0.
Sumando las dos ecuaciones:

L, +1,=3x+6=0=>x=-2=1,=2(-2)+3y-17=0=>y=7=A(-2,7)
b.- Punto B, interseccionde I, y I, :

|, =2x+3y-17=0;l, =x-4=0.
l,=>x=4=1=2(4)++3y-17=0=3y=9=y=3=B(4,3)

c.- Punto C, interseccionde I, y 1I,:
l,=x-4=0;l,=2x+3y+1=0.=>
l,=>x=4=1,=2(4)+3y+1=0=3y=-9=y=-3=C(4,-3)

d.- Punto D, interseccionde I, y 1,:



I, =2x+3y+1=0;l,=x-3y+23=0.
Sumando las dos ecuaciones:
l,+1,=3x+24=0=>x=-8=1,=>-8-3y+23=0=3y=15=y=5=D(-8,5)

AB+CD

Entonces, el area del trapecio es TJX h, donde:

\/xB o~ Y,) =y(4+2) +(3-7) =36+16 =52 =213
J(% - ) (yD yc)z:\/(—8—4)2+(5+3)2=x/144+64:«/208:4«/1_3:>
[ZJ_+4J_] 1813 _ (s53)x 18\/_

Q| >
ol 5|

8.- I, =x-3y+10= OI2_2x y-5= 0I3_4x+3y+5 0;l,=2x-y+5=0

Solucion:

5-(-5)] 10 1045 0

m, =m, =10, =h=d —

(12.14) \ji \/_ 5

Ahora se deben encontrar los puntos de interseccién de las rectas. Ver gréafica (sin escala):

a.- Punto A, intersecciénde I, y 1,:
|, =x-3y+10=0;l, =2x-y+5=0
Multiplicando |, por 2 y restandole |, :

2:1,—-1,=-5y+15=0=y=3=1, = x-3(3)+10=x=-1= A(-13)
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b.- Punto B, intersecciénde I, y |I,:

l,=x-3y+10=0;l,=2x—y-5=0=2:I,—-1,=>-5y+25=0=y=5=x=5=B(5,5)

c.- Punto C, intersecciénde I, y |I,:
l,=2x-y-5=0;1;,=4x+3y+5=0

3:1,+1;,=10x-10=0=x=1=y=-3=C(1-3)

d.- Punto D, interseccionde I, y 1,:
l,=4x+3y+5=0;1,=2x-y+5=0
l,-2-1,=5y-5=0=y=1=>x=-2=D(-21)
Entonces, el area del trapecio es (AD—;BC} h, donde:

AD = \/ o= Ya) =\/(—1+2)2+(1_3)2=J§
BC = /(% ~% +(yc Vo) =\(1-5)' +(-3-5) =B0O =45

9.- I = y—4:0;I2E5x+2y—l3:0;I355x—3y—18:0;l4E5x+2y+12:0

Solucion:



_ 12— (-13) _ 25 2529
Yy e

Ahora se deben encontrar los puntos de interseccion de las rectas. Ver gréfica (sin escala):

m, =m, =1, 0l,=h=d

a.- Punto A, intersecciénde I, y 1, :
l,=y—-4=0;l,=5x+2y-13=0.= 1, = y=4=1,=>x=1=A(14)

b.- Punto B, interseccionde I, y 1,:
l,=5x+2y-13=0;l,=5x-3y-18=0=
l,-1,=5y+5=0=y=-Ll,=>x=3=B(3-1)

c.- Punto C, interseccionde I, y 1,:
l, =5x-3y-18=0;l,=5x+2y+12=0=
l,-1,=>-5y-30=0=>y=-6=1,=x=0=C(0,-6)

d.- Punto D, intersecciénde I, y 1,:
l,=y—-4=0;l,=5x+2y+12=0=1, = y=4l, > x=-4=D(-4,4)

Entonces, el area del trapecio es (@] xh, donde:

AB=\/(x - o= ¥,) =(3-1) +(-1-4)’ =29
CD= (% - o= Ye) =y(-4-0)' +(4+6) =116 = 2429 =
:Area:(ﬂzzrjx%f:l;

10.- Hallar la ecuacion general de la linea recta paralelaa |, =24x—-7y+3=0 y que dista 6
unidades de ella.

Solucion:



La recta buscada tiene una ecuacion general del tipo: |, =24x—-7y+k =0, entonces:~
k-3 k-3

d — — —
(lte) \/(24)2 +(-7) +/576 + 49
:>k—253—6:k 3=4150=1,=24x -7y +153=0;l, =24x -7y -147=0

11.- Hallar la ecuacion reducida de la linea recta paralelaa |, = y=7x—6 y que esta a una

72

distancia de = de ella.

Solucion:

La ecuacion reducida de la recta es: y=mx+b donde m es la pendiente y b es la ordenada
enel origen (x=0). La recta buscada es 1, =7x+b,.
Luego:

b,-b| _ |.—(-6)] 742

+y/m? +1 i\/(7)2+1: 5

b+6 7\/_ b, +6 7\/_
+\/_ +5«/_

==y = 7x+8|2_y2_7x 20

(I1,|2)

b,=1t14-6=

12.- Hallar la ecuacion general de la linea recta paralela a |, =8x+6y—11=0 y que estd a

una distancia E de ella.
10

Solucion:

La recta buscada es del tipo |, =8x+6y+k =0; luego:

C.-Cy| k-(-11) 11 k+11
d(IIIZ) —:> —:>_:—
' /a2 g2 10 + (8) +(6)2 10 +10
=k+11=+11=k, =0k, =-22=
l,=8x+6y=0=1,=4x+3y=0;1,=8x+6y-22=0=1, = 4x+3y-11=0

13.- Hallar la ecuacion reducida de la linea recta paralelaa |, =y =%x+9 y que dista 3

unidades de ella.



Solucion:

La ecuacion buscada es del tipo I, = %x +b,. Luego:

b, -9 b, -9
., =3= b, 2| _ 5l |X5:>b2_9:i§:>
(12) +4169 5
| — | +1
5
: 39 45+39 84 84 12 84
:>b2:9+—: :_:_:>|2:_ o7
5 5 5 5 5
5 5 5 5
EJERCICIO # 109.

Determinar el &rea de los tridngulos cuyos vértices se dan:

1- A(-L7);B(6,2);C(~4,—4)

Solucion:
. -1 7 1 .

AT:E-6 2 1=E-[(—z—28—24)—(—8+42+4)]:>
4 -4 1
1 1

A :‘E-(—54—38)‘ :‘E(‘gz)‘ _ |-46| = 46

2. A(l—zl,Zj;B(g,—Zj;C(l,S)

Solucion:
PR
2
AT:1x§ -2 1—1>< —11+2+E — —2+3+§ =
2 |2 2 2
1 5 1

Solucion:



229 1
7 2
1 117 19 1 ( 551 39 85] (
A =Zx| == = g=Ix|| =422
2717 2 2 14 14 14
3’ 5
7 2
1 [ 597) (903) ‘ 1500| 375
A ==X =
2 28 |
i NoB o2 B)e(+51)
Solucion:
53 4 1
A=2x B 26 1=
2
43 7 1
A =%x (~30V2-1613+7+2) - (2442 + 442 + 35@)‘

Determinar el area de los poligonos cuyos Vvértices se dan:

S5.-

Solucion:

As :%|(29)+(5

Solucion:
| -8

S

Ap

v, uwn

1|

80

==
6.- A(_s,l);s(s,_s);c(s,_s);D(%,gjf(

A(5,5);B(-3,5);C(—41);

D(-L-9)

40

%|(25—3+12—5)—(—15—20—1—15)|:>

14

14 14

741 17 145]‘ ~

%4-51@—51«/5\ - %(JL \3)



3 -6
(1/2) | 5 5
11/2 3/2
3/2 9/2
-8 1
AF,=1 48—15+E+%+§ —(3—30—§+2—36 =
2 2 4 2 2 4
AF,=1 33+E+%+§j—(—63—§+g =
2 2 4 2 2 4
= 132+30+99+6j_(—252—110+9j_
P2 4 4
AL (267)+(353)| 620 155
P72 4 8 2

7.- A(34);B(2,5);C(-3,5);D(—4,4);E(-4,-1);F (-3-2);G(2,-2);H (3,-1)

Solucion:
A, =
3 4
2 5
-3 5
4 4
(1/2)| -4 -1
322
2 -2
3 -1
3 4

A, =%\(15+10—12+4+8+6—2+12)—(8—15—20—16+3—4—6—3)\=

1 94
A= 3](41)(-53) = 2 =47

8.- A(1,8);B(28);C(0,1);D(-6,-3);E(-7,-1)

Solucidn:

A, =
1 8
2 8
0o 1



AP=(%j|(8+2+O+6—56)—(16+O—6+21—1)|=

1 70
Ay =2|(-40)-(30)[=—-=35

Determinar en cada caso el valor de K para que:

9.- A(—4,k);B(3,—k);C(16) sean los vértices de un tridngulo de &rea %

Solucion:
A; =
-4k
3 -k
(1/2) |1 6
-4k

A, =%\(4k +18+k)—(3k—k—24)‘=%|3k+42|=§:>

=3k, +42=45=3k =3=k, =1.
También:

3K, +42 = —45= 3k, = —87 = k, = —29

10.- A(k,—3);B(-2,5);C(k —1,—4) sean los vértices de un tridngulo de é&rea 5.
Solucion:

A; =
k -3
(1/2) | -2 5
k-l -4
k -3
AT:%X‘( )—=( )|=5=>[(5k+8-3k+3)—(6+5k—5-4k)]|=+10=
A; =k+10=+10=k, =0;k, =-20

11.- A(-7,0);B(-3k,—1);C(-3,-1); D(2k,0) sean los vértices de un cuadriltero de area
7.
Solucién:
A, =
|7 o0



-3k -1

(1/2) | -3 -1
2k 0
7 0

AP:%x‘(7+3k+O+O)—(O+3—2k+0)‘:7:>

(4+5k)=+14= k1:2;k2:—%

12.- A(k,7);B(-2,4);C(-31);D(-2,0);E(k,3);F(L5) son vértices de un poligono
convexo de area 12.
Solucion:

A, =

(1/2) | -2

N 0w O kb

Ap :%x|(4k—2+0—6+5k+7)—(—14—12—2+O+3+5k)|:12:>

Ap=[(9k—1)—(5k—25) | =424 = 4k + 24 =+24 =

k, =0;k, = —47:3 =-12(No - convexo)

Demostrar que los puntos que se dan en los siguientes ejercicios pertenecen en cada
caso a la misma recta:

13.- A(O,—l); B(—2,5);C(—3,8)
Solucién: A=0

0 -1
-2 5
-3 8
0 -1

A=[(0-16+3)—(2-15+0) |=-13+13=0=>(colineales)

14.- A(6,10);B(4,5);C(O,—5)
Solucion: A=



10
5
-5
10

o O b~ O

A=[(30-20+0)—(40+0-30)]|=[10-10]=0=>colineales)

15.- A(7,1);B(1,2);C(—2,g]

Solucion: A=0

7 1

1 2

2 52

7 1
A= (14+§—2 —(1—4+§ _| 284574 643,

2 2 2 2
:Azg—Q:O:(colineales)
2 2
3 1

16.- A(—8,—4);B(—4,—3);c(2,—§j;D(6,—§j
Solucion: A=0

8 -4

4 3

2 (3/2)

6 -(1/2)

8 -4

A=[(24-6-1-24)—(16-6-9+4) |=[-7-5]=0=(NO)

17.- A(1,9)';B(2,3);C(§,1j;D(4,—9)
Solucion: A=0

1 9

2 3

7

3 1

4 9

1 9




A=[(3+2-21+36)—(18+7+4-9)]=0=>(colineales)

sl <3jof o]

Solucion: A=0

7 2
4 7/4
2 5/4
-8 3/4
7 2

A= £+5—§—16 - 8—Z—1O+2 =
4 2 2 4

[49+20—6—64_21—8—14}_{1 1

=- —} =0(colineales)
4 4 4 4

19.- Determinar K para que A(—1,7);B(O,2k);C(2,—k);D(g —%) estan sobre la misma

recta.
Solucion: A=0

-1 7

0 2k
2 -k
5 7
2 2
-1 7

A:K—Zk+0—7+§j—(0+4k—%+Zﬂ:0:>
2 2 2

(—4k—14+35j (8k—5k+7
: —_

> > j=0:>—4k+21—3k—7=0:>k=2

20.- Determinar k para que A(-5,k); B[l,%j;c(4,3k) sean colineales.

Solucion: A=0

-5 k
1 1/2
4 3k

-5 k



A:K—g+3k+4k)—(k+2—15k)}:0:>

j—(2—14k):o:>‘5+14k2‘4+28k :0:>42k:9:k:%

(—5+14k
=

2

EJERCICIO #110.

Demostrar en cada caso que I,l, y |, son rectas concurrentes:

A.L Bl Cl
Az Bz sz0

AS B3 CS
1- L, =2x+y+1=0;1,=3x+7y-37=0;l,=x-y+11=0
Solucion:

2 1 1
3 7 -37|=[(154-37-3)—(7+33+74)]=114-114=0=(SI)
1 -1 11

2- 1,=2x-7y-3=0;l,=x+y-6=0;l,=3x-11y—-4=0

Solucion:

2 -7 -3

1 1 -6/=[(-8+126+33)—(-9+132+28)]=151-151=0=(SI)
3 -11 -4

3- 1, =4x+y+4=0;l,=5x+y+7=0;l,=6x+ y+10=0

Solucion:

5 1 7|=[(40+42+20)—(24+50+28)]=102-102=0=>(SI)
6 1 10

4.- |, =4x+5y=0;,=x+y-1=0;l,=3x+2y-7=0

Solucion:



45 0
1 1 -1=[(-28-15+0)-(0-35-8)]=-43+43=0=(SI)
3 2 7

5.- |, =ax+by—a’+b*=0;l, =bx+ay =0;l, =3bx—2ay —5ab =0
Solucion:

a b -a’+b’
b a 0 |=[(-5a%+0+2a%—2ab*)-(-3a’h+3ab’ ~5ab’ +0) |= 0= (sl )
3b -2a -5ab

Hallar en cada caso el valor que debe tomar K para que las rectas I,l, y I, se
intersecten en un punto:

6.- ,=x+2y—-1=0;1,=x+3y=0;l,=kx+(k-3)y—-7=0

Solucion:

1 2 -1

1 3  0[=0=[(-21+0-k+3)—(-3k-14+0)]=0=
k (k-3) -7

= (-18-k)+(3k+14)=0=2k =4 =k =2

7- l,=x-y-1=0;1,=3x-4y+4=0;l,=kx-2y—-3k-1=0

Solucién:

1 -1 -1

3 4 4 |=0=[(12k+4-4k+6)—(4k+9k+3-8)]=0=
k —2 -3k-1

= -5k+15=0=k=3
8.- 1,=2x-3y-12=0;l,=x+ky+k +1=0;1,=2x+3y =0

Solucion:



2 -3 -12
1 k k+1=0=[(0-6k-6-36)—(-24k+0+6k+6)]=0=
2 3 0

=12k -48=0=k=4

9.- I, =x+ky+5=0:1,=kx-y-15=0;l,=2x+y-5=0
Solucion:
1 k 5

k -1 -15=0=(5-30k+5k)-(-10-5k*~15) |=0=
2 1 -5
—5k?-25k +30=0=k*-5k+6=0=(k-2)(k-3)=0=k,=2;k, =3

10.- 1, =(k-1)x-3y+4=0;l,=5x—(k+1)y-11=0;l,=x+(k-2)y-13=0
Solucion:

(k-1) -3 4

5 —(k+l) -11=0=

1 (k-2) -13

{[13(k* ~1)+33+20(k - 2) |- [4(k +1) +195-11(k~-1)(k-2) ]} = 0=
:»[13k2—13+33+20k—40]—[—4k—4+195—11k2+33k—22]=0:»
— 24k? —9k —189=0=>8k? -3k —63=0=

_3:\0+1512 | _3+39 42 21, _3-39_ 36_ 9

K, P O kO N
16 16 16 8 16 16 4

=Kk



GUIA DE TRABAJO
Materia: Matematicas Guia #411.
Tema: Ecuacion general de la linea recta. (Hoffmann, 5to afio-Ejercicio #
104, #105 y #106).
Fecha:
Profesor: Fernando Viso

Nombre del alumno:
Seccion del alumno:

CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestarén preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
Ax+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde m es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion candnica de la recta, expresada asi:



X ¥Y_
a LY b siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al eje de las X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.

Casi todas las formas de ecuacion de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, P,(x,¥;) Y P (%.Y,).

y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

Yo= Y1 _ Y=Y
X, — X X=X

m =
Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

Y=Y _
m = XX:>y Y, =m-(x—x,)

La forma normal de una ecuacion de la linea recta es:

Xcos@+ ysend—p=0

Donde 9 es el angulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+y A% +B?

Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas I, y |, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, M, —M

1+tge, -tger, 1+m,-m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=1tg80=0=>m,-m =0=m, =m,.

formado entre las dos rectas es@0 = a, —a;, = 90 =

Si las dos lineas son perpendiculares: §=90°=tgf0=c0c=1+m-m,=0=m, =—

Luego, se concluye que:



Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicion:

(ml)(m2)=—1:>ml:—mi2

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C=0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y est4 dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A”+B? se determina de acuerdo como sigue:

d

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto P, y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y seré negativa

€n caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:



’ :|Ax0+By0+C|

JA? 4+ B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:
Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la férmula:

_[6.-¢cj

Las coordenadas del punto que divide un segmento en una razén dada son:

d

y siendo orientados los
1+ 4 1+ 1

segmentos considerados.

P(xy)=( 5 H N¥AYa) gonge 4= AP _XZX_ Y7 ¥
PR, %=X Y,— Y

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad en ecuaciones de rectas dadas en forma
general.
Dadas las rectas: |, = Ax+B,y+C, =0;l, =Ax+B,y+C, =0

Para que estas rectas sean paralelas se debe cumplir que:

ml:mZS_ﬁ:_i:ﬁ:i:Ai'Bz_AQ'B]_:O
Bl BZ Bl BZ

Para que estas rectas sean perpendiculares se debe cumplir que:

o g g

Angulo entre dos rectas en rectas dadas en forma general:

Dadas las rectas: |, = Ax+B,y+C, =0;l,=AXx+B,y+C, =0

g0 = g, —tg, _ M, —m, :Al-BZ—A2~Bl
1+t9e, -tga, 14+m-m, A-A +B;-B,

PREGUNTAS:
EJERCICIO #104.



Determinar la pendiente y la ordenada en el origen de las siguientes rectas:

1.- 5x-3y+6=0
Solucion:
mo A__ 5 5
B (—3) 3
b C__ 6 5
B (-3
2.- 1x+y-6=0
Solucion:
B 1
-6
b C_ (B)_,
B 1

3.- 6x+8y—-5=0

Solucion:
A 6 3
Mm=—-———=—-——=——
B 8 4
b C_ (5)_5
B 8 8

4.- 10x-4y+7=0

Solucion:

A 10 10 5
m=——=——_—="=—

B (—4) 4 2
bo C__ 7 7

B (—4) 4

5.- 3x+9y-11=0

Solucion:



A 3 1
Mm=e=——=—-—=_Z2

B 9 3
b__g__(—ll)_g
B 9 9

6.- px+qy+r=0

Solucion:

me_A__P
B ¢

bo C__T
B ¢

Determinar en cada caso si las rectas son paralelas:
7.- 1,=3x+5y-1=0;l,=6x+10y-3=0

Solucién

IlDIZ:ﬁ:i:Al-BZ—AQ-Bl:O
Bl BZ

L =—

5

6 3
|2:>EZEZ>(SI)IID|2

8.- Ilz\/§x+«/§y+5\/§=0;l2 z\/§x+\/§y—42:0

Solucion:

IlDIZ:%:L%:Al-BZ—AZ-Bl:O

1 2

V2,43
N

9.- Bx+7y+1=0;l, =5x++/35y—3=0

= (NO)

Solucion:



5 55 5

N2 = ()=l

SN N

10.- |, =2x—32y+7=0;l, =2y2x—-6y+11=0

Solucion:

|1D|23%=%Z>A1'32—A2'Bl=0

1 2

L2 2 _ 2
S (-s2) V28
|2=¥=f3—€=—§(5i):>|1m2

11.- |, =10x+14y+9=0;l, =15x+21y-10=0

Solucion:

|1D|23%=%Z>A1'32—A2'Bl=0

1 2
10 5
= TS
14 7
15

) .
I2:>£:7:>(S|):>I1DI2

12.- 1, =12x-18y-7=0;1, =3x-6y+1=0

Soluciodn:

IlDIZ:%:L%:Al-BZ—AQ-Bl:O

1 2



12 2
| =2 =%
-18 3
3 1
,>—=-=(NO

13.- |, =4x+5=0;l,=x-7=0

Solucion:

I1DI2:>%:E%3A1-BZ—A2-Bl:O

1 2

4
| =>—=w
0

l, :>%=00:>(Si):>I1DI2.

Determinar en cada caso si las rectas dadas son perpendiculares entre si:
14.- |, =2x+4y—-7=0;l,=6x-3y+4=0

Solucién:

IlJ_I2:>%:—§:>A_L~A2+Bl-BZ:O

A

5:—5:—“®=%:@n:hig

15.- |, =7x+14y+1=0;1, =4x+2y-9=0

Solucién:

B
|1J-|z:>%=—i:> A-A+B-B,=0
LA 1

B, 14 2
= -2 =22 (NO)
A,

16.- |, =8x—-4y-11=0;l,=3x-6y+17=0



Solucion:

B
IlLIZ:%:—EZ:Ai-AQ+Bl-BZ:O

A_S_,

| =>—2=—=
B 4

L,=-2-_"%_5_(nO)

A, 3
17.- |, =4x-2y+7=0;l,=3x+5y-9=0

Solucion:

IlLIZ:ﬁ:—E:Ai-AQ+Bl-BZ:O

B A
|1£ﬁ:i:—2
B, -2
L, =—22-_2(NO)
A, 3

18.- |lE\/€X—3y+1:0;|2 =3x+2y-7=0

Solucion:

A_B_,. B, =
IlJ_I2:>Bl— AZ:>A_L A +B-B,=0
A_Jo_ 6

B -3 3

Bl
B,_ 2 V2 3_ 6

l, > ——2=-NC o NSNS __ N2 (si)= 1, L,

l,

19.- I, =v/2x+10y+9=0;l, =5x—5y+4=0

Soluciodn:

B
IlLIZS%:—EZ:A&~AZ+Bl-BZ:O



A2 2 1 5B
"B V10 V25 BB 5
5
=22 iS )ﬁ = (Si)= 1, L1,
5 5
20.- 1, =5x-2=0;1,=3y+1=0

Solucioén:

B
IlLIZ:%:—i:Ai-AQ+Bl-BZ:O
|l:>ﬁ=§—oo

B, 0
B 3 .
I2:>—E2:—6:—oo:>(S|):>I1J_I2

21.- Determinar el valor de K para que
l,=4x+3y+1=0.

Solucion:

|13ﬁ:L
B, k+5

I2:>i=ﬂ
B, 3

4

A_h L K 4 o aki20= k=20
+5 3

l, =kx+(k+5)y—-1=0

sea paralela a

22.- Determinar el valor de K para que I, =(k+1)x+(k—2)y+3=0 sea perpendicular a

l,=7x-3y+1=0.

Soluciodn:

IlLIZ:%:—%:Ai-AQ+Bl-BZ:O

1



A k+1
B, k-

2
LB (93
7

A, 7

Luego, si I, y 1, son perpendiculares, se cumple que:
A_ B Kkl 7 k-6 dk=-13m k=
B, A k-2 7 4

23.-  Determinar el valor de K para que |, =k®+(5k-3)y+3=0 sea paralela a
l,=3x+4y-5=0.

Solucion:

Ilﬂlzzgzéi:Al-Bz—AQ-Bl:O

1 2

I :ﬁ: K
7B, 5k-3
A 3

B, 4

Luego, si I, y 1, son paralelas se cumple que:

,=>—=

2
%_% 5kk 3:%:4k2=15k—9:>4k2—15k+9:0:>
] _
=k

15+\/225 144 1549 24 .,  _6_3
8 8 g 7?7 8 4

24.- Determinar el valor de K para que I, = (k? +1)x—(8k+6)y+4=0 sea perpendicular a
|, =6x+2y+7=0.

Solucion:

IlLIZ:%:—%:Ai-AQ+Bl-BZ:O




Luego, si I, y 1, son perpendiculares, se cumple que:

2 2
A_ B _ K+l 1 K41 1 a2 3 gkiem

2=——2 === -
B, A -8k-6 3 8k+6 3
:>3k2—8k—3:0:>k=8i"(24+36 zsilojklzg;kzz_%

25.-  Determinar K para que I,=(k®+5K)x+(k*+35k*+24)y—7=0 sea paralela a
l,=x-10y+5=0.

Solucion:

I1DI2:>%:E%3A1-BZ—A2-Bl:O

1 2

A k® + 5k
W= = an oa

B, k"+35k“+24
oo 1

B, -10

Luego, si I, y 1, son paralelas se cumple que:

3
A_A K4Sk 1
B, B, k*+35k*+24 -10

= k* +10k> +35k* +50k + 24 =0

Este polinomio de cuarto grado con todos los coeficientes positivos tendra cuatro raices
negativas.

Aplicando Ruffini:

1 10 35 50 24
-1 1 -9 26 -24
1 9 26 24 0
2 2 14 24
1 7 12 0
-3 3 12
1 4 0
-4 -4
1/ o

Las soluciones son: k, =-Lk,=-2;k,=-3k, =—4



26.- Determinar K para que la recta I, = (k®+17k)x+(4k” +5)y+11=0 sea perpendicular
alarecta I, =x+2y-1.

Solucion:
B
[, L1 :ﬁ:——Z:A-AQ+B-B =0
1 2 Bl A2 1 2
3

LA K J;17k

B, 4k’+5

B, 2

l, =

A, 1
Luego, si I, y 1, son perpendiculares, se cumple que:
A _ B, K417k _

=——2—=— " =-2=k>+8k’+17k+10=0
B, A  4k’+5

Es un polinomio de tercer grado con todos los coeficientes positivos, por tanto, tendra tres
raices negativas.

Aplicando Ruffini:

1 8 17 10
-1 -1 -7 -10

1 7 10 0
-2 -2 -10

1 5 0
-5 -5

Las soluciones son: k, =-Lk,=-2;k,=-5

27.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por A(3, —2) y es paralela a la recta
|, =6x-2y+7=0.

Solucion:
Ils6x—2y+7:0:>m:—é:—£:3:>
B -2
= Y-Ya=M(X—X,)=y+2=3(x-3)=3x-9=
I

= -3Xx+Yy+11=0=3x-y-11=0— (1)



28.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por B(—4,gjy es perpendicular a la

recta |, =3x-y-4=0.

Solucion:
A 3
| =3x-y-4=0=2>m=——=——=3
1 y m, B 1
. . 1 1
La pendiente de la perpendiculara |, es m, = =73
1

La ecuacidén general buscada es:

5 1
Yy—Ys =Mm(X—Xz)= y—E:(—gj(x+4):> 6y-15=-2x-8=
= 2x+6y—-7=0- (1)

29.- Hallar la ecuacion general de la recta paralelaa |, =9x-6y+7=0 y que biseca el
segmento de extremos M (4,-3);N(8,7).

Solucion:

El punto medio P del segmento MN es:

Xy +Xy  4+8 Yu Yy —3+7
= = =6yp = = =2=P(6,2
" 2 2 Y 2 2 ( )
Luego:
|159X—6y+7=02>m:—é=_i:§:
B -6 2

y—Yp =M(X—X )= y—2=(gj(x—6):>

= 2y-4=3x-18=3x-2y-14=0—(1)

30.- Hallar la ecuacién general de la recta que pasa por el origen y es perpendicular a la
recta |, =10x-15y+6=0.

Solucion:



A 10 2

|, =10x-15y+6=0=>m=-—=—-—"——=—=
B -15 3
: 1_ 3 3
P(0,0);l, LI, =m, == =LY Ye =m,(x—X%, )= y—O:(—E](x—O):
1

= 3x+2y=0—>(1)

31.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por la interseccion de las rectas:
|, =2x-3y-17=0;l, =5x+4y—-8=0 y es perpendiculara |, =5x-4y+10=0.

Solucion:
Llamaremos |, a la recta buscada.

El punto P de intersecciénde I, y 1, :

l,=2x-3y-17=0—>(1)=4-(1)=8x—-12y-68=0—(Ill)
l,=5x+4y-8=0—(I1)=3-(11)=15x+12y-24=0—(1V)

:>(III)+(IV):23x—92=O:>x=g—§:4

Introduciendo el valor x=4 en (1)=2(4)-3y-17=0=y=-3=P(4,-3)

Luego:

=5y +15=-4x+16=1,=4x+5y-1=0

32.- Determinar el valor que deben tomar a y b para que las rectas de ecuaciones:
l,=(a-b)x+(6b—a)y-1=0 y |,=8x+(2a—3b)y+5=0 sean paralelas y formen
ambas con el eje de las abscisas un angulo de 135° .

Solucion:



m =m, =tg135°=-1=
A__(ab) A 8 _A_A
B

™ 7B (eb-a) > B, (2a-%) B B,
L (ah) 8 o aah_pabe3n’ —dsb—Ba—
(6b—a) (2a—3b)

= 2a’ —5ab+3b* =48b—-8a = 2a” —5ab+3b* —48b+8a=0—> (1)

También:
m——— 8  _tg135- 1= O _1-8-2a-3p=a-2*8

(2a—3b) 2a-3b
Introduciendo el valor de (11) en (1):

2

2.[B8) g[348 a2 ggn g F8) o

2 2 2

9b” +48b + 64 —15b* — 40b + 6b* —96b + 24b + 64
= > =0=
= —-64b+128=0=Db=2
Ahora:
2

a:3b+8:3( )+8:E:7

2 2 2
34.- Demostrar que las rectas:
l, =3x-2y+11=0;l, =2x+3y-10=0;
l,=3x-2y-2=0;l,=2x+3y+3=0
Solucién:
I1:>m1:i:—i:§;lszm3:—i:—i:§:>m1:m3:>llﬂl3

B, -2 2 B, -2 2
2 2 2

Iz:mzz—%:—gz—g;l4:>m4:—%=—§:>m2=m4:>I2DI4

Hasta ahora tenemos un paralelogramo.

Loa angulos internos del paralelogramo son todos 90° ya que:

— (1)



m, -m, :(gj-(—g]:—lzhﬂzzm A=90°

2)\(3

m2~m3 :(—g](zlz—lz |2 J_|3 = B=90°

Como en un paralelogramo los angulos opuestos son iguales, podemos concluir que
tenemos un rectangulo.

Ahora buscaremos las coordenadas de los puntos de interseccion de las rectas:

4/

N 71
‘ \

B |
|

Para el punto A:

|, =3x-2y+11=0;l, =2x+3y-10=0;
‘o 2y—11:>|2 32(2y—11

, j+3y—10:0:>
2(4)-11
= 4y-22+9y-30=0=13y=52= y=4=x="——=-1= A(-14)

Para el punto B:

l,=2x+3y-10=0;l,=3x-2y-2=0

1,

x=1073 . :3(1O;3yj—2y—2=0:>

—30-9y-4y—4=0=26-13y=0=y, =2 =

_10-3(2)

= X =2=B(2,2)

Para el punto C:

l,=3x-2y-2=0;1,=2x+3y+3=0



-2
= AX+9X—6+6=x. =0= Y, :%:—1:>C(0,—1)

Ahora calcularemos la longitud de los lados recordando que en un rectangulo los lados
opuestos son iguales:

A(-L4)iB(2,2)= du = (%~ %) + (Yo~ ¥a) =

=0, =(2+1) +(2-4) =\0+4 =130=d,,

También:
B(2,2);C(0,-1) = dae = (% ~ %) +(¥e ~¥a )’ =

= doe =(0-2)° +(-1-2)° =4+9 =13=d,,

Todos los lados tienen la misma longitud y todos los angulos miden 90°, por tanto se trata
de un cuadrado.

EJERCICIO #105.

Calcular en los siguientes casos el angulo que forman lasrectas |, y 1, :

1.-
l,=6x+7y+1=0;l,=4x=y-2=0

Solucion:

tgezAi'Bz_Az'Bl
Al'Az+Bl'Bz

tg6 = (O)W)=(4)7) _6-28 22 7006 g_ 144, 6a04° - 144°38, 424
6)(4)+(7)(1) 2447 31

2.- |, =4x+9y-8=0;l, =~ x-y+2=0
Solucion:

tgezAl'BZ_AZ'Bl
A-A+B B,



2,6 = 0 =68,962°=68°57,72'

g6 = (4)(—11—(1)(9) _—4-9_-13 13 _

(HO+O)(Y) 4-9 -5
3.- |, =6x+7y+2=0;1,=7x-2y+1=0
Solucion:

tgo = A-B-A-B
A-A +B;-B,
(6)(-2)-(7)(7) -12-49 -61

= = =-2,1785= 0 =114,656° =114°39,36'
(6)(7)+(7)(-2) 42-14 28

tgld =

4.-1,=~11x-2y+9=0:1,=4x-9y—-4=0
Solucion:

:Ai'Bz_Az'Bl
A-A,+B B,

go= WD -(4(2) _—99+8_ 91,y 104 2680 124016,08
(11)(4)+(-2)(-9) 44+18 62

5- 1,=4x+5y-2=0;l,=x-4=0

Solucion:

tgezAl'BZ_AZ'Bl

A-A+B B,

tgo

tg0 = (4)(0)=(1)(5) _ —% =-1,25= 0 =128,659° =128°39,54'

6.- |,=5x-14y+3=0;l,=2x+3y-11=0

Solucién:
tgo = A-B-A-B
A-A +B;-B,
tgo = (O)E)=(2)(-14) 15428 43_ ) 4475 5196 656° ~126°30, 36"
(5)(2)+(-14)(3) 10-42 32
7.- Calcular K para que las rectas |, =3x+ky+1=0 y |, =5x+2y—2=0 formen un
angulo de 135°.

Solucion:



_AB,-AB

tgo
Al'A2+Bl'Bz
(3)(2)-(5)(k) o 65k
gl = 36 0Q) =1g (135 ):—1:>15+2k +-1=

=6-5%k=-15-2k=21=3k=>k=7

8.- Determinar el valor de K para que las rectas I, =3x-2y+1=0 y l,=kx+y-2=0
formen un &ngulo de 45°.

Solucion:

tgezAl'Bz_Az'Bl

A-A+B B,

_OO=()(2) _gmo_qy 342K
t 0—(3)(k)+(_2)(1)—tg45 —1:>3k_2—1:>

=3+2k=3k-2=k=5

9.- Determinar los valores de @ y b sabiendo que larecta |, =ax+by—-3=0 y la recta
l,=3x+y+2=0 forman un angulo de 78°42’ y que la recta |, pasa por el punto
P(-1-1). Témese tg78°42'=5.

Solucion:

) AB-A-B

A-A,+B B,

P ) S )11
tgd =tg (78 42)_(a)(3)+(b)(1)_5 3b=15a+5b

= -14a-8b=0=7a+4b=0—(1)

tg

De |, pasa por P(-1,-1):
l,=a(-1)+b(-1)-3=0=a+b=-3—(Il)

Resolviendo (1) y (11):
7()=>7a+7b=-21=(1)-7(11)=4b-7h=21=

=>b=-7:a=4



10.- Determinar los valores de @ y b sabiendo que las rectas |, =2x+5y-3=0 vy
|, =ax+by—-1=0 forman un angulo de 63°26’ y que |, pasa por el punto PG%) Tomar

tg63°26' = 2.
Solucion:

ezAl'BZ_AZ'Bl

AA+B, B,

@0)-)E) e o
(2)(a)+(5)(b) I (%)=

D758, 2b 5a=da+10b= 9a-8b=0=9a+8h=0> (1)
2a+5b

tg

tgl =

Ahora, como |, pasa por el punto PG%)

IZ:a(%)+b(éj—1:0:>9a+4b—36:O—>(II)

(1)—(11)=4b+36=0=b=-9=(1)=9a+8(-9)=0=>a=8

11.- Determinar los valores de a y b sabiendo que las rectas |, =2x+y+5=0y
|, =ax+by—-9=0 forman un &ngulo de 81°52"' y que |, pasa por el punto P(S,—Z).
Tomar tg(81°52')=7

Solucion:
t90: Ai'Bz_Az'Bl
Ai'A2+Bl'Bz

(2)(b)-(a)(1) _2b-a
(2)(2)+(1)(b) 2a+b =7=2-a=14a+7b=

-15a-5b=0=3a+b=0—(1)

Como |, pasa por el punto P(3,-2):
l,=(a)(3)+(b)(-2)-9=0=3a-2b=9—(1)=(1)-(Il)=
=3b=-9=b=-3=1=3a+(-3)=0=a=1

tgl =

EJERCICIO #106.

Hallar en cada caso la distancia del punto P a la recta dada:



1.- P(4,-2);l,=3x-4y+10=0
Solucion:

AX, +By, +C

+JA? + B?

3(4)- 4( 2)+10 12+8+10 _30 _
/ J9+16 5

2.- P(-32);l,=8x—6y+1=0

d:

d=

Solucion:

Ax, +By, +C

+JA? + B?

8(-3)-6(2)+1 _24—12+1:‘§ 7

d:

BN O

3.- P(2,—7);I1 =12x+5y-2=0
Solucion:

Ax, + By, +C

+A? 4+ B?

12(2)+5(-7)-2 _24-35-2 _|-13
\/(12)2 +(5)7 V144425 |13 |
4.- P(-2,-6);l,=3x+y+2=0

d:

d=

Solucion:

Ax, + By, +C

+A? 4+ B?

3(-2)+1(-6)+2 _—6- 6+2 _|-10] VA J_

\/7 "oV e

Hallar en cada caso la distancia dirigida del punto P a larecta |, :

d:

d=




5.- P(4,2);l, =8x+15y+6=0
Solucion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical A% +B? se determina de acuerdo como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=0;B¢O:>SQW=SQB

Luego:

T_ 8(4)+15(2)+6 _ 32+30+6 __@__4

-8y +(15y - 644225 17

6.- P(—3, 4); |, =21x-20y—-2=0
Solucion:

_ AX, +By,+C

B A B

El signo del radical A% +B? se determina de acuerdo como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=0;B¢O:>SQW=SQB



Luego:

21(-3)-20(4)-2 _ -63-80-2 _ 145 _145
—J(21)? +(-20) —/441+400 /841 29

a:

7.- P(5-2);l,=7x—24y+67=0

Solucion:

_ AX, +By,+C

(PO'I) n + ?AZ + 82

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo como sigue:

d

(a).- Si Cinng:_Sgc
(b).- Si C=0;B¢O:>SQW=SQB
Luego:

5_7(5)-24(-2)+67 _35+48+67 150 _ 150 .

N O A N G EE

8.- P(-5,-10);l, =35x+12y +36=0

Solucion:

_ AX, +By,+C

oy
(a).- Si Cx0= ng - _Sgc




b).- Si C=O;B¢O:>SQW=SQB

Luego:

g 35(-5)+12(-10)+36 _-175-120+36 _ 250 _ 259 .
—{(35) +(~12) —\J1225+144  —1369 37

9.- P(4,3);l,=x+2y=0

Solucion:

_ AX, +By,+C

(PO'I) N + fAZ + 82

El signo del radical +A”+B? se determina de acuerdo como sigue:

d

(a).- Si C ¢O:>ng :_Sgc
(b).- Si C=0;B¢O:>ng=SgB

©.- Si C:O;B:O:SgW:SQA

Luego:

- (1)(4)+( )( )+0 4+6 10 B 3

oy NN AN

10.- P(3,-2);l,=5x-12y=0

Solucion:



_ AX, +By,+C

B A 4 B2

El signo del radical A% +B? se determina de acuerdo como sigue:

d

@-si C#0=950 —— =-50c
(b).- Si C=0;B¢O:>SQW=SQB

(5)(3)-12(-2)+0  15+24 39

4= _\/(5)2 +(-12) T _J25+144 13

En los siguientes ejercicios se dan los vértices de un triangulo. Calcular en cada caso la
longitud de la altura sobre el lado BC, la longitud del lado BC vy el area del triangulo:

11.- A(3-6);B(4,5);C(L-2)
Solucion:

dac =\/(%e = %e )+ (Yo ~ Vo) =(1-4)" +(-2-5)" =9+49 =58

_yC—yB_—2—5_—7 7

mBC - A Ao

X —Xg 1-4 -3 3

= Y- Y =My (X—Xg )= y—5=(%)(x—4):>3y—15=7x—28:>

_7x,-3y,-13_7(-3)-3(6)-13_ -52

Jorecor e

l,c =7x-3y-13=0=h,

52| 52

58| 58

Area del triangulo ABC:

|

=\ 52
\ _BC'hA_( )(\/58)_52_26
e 2 2




12.- A(%,4J;B(4,—3);C(—8,2)

Solucion:

dac :\/(XC ~%5) +(Ye — Vo)’ Z\/(—8—4)2 +(2+3)" =
dg. =144 +25 =169 =13

mo-Ye=V¥s 243 5
% Xe—Xg -8-4 12

5
=Y o =M (k%0 ) = y 3= -5 Jox-4) =
=12y +36=-5x+20=l,. =5x+12y+16=0

1
5(5j+12(4)+16 1148416 65

\/(5)2 +(12) T J25+144 13

h,=

Area del triangulo ABC.:

65
BC:h, 137 65

2 2 2

Apgc =

13.- A(2,—3);B(—2,—3);C(—4,3)
Solucién:

doe =%~ %o ) +(Ye — Vo) =(-4+2)° +(3+3)" =
dge =4 +36 =40 = 2J10
Ye—VYg 3+3 6

" Xe—Xg —4+2 2

= Y- Y =My (X—%X3) = y+3=(-3)(x+2)=-3x-6=~
= lge =3Xx+y+9=0

3(2)+(1)(-3)+9 12

oy o

Area del triangulo ABC:

h, =



V10 _

(),

2 2

14.- La distancia dirigida a larecta | =6x+8y—7=0 desde el punto P de ordenada -5 es

—%. Determinar la abscisa de P.

Solucion:

I=6x+8y—-7=0

_ AX, +By,+C

B A 4 B

El signo del radical +/A”+B? se determina de acuerdo como sigue:

d

(a).- Si C ¢O:>ng :_Sgc
(b).- Si C=0;B¢O:>ng=SgB

©.- Si CZO;BZODSQW:SQA
d :6(xp)+8(—5)—7:6xp_40_7=_§:>
" J6) +(8y J36+64 10

=6X, —47=-23=6X,=24= X, =4

15.- Ladistanciaalarecta | =4x—2y+3=0 desde el punto P de ordenada 3 es %
Determinar la abscisa de P.

Solucion:

l=4x-2y+3=0

4. - AX, + By, +C

RN X%



El signo del radical ~/A*+B? se determina de acuerdo como sigue:
. C#0=S =-S
(@).- Si g (22 B2 gC

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.-Si C:O;B:0:>ngzs

a.- Se toma la raiz positiva porque no es una distancia dirigida.

_4(%)-2(3)+3_4x,-3_75 _
CJ@yp ey N0 w0

-3 7\/5 sy _a_1405)
_3=)
0

2\/'

b.- Se toma la raiz negativa, contraria al signo del término independiente, porque se trata
como distancia dirigida.

4(%)-2(3)+3 4x,-3 75

=7:>4XP=1O:>XP=¥=

N | o1

d, = _ _
Ut Yo
-3 75 14(5

_2\/_ :>4XP—3=—#=—7:>4XP=—4:>XP=—1

16.- La distancia dirigida a larecta | = x+7y—3=0 desde el punto P de abscisa 4 es
—24/2. Determinar la ordenada de P.

Solucion:

4 - Ax, + By, +C

A 4 B2

El signo del radical JA? +B? se determina de acuerdo como sigue:

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=0;B¢O:>SQW=SQB



©.- Si C:O;B:O:>ngﬁi82:89A

l=x+7y-3=0=>4d,, = (l)(4)+(7)(yp)_3:—2\/§:>

+J(0)F +(7)
21 _

4+7y'°_3:—2\/§:>1+7yP =20y, =——=-3

52 7

17.- La distancia a la recta | =4x -3y +5=0 desde el punto P de abscisa 4 es 6.
Determinar la ordenada de P.

=

Solucion:

4 - Ax, + By, +C

A 4 B2

El signo del radical +A”+B? se determina de acuerdo como sigue:

(a).- Si C * O:> ng :_SgC

(b).- Si C=0;B¢O:>ng=SgB

o-si C=0,B=0=39 ~—; =50,
a.- No es un problema de recta dirigida.

|=4x-3y+5=0=d,, = (4)(4)+(_3)(yp)+5:6

J(4) +(-3)°

6=21-3y,=30=3y, =—9=y, =-3

-
N 16 -3y, +5 _
b.- Si se toma como recta dirigida, el resultado es:

(4)(4)+(-3)(ye)+5_
(@) +(-3)°

— 21-3y, =-30=3y, =51= y, =17

|=4x-3y+5=0=

18.- Determinar el valor de A (A = entero) si la distancia del punto P(3, —7) a larecta

55

l=Ax+4y—-3=0 es —



Solucion:

_ Ax, +By,+C

B A 4 B2

El signo del radical +/A”+B? se determina de acuerdo como sigue:

d

(b).- Si C=O;B¢O:>ng:SgB

©.-Si C=O;B=0:>ng=SgA

a. Se toma como distancia absoluta.

|= Ax+dy-3=0=d,, :(A)(3)+(24 (—72_3:5J§
RO
3A-31 55 , _ 2 (505 Y
2 e 2 A = (Va7 +15) (TJ =

2
= 9A” —~186A+961= {(JAZ +16)(¥ﬂ =(A° +16)(%) =
= 36A° — 744 A+ 3844 =125A7 + 2000 = 89A° + 7T44A—1844 =0 =
Pinltak J(744)" +(4)(89)(1844) 744+ 1210000 -744+1100 _

s = =
178 178 178
A= —744+1100 _ 356 _>
178 178

19.- Determinar el valor de B (B = entero) si la distancia del punto P(2,—3) alarecta
| =16x+By+39=0 es 4.

Soluciodn:

_ AX, +By,+C

B A 4 B2




I=16x+By+39=0=d,, = (16)(2)+(ZB)(_32+39 =4=
J(16)" +(B)
o 2B :4:>(71—3B)2=[(M)(4)T:>

(16)"+(B)’
= 5041 426B + 9B2 =16° + 16B7 = 4096 + 168 =
426+ \[(426)" +(4)(7)(945)

= 7B +426B-945=0=B = 1 =
—426++/ 426+
~B- 426 + 207936= 426_456:>
14 14
:>Blz_426_456:—882:—63
14 14

20.- Determinar el valor de C si la distancia dirigida del punto P(3,—4) a la recta
| =5x—2y+C =0 es —/29.

Solucion:

_ AX, +By,+C

B A 4 B2

El signo del radical +A?+B? se determina de acuerdo como sigue:
g

d

@-si C#0=950 —— =-50c
(b).- Si C=0;B¢O:>SQW=SQB

DIORCCORI
(5 +(-2)

—>15+8+C=29=¢c=29-23=6

I=5x-2y+C=0=d,, =

21.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por el punto M (3,1) y cuya distancia
al punto P(-11) es 242.

Solucion:



Como la recta pasa por M:

Y=Yy =m(x—x,)=y-1l=m(x-3)=mx-3m=
=>mx-y-(3m-1)=0—(1)
Ahora:

_ AX, +By,+C

A 4 B2

El signo del radical A% +B? se determina de acuerdo como sigue:

d

(a).- Si C ¢O:>ng :_Sgc
(b).- Si C=O;B¢O:>ng=SgB

©.- Si C:O;B:O:>ngﬁi82:89A

dp,|Z(m)(_l)_(l)_3m+1=2\/§3 —4m PN

m? +(-1)° Jm? 1
= (cam)’ =[ (V7 +1) (242) ] = (m +1)(8)=

=16m° =8m’+8=>8m° =8=>m=+1l=>m =1Lm,=-1

a.- Volviendo a la ecuacion (1) para m, =1:
mx—y—(3m-1)=0=(1)x—y-[3(1)-1]=0=
=>X-y—-2=0

b.- Volviendo a la ecuacion (1) para m, =—-1

mx -y =(3m-1)=0= (-1)x-y~[3(-1)-1]=0=
—X—-y+3+1=0=x+y—-4=0

22.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por el punto M (3,2) y cuya distancia
al punto P(—4,—-4) es igual a 2.

Solucion:



Y=Yy =M(X=Xy )=>y-2=m(x—3)=>mx—y—(3m—2)=0—(1)
Ahora:

4 Ax, + By, +C

B A7 B

El signo del radical +/A”+B? se determina de acuerdo como sigue:

(a).- Si C * O:> ng :_SgC

(b).- Si C=O;B¢O:>ng:SgB

©.- Si C:O;B:O:>ngﬁi82:89A

l=mx-y—-(3m-2)=d,, = (m)(—4):/fn—243;(3m—2) =2=

2
2= (6-7m)" =[ 2Jm" +1] ~4m? 4=

—-/m+6
j— =
Jm? +1

= 36— 84m+49m” = 4m’ +4 = 45m* —-84m+32=0=

84+ /(84)° ~4(45)(32) 84+ /7056-5760 841296 _
90 90 90
84 +36 120 4 48 8
:>m12:—:>ml:—:—’ 2:_:_
27 g0 90 3 ° 90 15

=>m,=

Luego, partiendo de la ecuacion ( 1), se tienen dos soluciones:

a.- Para m:ﬂ:
3

mx—y—(3m—2)=0:%x—y—(3-%—2j=0:>

:%x—y—2=0:>4x—3y—6=0

b.- Para m= i :
15

mx—y—(3m—2):0:>%x—y—(&%—zj:

—8x—15y—(24-30)=0=8x—-15y+6=0



23.- Hallar la ecuacion general de la recta que dista 2 unidades del punto P(3, —4) y pasa
por el punto M (-2,6).

Solucion:

Y=Yy =M(X=Xy )= y—-6=m(x+2)=mx—y+(2m+6)=0—(1)
q I:Axo+By0+C

Py,

B A 4 B2

El signo del radical +/A”+B? se determina de acuerdo como sigue:

(a).- Si C * O:> ng :_SgC

(b).- Si C=0;B¢O:>SQW=SQB

©.- Si C=O;B=O:>ng =30,

m(3)—(-4)+2m+6
Jm2+1 B

:>5m+10=2(M):>25m2+100m+100=4m2+4:>

—100++/10000-8064

42

l=mx-y+(2m+6)=0=d,, =

=

= 21m* +100m+96 = m, , =

~100+ 44 144 24

56 8 4

le—jml —_— = mz————
’ 42 42 7 42 6 3
Luego, partiendo de la ecuacién ( 1), se tienen dos soluciones:

a.- Para m= —ﬁ:
7

mx—y+(2m+6):0:>—%x—y+(2-_724+6j:0:>
= -24X-T7y—-48+42=0=24x+7y+6=0
b.- Para m:—ﬂ:

3

mx—y+(2m+6):0:>—%x—y+(2-%4+6j:0:>

= -4x-3y+10=0=4x+3y-10=0



24.- Hallar la ecuacion general de la recta que dista 3J5 del punto P(3,5) y pasa por el
punto M (2,-2).

Solucion:

Y=Yy =M(X=Xy )=>y+2=m(x—-2)=>mx—y—(2m+2)=0—>(1)

_ AX, +By,+C

B A 4 B2

l=mx-y-(2m+2)=0=d,, =

d

m(3)—(5)—(2m+2):3\j§:>
Jm? +1
= m-7=3V5-Ym? +1= m? —14m+ 49 = 45m? + 45 = 44m? + 14m —4=0=

14+ \/(14)2 +4(44)(4) _ 14z J196 + 704 -

= mL2 =

88 88

-14+ ~14+
= 14:++/900 _ 1430 16 2. 41
| 88 88 88 11 88 2

Luego, partiendo de la ecuacién ( 1), se tienen dos soluciones:

a.-

mx_y_(2m+2)=0:>1_21x—y—(2~l£l+2j:0:>2x—1ly—26=0

b.-Para m= —i:
2

mx—y—(2m+2)=0:>(—%jx—y—[Z(—%)+2}=O:>

= -—X-2y-2=0=>x+2y+2=0

25.- Hallar la ecuacion general de la recta de pendiente —% que dista 4 unidades del punto
P(3-7).

Solucién:

y=mx+b= y=(—§jx+b:>lz3x+4y—4b=0—>(l)

_ AX, +By,+C

A 4 B2

d



3(3)+4(-7)-4b _
J@) +(4y

4=-19-4b=120=

1=

|=3x+4y-4b=0=d,, =

N 9-28-4b
+J9+16
39

:>—19—4b:20:>b1=—7

=-19-4b=-20= -4b=-1= bZ:%

a.- Para b:—gz
4
39
IE3x+4y—4b:O:>3x+4y—(4)(—7j:>
I=3x+4y+39=0
b.- Para bzlz
4

. : 11 . .
26.- Hallar la ecuacion general de la recta de pendiente S y cuya distancia al punto

P(-2,5) es 5.

Solucion:

y=mx+b:>y=(—%)x+b:>2y=—11x+2b:>11x+2y—2b=0—>(|)

11(-2)+2(5)-b _ Fo
£J(11) +(2)°
:>—22+10—2b:i(5\/§)(\/§):i25:>

=2b =-12-25=-37=1=11x+2y +37
b,=>-12-2b=-25=2b,=13=1=11x+2y-13=0

I=11x+2y-b=0=d;, =

. . 4 . :
27.- Hallar la ecuacion general de la recta de pendiente 3 y cuya distancia al punto

P(51) es %

Solucion:
y=mx+b:>y=(%)x+b:3y=4x+3b:4x—3y+3b=0—>(|)



4(5)-3(1)+3b 10

s 4y +(-8y 3

l=4x-3y+3b=0=d;, =

20-3+3b 10 . . 50
+5 3
3b1_5—0—17 3b1_50 o1 %:bl=—%:>

| =~ 4x—3y+3bl:>4x—3y—1:>12x—9y—1:0

17+3b, = —%:3&3 ~17+ 5??— 121 4x —3y—1%1=0:>

=1=12x-9y-101=0

28.- Un punto del plano se mueve de tal manera que su distancia al eje de abscisas es igual
a su distancia a la recta | =5x+12y +5=0. Determinar la ecuacion de su lugar geométrico.

Solucion:

5X+12y+5 SX+12y +5
S>y=7—T"T—=

e f5r a2y ST

_ 5x+12y+5

=13y =5x+12y+5=1,=5x-y+5=0

L
L — y_5x+12y+5
2 -13

l,=5x+25y+5=0=1,=x+5y+1=0

= -13y=5x+12y+5=

29.- Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano equidistantes del eje
de ordenadas y de la recta | =6x—8y+5=0.

Solucion:

6X—-8y+5 6X—-8y+5

2 z- 110
£(6) +(-8)
|, =10x=6x-8y+5=-4x-8y+5=0=
=1, =4x+8y-5=0
l,=-10=6x-8y+5=0=1,=16x-8y+5=0~

X =

30.- Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal
manera que la distancia a larecta 1=171x+140y+9=0 es siempre igual doble de su

distancia al eje de las abscisas.
Solucion:



171x+140y+9  171x+140y+9 171x+140y+9 171x+140y+9

2V =

’ i\/(171)2+(140) 429241119600  +./48841 +221
171x +140y +9

mHET o

= |, =442y =171x+140y +9=1,=171x-302y +9=0

=1,

—442y =171x+140y+9=0=1,=171x+582y +9=0=
57x+194y +3=0

=1,

31.- Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la recta
|, =24x+7y—25=0es siempre igual a su distancia a la recta |, =8x+15y-17=0.

Solucion:

AXx, + By, +C

B JAE 4 B

El signo del radical A% +B? se determina de acuerdo como sigue:
g

d

(a).- Si Cx0= SQW :_Sgc

(b).- Si C=0;B¢O:>ng=SgB

Entonces:

d(p,h) = d(p,| )
24(x)+7(y)-25 8(x)+15(y)-17 _ 24x+7y-25 8x+15y-17

R O e

:>24x+7y 25 8x+15y 17 24x+7y—25_8x+15y—17
625 +4/289 25 +17

Luego, existen dos soluciones:

a.- Para el signo positivo del segundo denominador (+17) :



408x +119y — 425 =200x + 375y —425 = 208x — 256y =0 =13x-16y =0
b.- Para el signo negativo en el segundo denominador (—17) :

—408x —119y + 425 = 200x + 375y — 425 =
= 608x+494y —859=0=304x+247y—-425=0

32.- Un punto se mueve de manera tal que su distancia a la recta |, =9x+40y+7=0 es
siempre el doble de su distancia a la recta |, =60x+11y—-9=0. Encontrar su lugar
geomeétrico.

Solucion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical JA? +B? se determina de acuerdo como sigue:

d

@-si C#0=950 —— =-50c
(b).- Si C=0;B¢O:>SQW=SQB

Entonces:
ey =2 ey,
9(x)+40(y)+7 =2.60(x)+11(y)—9

J(9)° +(40)° +,/(60)° + (L)°

Ox+40y+7 _2‘60x+11y—9 - 9x+40y+7 120x+22y-18

J81+1600  +/3600+121 \/1681 +4/3721
- 9x+40y+7 120x+22y-18
41 +61

Luego, tendremos dos soluciones:

a.- Para el signo positivo en el segundo denominador (+61):



549x + 2440y + 427 = 4920x + 902y — 738 = 4371x —1538y —1165=0
b.- Para el signo negativo en el segundo denominador (—61):

—549x—2440y — 427 = 4920x +902y — 738 = 5469x + 3342y -311=0=

33.- Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal forma que su
distancia a la linea recta I, =4x—-3y+9=0 es cinco veces su distancia a la linea recta

l,=6x+8y-7.=0.

Solucion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +A?+B? se determina de acuerdo como sigue:
g

d

@-si C#0=950 —— =-50c
(b).- Si C=0;B¢O:>SQW=SQB

Entonces:

dpry) =5,

4(x)-3(y)+9 _ 6(x)+8(y)-7 _ 4x-3y+9 _g Bx+8y-7

@y +(a) =6y +(e) TS +4/100

N 4x-3y+9 30x+40y-35
5 +10

5.

Luego, tenemos dos soluciones:

a.- Para el signo positivo del segundo denominador (+10):

8x—6y+18=30x+40y—-35= 22x+46y+53=0



b.- Para el signo negativo del segundo denominador (—10):

—8x+6y—-18=30x+40y—-35=38x+34y-17=0

34.- Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del
punto M (4,1) y de larecta | =2x—-y+1=0.

Solucion:

d =d

(P.M) (P.I)

T 200000 2xeye
TR e e

2x—y +1)°
o (x-d) +(y-1y =B
2 2
X°+4y —4xy+2x—2y+1:>
5
= 5%° +5y° —40x+80-10y +5= x> +4y> —4xy + 2x -2y +1=

(x2 —8x+16)+(y2 —2y+1):

= 4x% +y* —42x -8y +4xy +84=0

35.- Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto del plano que se mueve de tal
manera que se mantiene siempre a la misma distancia del punto M (—2,—1) y de la linea

recta |=3x+y+7=0

Solucion:

Jocr 2y + (yary 20 QW)7

+(3) +(2)°

2 2
:>(x+2)2+(y+1)2=(3x+y+27) _(3x+y+7)
(v10) 10
2 2
:(x2+4x+4)+(y2+2y+1):gx +y +6Xy1+042X+14y+49:>

=10x* +10y” +40x + 20y + 40 +10 = 9x* + y* + 6xy + 42x +14y + 49 =
= X*+9y* —2X+6y—6xy+1=0



36.- Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del
punto M (3,—1) y de la linea recta | = x—5y -16 =0.

Solucion:

dipy) =d

(P.1)

x—3V +(v+ 2=(1)(X)—5(y)—16=X—5y—16:>
V=3)"+(y+1) TECEE
» (x-5y-16)°
s

:>(x—3)2 +(y+1)

x* +25y* —10xy —32x +160Y + 256 .
26
= 26X* +26Yy* —156X + 52y + 260 = x* + 25y* —10xy — 32X +160y + 256 =

= 25%° + y* +10xy —124x 108y +4=0

:>(x2—6x+9)+(y2+2y+1):

37.- Un punto se mueve de tal forma que su distancia a la recta | =3x—2y+1 es siempre

la mitad de su distancia al origen de coordenadas. Determinar la ecuacion de su lugar
geomeétrico.

Solucion:
1
ey = §d<on>
3(x)—2(y)+1=1. x2+y2:>3X_2y+1=1~ 1y o
w3 +(-2) 2 13 2
. 2 2 2 .
:(Sx 12§/+1) =%( 2er2):>9x +4y 121>;y+6x 4y+1=%(x2+y2):>

= 36X +16Yy° —48xy + 24X —16y + 4 =13x* +13y* =
= 23x* +3y® —48xy + 24x-16y +4=0

38.- Un punto se mueve de tal forma que su distancia a la linea recta I, =4x—-3y+2=0 es

siempre dos unidades mayor que su distancia a la linea recta 1, =5x+12y-13=0. Hallar
la ecuacidn de su lugar geométrico.

Solucion:

d =d +2

(Pl) = Z(Pil2)



4(x)-3(y)+2 _5(x)+12(y)- 13+2:>4x—3y+2_5x+12y—13+2:>
t

(@7 (3 w5 a2y WS 189

:{4x—3y+2j=(5x +12y—13+2j
5 +13

O sea, existen dos soluciones:

a.- Si los dos denominadores son positivos, (+5);(+13):

4x -3y +2 _ 5x+12y—-13+26 - 4x -3y +2 _ 5x+12y+13 -
5 13 5 13

=52x -39y +26=25x+60y+65=27x-99y-39=0=

= 9x-33y-13=0—(1)

b.- Si el primer denominador es negativo y el segundo es positivo, (-5);(+13):
4x—-3y+2 5x+12y+13
-5 13
:>77x+21y+91:0—>11x+3y+13=0—>(II)

=52x -39y +26=-25x-60y —65=

39.- Un punto se mueve en un plano de manera tal que siempre esta mas alejado 8 unidades
del punto M (1L 7) que de la linea recta | =3x—4y—-11=0. Hallar la ecuacién de su lugar
geomeétrico.

Solucion:

d(F”M) B

(P1)

3(x)-4(y)-11 3x-4y-11

(x-11)" +(y-7)" -8= _ =
oty oy

3x-4y-11)° —4y-
:>(x—11)2+(y—7)2:u+64+16(&y1lj:>
= X? —22x+121+y? —14y +49 =
2 2
_ 9x° +16y —24x32/5—66x+88y+121 644 12(3)( 4y-11)=

9x> +16y* —24xy — 66x+88y+121 16

= X* +y° —22x-14y+170 -
25 15

= (3x—4y-11)



_, 25’ +25y” 550X~ 350y + 4250 - 9x" ~16y” + 24xy + 66X ~88y ~121 _
25

16
= i—5(3x—4y—11)

Entonces, habra dos soluciones:

a.- Para el signo positivo denominador de la derecha, (+5):

16X% +9y? + 24xy — 484x — 438y + 4129 B §(3x—4y—11) N
25 5

= 16X* +9y? + 24xy — 484x — 438y + 4129 =80(3x — 4y —11) =
= 16x° +9y? + 24xy — 484x — 438y + 4129 = 240x — 320y —880 =
= 16x° + 9y’ + 24xy — 724x —118y + 5009 — (1)

b.- Para el signo negativo del denominador de la derecha, (—5):

16X* +9y? + 24xy — 484X — 438y + 4129 = —240x + 320y +880 =
16X? +9y? + 24xy — 244x— 758y +3249 — (1)

40.- La distancia de un punto a la recta | =y—1 es siempre tres veces menor que su
distancia al punto M (2,—3). Hallar la ecuacion del lugar geométrico.

Solucion:
3-dipy =0e )
(0)x+(1)(y)-1 2 2
3 : =(x-2)"+(y+3) =
/(1) {
:{B-yi—_ll} =(x-2)+(y+3)' =

=9(y? -2y +1)=x* —4x+4+y’ +6y+9=
= 9y? 18y +9=x"+y* —4x+6y+13=
= x* -8y’ —4x+24y+4=0-(1)
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Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
Ax+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde m es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion canodnica de la recta, expresada asi:

XY

g + B — ~siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al gjedelas X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacién de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yZ_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_yl
X=X

La forma normal de una ecuacion de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé@+ ysend—p=0

Donde 9 es el &ngulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+JA*+B?

Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas I, y |, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, M, —M

1+tgey -tger, 1+m,-m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=t96=0=m,-m =0=m, =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —o, = tg0 =

Si las dos lineas son perpendiculares: 0=90°=tgf=c0c=1+m-m,=0=m, = S
m
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicién:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto Py y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y sera negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

_[6.-¢cj

Las coordenadas del punto que divide un segmento en una razon dada son:

d

P(x,y)=(x1+/1x2,yl+iy2j donde A—TP_X=X_ V=¥ y siendo orientados los
1+4 1+4 PP, X,—x Yy,—Yy

segmentos considerados.

2

PREGUNTAS:
EJERCICIO #1083.

1.- Hallar la ecuacion reducida de la recta que pasa por los puntos A(—3, 2); B(5, —3).

Solucion:

m =YB_YA:_3_2:_§
X -x, 5+3 8

5
y_YA:mAB(X_XA):> y—2=(—§](x+3):>

=8y-16=-5x-15=8y=-5x+1= y:—g+%

2.- Hallar la ecuacion simétrica (canonica) de la recta que tiene pendiente 5 y que pasa por
el punto M (—4,-5).

Solucion:

Y=Y =m(Xx—=Xy )= y+5=5(x+4)=5x+20=
—5x+y_§_1 X y

15 15 (-3) (15)

= -5x+y=15=

3.- Hallar la ecuacion simétrica (candnica) de la recta que pasa por los puntos
M (3,2);N(7,-1).

Solucion:



— -1-2 3
m,,, = Yn = Ywm _ _ 92

Xg—Xy, 71-3 4

Y=Y =My (X=Xy )= y—Z:(—%j(x—3):>4y—8:—3x+9:>

3x+4y 17 _ :L+L:1

—=—=1
TG
3 4
4.- Hallar la ecuacion de la recta sabiendo que los segmentos que determina sobre los ejes
de abscisas y ordenada miden, respectivamente, 5y 7 unidades.

x+4y=17=

Solucion:

Sean los puntos P(5,0);Q(0,7), donde la recta corta a los ejes de coordenadas. Entonces:

" X,-% 0-5 5

Y= Yo =Mpo (X=X )= y—oz(—%)(x—5):

7X+5y _%_1:

=5y =-7X+35=7X+5y=35= =—-=
35 35

X . Y XY
S

7 5
5.- Hallar la ecuacion general de la recta que determina segmentos de —3 y 4 unidades,
respectivamente, sobre los ejes coordenados.

=

Solucion: La recta buscada corta a los ejes coordenados en los siguientes puntos:

: Ys—Ya_4-0_4
A(-3,0):B(0,4 _ _20_4
(-3.0):B(0.4) = m,e Xg —X, 0,+3 37

Y=Y =My (X=X, )= y—O:%(x+3):3y—4x—12:O:>4x—3y+12:0

6.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por M (3, —2) sabiendo que el segmento

que determina sobre el eje de abscisas es el doble del que determina sobre el eje de
ordenadas.

Solucion:



Llamemos W el segmento que determina sobre el eje de ordenadas; entonces, sera 2w el
segmento que determina sobre el eje de ordenadas; luego, la recta corta los ejes
coordenados en los puntos:

yQ_yp W—O W 1
= = =—— =
Xg—X% 0-2w 2w 2

P(2w,0);Q(0,w)=m,, =
Y= Yu =Mpo (X=X )= y+2:(—%j(x—3):>2y+4:—x+3: X+2y+1=0
7.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por P(—5, 8) sabiendo que la suma de

los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es 9.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas y
se cumple que Xy, + Y, =9; entonces, la pendiente debe necesariamente ser:

My = In=Yu _ —y—N; y como también, la recta pasa por P(—5,8) se puede escribir que:

Xy — Xy Xy

Y 8-0 9— Xy 8
Myy = Myp = = = =
—Xy  —9— Xy Xy 9= Xy

=

= —45-9X,, +5X, + Xy =—8Xy = X +4Xy —45=0=> (X, +9)(xy —5)=0

= Xy, :—9;XM2 =5= Y, =18; Y, =4

O sea, existen dos soluciones:

a- M(5,0);N(0,4)=> X =N —=2""__2
Luego:

Y= Yu =m(x=x%)= y—8=(—g)(x+5):>

=5y —-40=-4x-20=4x+5y-20=0— (1)



b.-

: Yn —Yum _18-0
M (-9,0);N(0,18)= = = =
(-9.0):N(0.18) = m,, Xy —X, O0+9

2=

= Y- Y =M(X—X,) = y—8=2(x+5)=2x+10=-2x+y-18=0=2x-y+18=0—(II)

8.- Hallar la ecuacién general de la recta que pasa por P(5, 4) sabiendo que la suma de
los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es —3.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas y
se cumple que X,, + Y, =—3; entonces, la pendiente debe necesariamente ser:

Myy = In=Yu _ —y—N; y como también, la recta pasa por P(5, 4) se puede escribir que:

XN — Xm Xy

Y _4-Yu :—3—XM 3+ Xy 4-0

My = Myp = = -
METMETT X, B—X,, —Xy Xy ~ B5—Xy

=15-3Xy, +5Xy — Xy =4%X, = Xgy +2Xy ~15=0= (%, +5)(xy —=3)=0

Xy, =

2 -9 Ym, =3= Y, = 2, Y, =-6
O sea, existen dos soluciones:
a.-

. Yn—Yu _2-0_2
M (=5,0);N(0,2) = m,,, = - _<
(-5.0):N (0.2) = m, Xy—X, 045 5

Y=Y =M(X—X, )= y—4=§(x—5):>5y—20:2x—10:>

= -2x+5x-10=0=2x-5y+10=0— (1)

b.-

2=

. YN_YM -6-0
M (3,0);N(0,-6)=m,,, = - _
(3.0);N(0,-6) = my, P

Yy—Yp=M(X—X,)=y-4=2(x-5)=-2x+y+6=0=2x-y-6=0—(Il)



9.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por QG%) sabiendo que la diferencia

de los segmentos que determina sobre los ejes de coordenadas es 8.

Solucion:
Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas y

se cumple que x,, — Yy =8=Y, =X, —8; entonces, la pendiente debe necesariamente ser:

My St AR I y como también, la recta pasa por Q(Ezj se puede escribir
Xn = Xwm X 2 2
que:
L
mMN mMQ — yN — yQ - yM — XM _8 _ 32 —
Xy Xo — Xy Xy >
7
8- Xy, 2 7 2
= = = = 24-16X,, —3Xy, +2Xy =Xy =
XM 3_2XM 3_2XM M M M M

= 2Xgy — 26X, +24=0= Xy —13x,+12=0= (X, —12)(x, —1)=0
Xu, =12;xy, =1=y, =4y, =7

O sea, existen dos soluciones:

a.-
. VuYu _4-0_ 4 _ 1
M (12,0);N (0,4 = = = SN
( ) ( ) mMN XN —XM 0_12 _12 2

= Y- Yo =M(x=x%y)= y—Z:(—Ej(x—E):
© Q 2 \ 3 2
= 6y—-21=-2x-3=2x+6y-18=0=x+3y-9=0—(1)

b.-

. Yn — Ym —7-0
M(L0);N(0,-7)=m,,, = = =7T=
(LO)N(0.-7) "Woox,-x, 0-1

=Y~ Yq :m(X—Xq)3 Y—£=7(X—gj:>2y—7:14x—21:

= —14x+2y+21=0=14x-2y-21=0—>(II)



10.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por A(5,—6) si la diferencia de los
segmentos que determina sobre los ejes coordenados es —2.

Solucion:
Llamemos M (xM ,0); N (0, yN) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas y

se cumple que x,, — Yy =—2=Y, =X, +2; entonces, la pendiente debe necesariamente
ser:

My = In =Y _ —y—N; y como también, la recta pasa por A(5, —6) se puede escribir que:

XN~ Xm Xm
- Xy +2 —6-0
My = Mya = Yn :yA )/M:> M — =
Xy Xa— Xy Xy 9—Xy
Xy + 2 —6
=M = =5X,, — X5 +10-2x,, =6X,, =
Xy 9—Xy

= Xy +3Xy —10=0=(x,, +5)(X,, -2)=0=
= Xy, =9 Xy, =2=> Yy, =3y, =4

O sea, existen dos soluciones:

a._

M (-50);N(0,-3)= m,,, = = _— ==
( ) ( ) MN XN—XM O—|—5 5 5

= y—yAZm(X—XA): y+6:(—gj(x—5)35y+30:—3x+15:>
3X+5y+15=0

b.-

M (2,0);N (0,4) = my, = Y= Yu _4=0_

=-2=
Xy —Xy 0-2

=Y-Ya=m(X=X,)=>Yy+6=(-2)(x-5)= y+6=-2x+10=
=2X+y-4=0

11.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por el punto P(—3, 3) sabiendo que el
producto de los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es 12.

Solucidn:



Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas y

12 : . .
se cumple que x,, -y, =12 =y, =— entonces, la pendiente debe necesariamente ser:
XM

12

My = Y=Y _ In=0_ X _ 122 , y como también la recta pasa por P(-3,3) se
Xy =Xy O0—=Xy —Xu —Xu

puede escribir que:

My =Myp = o =22 - 370 36 1oy — 3¢ =
Xy Xp—Xy —3—Xy

= 3xy —12x%,, —36=0= X, —4x, —12=0=(x, —6)(xy +2)=0=

= Xy, =6 Xy, =2=> Yy, =2}y, =6

O sea, existen dos soluciones:

a.-

: Yn—Ym _2- 1
M 6,0 ,N 0,2 =>m = = ==
( ) ( ) MN XN—XM 0—6 3

= Y-Yp=Mm(Xx—%)= y—3=[—%)(x+3):>

3y-9=-x-3=x+3y-6=0-(1)

b.-

-3=

. Yn — Ym —6-0
M (-2,0);N(0,-6 = = =
(-2.0)iN(0.-6)=> my = = =22

= yY—Yp =M(X=X,)=y—-3=(-3)(x+3)=> y-3=-3x—-9=3x+y+6=0—>(Il)

12.- Hallar la ecuacién general de la recta que pasa por Q(3,—§J si el producto de los

segmentos que determina sobre los ejes coordenados es —18.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas y

8 . :
se cumple que x,, -y, =—-18 =y, = —— entonces, la pendiente debe necesariamente ser:
XM



-18

Yu=Yu _ =0 _ X :g; y como también la recta pasa por el punto
Xy =Xy 0—=Xy Xy Xy

My =

Q(3, —g] se puede escribir que:

3
_y. —.-0
My = Myg :gz Yo~ ¥u _ 2 = 54-18x,, =—§fo =
Xy X~ Xy  3—Xy 2

=108-36X,, = -3x; = X% —12x,, +36=0=(x,, —6) =

=Xy =6=>Yyy =-3
Existe una sola solucion:

. Yn — Yu -3-0_1
M (6,0);N(0,-3)= m,,, = = ==
(6.0):N{0.=8)= M \—%, 0-6 3

Y—Yo =m(x—xQ):> y+g=(%j(x—3):>6y+6:2x—6:>

= —X+3y+6=0=x-3y-6=0-(1)

13.- Una recta que pasa por el punto A(—2,10) forma con los ejes coordenados un
triangulo de &rea 5. Hallar su ecuacion general.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas y

se cumple que %(xM Yy)=5=y, = E; entonces, la pendiente debe necesariamente ser:
XM

My = Yn = Ym _ In 0 A V. 10 = y como la recta también pasa por el punto
Xy =Xy 0=Xy Xy —Xu

A(-2,10) se puede escribir:

My = Myp = 102 _Ya=Vu _ 1070 = -2~ Xy =—Xf =
Xy Xa—Xy —2—Xy

= Xy — Xy —2=0=(x-2)(x, +1)=0=

= Xy, =2 Xy, =—1=> Yy, =3y, =-10

O sea, existen dos soluciones:




a._

M (2,0);N(0,5)=>m,, = -

N~ Xy

5
0
5
= Y-Ya=Mm(x—Xx,)= y—10:(—§j(x+2):>

2y—20=-5x-10=>5x+2y-10=0—(1)
b.-

: Yn —Yum _ —10-0
M (-1,0);N(0,-10)= = = =-10=
(=10):N( )= M Xy —X,  0+1

= yY-Y,=m(x-x,)=y-10=(-10)(x+2)=-10x—-20=
=10x+y+10=0— (1)

14.- Hallar la ecuacion general de la recta que forma con los ejes coordenados un
triangulo de area 8 y pasa por el punto P(-1,—-4).

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas y

1 1 . .
se cumple que E(XM Yy)=8=y, = —6; entonces, la pendiente debe necesariamente ser:
XM

16

My = Y=Y  Yn=0_ Xy _ 16 y como la recta también pasa por el punto
Xy =Xy 0=Xy Xy —Xu

P(—1-4) se puede escribir que:

My =My = 0= Yo =Vu _ 470 16, 16x, —ax? =
Xy X=Xy  —1-Xy

= X5 —4X,, +4:O:>(xM —2)2:>xM =2

Entonces, existe una sola solucion:



. Yn ~ Ywm 8-0
M 2,0 ,N 0,8 =>m = = =—4:>
( ) ( ) MN XN—XM 0_2

= Y—Yp=M(X=X, )= y+4=(—4)(x+1)=—4x-4=

= 4x+y+8=0—(1)

15.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por P(2,2) y forma con los ejes
coordenados un triangulo isésceles.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas y

se cumple que y, =X, = In _ 1; entonces, la pendiente debe necesariamente ser:
XM

Myy = Yu=Yu Y0 Xu _ 4, y como la recta también pasa por el punto P(2,2)

Xy =Xy 0=Xy, =Xy
se puede escribir que:

Myy = Myp :_1:>y_yP:m(X_XP):>
=y-2=(-1)(x-2)=—x+2=x+y—-4=0->(1)

16.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por P(4,—%j y forma con los ejes

coordenados un tridngulo de perimetro 12.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas.

A primera vista, un tridngulo rectangulo de perimetro 12 unidades esta conformado de dos
catetos de 3 y 4 unidades de longitud y una hipotenusa de 5 unidades de longitud y es obvio
de que puedan existir dos opciones de solucion segun se asignen valores a los catetos



involucrados; sin embargo, sélo sera solucion aquella que conforme una recta que pase por
4 g

el punto P(4,—§).Ver grafica.

Analiticamente, se puede deducir lo siguiente:

El 4rea del tridngulo rectangulo conformado por los dos puntos M (x,,,0);N(0,y, ) sera,

en cualquier caso:
(Xu-yy) 3-4 1
Area=~M N/ _ = TG x -y =125y, =—
2 2 M yN yN XM
La pendiente de la recta es:

mMN:mMP:yN_yM:yP_yM:>yN_O: 3 —
Xy =Xy X=Xy  0=X, 4-Xy

4
122 =3 :>48—12xM:ifo:>12—3xM:1xM:
Xy 4—Xy 3 3

= Xy +9Xy —36=0=(x, +12)(x, —3)=0
Dado que le perimetro es 12 unidades, la Gnica solucion razonable es x,, = 3,entonces:

M (3,0);N (0,4) = m,, = Yu
XN~ Xum

S Yy-Ypo=m(Xx-X,)= y+%:(—ﬂj(x—4):>
0

=3y +4=-4x+16=4x+3y-12=0—(1)

17.- Hallar la ecuacion general de la recta que pasa por Q(4,3) y forma con los ejes
coordenados un tridngulo de perimetro 24.

Solucion:



A primera vista, un tridngulo rectangulo de perimetro 24 unidades est4 conformado de dos
catetos de 6 y 8 unidades de longitud y una hipotenusa de 10 unidades de longitud y es
obvio de que puedan existir dos opciones de solucion segun se asignen valores a los catetos
involucrados; sin embargo, sélo sera solucion aquella que conforme una recta que pase por

el punto Q(4,3). Ver grafica. En este caso, las dos opciones seran soluciones, sin embargo:

Analiticamente, se puede deducir lo siguiente:

El area del triangulo rectangulo conformado por los dos puntos M (xM,O); N (O, yN) sera,
en cualquier caso:

X .
Area=w=4—f=24:>XM'yN =48=y, =j—8:>

M
Yn=Yu _ Yo~ ¥u

= My =My =
Xy =Xy Xo — Xy

48
=0 _ X_M:_4_§3: 3-0 =192 - 48x,, =—3x5, =
0-X,, Xy, Xy 4—Xy

= 3x;, —48x,, +192=0= x{, —16x%,, +64=0=

2
= (%, -8) =0=>x, =8
Entonces, contrario a lo esperado, existe una sola solucion:

M (8,0);N (0,6) = My, =My :m:g;:_gj

| O

= Y- Yo=M(Xx-%y )= y—3:(—%j(x—4):>
:>4y—12:—3x+12:>3x+4y—24=0—>(l)

., . . 1 .
18.- Hallar la ecuacion general de la recta que tiene una pendiente de 3 sabiendo que la

suma de los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es 8.

Solucidn:

Sean M (x,,,0);N(0,y, ) los puntos de corte de la recta en los ejes de coordenadas. El
enunciado nos dice que X,, + Y, =8=Yy, =8-X,,. luego, se puede escribir que:



Yn=Yuw =0 ¥y _ 1 ¥y _1_ 8- 1

Myy = = = =
Xy =X 0=X, =Xy 3 Xy 3 Xm 3
= 24-3X,, =X, = 24=4x, =X, =6=Yy, =2=M(6,0);N(0,2)

La ecuacion general es:

Y=Yy =m(X=X, )= y—0=(—%j(x—6):>3y=—x+6:> Xx+3y-6=0—>(1)

19.- Hallar la ecuacion de la recta paralela al segmento cuyos extremos son
A(4,7);B(6,-3) sabiendo que la suma de los segmentos que determina sobre los ejes

coordenados es 6.
Solucion:

Sean M(x,,0);N(0,y, ) los puntos de corte de la recta en los ejes de coordenadas. El
enunciado nos dice que X, + Yy =6=Y, =6-X,,. luego, se puede escribir que:

My = My = Yo=¥a_=83-7__10_ 5 Yw=VYu_ g,
Xg—X, 6-4 2 Xy — Xy
W0 g W5 O 55y —bx, =6=6x, =X, =1y, =5=
0—xy, X X,

=M (L0);N(0,5) = y-y, =(m)(x-xy )= y-0=(-5)(x-1)=-5x+5=
=5x+y-5=0->(I)

20.- La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coordenados es —1.
Hallar su ecuacion general sabiendo que es perpendicular al segmento de extremos

A(4, 6); B(?, 2).
Solucién:

Sean M (x,,,0);N(0,y, ) los puntos de corte de la recta en los ejes de coordenadas. El
enunciado nos dice que X, + Yy =—1= Yy, =-1-X,,. luego, se puede escribir que:

YB_YA:Z_6 4

T %y -x, T7-4 3
1 1 3
mMN:m2:>ABLMN:>m2:—az_(__4:Z
3

Luego:



Mo =M :gzym_ym:YN_0:_(1"')(M):1‘|'er1:>
W4 x -, 0-X, Xy Xy,

= 3%y =4+4x, = Xy =—4= Yy, =3=M(-4,0);N(0,3)=

= Y=Y =My (X=X )= y—Ozg(X+4)=>4y=3x+12:>

= -3x+4y-12=0=3x-4y+12=0—> (1)

21.- La diferencia de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coordenados es
9. Hallar la ecuacién general de la recta sabiendo que su pendiente es % :

Solucion:

Sean M (x,,,0);N(0,y, ) los puntos de corte de la recta en los ejes de coordenadas. El
enunciado nos dice que X, — Yy =9=Y, =X, —9. luego, se puede escribir que:

7 xN—xM_O—xM Xy —Xu Xy
= 2x,, =63-7x, = 9%, =63=x, =7= Yy, =-2= M (7,0);N(0,-2)=

mMszzyN_yM —yN_O: Yn —XM_gzg_XM =

= Y—Yy=m(X=X, )= y—Ozs(x—7):>7y:2x—l4:>2x—7y—14:0—>(l)

22.- La diferencia de los segmentos que una recta de pendiente —3 determina sobre los ejes
coordenados es 4. Hallar su ecuacion general.

Solucion:

Sean M (x,,,0);N(0,y, ) los puntos de corte de la recta en los ejes de coordenadas. El
enunciado nos dice que X,, — Y, =4=Y, =X, —4. luego, se puede escribir que:

mMN:_3: yN_yM:yN_OZ yN _XM_4

Xy =Xy 0=Xy =Xy Xy
=3y =Xy —4=>2Xy =—4= X, =2= Yy, =-2-4=-6=M(-2,0);N(0,—6)=
=Y—Yu=M(X=Xy )= y-0=(-3)(x+2)=-3x-6=3x+y+6=0—>(1)

23.- Una recta forma con los ejes un triangulo de area 4. Hallar su ecuacion general
sabiendo que es paralela al segmento cuyos extremos son A(6,6);B(4,7).

Solucion:



Sean M (x,,,0);N(0,y, ) los puntos de corte de la recta en los ejes de coordenadas. El

. . Xy, * 8 )
enunciado nos dice que (MTyNj=4:> yy =— ; ademas, como la recta es paralela a
XM

AB, se puede escribir que:

(XM'yN):
2

Area =

8
MNLOAB = m,, =m,; = Yn=Yw _In=O0_ Xy _ 8 _Ye—Va_
Xy =Xy 0-=X, " Xo  Xg— X,

x

:—:%:Xfﬂ =16 = Xx,, = +4

Luego:

Xy, = 4, Xm, = -4= Yn, = 2, Yn, = -2
Entonces, se tienen dos soluciones:
a.-

M(4,0);N(0,2)=>my, =mz=m=-==

=Yy-yy=m(x-x,)=y-0= —%)(x—4):>
=2y=-X+4=>x+2y-4=0->(I)

b.-
M(-4,0);N(0,-2)=>my =mz=m=—==

= V-V, =(—%)(x+4)32y=—x—4:> X+2y+4=0—(I)

24.- Hallar la ecuacion general de una recta que es perpendicular al segmento de extremos
A(-1,-4);B(5,-2) y que forma con los ejes coordenados un tridngulo de &rea 6.

Solucion:

Sean M (x,,,0);N(0,y, ) los puntos de corte de la recta en los ejes de coordenadas.



Mg = Yo ~ Ya —2+4:E=1:>
Xg—X, 5+1 6 3
MN L AB=m, —————f_ g Yn=Yu_Yu=0
: Mg 1 Xy =Xy 0—=X
Luego: 3

—3=n yy =3X,, = Area=
X

M

Yn X
2
=X, =4=>X, =12=y, =16
Luego, tendremos dos soluciones:

a.-

M(2,0);N(0,6)=m,, =m=-3=y-y, =m(X-X, )=
= y-0=(-3)(x—2)=3x+y-6=0—>(1)

b.-
M(-2,0);N(0,-6)=m,,, =m=-3;y—y,, =m(X—X, )=

=y-0=(-3)(x+2)=3x+y+6=0—(II)

. . 4 .
25.- Hallar la ecuacién general de la recta de pendiente -3 que forma con los ejes

coordenados un triangulo de perimetro 12.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y, ) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas.

A primera vista, un tridngulo rectangulo de perimetro 12 unidades esta conformado de dos
catetos de 3 y 4 unidades de longitud y una hipotenusa de 5 unidades de longitud y su
pendiente es igual a:

m,, i ))(/M=yN_O:—y—N=—£:>yN=4%:>yN+xM+«/y§,+fo =12=

16+9

=— x + Xy + + X5 4x,, =12=x,, =3

Aparentemente eX|ste una sola solu0|on.



M(30);N(0,4)=y-y, =m(x-3)= y—O:[—%j(x—B):

=3y =—4x+12=4x+3y-12=0—(I)

26.- Una recta es perpendicular al segmento de extremos A(-1,—4);B(4,8) y forma con
los ejes coordenados un triangulo de didmetro 30. Hallar su ecuacién general.

Solucion:
Llamemos M (x,,,0);N(0,y, ) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas.
Luego:

mABzmlzyB_yA=8+4:E:>

Xg—X, 4+1 5

ABJ_MN:>mMN =m2=—£= yN_yM = yN_Oz—y_Nj yN =iXM
12 xy—Xy 0-xy X 12

También:
5 5 2
Xy + Yn +4/xf,, +y2 =30= X, +EXM +\/fo J{EXMJ —30 >

17 169 17 13
=X, + Xy [—=30=| —+—|X,, =30=> X, =12=> vy, =5=>
12" M\/144 (12 12] M M In

= Y=Yy =M(X—Xy )= y—O:(—%j(x—lz):5x+12y—60:0—>(l)

27.- Hallar la ecuacion general de la recta que forma con los ejes de coordenadas un

., , 1
tridngulo cuya area es ?5 y la suma de sus catetos es 8.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas.

Xy * Y 15 15
Area=| M IN =" v x .y =15y, =" =
( 2 j 2 M yN yN XM
15 )
= Xy + Yy =8= Xy +X—=8:>xM —8xy +156=0=(x, —5)(xy —3)=0=
M
:>xM1=5;xMZ=3:>le:3;yN2:5



Parecen existir dos soluciones:

a.-

M (5,0);N (0,3) = m,,, = 2= Yu :g
:>y—yM=m(X—XM):>y—0=( :j(x 5)=3x+5y-15=0—(1)

b.-

. yN_yM 5_0 5
M 3,0 1N 0,5 :>m = = :——:
( ) ( ) MN XN—XM 0_3 3

Y= Yu =m(X=Xy )= y—O:(—gj(x—3)35x+3y—15=0

28.- Una recta forma con los ejes coordenados un triangulo de area 14. La diferencia entre
los catetos del triangulo es 3. Hallar la ecuacion general.

Solucion:

Llamemos M (xM ,0); N (0, Yn ) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas.

Area=(%]:14: Xy Yy =28=> Yy, =5—8:>

M

= Xy — Yy =32 Xy _2B 3 Xg — 3%, —28=0=
XM
:>(XM _7)(XM +4):0:>XM1 :7;XM2 =_4:>le :4;yN2 =—T7
Yyu 4-0 4

. yN_
M (7,0);N(0,4)=>m,, = ik N
( ) ( ) MN XN—XM 0_7 7

a.-
Y=Yy =M(X=Xy )= y—O:(—gj(x—Y):4x+7y—28:0—>(l)
b.-

M (4,0);N(0,7)=> my, = iN _)3(’“”

_
0-
=Y-Yy =M(X—Xy, )=>y-0= ( Dx 4)=Tx+4y-28=0—>(Il)

C.-



. Yy—¥u _—7-0_ 7
M (=4,0);N(0,-7)= - - __
( ) ( ) My Xy — Xy 0+4 4

= yY—Yyy =m(X=xy )= y—0=(—£j(x+4):>

= Tx+4y+28=0—(1ll)
d.-
—4-0 4

. Yn — Ym
M (~7,0);N(0,-4)=m,,, = - LN
(Z7.0)iN(0.4)= m Xy —Xy 0+7 7

= Y-y =M(X—Xy )= y—O:(—;j(x+7):> Ax+T7y+28=0—(1V)
29.- Una recta forma con los ejes coordenados un triangulo de perimetro 40 en el que la
suma de los catetos es 23. Hallar la ecuacion general de la recta.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y,) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas.

- 0 -8 8
my < Yu _Yu=O_ ¥y _8_ . _ 8

Xy =Xy 0—=Xy X 15 15

Xy + Yy = 232> Xy + Yy +4XG + Y4 =40= XE +yE =17

Sabiendo que la hipotenusa es igual a 17 y que la suma de los catetos es 23:
X2 +y2 =(17)° =289 = X +(23-%, ) =289 =
= Xy +(529-46X,, + X5 ) = 289 = X}, —23x,, +120=0=>

23+./(23)° —4-(120
_ 231, >2 ( >:zsi2m:

= X Xu, =15,Xy, =8=y, =8y, =15

Tenemos, entonces, dos soluciones:

a.-
. Yn—Yu _ 8-0 8
M (15,0);N(0,8)= = = -
(15,0); N (0,8) = my, X —x, 0-15 15 =

Y=Yy =M(X-%, )= y—O:(—%j(x—15):>8x+15y—120:O—)(I)

b.-



: Yv—Yu 15-0 15
M (8,0);N(0,15)=>m,, = = ==
(8.0):N(0.9) "Xy —x, 0-8 8

st y0- o=

=8y =-15x+120 = 15x+8y—-120=0—(11)

30.- El cuadrado de la diferencia de los segmentos que una recta determina sobre los ejes
coordenados es 36. Hallar su ecuacién general sabiendo que es perpendicular a otra recta de
pendiente —5.

Solucion:

Llamemos M (x,,,0);N(0,y, ) los puntos donde la recta corta los ejes de coordenadas.

m1:_5:>mMN :_i:_i:}j mMN = yN _yM :_y_N:1:>
m (-5) 5 Xy — Xy Xy 5

X, =6

=Yy :—X?M:(XM—yN)Z:B‘G:xM — YN =E6= Xy, +

:gle =6=> Xy, =5=Y, =-1

XM
Xy, + 52 =b6=>x,, =93>V, =1

Tenemos dos soluciones:

a-

M(50);N(0,-1)=y—vy, =m(x—x, )=
y—Oz(%j(x—S):Sy: Xx—5=x-5y-5=0-(1)
b.-

M (-5,0);N(0,1)=y—y, =m(x—x, )=

:y—Oz(%j(x+5):>x—5y+5:0—>(ll)

31.- Hallar la ecuacion general de la mediatriz del segmento que los ejes coordenados
determinan sobre larecta |, =2x+3y—-12=0.

Solucidn:



l, =2x+3y-2=0=x, =0=3y, =12= vy, =4=N(0,4)
l,=2x+3y-12=0=y,, =0= 2x,, =12=x,, =6 = M (6,0)

Luego;

El punto medio de MN es:

XP=XM + Xy =6+O=3; - Yu + Yy =4+O=2:>P(3,2)
2 2 2
La pendiente de MIN es:

2
3

yN _yM
Myy =M, =
XN — Xu

0-6

La pendiente de la mediatriz de MIN seré:

La ecuacion general de la mediatriz de MIN seré:

y—y,,:mz(x—xp):y—zz(gj(x—?,):

=2y-4=3x-9=3x-2y-5=0—>(1)

32.- Hallar la ecuacion general de la mediatriz del segmento que los ejes coordenados
determinan sobre la recta |, =3x—-7y+21=0.

Solucion:
l, =3x—7y+21=0.=x, =0= -7y, +21=0=y, =3=N(0,3)

l, =3x-7y+21=0=y,, =0=3x, +21=0= X, =-7= M (-7,0)
Luego:

El punto medio de MN es:

« Xy T Xy _—7+0__Z_ IR

P 2 2 2"°F 2 2 2

340 3




La pendiente de MIN es:

- 3-0 3
. —m =YY _3-0_3

Xy—%, O0+7 7

La pendiente de la mediatriz de MN es:

La ecuacion general de la mediatriz de MN es:

Y—Yp =M, (X=X, )= y—g:(—%)(x+gj:6y—9:—l4x—49:>

= 14x+6y+40=0=7x+3y+20=0—(1)
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CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestarén preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
Ax+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde m es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion canonica de la recta, expresada asi:

XY

g + B — <L siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al ejedelas X vy

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacion de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yZ_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_yl
X=X

La forma normal de una ecuacion de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé@+ ysend—p=0

Donde 9 es el &ngulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+JA*+B?

Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas I, y |, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, M, —M

1+tgey -tger, 1+m,-m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=t96=0=m,-m =0=m =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —o, = tg0 =

Si las dos lineas son perpendiculares: 0=90°=tgf=c0c=1+m-m,=0=m, = S
m
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicién:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto P, y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y serd negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

_[6.-¢cj

Las coordenadas del punto que divide un segmento en una razon dada son:

d

P(X’y):(x1+/1x2,yl+iy2j donde A—TP_X=X_ V=¥ y siendo orientados los
1+4 1+4 PP, X,—x Yy,—Yy

segmentos considerados.

2

PREGUNTAS:

EJERCICIO #29:

Hallar la ecuacion general de la recta:

1.- De pendiente 3 y pasa por el punto A(—3, 5)
Solucion:

Y—Ya=M(x—x,)=y-5=3(x+3)=3x+9=y—-3x—14=0=3x—-y+14=0

2,, De pendiente —4 'y pasa por el punto B(8,-3)
Solucién:

y—Yg =M(X—Xz )= y+3=(-4)(x-8)=4x+y+3-32=0=
4x+y-29=0

3.- Que pasa por M (4, xﬁ) y forma con el eje de abscisas un angulo de 60°.

Soluciodn:

m:tg60°:\/§
Luego:



Y=Yy =m(x-x, )= y—\/§:\/§(x—4):> y—3=/3x-43=>
y—\/§x+3\/§:03\/§x—y—3\/§:0

4.- De pendiente -7 y que pasa por el origen.

Solucion:

Y—Yo =M(X—%,)=>y-0=(-7)(x-0)=7x+y=0
5.- De pendiente —g y que pasa por el punto P(-2,0).
Solucion:

Y—Yp =M(X—X, )= y—O:(—gj(x+2):>5y:—3x—6:>

= 3Xx+5y+6=0

6.- Paralela al segmento de extremos A(4,5);B(—7,3) y que pasa por el punto
M (-9,-6).

Solucion:

Ye—Ya 3-5 -2 2

m,, = = = =—
h8 7-4 -11 11

Xg — Xp

Luego:

2
Y=Y =My (X=X )= y+6:(l—lj(x+9):>
=11y+66=2x+18=11y-2x+48=0=2x-11y—-48=0

7.- De pendiente % y pasa por el punto R(g—g]

Solucidn:

" i 5 (3 2) 3 6

=30y +18=70x-175= 30y —-70x+193=0= 70x-30y—-193=0



8.- Que pasa por SG%) y tiene pendiente g

Solucion:
y—Yys =m(x—xs)= y—g:[§J(x—§j:>
3 \2 4
y—%:%x—%:24y—16:60x—45:>6OX—24y—29=0
9.- Que pasapor T [£ —£J y forma con el eje X un &ngulo de 120°.
Solucion:
m=1g120°=—/3
Luego:

72 V3x+ J_ =—3x+ 3\/_

:>y+—=—

= 3x+ y+£—%_0:>4«/§x+4y+«/§—6«/§:0:>

= 4f3x+4y—-52=0

10.- De pendiente —g y que pasa por el punto medio del segmento cuyos de extremos
M (4,-5): N(8,10).

Solucién:

Sea P el punto medio de MN:

_ XXy _4+8 o y yM+yN:_5+10—5:>P(6§j
i 2 2 a ’

2 2 2 2
Luego:



o =mix-x) =y -2 Jix-6)=

= 2y-5=-3x+18=3x+2y—-23=0

11.- Que pasa por el punto medio del segmento cuyos extremos son

A EE ;B —E,E sabiendo que su pendiente es 5
23 3 4 2

Solucion:

Sea C el punto medio de AB:

5 17 15-34 2,15 8+45
v XatX 2 3 6 _ 19 Vat¥s_3 4 _ 12 _53_,
¢ 2 2 2 12 '7° 2 2 2 24

Luego:

Y-y, =m(X—x; )= y—5—3=(§xx+§j:>
‘ 24 \ 2 12

— 24y —53=60X +95 = —60X + 24y —148 =0 =
—15x—6y+37=0

|

19 53

12'24

: 1 . o
12.- De pendiente " que pase por el primer punto de triseccion del segmento de extremos

P(—4, 9) X Q(17, —6).
Solucion:

La razén correspondiente al primer punto de triseccion R del segmento PQ es:

1
A ==
"2
Luego:
4+ 1 (17) -8+17
:xp+/1RxQ_ _ 2 2923
1+ 4 1.1 3 3
2

)



1 18-6
9+| = |(-6
_ Yot Yo _ (2j( ) 12
A TR

Entonces:

1
=Y =m(i-xe) = y-4= 1 ](x-3)=
=4y-16=X-3=>-X+4y-13=0=>x-4y+13=0

13.- Que pasa por el segundo de los puntos que dividen en siete partes iguales al segmento
de extremos M (—10,18);N(4,—3) sabiendo que el angulo que forma con el eje de

abscisas es 45°.
Solucion:

La pendiente de la recta buscada es m=tg45°=1

La razon correspondiente al segundo punto P de division del segmento MN en siete partes
iguales es:

2
ﬂng
Luego:
2 -50+8
-10+| = |(4
_Xut e Xy _ +(5)(): 5 _%_ ¢
P 1+/1P 1_'_; Z 7
5 5
2 90-6
18+U(_3) 90-6
Yo = Yu + 46 Yy _ S __5 :%:12: P(—6,12)
l+ﬂp 1+z z 7
5 5

y=Yp =M(Xx—X5) = y-12=(1)(x+6)=
= -X+y-18=0=>x-y+18=0

14.- Que forme con el eje de abscisas un angulo de 135° y que pase por el baricentro del
triangulo cuyos vértices son A(4,7);B(1,-8);C(-9,3).



Solucion:

La pendiente de la recta buscada es:
m=tg135°=tg(—45°)=—1

Llamando G al baricentro del AABC :

Entonces:

y=Ye =M(X=%; )= y—%=(—1)(x+gj:

=3y—-2=-3x-4=3x+3y+2=0

15.- Que es perpendicular al segmento de extremos M (5,4);N(—4,11) y pasa por el
punto P(-12).

Solucion:

La pendiente de MN es:

Nn—Yw 11-4 7

y
m. =m = — —_°
=T Xy —Xy —4-5 9

La pendiente, m,, de la perpendicular a MN es

m-m,=-1=m __1
i Com
Entonces:
9
y—yp=m2(x—xp):>y—2=(7j(x+1):>
=7y-14=9x+9=-9X+7y-23=0=9x-7y+23=0

16.- Hallar la ecuacion general de la bisectriz del segundo y cuarto cuadrante.

Solucion:



a.- Segundo cuadrante:

La pendiente de la bisectriz del segundo cuadrante es:
m=tgl35°=-1

La bisectriz del segundo cuadrante pasa por el punto O(O, 0)
Entonces:

Y—Yo =M(x—%,)=y—-0=(-1)(x—0)=>x+y=0

b. Cuarto cuadrante:

La pendiente de la bisectriz del cuarto cuadrante es:
m=1g45°=-1

La bisectriz del cuarto cuadrante pasa por el punto O(0,0)
Entonces:
Y—Yo=m(Xx—%)=y-0=(-1)(x—0)=x+y=0

17.-  Hallar la ecuacion general de la mediatriz del segmento de extremos
A(7,-3);B(-1,2).

Solucién:
La mediatriz de AB es la recta perpendicular a AB que pasa por el punto medio de AB.
Sea C el punto medio de AB:

Xp + Xg -1 . Yat+tYs 6+2
= == =2y = = =4=C(2,4
Xe 2 2 Ye 2 2 (2.4)

La pendiente del segmento AB es:

Y — Y 6-2 4 2
mAB:m1: B A: —_——— = ——
Xg—X, -1-5 6 3

La pendiente de la mediatriz de AB es:



Luego, la ecuacion general de la mediatriz de AB es:
3
Y=Yc = mz(x_xc):> y_4:(EJ(X_2):>

= 2y-8=3Xx-6=-3x+2y-2=0=3x-2y+2=0
18.- Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento de extremos M (7,—3); N (9, 4).

Solucion:

La mediatriz de MIN es la recta perpendicular a MN que pasa por el punto medio de MN.

Sea P el punto medio de MN:

X, = M ;XN :7;9=8;yp= Ju ;ry“ 2_32+4=%:> P(&%)

La pendiente del segmento MN es:

Yy —VY 4+3 7
mMN=m1= N M = = —
Xy =Xy 9-7 2

La pendiente de la mediatriz de MN es:

Luego, la ecuacion general de la mediatriz de MN es:

1 2 1 2 16
Y—Yp =M, (X=X )= y—§=(—7j(x—8):> y-o =X+

—14y -7 =—4x+32 = 4x +14y -39 =0

En los siguientes ejercicios se dan los vértices de un triangulo. Hallar en cada caso las
ecuaciones generales de las tres mediatrices, de las tres alturas y de las tres medianas
y las alturas de las medianas:



19.- A(-14);B(7,1);C(2-3)

Solucioén:
Los puntos medios de los lados del triangulo dado son:

Sea D el punto medio de AB:

Sea E el punto medio de BC:

E 2 2 ) 2

L _XetX T2 9. Ye+Ye 1;3:_1:”5(9,_1}

Sea F el punto medio de CA:

:xA+xC:—1+2:1_y :yA+y°:4_3:l:>F(1lj
F 2 2 ToF 2 2 2 "2

Las pendientes de los lados del triAngulo dado son:

YB_YA:ﬂ_ 3

Mg = =M, = —
®oxg-x, 7+1 8 "3
- 3-1 -4 4 5
ch:yC yB: =—F—==>Mpc=—7
Xe—Xg 2-7 -5 5 4
Ya—Ye 443 7 3
CA X, —X. —1-2 3 LCA
Ecuaciones de las mediatrices:
a.- Mediatriz de AB:
5 (8 8
y—yD:mLAB(x—xD):>y—Ezigj(x—3)=§x—8:>

= 6y-15=16x-48=16x-6y—-33=0

b.- Mediatriz de BC:



Y—Ye =Mge (X=X )= y+1:(—§j x—g):—§x+£:>
4 2 4 8

=8y +8=-10x+45=10x+8y-37=0

c.- Mediatriz de CA:

1 (3 3 3
Ve =M\ (X=X )=2Yy——==| = [(X-1)==x—==
y yF LCA( F) y 2 [7j( ) 7 7
14y -7=6Xx-6=6x-14y+1=0
Ecuaciones de las alturas:

Las alturas son lineas rectas que pasan por el vértice y son perpendiculares al lado opuesto:

a.- Altura correspondiente al vértice A:

5 5 5
Y= Ya=(Mge)(X=X%,4) = y—4:(—zj(x+1):—zx—zz>

=4y-16=-5x-5=5x+4y-11=0
b.- Altura correspondiente al vértice B:

3 3
Y—Ys =M (X—X5 )= y—1=(7j(x—7)=7x—3:>

=>7y—-7=3x-21=3x-7y-14=0
c.- Altura correspondiente al vértice C:

8 8 16
Y—Yc szAB(X_XC): Y+3=(§j(X—2)=§X—§:>

=3y+9=8x-16=8x-3y—-25=0
Ecuaciones de las medianas:

Las medianas pasan por el vértice y por el punto medio del lado opuesto:
a.- Mediana correspondiente al vértice A:

Esta mediana es el segmento AE:



mo—Ye=Ya_-1-4 -5
Foxe-x, 9., o1

Luego:

10
Y=Y =My (X=X )= y—4:(——j(x+1):——x——:>

11
=11y -44=-10x-10=10x+11y-34=0

b.- Mediana correspondiente al vértice B:

Esta mediana es el segmento BF:

1, 1
moYe=Y¥e_2 ~_ 2 1
Foxe—x3 1-7 -6 12
Luego:

1
Y—Yg =Mge (X—XB):>Y—1:(EJ(X—7):>

12y-12=x-7=>x-12y+5=0
c.- Mediana correspondiente al vértice C:

Esta mediana es el segmento CD:

E+3
m :yD_yC:2 :E
C X, -% 3-2 2
Luego:

11
Y—Ye =mCD(x—xC):> y+3=(3j(x—2):>
2y +6=11x—22=11x-2y—-28=0

Longitudes de las medianas:

a.- Se calcula la longitud del segmento A(-1,4); E(Z

9

1)



dpe \/x %) (Ve = Ya )’ =\/@+1}2 +(-1-4)" =

11 . 121 121+100 J221
Ore = 4 2

b.- Se calcula la longitud del segmento B(7,1);F (1%)

1 2
dBF :\/(XF _XB)2 +(yF - YB)2 :\/(1_7)2 +(E_ J =
2
T N e LR
2 4 4 2
c.- Se calcula la longitud del segmento C(2,-3); D(S, g) ;

dep = \/( %) +(Yo Ve ) \/(3 2) + (2+3T:

f 11 \/4+121 125 J125
CD 2

20.- A(1,6);B(3,-1);C(-2,—6)

Solucion:

Los puntos medios de los lados del triangulo dado son:
Sea D el punto medio de AB:

Xyt Xg 1+3 ya+ys 6-1

Sea F el punto medio de CA:



X, + 1-2 1 + 6-6 1
X = Azxcz 2 :_E;YF:yAzyC: 2 :OSF(_E’OJ

Las pendientes de los lados del triAngulo dado son:

- -1-6 7
mAB:yB Ya ___:>mJ_AB:7

Xg — X 3-1 2

Mge = Ye Yo = _6+1:__5:1:>mwc =-1
Xe —Xg —2-3 -5

My = Yo=Y =6+6=E=4:>mLCA=__
Xa—X% 1+2 3

Ecuaciones de las mediatrices:

a.- Mediatriz de AB:

5 (2 2 4
Y=Yo :mJ_AB(X_XD): y_§:(7](x_2):7x_7:>
=14y -35=4x-8=4x-14y+27=0
b.- Mediatriz de BC:

7 1 1
Y—Ye =M g (X=X )= y+§:(—1)(x—§]=—x+§:>

=2Y+7=-2X+1=2Xx+2y+6=0=x+y+3=0
c.- Mediatriz de CA:

1 1 1
Y=Y =Ma(X=X% )= y—O:(—Z)(x+—j=——x—§:>
=8y=-2x-1=2x+8y+1=0

Ecuaciones de las alturas:

Las alturas son lineas rectas que pasan por el vértice y son perpendiculares al lado opuesto:
a.- Altura correspondiente al vértice A:
Y=Y =M (X=X4 )= y—6=(-1)(x-1)=—x+1=x+y-7=0

b.- Altura correspondiente al vértice B:



1 1 3
Y—Ys =M (X—X5 )= y+1=(—zj(x—3)=—zx+2:>

= 4y+4=-Xx+3=>x+4y+1=0

c.- Altura correspondiente al vértice C:

Y= Yo =My (X=X )= y+6:[§j(x+2):§x4_$:
= 7y+42=2Xx+4=2x-7y-38=0

Ecuaciones de las medianas:

Las medianas pasan por el vértice y por el punto medio del lado opuesto:
a.- Mediana correspondiente al vértice A:

Esta mediana es el segmento AE:

e B

Ye —Ya 2 2

* Xe =X 1_1 _1
2 2

Y=Y =My (X=X, )= y—6=19(x—1)=19x-19=19x—y-13=0
b.- Mediana correspondiente al vértice B:

Ye—VYs  0+1 1 2

m = = = -
i Xg = Xg _1_3 _Z 7
2 2
Y= Yg =Mge (X—Xg )= y+1:[—§J(x—3):—§x+g:>

= TIY+71=-2X+6=2X+7y+1=0

c.- Mediana correspondiente al vértice C:



S, U
Yo — Yc 2 _L_l7

Mep = = = =—

XD—XC_2+2 4 8
Y= Ye =Mep (X=X )= y+6= (1JJ(X+2):%X+%:

= 8y+48=17x+34=17/x-8y-14=0

Longitudes de las medianas:

1 7

a.- Se calcula la longitud del segmento A(1,6);E (E,—E):

Ore :\/(XE ~Xa) (Ve =Ya) =\/(%—1j2 J{_%_GT —
oo (3

b.- Se calcula la longitud del segmento B(3,-1); F (—%,Oj:
2 1 2 2
dg 2\/( ~Xg) +(Ye yB) = ———3 +(0+1)" =

49+2
BF -
5

c.- Se calcula la longitud del segmento C(-2,-6); D(Z,Ej:

doo = (%o % ) + (Yo~ Yo ) J(2+2) [5+6j2=

17 289 64+289 J353
dep = 16+ 2

21.- A(-2,-5);B(2,8);C(6,-3)

Solucion:

Los puntos medios de los lados del triangulo dado son:



Sea D el punto medio de AB:

XD:XA—I-XB =_2+2=0in: Yat Vs =_5+8=§:>D 0’3
2 2 2 2 2
Sea E el punto medio de BC:

« _Xg X
E 2 2 "oE 2 2 2

_2+6:4.y _ Ys T ¥c :8_3_§:>E(4,§j

Sea F el punto medio de CA:

X, + -2+6 + -5-3
X = AZXC= 5 =2;yF=yA2yC= 5 =—4=F(2,-4)

Las pendientes de los lados del tridngulo dado son:

m :yB_yA=8+5=E:>m :—i

T, —X, 2+2 5 13

ch:yC_yB=_3_8=_E:mmc:i
Xc =X 6-2 4 1

ch:yA_yC:_5+3:__2:l:>mLCA:_4
Xy—X. —2-6 -8 4

Ecuaciones de las mediatrices:

a.- Mediatriz de AB:

5
Y=Yo =M (X_XD):> y——:(——)(X—O)S
= 26y —-39=-10x=10x+26y—-39=0

b.- Mediatriz de BC:

5 (4 4 16
Y—Ye =M (X_XE):> y_§=(ﬁj(x_4):_)(——:>

— 22y —55=8x—32=8x—22y+23=0

c.- Mediatriz de CA:



Y=Y =Ma (X=X ) => y+4=(-4)(x-2)=—4x+8=
=4x+y-4=0

Ecuaciones de las alturas:

Las alturas son lineas rectas que pasan por el vértice y son perpendiculares al lado opuesto:

a.- Altura correspondiente al vértice A:
4 4 8
-y, =m X=X, )= y+5=| = [(X+2)=—X+—=
Y= Ya=M g (X=X,) =Yy (11)( ) TR

=11y +55=4x+8=4x-11y-47=0

b.- Altura correspondiente al vértice B:

Y—Yg =Mca(X—X5 )= y—8=(—4)(x—2)=—4x+8=4x+y-16=0
c.- Altura correspondiente al vértice C:

5
Y—Ye =M (X=X )= y+3:(—ﬁ](x—6):>

=13y +39=-5x+30=5x+13y+9=0
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Materia: Mateméaticas Guia #41F.
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CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestarén preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
Ax+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde m es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion canonica de la recta, expresada asi:

XY

g + B — ~siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al gjedelas X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacidn de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yz_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_yl
X=X

La forma normal de una ecuacion de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé+ ysend—p =0

Donde 9 es el &ngulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+JA*+B?

Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas |, y |, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, M, —M

1+tgey -tger, 1+m,-m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=t96=0=m,-m =0=m, =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —o, = tg0 =

Si las dos lineas son perpendiculares: 0=90°=tgf=c0c=1+m-m,=0=m, = S
m
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicién:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto P, y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y serd negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

_[6.-¢cj

Las coordenadas del punto que divide un segmento en una razon dada son:

d

P(x,y)=(x1+/1x2,yl+iy2j donde A—TP_X=X_ V=¥ y siendo orientados los
1+4 1+4 PP, X,—x Yy,—Yy

segmentos considerados.

2

PREGUNTAS:

CONDICIONES DE PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD ENTRE LINEAS
RECTAS.

Demostrar en cada caso que el segmento de extremos Ay B es paralelo al segmento de
extremos My N.

1.- A(—2,3); B(LS); M (L —2); N (7,2)
Solucién:

m _Ye=VYa_5-3_2
oxg-x, 1+2 3
"Woxy-xy 7-1 6 3

— M, =M,,, = ABIMN

2.- A(3,2);B(-1-6);M(-2,7),N(-5,1)

Soluciodn:

my Yo Ya_6-2_B_,
Xg—X, —-1-3 -4

m _YnYw 1-7 ___6_

MN ™ - - -
Xy —Xy —H5+2 -3

= M, =My, = ABOMN

2=




- A(V2,3);B(3,8); M (10,-5v2); N (17,15)
Solucion:

Yo—Ya_ 8-3 _ (5)(3+2) 154542

Xg = Xa _3—\/5_(3—\/5)(34‘\/5)_ 7

Yy = Yu _15+5«/§ _15+5«/§ -
Xy —Xy  17-10 7
= My =My, = ABLMN

e A 3

Solucion:

Mpg =

Myy =

17 3
Xg—X, B5-2 +6-2 (\/§+2) 1
_yN_yM _ -14- 7\/__
e 2 75+14=

3 3
= Mg =M,y = ABOMN

5.- A(a,8);B(b,7);M(a%a);N(b*-b)

Solucion:

Mpg =

o _Ya~Ya_7-8_ 1

® x;-x, b-a a-b
yN_yM:_b_a: _(b+a) _ 1 —
Xy —Xy b’-a®> (b+a)(b-a) a-b

= My =M,y = ABUOMN

My =

Demostrar en cada caso que el segmento de extremos A y B es perpendicular al
segmento de extremos My N.

6.- A(2,-5);B(7,-3);M(9,6);N(7,12)



Solucion:

_Ys—Ya_ 345 2
Xg =X, -2 5

Mg - My =(gj(—g)=—1:> AB L MN

5
7o A(L83).5(15 1) 3 8).\(417
7 4 7 4 73 7 3
Solucioén:
1.3
mo-Ye=Ya_ 4 4 -1 1
e Xg = Xa E_,_g 3
7 7
17 8 9
Yn — Yu 3 3_3
" Xn = Xy ﬂ.,.é 1
7 7

8.- A(V10,7);B(3,6):M (—é,“*/l_oj; N(g, 7‘*/1_0]

Solucion:

Ye-Ya_ 6-7 _ 1 .(3”1_0):_(3”1_0):3#1_0

m.. = = = —
i Xg = Xa 3—\/]3 (3—\/]3) (3+\/ﬁ) -1
7-J10 1+410
m, =" Yu 24 12 =3—\/1_0:3_\/1—0:>
Xy — Xy 4.1 1
5 5

Mg - My =(3++10)(3-+10)=-1=> AB L MN

9- A(-4,4);B(-3,\17);M (5,—17); N (4,4)



Solucion:

Y —Ya \/]7_4=\/]7_4

mAB= =
Xg—X, —3+4

My = 00 AT ()

Xy — Xy 4-5

Mg - My =(\/1_7—4)[—(\/1_7)+4}=—1:> AB L MN

10.- A(-4a,a+2); B(a2 +3, az); M (a2 + 2,3); N (3a, a’ +2a)

Solucion:

Voya_ @-(a+2) _ai-a-2 (a-2)(a+)) a2
mAB= = 2 = 2 = =

Xg—X, a’+3—(-4a) a’+4a+3 (a+3)(a+l) a+3
< Jit_ Satnea (@3 (@il (13
™ oxy-x, 3a-(a’+2) -(a’-3a-2) (a-2)(a-1) la-2

My - My = (Z%;J(—:—fg = 1= AB L MN

Hallar en cada caso la coordenada que falta sabiendo que los segmentos AB y MN
son paralelos:

11.- A(-51);B(6,8);M(10,4); laabscisade N es —1.
Solucién:

ABUOMN =m,, =m,,, = Ys —Ya _ Yn — Yu -
Xg = Xa Xy — Xy
8-1_yy—4 _ 7 _4-yy

6+5 -1-10 11 11

12.- A(S,—%J; B(—4, %j N [1—212) la ordenada de M es 6.

=Yy =-3

Solucion:



ABUMN = m,; =m,,, = Yg = Ya _ Yn = Yum —
Xg = Xa Xy — Xy

1.5 16
4 4 26 4 4 4 4 8
—4-5 11 -9 9 11-2x, "9 11-2x,
2 M 2
= 44-8x,, =72 = X, _d-re_ 287
8 8 2

13- A(2,9);M (4,-2);N (Yﬁ) la abscisa de B es /7.
Solucion:
Ys — Ya _ Yn = Ym —

Xg — Xp Xy — Xy

Yp =9 =\ﬁ+2:> Ys =9 —ﬁ+2:>3y8—27=7—4=3:>

= =
J1-2 7-4 T J1-2 3

=Y, -9=1=y, =10

ABUUMN = m,; =m,,, =

14.- B(1,-2);M(3,-10);N (3\/5,11); la ordenada de A es 5.

Solucion:
Ye = Ya _ Yn—Ym —
Xg — Xp Xy — Xy

—2-5 11+10 7 21
=3 = =X = =X, —1=J5-1=x, =5
1-x, 3Y5-3 " x-1 3(5-1) " g

ABOMN = m,, =m,,, =

Hallar en cada caso la coordenada que falta sabiendo que el segmento AB es
perpendicular al segmento MN:

15.- A(-5,-4);B(3,—1);M (8,1); la ordenada de N es —7.
Solucioén:

AB L MN = m,; -m,,, =-1.



Y=Y _~—7-1_ -8
Xy =Xy Xy —8 Xy -8

Mg My :—1:(§j-[x_f8}—1:3: Xy —8=> X, =11
N

16.- A(\/_,—gj;B(\/l_l 17) ( 3\/_j la abscisa de M es %

Solucion:

AB L MN = m,; -m,,, =-1.

11 3
mAB:yB_yA: 7 ? _ 2 (\/ﬁ—i_\/g):\/ﬁ"'\/g
Xg = Xa \/_—\/§ \/ﬁ—\/§ (\/ﬁ+\/§) 4
oYY _3VB-yy 3By,
" Xy~ Xm @_g 6
3 3
4

J1_1+J§):—24:>y 33/__3++j§

) ) 3-[11\/§+11\/_—3\/_—11\/§]
(L8] (58] : )

17.- A(—%,—S\Ej; M (1, ﬁ); N (6,J§); la ordenada de B es 54/7.

Solucion:

AB L MN = m,; -m,,, =-1.



Ye—y, 5JT+543  25(N7+3)

Mg = = -
X =X, XB+§ 5Xg +3
5
YV _BNT BT
My = = = =
Xy — Xy 6-1 5
Myg.Myy =—-1= 25(\/_ \/_) 3- \/_ ( ) =
AT 5Xg +3 5 | 5x,+3
20 =1=>20=5X; +3=>X; =—
SXg +3

18.- B(g,zﬁj;M(é,zﬁj;N(%,Bj; la abscisa de A es %

Solucion:

AB L MN = m,g -m,,, =-1.

yB_yA_ \/_ 2\/§1_yA:2\/§_

mAB:XB_XA_ § 1

5 5
m =yN_yM= \/_ 3_2\/§:>
" XN~ Xy E E 3

5 5

3-
mAB-ml\/lN—(z‘/I§ yA)( \/_] -1=
= 643 -3y, ~12+23y, =-3=

3(23-3) -3(3-243
:>6J§—9=yA(3—2J§):> y, = ((3’_2@)) (3?_2\/5))_

Demostrar que los triangulos cuyos vértices se dan son rectangulos:

19.- A(1,2);B(5,8);C(10,—4)




Yo —VYs -4-8 -12

m = = =
* X -% 10-5 5
Yo=Y 2+4 6 2
Mep = = = a5
Xo—% 1-10 -9 3
Luego:
Mg - Mea :(g](—gj =-1=1[] BAC =90°

20.- D(—4,1); E(3, 5); F (11 —9)
Solucién:

_yE_yD 5_1_4

My = = ==
X —X, 3+4 7

m _Ye~Ye _-9-5_-14 7
X -x 11-3 8 4
mFD:yD—yF: 1+9 10 :_g

X,—Xx. -4-11 -15 3

Mpe - Mer :(;j(—gj =-1=0 DEF =90°

21.- K(-6,1);L(10,3); M (-2,-5)

Solucion:
Y-V« 3-1 2 1
mKL: = = —=—
X, —X, 10+6 16 8
m, —Yu=Y_ 5-3_8 2

Xy —% —2-10 12 3

M X=X, —6+2 -4 2

=My, - My =(§j(-%}=—l:>ﬂ LMK =90°



Solucion:

9 5
m ZYQ—yp_z 2 _2
Coxe-% 28,5 11
3 3
3 9
m. —JrR"Yo _ 2 2_-6_3
B xe-% 4.28 -8 4
3 3
5 3
mezyP_yR=E E __f
Xp = Xg § i 3
3 3
4

3
nbwnhp:(ij—3j:—1:>DQRP:90°

Demostrar que los puntos que se dan son vértices de un paralelogramo y que ese
paralelogramo es rectangulo.

23.- A(56);B(1, —2);C(—5,1); D(-19)
Solucién:

Nota: Si ABCD es un paralelogramo las pendientes de los lados opuestos son iguales. De
ser un paralelogramo, los angulos opuestos son iguales; esto quiere decir, que si dos
angulos adyacentes son rectangulos, todos los cuatro angulos mediran 90°, y por tanto,
tendremos un rectangulo.

También, es bueno resaltar que las medidas de todos los angulos internos de un cuadrilatero
suman 360° y al tratarse de un paralelogramo los &ngulos opuestos son iguales; entonces,
basta con que uno de los &ngulos internos mida 90°, para poder concluir que se trata de un
rectangulo.

_Ye—Ya_ -2-6 -8
m = —=
P xg—x, 1-5 -4
m _yD_yC_ 9-1 §
CD — -

Xp—X —1+5 4

My =M, =2 = ABLCD

También:



Mge = Ye—VYs — 1+2 _i__l

Xe—X; -5-1 -6 2
_Ya—Yo _6-9_ 1

Mp, = = -—==
Xa—Xp OS+1

Mg :mDA:—%: BC LIDA

Ahora, se verificara que los angulos del paralelogramo ABCD son rectangulos:
1
My - Mgy, = 2{7) =-1=[ DAB=90°=0 BCD

Mg - Mge :2-[—3:—1:D ABC =90°=[ CDA

ABCD es un rectangulo.
24.- E(-6,-1);F(-7,3);G(5,6);H(6,2)

Solucion:

Nota: Si EFGH es un paralelogramo las pendientes de los lados opuestos son iguales. De
ser un paralelogramo, los angulos opuestos son iguales; esto quiere decir, que si dos
angulos adyacentes son rectangulos, todos los cuatro &ngulos mediran 90°, y por tanto,
tendremos un rectangulo.

También, es bueno resaltar, que las medidas de todos los angulos internos de un
cuadrilatero suman 360° y al tratarse de un paralelogramo los &ngulos opuestos son
iguales; entonces, basta con que uno de los angulos internos mida 90°, para poder concluir
que se trata de un rectangulo.

m _ Ve Ye 3+1 _
EF — - -
Xe —Xg —7+6
Mgy = Yu = Yo :2_6__4:>

Xy — Xg 6-5
Mg =My, =—4=EF[GH

También:



Yo—VYe _6-3_3 1

m = = = = —
C xs—Xx 5+7 12 4
" X -x, -6-6 -12 4

mFG:mHE:%: FGUHE

Ahora, se verificara que los angulos del paralelogramo EFGH son rectangulos:

Mg, M, :(_4)(3:—1:5 HEF =90°=0 FGH

Mo - Meg =(—4)G)=—1:D EFG =90° =[] GHE

EFGH es un rectangulo

o5 k(BT (L T2 H
2'3 2" 3 2 3 2 3
Solucion:

Nota: Si KLMN es un paralelogramo las pendientes de los lados opuestos son iguales.
De ser un paralelogramo, los angulos opuestos son iguales; esto quiere decir, que si dos
angulos adyacentes son rectangulos, todos los cuatro &ngulos mediran 90°, y por tanto,
tendremos un rectangulo.

También, es bueno resaltar que las medidas de todos los angulos internos de un cuadrilatero
suman 360° y al tratarse de un paralelogramo los &ngulos opuestos son iguales; entonces,
basta con que uno de los &ngulos internos mida 90°, para poder concluir que se trata de un
rectangulo.

4 14
Yo-Y«_ 3 3_-56
m, = = —=-3
“ XL — Xk Z E 2
2 2
1.r
Yn~Yu _ 3 3_6
m,,, = = —=-3=
o XN_XM E_E -2
2 2

My, =My, =—3= KLUMN

También:



Mo Xy — XL - l_z ___
2 2

14 11

2 2 1
me-3—3-1o

7+7

2 2

1

my :mNK:§:> LM ONK

Ahora, se verificara que los angulos del paralelogramo KLMN son rectangulos:

My, - My, =(—3)(%j:—1:>5 KLM =90° =0 MNK

My - My :(—3)@):—135 LMK =90° =[] NKL

KLMN es un rectangulo.

Demostrar que los puntos que se dan son vértices de un rombo. Comprobar, ademas,
gue sus diagonales son perpendiculares entre si y que se bisecan.

26.- A(2,5):B(-10);C(-6,-3);D(-3,2)

Solucién:

Nota: En un rombo se cumple que todos los lados tienen la misma longitud, los lados
opuestos son paralelos, los a&ngulos opuestos son iguales, las diagonales se cruzan en 90° y
ademas, se bisecan.

A S
7
: #1. 7
D )/
M > ’ ’:_,f
& .~ 7 |/
NES
/ @ /
:“(Y “/ \ r/
/ = 4
7 7
" -
Li” &
s )
[ £ -
o
dg@/




Longitudes de los lados:

L= J 2= Y2)
+(Yo—ya) =\(-1-2)" +(0-5) =

\/
J_J_

oc =¥ - xB> ( ) J( +1)° +(-3-0)" =
e =\(-5) (3 =59 =34
\/< > ) =3+
= J3) J_

L., = \/(XA—XD)Z ) =(2+3) +(5-2) =
,/ J25+9 J_

Todos los lados tienen la misma longitud.

2+3)

Pendientes de los lados:

_Ye—Ya_0-5 5

m = _

P xg—-x, -1-2 3

mg, = Yo =Ye o 2%3 _5_ agpcp
Xp =X —3+6

m =yC_yB:_3_O:§

% Xe—X, —6+1 5

m,=Y2=Yo _572_3_ pcrpa
Xa — Xp 2+3

Nota: Se hara el calculo de los angulos, aunque no es estrictamente necesario para
demostrar que el cuadrilatero es un rombo, ya que al ser un paralelogramo sus
angulos opuestos son iguales.

Célculo de los angulos:



53 25-9
tgiA="Te"M _ Me=Mon 3 5 _ 15 _10 45553 .17p_ 28070
1+m-m, 1+mg,-m, 1+(3J(5] 2 30
5)(3
53  25-9
tgic="Te M _ Meo-Me _ 35 _ 15 _10_ 4333 1 pg070
1+m-m, 1+mg. - Mg, 1+(3j(5) 2 30
5)(3
A=[1C=28,07°
35 9-25
tgl B = M—M, _ Mge—Myg 5 3 _ 15 =—E=—0,5333:>
1+m-m, 1+mg Mg o 5)(3) 2 30
3)\5

[1B=180°-28,071°=151,929°

3.5
My =My _ Mo =Mep _ 5 3
1+m-m, 1+mg-mg, 1+(5J(3j

[ B=0D=151,929°

= —:> D =151929°=

tgl D=

Pendientes y angulo de cruce de las diagonales:

m_ Ye=Ya_—3-5_-8_
" X -x, -6-2 -8
m :yD_szz_O:_l
X, -xg —3+1

=M, -Mgp =—-1= AC L BD

Las diagonales se bisecan:

Se calcula el punto medio de cada diagonal y si ambos puntos medios coinciden, son el
mismo punto, es porque las dos diagonales se bisecan:

Llamemos E, al punto medio de la diagonal AC:

Xpo+X. 2-6 Yat+Ye 5-3
_ _ -2 = =1=E (=21
& 2 2 Ye, = 2 2 :(-29)

Llamemos E, el punto medio de la diagonal BD:



Xg+X, -1-3 + 0+2
Xg, = 52 > = 5 :—Z;YEZZyBZyD: 2 :1Z>E2(_2'1):>

E,(-21)=E,(-21)=E(-21)

21 k(L2 N[ B2 (2L
3 4 3 4 3 4 3 4

Solucion:

B e
| AL
PN "1
b B A
\ N \
“\,“ # \9
2 % 4
N ;ﬂlh_——-‘ e 5 \\\
— M

Longitudes de los lados:

=T Oy = [24E (2-2] -

Pendientes de los lados:



m Yo=Y« _ 4 4 :1_—_1:__
KL X, — X E § g 7 7
3 3 3
_1+5
Yn —Ym 4 4 1 1 ~ 1
M = Tx, 5 16 7 7 M= M =7 = KLOMN
3 3
5 23 28
Y =Y. _ 4 4 _ 4 _
myy, XM_XL_E_E_ § 7
3 3 3
27 1
7+7
mNK_yK yN_ 48 g:—=—7:>mLM:mNK=_7:>LMDNK
X =Xy _9, 2 -
3 3

) ) (_1)_(_7) -1+49
m, —m, My, — Mgy 7

tgll K = = = T % 3Kk =0M=737372°
lem-m, l+mg-mg 4 (1 (=7) T+7 14
7 7
360°—2-(73,7372° °_ °
=0ON=0L= (2 ): 300°-147,474 =106,262°
Pendientes y angulo de cruce de las diagonales:
5 27

Yu—Ye __4 4 _—8__,

My = = =—=
- Xm — Xk E_Fg 8
3 3
1.2
m =Y _4 4 _6_,_

x,—X_ 5 13 _¢

3 3
My My =—-1=KM L LN

Las diagonales se bisecan:

Se calcula el punto medio de cada diagonal y si ambos puntos medios coinciden, son el
mismo punto, es porque las dos diagonales se bisecan:

Llamemos O, el punto medio de la diagonal KM:



8 16 27 5

X01=XK+XM= 3 3:§:ﬂ;yo:yK+yM: 4 4:Ejol(ﬂ’gj
2 2 6 3™ 2 2 4 3 4
Llamemos O, el punto medio de la diagonal LN:
3.5 8 21

=XL+XN= 3 3=§=ﬂ;yo =yL+yN= 4 4=E:>OZ(E,EJ:>

: 2 2 2 3™ 2 2 4 3 4
Ol(il—lj=02[il—lj=0(ﬂ,l—l]

3 4 3 4 3 4
28.- P(1,0);Q(-37);R(4,3);5(8,4)
Solucion:
Solucion:
Longitudes de los lados:
LQR:\/<XR_XQ)2+ yR_yQ) =\/(4+3)2+(3_7)2= /49+16 = \/65

2

Yo —Ys) =y(1-8)° +(0+4) = 49+16 = 65
Log :\/(xQ %) +(Yo— Vo) =[(-3-1) +(7-0) =16+ 49 =65

Pendientes de los lados:

Yo=Y 3-7 -4 4

m = —_—
P Xe—%Xy 443 T 7
Yys—Y¥p _4-0_ 4 4
"o Xe-% 8-1 7 T 7 0



o _Ys—Ye_—4-3_ 7
RS — - -
Xs—X; 8-4 4
yp - yQ 0— 7 7 7
My, = = =——=m, =m,, =—— = RSQP
P X=X, 143 47T T4 Q
Para el calculo de los angulos en los vértices, ahora utilizaremos otro método:

_4_(_7j ~16+49

— My, —M,
Q=™ _ Moe=Mer 7 \ 4) 28 _33_q589_10-115=30,5009°=
1+m-m, 1+mg - My 1+(_7)(_4j 1+1 56
4)\ 7
360°-2-(30,5099°) 360°-61,0,199°

1P=0Q= —149,49°

2

Pendientes y angulo de cruce de las diagonales:

ys_yQ —4—7 —11
Mos = = =
Xs—X, 8+3 11
Mog = YR~ Yp _ 3-0 :§:1:
Xg =X, 4-1 3
Mgs *Mpr =—1= QS L PR

=1

Las diagonales se bisecan:

Se calcula el punto medio de cada diagonal y si ambos puntos medios coinciden, son el
mismo punto, es porque las dos diagonales se bisecan:

Llamemos T, al punto medio de la diagonal QS:

X :XQ+XS:_3+8:§_y :yQ+yS:7_4:§:>T §3
E 2 2 2’ 2 2 2 !

Llamemos T, el punto medio de la diagonal PR:

X :xF,erR:l+4:§;yT :yp+yR_O+3_§:>T2(§ §j:>
: 2 2 2 77 2 2 2 2 2

or(22)1(22)1(22)
22 22 2 2

Demostrar que los puntos que se dan son vértices de un cuadrado. Comprobar,
ademas, que sus diagonales son perpendiculares entre si y se bisecan.



29.- A(3,6);B(7,—1):C(O,—5);D(—4,2)
Solucién:

Lo = (%5 = %4)" +(¥s — )’ =(7-3)" +(-1-6)" =16+ 49 =65
Lo = /(% = %o ) + (Ve — Yo )’ =y(0-7)° +(-5+1)° = J49+16 = /65
Lo =y(%0 =% ' + (Yo = Ve )’ =/(~4-0) +(2+5)° = 16+ 49 = /65
LDA:\/(XA—XD)2+(VA—VD)2 =\/(3+4)2 (6-2)" =/49+16 = \/65

Pendientes de los lados:

My = Y~ Ya :_1_6__Z

Xg =Xy -3 4

my=Yo=Ye 2¥5 T . _m_ - ABICD
Xo—X. —4-0 4

m :yc—yB:—5+1:ﬂ
 xe-%x3 0-7 7

My, = Ya— Yo =6_2=i:>mBC=mDA:>BCDDA
Xa—Xp 3+4 7

Hasta ahora tenemos un paralelogramo con todos los lados de la misma longitud; sin
embargo:

Mg - Mpa :(—Zj(g):—lzm A=90°=0C

Mg - Mg :(—gj[;)z—lzm B=90°=0D

Por lo tanto, se trata de un cuadrado.




Pendientes y angulo de las diagonales:

Ye = Ya _—2-6_11
Xe—X, 0-3 3
moYo~Ye_ 2+ 3 _
Xp—Xg —4-7 11

= My Mgy = (1—31)(—1—3,1) =-1= AC L BD

My =

Las diagonales se bisecan:

Sea E, el punto medio de la diagonal AC:
X, = Xp + Xc _3+0=§; . Ya+ty. 6-5 1
! 2 2 277 2 2 2
Sea E, el punto medio de la diagonal BD:

3., _YetYp_ -1+2 1

X =
F2 2 2 F2 2 2 2

= =—=E| =



Longitud de los lados:

L :\/(XL — Xk )2

J(““J i

11 15

D) o

53

Lim =\/(XM _XL)2

13 11j \/7 \/ﬁ \/—

-1

L :\/(XN — Xm )2

913)\/7\/367\/—

Lk =\/(XK _XN)

Pendientes de los lados:

i EX

159JJ7J1+—3J—

11 15
m, Yo=Y« _4 4 1
X —% 11 1 6
2 2
9 13
Yo~Yu __4 4
My XZ . = 39 =—==m, =m,, = KLOMN
2 2
13 11
Yu =Y __4 4 _-6
M =5 x 9 11 ~ °
2 2
15 9
=Y
m,=X"In_4 4_0_g . p —m =LMINK
X =Xy _1.3
2 2
Hasta ahora tenemos un paralelogramo con todos los lados de la misma longitud; sin
embargo:
1
My, - My :(—gj(G)z—lzﬂ K =90°=
1
My, - My :(—Ej(6)=—1:>D L=90°=0N

Por lo tanto, se trata de un cuadrado.

Pendientes y angulo de las diagonales:



m — I
™ Xy — Xk g.,.l S5
2 2
9 1
Y= Yi_ 4 4 _—5
MW=y x 3 11 7 7
N L —_
2 2

Las diagonales se bisecan:

Sea O, el punto medio de la diagonal KM:

219 L 1381
v = XK 2 2 gy Vet Yu_ 4 42221301(2'1
2 2 b 2 2 2 4 4
Sea O, el punto medio de la diagonal LN:
3 11 9 11
Xg+X. 275 Yoty 4 2 1 1
Xo, = ——E= =2;y, = —TE= :—302(2,— =
2 2 2 2 2 2 4 4

~af2d)-024)-0f21)

Demostrar que los puntos que se dan son vértices de un cuadrilatero cuyas diagonales
son perpendiculares entre si.

31.- A(2-5);B(7,-3);C(6,1); D(-2.3)

Solucion:
7
~N \\\\_\%- C
> A
\ N/
# 4 e |
f ol
A

La grafica nos muestra un poligono irregular de cuatro lados, o sea, un cuadrilatero.

Longitudes de los lados:



LAB:\/(XB—XA g yB—yA)Z:\/(7—2)2+( 3+5) =J25+4 =29
Lac = /(% % ) =J(6-7) +(1+3) =A7

Yo—Ye )’ =\(-2-6) +(3-1) =64+ 4 = /68
yA_yD)2 =\/(2+2)2+(—5—3)2 :mz\/%

Pendientes de las diagonales y angulo de cruce entre ellas:

m ~Ye—Ya 145 § 3
T %X, 6-2 4 2
Yo—Ys _ 3+3 _i 2

Xo—Xg —2-7 -9 3

My -Mgp = @j(—gj =-1=ACL1BD

32.- L(-5,5);M(3,9);N(13-1);0(0,0)
Solucion:

Mgp =

La grafica nos muestra un poligono irregular de cuatro lados, o sea, un cuadrilatero.

Longitudes de los lados:

L =J<XM =% )" +(yu — Vo)’ =[(3+5)" +(9-5)" = /64+16 = VB0 = 445
v =% =X )+ (Y~ Y ) =y(13-3) +(-1-9) =10v2
\/(Xo %) +(Yo—Yn ) \/(0—13)2+(0+1)2:J17o

Lo =% % +(%~ Yo ) =(-5-0)"+(5-0) =542

Pendientes de las diagonales y angulo de cruce entre ellas:



yN—yL_—1—5_ 6 1

My = = T
" xy-x. 1345 18 3

Moy = Ym — Yo :9_0:33
Xy =% 3-0

. {%)(3):—1: LN 1.OM



GUIA DE TRABAJO
Materia: Matematicas Guia #41E.
Tema: Angulo que forman dos rectas entre si. (Hoffmann, 5to afo-
Ejercicio # 94).
Fecha:
Profesor: Fernando Viso

Nombre del alumno:
Seccion del alumno:

CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestarén preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
Ax+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde m es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion canodnica de la recta, expresada asi:

XY

g + B — ~siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al gjedelas X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacién de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yz_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_yl
X=X

La forma normal de una ecuacion de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé+ ysend—p =0

Donde 9 es el &ngulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+JA*+B?

Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas I, y |, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, M, —M

1+tgey -tger, 1+m,-m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=t96=0=m,-m =0=m =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —o, = tg0 =

Si las dos lineas son perpendiculares: 0=90°=tgf=c0c=1+m-m,=0=m, = S
m
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicién:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto P, y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y serd negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

_[6.-¢cj

Las coordenadas del punto que divide un segmento en una razon dada son:

d

P(X’y):(x1+/1x2,yl+iy2j donde A—TP_X=X_ V=¥ y siendo orientados los
1+4 1+4 PP, X,—x Yy,—Yy

segmentos considerados.

2

PREGUNTAS:
ANGULO QUE FORMAN DOS RECTAS ENTRE Sl.

Determinar en cada caso el angulo que forman 1, y |,.

Nota: Para saber cual es I, y cual es 1,,cuando no existe identificacion

explicita de cada una, se rota alrededor del punto de cruce una de ellas, en
el sentido contrario de las agujas del reloj, hasta sobreponerse sobre la otra,
y aquella que rota en el menor angulo es |,.

1.- |, pasapor A(-21),B(3-1); I, por M(-52),N(25).
Solucién:

moYs=Ya_1-1_ 2 Yy-Vu _5-2_3
Yo X=X, 3+2 57 xy-%, 2+5 7

3_(_2) 3,2 15+14
m-m _ 7 ) _7 5__35
6 35-6

tgb, = = =
9 leme-m, , (3)_2) 6
7 5 35 35

:tg01:%=1:>91=45°

=

2.- |, pasapor A(2,-1);B(4,5); |, pasapor M(-21);N(-35).

Solucion:



yB—yA:5+1_6:3

m, = -
YoXg—-x, 4-2 2

m, = yN _yM = 5_1 :i:—4
2 Xxy—X%, -3+2 -1

g6, = m-m __—4-3 _ -7 =0,63636 = 6, = 32,468° = 32°28,08"

Clemem, 1+(3)(-4) 11
3.- |, pasapor A(1-3);B(3,-2); I, pasapor M(23);N(-25).

Solucion:

yB_yA__2+3_1

ml:xB—xA 3-1 2
m :yN_yM = 5_3 :—g:—1
2oy —X, —2-2 4 2
11
tgo, = - _ 2 2 _ 1 =_—1=—%:>

1+m-m, , (1) 1 13
N (R I P
+(2)( 2 4 4

= 6, =180°-53,1294° =126,87° = 6, =126°52, 2"

5 10 3 89
4.- | pasapor AllL—=|[:B|5— | |, pasapor M| =,-2 [iN| =,=|.
L posap (J ( 3j 2 Pasap (2 j (32j

Solucion:

10 5 20-15
moYe Ya_3 2__ 6 _5
Y Xg—-x, 5-1 4 24
g+2 E
m_yN_yM:2 :L=§
i XN — Xy §_§ Z 7
3 2 6
39 5 39-24-35
m, —m 7 24 7-24
t 0 = 2 1 = = -
EREECEE
24 )\ 7 7-24
tgé, 936 936 _936_, 57g51— 6, = 68,8026° = 68°48,156'

T 7.24+5.39 168+195 363

Calcular los angulos internos del triangulo cuyos vértices son:



5.- A(—4,-3);B(-2,6);C(3.2)

Solucion:

rnAB_xB—xA_—2+4_2’
Mg yC_yB—Z_G__ﬂ;
Xe —Xg 342 5
mCA—yA_yC=_3_2=§
X=X —4-3 7

Recordar que:

m, —m,

tgh, = 2 — M
94 1+m,-m,

En todo triangulo se cumple que [ A+[1 B+[1 C=180°

Luego:
Parael TJA:
5. 9
mlszA:7'm2:mAB:§
9 5 63-10
_ 2 7 _ 14 _53_ _ o
thA_1+ A —14+45—59—0,8983:>DA 41,933
7))\ 2 14
Parael 0B:
9 4
m1:mAB:§’m2:ch:_g



4 9 8+45

tgiB=—5 2 35 _ 53 50384115 -63868°

4\ 9 36 26
e 1-2°
1+( 5)(2j 10

[] C=180°—(U A+L B)=180°-105,801° = 74,198°

6.- A(7,1);B(3-5);C(-2,9)

Solucion:
CC@'?,@ ‘\\_\f\? s
"y '\ <
N R
\ 1 \_\
\‘;\ \\ Wy
I .4 ‘\ \‘;, A C '7) /)
R \\ 7i A :
\ |
m 2 y /’m/
/ ~
5 0.2 5)
Ye—Y, —-5-1 -6 3
mAB = = = = —
Xg—X, 3-7 -4 2
Ye—VYs 945 13
mBC = = = ——
Xe —Xg —2-3 5
m, = YaVe _1-9_ 8

X,—X T7+2 9
Recordar que:

m,—m
tgg, = —2—21
R m, -m,

En todo triangulo se cumple que 1 A+ B+[] C=180°
Luego:

Parael [ A:



8. 3
mlszAZ—g,mzzmABZE
3 8 27+16 43
279 18 _ 18 43
tgA = e 5 =_F=_E=—7,1666:>D A=97,9435
I+ -—l s -7 5
9\ 2 18 18
Parael [1B:
3 13
mlzmABZE,mzszc:_E
133 26-15
gB=—5 2 10 _Al_ 4447115 547270

T (3)( 18] 10-39 29
2\ 5 10

[] C=180°—(U A+L B)=180°-152,671° = 27,3289°

7.- A(-14):B(7,1);C(-6,2)

Solucién:
AC-)4)
A aird \\)3;72
gy ‘/’”1)”7 B 1/,
| 2 . i
CC“Q)Z) ad \7*7?77“) Y%(-77‘>

m = == ——
g —x, T7+1 8
m Yo=Y _2-1 __ 1
 Xxe—Xg —6-7 13

Moy = Ya—VYe _ 4-2 :Z

X,—X. —1+6 5
Recordar que:

m, —m,

tgl, =
94 1+m,-m,



En todo triangulo se cumple que [ A+[1 B+[1 C=180°

Luego:
Parael [JA:
2. 3
m, =M, :g1m2 =Mpyg :_§
3 2 -15-16
tgA = 5 __ 40 _ _3:11 =-0,9117 =180°-42,357 =137,6425°

Parael [1B:
3, 1
m, =Myg _§1m2: BC:_E
1.3 -8+39
tgg=—13 8 __ 104 _ 3 ;o997 1 B-16,1563°

14 1 3\ 104+3 107
13 8 104

[1 C=180°—(1J A+[] B)=180°—153,7988° = 26,2011°

RS

Solucion:
o c<g &)
w2 e S
R R RRE N A E Y
N
AC%/‘%)
4.3 8+15
Yo=Ya_ 5 2 10 23-3
M. — _ - =222 __0,33656
B Xe-X, 9 7  (27+14) 415
2 3 6
8 4 40-12
m -Ye=Ys 3 5__ 15 _28:2 1 qa
X% g,9 16+9 2515

2



3 8 _(9+16)
YamYe_ 2 8. L 6 J_ 25 35

Recordar que:

m, —m
tgo, = ———
1+m -m,

En todo triangulo se cumple que [ A+[1 B+[1 C=180°
Luego:

Parael [JA:

m, =m, =0,73529;m, = m,; =-0,33656

—0,33656 —0,73529 ~107185 107185 ) yp3,

gA= = = —
1+ (0, 73529)(—0,33656) 1-0,247469 0,75253
=[] A=180°-55,281°=124,7182°

Parael (1B:

m, = m,; =-0,33656;m, = my. =0,14933
__ 014933+0,33656  _ 0,48589 _ 0,48589 -
1+(-0,33656)(0,14933) 1-0,18723 0,81277
tgB =0,5978 =[] B =30,8709°

[1 C=180°—(I A+[] B)=180°—155,589° = 24,410°

En los ejercicios que siguen se da el angulo que forman dos rectas y la pendiente de una de
ellas. Hallar la pendiente de la otra.

9.- 8=45°m =7
Solucion:

m, —m, —1= m, —
1+m -m, 1+7m,
8 4

:>6m2:—83m2:—g:—§

tgl =




10- 0=60°m, :g

Solucion:
5 5-2m,
m, —m oM
00 o, = VB e = o
(L) 1 m = 2 Y
32222 o 3453m, =5 2m, =
2+5m,

52f (-2
_5J§—2_(5J§—2)(5J§+2)
o 25\/§+1o—30—4\/§= 213-20

' 75-4 71

11.- 9=150%m, zg

= (5v3-2)m, =5-23=m, -

Solucion:

3-2m,
V3 2 _3—2I'r11:>
1+m,-m 3 3) 2+3m,  2+3m
(L) 1+(m1)() Tl 1
= -24/3-3/3m =9-6m, = (6-3/3)m =9+2{3=

D 9+43 (9+2V3)(6+3V8) 544273+1243+18 724393 244133

:m1_6—3\/§_(6—3\/§)(6+3\/§) 9 9 3

12.- 0=165°m, =-3

_m]_

3
tgé':—mz_m1 :>_«/§ 2

Solucion:

tgo = — —0,2679 =

1+m -m, 1-3m
-0,2679+0,80384m, =-3-m, =
2,7379

1,8038m, = ~—2,7879 = m, = -~ = ~15146

m, —m, -3-m,
1

13.- 6=63°26";m =5



Solucion:

0 =63°26"=63,4333° = tg6# =1,9998 = m, =5 =
1+5m,
1,9998+9,9992m, = m, - 5= 8,9992m, = -6,9998 =
m, =— 0,999 _ -0,77782 = !
8,9992 9

14.- Una recta pasa por los puntos A(31) y B(9,2). Otra pasa por M(2,7) y por un

punto N de abscisa 6. Determinar la ordenada de N sabiendo que las rectas AB y MN se
cruzan con un angulo de 45°.

Solucion:
moYo~¥a_2°1 1 1
Xg =X, 9-3 6
m 1
— 27 A -
tgf =M ygazoog-— 6_OM -l
1+m-m, 14 M 6+m,
6

:>6+m2:6m2—1:>5m2:73m2:%

Ahora:

=Z=yN_yM yN_7 yN_7_7

m = = =—=5y,—-35=28=
25 Xy—-X, 6-2 4 5 N
=3y, =63=Y, :%

15.- La recta que pasa por los puntos A(-12) y B(-2,8) forma un dngulo de 45° con la
que pasa por M (L—l) y un punto N de ordenada —6. Determinar la abscisa de N.

Solucion:
- 8-2
mABzyB yA: = — =m1
Xg =X, —2+1
tgelzujtgﬁc’:l: m, +6 =1-6m,=m,+6=
1+m -m, 1-6m,

=7m,=-5=m =—E=M:>—E=_6+l: -
2 2T Xy — Xy 7 x,-1 x,-1

Il
oo

= 5Xy —5=35= X, =4—50



16.- La recta que pasa por los puntos A(-3,-2) y B(5—4) forma un &ngulo de 135°
con la que pasa por M (0,1) y un punto N de abscisa —3. Hallar la ordenada de N.

Solucion:

® X -x, 5+3 8 4

m, —m _ijLZ:4m2+1:>

l+m-m, M 4-m,

tgf, =1tg135°=-1=

>m,-4=4m,+1=3m,=-5= m2=—§

m2=M=—§=yN—_1:l5=3yN—3:> Yy :%:6

Xy — Xy 3 -3-0
17.- La recta que pasa por los puntos A(-2,6) y B(-51) forma un angulo de 71°34
con la que pasa por M (3,8) y un punto N de ordenada 1. Determinar la abscisa de N.

Solucion:

" xg-x, -5+2 -3 3

tg-l (71°34") =tg71,567 = 3,000

5
m R
m, —m 2 3 3m,-5
tgl 6 =—2—"=3= =—=2 —=
Y l+mem, 1.5M;  3+5m,

—9+15m, =3m, -5 =12m, =14 = m, :_g:

6 Xy—Xy Xy-—3 6 Xxy-3

18.- Calcular el angulo agudo del rombo de vértices A(—4,-2);B(-15);C(6,8);D(31) y
demostrar que la diagonal AC es bisectriz de ese angulo.

Solucidn:



7 3 49-9

gnc=e=M 3 7 21 A0 q5538 ¢ a3 60270
1+m -m, 1 3)7 21+21 42
+ J— J—
7)\ 3 21
Trabajando ahora con la diagonal AC:
m _yc_yA_8+2_ _
AC — - = 1R
Xc —X, 6+4
. -3 4
tg- Cl_Mm-m _ 7 7 _2_(S 2218010
2) 1+(m)(m,) 3 10 5 2 ’
MAM) 141 2@ =
7 7

Entonces, AC es bisectriz de 71 C

19.- Calcular el angulo obtuso del rombo de vértices A(-2,4);B(3,1);C(6,—4);D(1-1) y
demostrar que la diagonal BD es bisectriz de ese angulo.

Solucion:

4




Y —Ya 1-4 _§

My = = =—=>m
o xe—x, 342 5 7
moZYeTVe 415
Xe —Xg 6-3 3
_5,3 —25+9
g (B)=—e M 85 _ 15 _ 18 8 _ g 1500750
1+m,-m, l+(_5j(_3J 2 30 15
3 5
Ahora, consideramos la diagonal BD:
En este caso:
3
mABz_g_)ml
Mgy yD_yB__l_lz_—z—l—>m2
Xp—Xg 1-3 -2
Luego
. 1+§
tg] (&Jz m-m _"5_8_,p (§j=75,963°
2) 1+m-m, . 3 2 2
5

Entonces, BD es bisectriz de 1 B, .

. ., 1 .,
20.- Las pendientes de los lados de un triangulo son 5;1;2. Demostrar que el triangulo es

isosceles.

Solucion:

1
Myg :E;ch :Z;mCA =1

Parael JA:
moem ot
AB ml 2
Mg, =M, =1
.11
grA=_""M _ 2 =%=1=0,33333:>tgA=18,4347°
1+m, -m, 1+1(1) S 3
2 2



0cC:

Mg, =m =1
Parael my. =m, =2
m, —m, _

2-1 1
1+m-m, 1+(1)(2)

=§:th C=0,3333=1[1C =18,4347°

tgl C =
Entonces:

1 A=[]C, por tanto, es isosceles.

21.- Elpunto P(-2,2) esta unido por lineas rectas a los puntos: A(2,6);B(4,2);C(1,-1).
Demostrar que una de estas lineas rectas es bisectriz del &ngulo formado por las otras dos.

Solucion:

Graficando los puntos y obteniendo las diferentes lineas rectas que pasan por P, se ve que
PB es la posible bisectriz del [ APC. Para probarlo, se encontraran los valores de los
angulos [J] APB;[J BPC v si son iguales, quiere decir que PB es la bisectriz de [ APC.

_Ya=Ye _6-2_4_,

Mpp = = =—
A X=X 242 4
mPB:yB_yP:Z_Z:O
Xg—Xp 4+2
- -1-2
mPC:yC Yo _ __
Xe —Xp 142
Ahora:

Para el [0 APB:



M, =M, =1

Meg =M, =0
m, —m, 1-0 o
tgAPB = = =1=[ APB=45
1+m.-m,  1+(1)(0)
Parael [l BPC:
My =m, =0

- 0—(-1
tg1BPC =2~ __ g ) 11 BPC — 45°

1+(-1)(0)

Entonces, PB es la bisectriz del [1 APC.

22.- Elpunto P(2,5) esta unido por lineas rectas a los puntos A(-1-1);B(4,1);C(13,3).
Demostrar que una de estas lineas rectas es bisectriz del angulo formado por las otras dos.

Solucion:

Graficando los puntos y obteniendo las diferentes lineas rectas que pasan por P, se ve que
PB es la posible bisectriz del [ APC. Para probarlo, se encontraran los valores de los
angulos [] APB;[] BPC v si son iguales, quiere decir que PB es la bisectriz de [ APC.

Ya=Ye _-1-5_-6_,

m,, = = -
X=X —1-2 -3
mo-Ys—¥e 1-5 4
PB — - - -
Xg—Xp 4-2 2

m Ye—Yp _ 3-9 __3

P xe-x, 13-2 11
Ahora:

Parael [J CPB:



tgcPB =M __ 11 ~ 112 % cppos3ize
1+ml'm2 14 _g (_2) E 15 3
11 11
Para el [] BPA:
Mpg =M, =2
My =M, =2
tgBPA= MM _ 2°2 _ A4 pppa_s3ig

1+m-m, 1+(2)(-2) -3 3
Entonces, PB es la bisectriz del [1 CPA.

23.- Determinar el angulo formado por las rectas que unen el punto P(—4, —2) con los

puntos de triseccion del segmento cuyos extremos son A(—2, 5); B(?, 2)

Solucion:

|
L LTl L
‘/'\ | | | |

AN

Para dividir en tres secciones iguales el segmento AB se necesitan dos puntos intermedios
que denominaremos Q y R.

Para encontrar el punto Q:



=

_2_,_(1).7 —4+7
B

y _ Xat Ay Xy 2) 2 _§_1
0= = = ===
1+, 1L 2+1 3
2 2

1

5+ =~ 1(2)

_YatA Vs [2) _6_

T 14, 1 ‘§‘42Q(1’4)
2

2
JR:IZZ
Xat g Xg  —2+(2)(7) 12 4
T 14, 1+2 3
yR:yA+/1R-yB:5+(2)(2):g:3:>R(4,3)
1+ A 1+2 3

Ahora, para calcular el [1 QPR

X=X 1l+4 5 7

moYe—Ye 3+t2 5 _
R X=X 4+4 8
6 5 4825

m, —m 5 8 40 _ 23 o011
tgl QPR=—2 1= = =—=0,329 =[] QPR =18°11
9 Q 1+m -m, 1 6)5) 40+30 70 Q

+ . .
5/\8 40

24.- Hallar el angulo que forman que las lineas rectas que unen al punto P(10,5) con los
puntos medios de las diagonales del cuadrilatero de veértices

A(-2,4);B(5,7);C(6,~4); D(-5,-3).

Solucidn:



&

] I =R 3
VAN 1 B
[ N |
/ A
7 M
D I o \5\

Sea M el punto medio de la diagonal AC:

X, + —2+6 + 4-4
XM: A2XC: 5 :Z;yM:yAzyC: > :0:}'\/'(2,0)

Sea N el punto medio de BD:

Xg+X; S5-5 Yo +Yy 7-3
Xy = == =

__:0; = = =2 NO,2
2 In 2 2 =N(0.2)

Ahora, se debera calcular el valor del [1 NPM :

Yy —Y 2-5 -3 3
Mpy =M, = . F= =

X,—X, 0-10 —-10 10
~y, 0-5 -5 5
Moy =M, = Yv — Y _ _ 2 _

X, X, 2-10 -8 8

5 3 50-24

tgiNPM=_"2=™ 8 10 _ 80 _26_ 59568411 NPM =15,306°
1+m -m, 315 80+15 o5
1+ 2|2
10)ls) 80

25.- Determinar el angulo formado por las lineas rectas que unen el punto P(4,—2) con

los dos puntos que dividen el segmento de extremos A(-1,—3) y B(3,-5) en razones de

1
Iy =3 ==

Soluciodn:



|| [
J [ |
Ad ~\T T — ' [
) \ ‘A r/ | Y {
o L) \ !
~ ~.
2
| L1 \\
| \
T i %

Debemos buscar primero las coordenadas de los puntos M y N, los cuales por estar
determinados por razones negativas son exteriores al segmento AB.

_ X+ Ay - Xg _ _1+(_3)(3) _-10 -5

M 1+ Ay, 1-3 —2
Y, = YatAw Ve _ _3+(_3)(_5) :E:_Gj M (5,—6)
1+ 4, 1-3 -2

14, 1L 1 >
2 2
_3+(_1j(_5) —6+5
:yA+/1N'yB: 2 — 2 :_1:N(_5_1)
N 1+ A, 11 1 ’
2 2

Ahora, podemos trabajar para calcular el 1 NPM.

i L 1
m = = = —_—
=M Xy—X» —5-4 9
o Yu Ve _6+2_ 4,
Xy =X 5-4 1
1 -36+1
m, —m _4+§ g 3
tgd NPM = —2—L = = =—-—=1[ NPM =110,3764°
m-m, . 1 (-4) 9+4
9 9

Demostrar, hallando los angulos de la base, que los triangulos cuyos
vértices se dan son isosceles:



26.- A(-3,2);B(4,6);C(1,-5)

Solucion:

~]

EEEEERREEE

En la grafica podemos ver que CB es la base, entonces, debemos demostrar que [1B =[] C.

Ys—Ya _6-2_4

m — — —
Xg—x, 443 7
m _Ye—Ys_—9-6_-11 11
BC — - - -
X=X 1-4 -3 3
m _Ya—Ye  2+5 __7
CA — - -
Xa—X. —3-1 4
Luego:
Parael [1B:
4
mAB:m1:7
11
ch:mzzg
11 4 77-12
m, —m 3 7 21 _65
tgll B=—2 = = =—=10=0B=45°
S T m, 1+(4j(11j 21+44 65
21

Parael [IC:



mBC_ml_3
.
mCA:mZZ_Z
7 11 -21-44
gic=e=M 4 3 12 705 4 045
1+m, -m, 1+(_7){11j 12-77 65
4 )\ 3 21

Por tanto, el triangulo es isésceles.
27.- A(-2,-2);B(16);C(9,3)

Solucion:

_Yg—Y, 6+2 8

m — = - —
Poxg-x, 1+2 3
m _yC_yB_3_6__§
BC — - -

Xc—Xs 9-1 8
m _Ya—Ye _2-3_5
CA — - -

Xa—X%X —-2-9 11
Parael [ A:
Mug =M _8
AB 2 3
m —m—E
CA 1 11

8 5 88-15

tglA= MM _ 8 11 88 _T3_3  a_ge0

1+m, -m, _1+( 5)(8) "~ 33+40 73
33



Parael [ C:

3
ch:mlz_g
5
mCA:mzzﬁ
E 3 40+33
m-m _ 11" B 1o nc-ss

8
tgll C = =
: 1+m-m, ( j( j 88 15

Por tanto, el triangulo es isésceles.
28.- A(-3,7);B(6,-2);C(-5—4)

Solucion:

. ‘\)‘,ig

—]

En la grafica podemos ver que AB es la base, entonces, debemos demostrar que [] A=[1B

Yo =¥ _2-7 _-9

m,, = = = =-1
o xs-x, 6+3 9
Ye—Ys 4+2 -2 2
chz = = = —
Xe—Xg —95-6 -11 11
m, = YoV T+4 11

Xo—X. —3+5 2

Parael [1B:



2
ch:mzzﬁ
2 13
7_}_1 -
tg1B=—2 M __ 11 _1 18 4 4as— 0 B =55, 20650
1+m,-m, 1+(_1)(2j 9 9
1) 11
Parael [JA:
Mg =m,=-1
11
mCA_ml:E
L un 1B
gl A=_Te "M _ 2 __2 13 44441 A=55, 20650
l+me-m, (-1) 1) 9 9
2 2

Por tanto, el tridngulo es isdsceles.

Calcular el angulo que forma cada una de las medianas con el lado sobre el cual incide en
el triangulo de vértices:

29.- A(0,0);B(6,8);C(8,2)

Solucion:



D)
¥ [\
AN
//[ // ! \/\Nl
//\ 471 1\
/ s v// i \\ >

ZEFrTT

A

Sea M el punto medio de AB:

_XatXg 046, YatVe =028=4:M(3,4)

X =
M 5 5 Ywm 5
Sea N el punto medio de BC:

n=orXe 808 _gy Yede B2 g n(rs)

N 2 2 N 2

Sea P el punto medio de CA:

Xc +X, 8+0 Ye+Ya 240
X, =—=—=4, = = =1:P 4,1

Se calculan ahora todas las pendientes de las lineas rectas involucradas en el problema:



Yo=Y, 8-0 8 4
mAB_ = = — = —
Xg—X, 6-0 6 3
m-Ye=Y¥o _278_-6_
Xe—Xg 8-6 2
m Ya—Yc _0-2 1
CA — - -
Xa—X 0-8 4
Yu—Ye 4-2 2 5
Mey = = =TT 75
Xy =% 3-8 -5 2
m Yn YA_S_O_E
AN - -
Xy =Xy, -0 7
Y=V 18 _ 7 _7
Mg = = = 575
Xp —Xg 4-6 -2 2

Ahora, se encuentran los valores de los siguientes angulos:

Parael (] ANB:
mBC=m1=_3
5
mAN:m2:7
§+3 @
tgl ANB=—2 " _ 7 1 28 325,

1+m, -m, 1+(_3)(§j 7-15

= [J ANB =107,1027°=[] ANC =72,897°

Parael [ BPC:
1
mCA:ml:Z
;
mBP=m2=E
.1 28-2
tgrl BPC=1m2_ml _ 27 41 _ 857 _%_
+m,-m, 1+() 8+7 15
2)\ 4 8

= [1 BPC =60,018°=[] APB =119,981°

Parael [ CMA:



Mgy =M __2
CM 2 2
4 5
tg] CMA= 2 —M__ 372 _ ~1,6428 =
ey
= [ CMA=121,329°=[] BMC =58,67°
30.- A(-33);B(5.1);C(3-5)
Solucién:
| 4 .
A
. =y
\\\\ \\#\‘\\ ;
\\ N \\ -~
= ‘X)K\. /
r ~N
RANY
N\ /]
L VAT
\
<
Sea M el punto medio de AB:
Xo+Xg —3+5 Yatys 3+1
y 5 L 5 5 (L2)
Sea N el punto medio de BC:
Xg+X. 5+3 Ye+Ye. 1-5
Xy =-Bite 2272 gy =deTVe 27O o N(4,-2
" 2 2 In 2 2 =N(4-2)
Sea P el punto medio de CA:
_ Xat+Xe —_3+3=O;yp YAt Ye :3—5:_1:> P(0,-1)

X, = = =
P 2 2 2



Se calculan ahora todas las pendientes de las lineas rectas involucradas en el problema:

_yB—yA_1—3_ 2 1

mAB_xB—xA 513 8 4
chzyc_yB:_5_1:—_6=3
Xe—Xg 3-5 -2
ch:yA_yC: 3+5 ziz_ﬂ

Xa—X —-3-3 -6 3
m, ~InYa_2-3_5

Xy — X, 4+3 7
m = Yo=Y _“1-1 2

Xp—Xg 0-5 5
mCM=YM_yc:2+5__Z

X, —X. 1-3 2

Ahora, se encuentran los valores de los siguientes angulos:

Parael [] ANB:

5
mAN=m2:_7
My =M, =3

_§_3 -5-21
tg) ANB=—2 "M _ 7 7 2B 35,
1+m,-m, 5 -5 -8
1+ - (3) .

JANB =72,897° =[] ANC =107,103°

Parael [ CMB:
1
mAB=m2=_Z
7
mCM=m1=_E
_1+Z -2+28
tgicMB= 2" _ 412 S =i—§=1,7333:>DCMB=60,017°

1+m -m, _1+(_
4

Para el [ BPC:

AL
2 8



m =M =——,
cA h 3
2
mBP=m2=g
g ﬂ 6+20
tgUBPC = e L - 53 ©

ECE

1 BPC =74,9326° = [] BPA =105, 0674°

=3,7142 =



GUIA DE TRABAJO
Materia: Matematicas Guia #41D.
Tema: La linea recta. Pendiente. (Hoffmann, 5to afio-Ejercicio # 93).
Fecha:
Profesor: Fernando Viso

Nombre del alumno:
Seccion del alumno:

CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestarén preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
AXx+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde M es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion candnica de la recta, expresada asi:

X Y

a b ~ ~siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al eje de las X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacion de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yZ_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_yl
X=X

La forma normal de una ecuacion de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé@+ ysend—p=0

Donde 9 es el &ngulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+JA*+B?

Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas I, y |, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, M, —M

1+tgey -tger, 1+m,-m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=t96=0=m,-m =0=m =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —o, = tg0 =

Si las dos lineas son perpendiculares: 0=90°=tgf=c0c=1+m-m,=0=m, = S
m
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicién:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto P, y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y serd negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

_[6.-¢cj

Las coordenadas del punto que divide un segmento en una razon dada son:

d

P(X’y):(x1+/1x2,yl+iy2j donde A—TP_X=X_ V=¥ y siendo orientados los
1+4 1+4 PP, X,—x Yy,—Yy

segmentos considerados.

2

PREGUNTAS:

PENDIENTE DE UNA LINEA RECTA.

Determinar la pendiente y el angulo que forman con el eje de las abscisas
los segmentos cuyos extremos son:

1- A(41);B(7,5)
Solucion:

m=J2 =¥ _

2 X

X
5-1 4 4
m=_— =2 =13333= a =19 (1,3333) =531204°

~

2- M(-35):N(2,-2)

Solucion:

m = Yo=Y _
Xz - X1
_2_5 7 -1

m= =——=-14=>a=1g (—1, 4) =180°-54,462°=125,538°
2+3 5

Solucion:



11 11+2 13

1
_6'3_ 6 _3_26_
)(2_)(1 E Z - 3+14 17 51 0,509 =
42

4 2
= a=1g" (O, 509) = 26,976°

* R(l 151)8(% _3j

Solucion:
Ll 15411
m:yz_yl_ S _ S _ 26 —92—2,1663
X, — X, g—l 17-5 12 6
5 5

= a =tg™(-2,166) = 180°-65,218°=114,781°

5- A(2,4/3);B(10)

Solucién:
m = y y1 — 0- \/_ \/_
X, =%  1-2

o :tg’l(\/g) — 609
6.- C(-14);D(6,-3)
Solucién:

yz_yl — _3_40_12_1:>
X,—%  6+1 7

= a =tg™(~1)=180°-45°=135°

m=

Determinar la pendiente de cada uno de los tres lados del triangulo cuyos veértices son:

11
7.- A(7,3);B C(0,8
(33833 e 08)
Solucion:

Pendiente de AB:



-3 =Y
mAB_YB Ya_3 _ 3 __ 10
Xg — X, 7 1-14
2 2
Pendiente de BC:
1
8—=
m _Ye—VYs _ 3__4_6
BC — _ - 1_
Xe =X g_= 3
2
Pendiente de CA:
o _Ya=Ye _3-8__5
CA — - -
Xa—X 7-0 7

8.- D(—LS);E(4,—1);F(—L1)
Solucion:

Pendiente de DE:

m :yE_yD:_1_5:—§
*® X.-X 4+1 5

Pendiente de EF:

oo Yeo¥e 1+l 2

X -Xg -1-4 5

Pendiente de FD:

m =yD_yF:5_1 =£=w
P oxo-x -1+1 0

9.- M (—3, —2); N (6, 3); P(3, —2)
Solucién:

Pendiente de MN:



Yn—Yu _3+2_5
Xy —Xy 6+3 9

Myy =

Pendiente de NP:

Yo~Yu _—2-3_5
Xp—Xy 3-6 3

Myp =

Pendiente de PM:

M Xy —X —3-3 -6

10.- Un extremo del segmento AB es A(—4, —3). Determinar la ordenada de B sabiendo

que su abscisa es 2 y que la pendiente de AB es %

Solucion:

yB—yA:g:yB+3:yA+3

My =

Xg—X, 5 2+4 6

=54=5y, +15=

=5y, =54-15=39= yB:%

11.- Un extremo del segmento MN es N (4, —1). Determinar la abscisa de M sabiendo que

su ordenada es 5 y que la pendiente de MN es —%.

Solucion:

mo Yu¥u 12 15 6

= = =
Xy — Xy 5 4-x, 4-Xy

= —48+12%,, =-30=12x,, =48-30=18 = X, =g=g

12.- EIl segmento AB forma con el eje de las abscisas un angulo de 45°. Determinar la
ordenada de A si su abscisa es -3 y el otro extremo es B(4,11).

Solucion:



m,, =tg45°=1

Ys = Ya ll_yA
Myg = =1= =7=11-vy,=vy,=11-7=4
Xy =X, 4+3 Y=Y

13.- ¢Cual debe ser la abscisa de un punto B de ordenada 7, si determina con A(3, —7) un
segmento que forma un angulo de 135° con el eje horizontal?.

Solucion:

m, =1g135°=-1

mAB — yB_yA - _1= 7+7

Xg — X, Xg —3

=X +3=14=x, =-11

Un segmento tiene como extremos un punto A(—4,1) y un punto B de ordenada 5. ;Cual

debe ser la abscisa de B para que el segmento forme con el eje de las abscisas un angulo
de:

14.- 60°7.
Solucion:

mAB:tQGO":\/’o_’
mAB:M: 3= 5-1 :>(«/§)XB+4«/§:4:>

Xg — Xu Xg +4
4(1-+3) 4(\3-3
()=o) LA

15.- 120°?.

Solucion:

M, = t9120°= —/3

mAB:ﬁ:— 3= >-1 :>—\/§XB—4\/§=4:>

Xg — Xa Xg +4
= 3%, =4(1+\/§):> . =_4(1\;§«/§) =_4(\/§+3)
16.- 22°30°?

Solucion:



m,; =tg22,5°=0,41421

M, = Y2 Y8 50,4141 = =1 = 0,41421, +1,6568 = 4=
Xg = Xa Xg +4
—yx, = A=LO68 5 pea7
0,41421
17.- 150°?
Solucion:
M, =19150°=-0,577
5-1

m, =28 YA 0577=
Xg — X, Xg +4

—0,577%, =4 +2,3094 = x, =—10,9348

= —0,577x; -2,3094 =4 =

18.- 159?
Solucion:

m,; =1915°=0,2679

Mg =@:> 0,2679 = 5-1 =0,2679%, +1,0716 =4 =
Xg — X, Xg +4
= Xg = LOHG =10,93
0,2679
19.- 67°30°?
Solucion:

m,, =1g67,5°= 2,41421

M =Y =Y8 = 2 41491 = 2L 2 41421x, +9,656804 =

Xg — X, Xg +4
x, = 2=900804 _ ;5151
2,41421
20.- 105°?

Solucidn:



M, =19105°=-3,732

M =228 3732= 21 . 3732x, -14,928=4=
Xg — Xa Xg +4
= X, =—5,071

Demostrar que los cuadrilateros cuyos vértices se dan en los siguientes ejercicios son
paralelogramos:

21.- A(-11);B(-3,-2);C(4.1);D(6,4)

Solucion: Si se trata de un paralelogramo, sus lados opuestos tiene la misma pendiente, por
tanto, son paralelos.

yB_yA _2_1__3_3.

Mpg = = — =,

Xg —X, —3+1 -2 2

mey =20 Yo _ 4713 agncp
Xp—% 6-4 2

También:

_ yc_YB 1+2_3.

Mge = = ==;

" Xe—Xg 443 7

mDA:yA_yD = 1-4 =_—3=§:>BCDDA
Xa—Xy, —-1-6 -7 7

SRS RS

Solucion: Si se trata de un paralelogramo, sus lados opuestos tiene la misma pendiente, por
tanto, son paralelos.

3 3
mMN_yN_yM_ E EZE
Xy =Xy —2-0 2
9 3
mp =2 -2 2_3_ ynnpq
X=X -5 2

También:



m _Ye YN _ 2 Ezg
NP )
Xp—Xy 5+2 7
3.9
Mgy =M Yo _2 2_73_3_ \ppgum
Xy =% 0-7 -7 7

23.- R(0,0);S(a,0);T(a+b,c);V(b,c)

Solucion: Si se trata de un paralelogramo, sus lados opuestos tiene la misma pendiente, por
tanto, son paralelos

mRs=ys_yR:O_O:0;
Xs—Xg a-0
YW =¥ c-c¢ 0
= = =—=0=RSOTV
M X, —% b—(a+b) a
También:
m _YT_ys_ c-0 =E'
T % -% (a+tb)-a b’
YR — W 0O-c_c
= = =—=ST VR
M Xe—% O0-b b

24.- Demostrar que la recta que pasa por los puntos A(-13);B(5,6) forma con el eje de
las abscisas un angulo igual a la mitad del que forma la recta que pasa por
M (-3,-2);N(0,2).

Solucion:
mABzyB‘yA:6‘3:§=lja=tg-1(ij=26,565°
Xg—X, 5+1 6 2 2

m,,, = Jn =Y :2+2:f:>ﬂ=tg-1(ﬂj=53,13°:>
Xy —Xy 0+3 3 3

—a=t
2

Demostrar, utilizando el concepto de pendiente, que los tres puntos cuyas
coordenadas se dan son colineales.



Nota: Dados tres puntos, éstos son colineales si pariendo de uno de ellos, del mismo punto,
la pendiente de cada uno de los otros dos con el primero son iguales.

Eso quiere decir, que dados A, B y C, éstos son colineales si m,; =m,..

25.- A(1,1);B(3,2);C(9,5)

Solucion:
m —Ya~Ya_2-1_1
Xg—X, 3-1 2
Ye—Y, 5-1 4 1
m,. = ——=—="=m,,=mM
AC X.—X, 9-1 8 2 AB AC

26.- M (~3,8);N(0,-2); p@,qj

Solucion:

27.- R(-5,-4);S (—%,—BJ;T (%1}

Solucion:
o _Ys—Ye_ 344 _1 2
" Xs = Xg _§+5 E 5’
2 2
Y:—Y: 1+4 5 2
RT X: —Xq E+5 § 5 RS RT
2 2

28.- A(-3,-1);B(-3+2,-1+3);C(-1-1+6)



Solucion:

m :yB_yA:(_1+\/§)+1:£:£.
" Xg = Xa (—3+\/§)+3 22
_ —1+\/§ +1
m, = e yA:( ) :ﬁ:mw .
Xe — Xa -1+3 2

29.- M (4,5);N(4+213,5-26);P(4+122,-19)

Solucion:
N _(5 2\/6) —Zx/_ 2
MN

Xy XM (4+2J§)

Y= Yu -19-5 —24

"% (4+1242)-4 T2 x/_ e

En cada uno de los siguientes casos se dan cuatro puntos. Uno de ellos es
chimbo, no pertenece a la recta a la cual pertenecen los otros tres.
Descubralo utilizando el concepto de pendiente.

Si pertenecen a la misma recta, cada par de puntos debe tener la misma pendiente. Se debe
entonces verificar las pendientes de todos los posibles pares de puntos:

30.- A(-5.1);B(-3,4);C(1,10); D(312)

Solucion:
mo _YeYa_ 4-1_3
AB — - -
Xg—X, —3+5 2
Ye—Y, 10-1 9 3
Muc = ===7
Xe =X, 1+5 6 2
Mo y yA_lZ_l_E:mAD;&mAB:

El punto D no pertenece a la misma recta que los otros tres puntos.

31.- M(-8,10);N(-4,—4);P(-2,-2);Q(2,-10)



Solucion:

Yy—Yu —4-10 -14 7

My = = = - _L
Wox -x, -4+8 4 2
Yo—Yy —2-10 -12
m,,. = = = =-2=mMm,, #M
MP Xp_XM —2+8 6 MP MN
yQ_yM -10-10
mMQ:xQ—xM = 218 =-2= My =My Mz =

El punto N no pertenece a la misma recta que los otros tres puntos.

R(-7v2,943);5(-6v2,743):C(2-74/2,9v3-3V6 );
) V(26 -742,-12+943)

32

Solucion:

- :ys_yR: 7\/5_9\/5 :_2\/§:_£
" Xs = Xg —6\/5"‘7\/5 \/E
_yi-ye_(9B3-3V6)-9V8 3
%=X (2-72)+2 2

YW —Yr (_12+9\/§)_9\/§ -12

Mgy = = - 6:>mRS:mRV¢mRT

T % (26-12)+ 72 26

El punto T no pertenece a la misma recta que los otros tres puntos.

Mer = Mpg # Mgy

Determinar el valor de k para que los tres puntos que se dan sean
colineales:

33- A(0.1);B(27);C(6,k)
Solucioén:

Para que los tres puntos sean colineales se debe cumplir que m,; =m,. .

Entonces:
mAB:yB_yA:yC_yA:>7_1=k_1:>
Xg =X, Xc—X, 2-0 6-0

k-1

= 3= =18=k-1=k=19



34.- D(—LS);E(k,Q);F(S,ll)
Solucion:
Mpe = Mpe

975 M-8 ) 4 ki1—k=3
k+1 5+1

35.- K(O,k);L(Ll);M(B,—l)
Solucién:

My = My

Ye =Yum _ Y= Yu :>k+1=1+1=
X =Xy X —Xy 0-3 1-3

“1=k+1=3=k=2

36.- P(-1,-2+246);Q(k,—2+2v3);R(5,-2)
Solucion:

Mpq = Meg

yQ_yP_yR_yP:

Xo = Xp  Xg—Xp

(—2+2J§)—(—2+2J€) —2—(—2+2J€) R

k+1 5+1

= Ni_ i*/g - _2(;/6 —12/3-12/6 = —2k/6 - 2/6 =
_l_

124/3-10/6 = —2k/6 = 6+/3-56 = —k+/6 =

NE]
—k=5-622-5_/18=5-32
J6

37.- Un punto P dista 5 unidades del origen de coordenadas y la pendiente de la recta que
lounea A(6,1) es -1. Determinar sus coordenadas.

Solucion:

o
Il

op \/(x—0)2+(y—0)2 =2 +y?=5=x2+y?=25(1)

= 6=—1:> y—1l=-x+6=y=-x+7—(ll)



Introduciendo el valor de Yy en (I1) en la ecuacion (1):

X2+ (—x+7) =25= x* +x* ~14x +49=25=
= 2x*-14x+24=0=x*-7x+12=0=(x-3)(x-4)=0=

=X =3X,=4
Introduciendo los valores de X en (I1):
R(34):P,(43)

38.- Un punto P esta a una distancia de 213 del punto A(—3,1) y la recta que lo une a
B(—2,4) forma con el eje de abscisas un angulo de 45°. Determinar las coordenadas de
P.

Solucion:

du = (% +3) +(¥p —1) =213 = (%, +3) + (¥, ~1) =52 (1)

mPB :tg45021: yB_yP = 4_yP :>4—yP:_2_XP:yp:XP +6—)(”)

Introduciendo ahora el valor de y, en (1), en la ecuacion (1):

(%o +3)" +[(Xp +6)—1] =52=> (X, +3)" +(x, +5)° =52

(X2 +6X, +9)+ X +10x, +25=52=>

= 2X; +16X, —18=0=> x5 +8%, —9=0= (X, —1)(X, +9) =
= Xp; =11 Xp, =9

Sustituyendo estos valores encontrados de X, en la ecuacion (11):

Yp =Xp +6
Vo, =1+6=7= Pl(l,7)
Vo, =—9+6=-3=P, (—9,—3)

39.- Hallar las coordenadas del punto P sabiendo que esta a 7 unidades del origen y que
determina un segmento de pendiente % con el punto A(3,4) .

Solucion:



dop =\ X6+ Vo =T =X+ Y2 =49 (1)
mAP:yP_ijl:yP_4
Xp =Xy, 2 Xp—3

=X, —3=2Y,-8=>

=X, =2Y, -5 (1)
Introduciendo el valor de x, proveniente de (1), en la ecuacion (1):

(2y, —5)" +y? =49=(4y2 - 20y, +25)+y; =49 =

20++/400+480 _ 20118\/8,8 _2+ 88

=5y2-20y,-24=0=>Yy, = 0 .

Introduciendo este valor de y, en (11):

Xe =2y, ~5=2(2+/8,8)-5=-1+288
= P(-1+2,8,8,2+8,8)

40.- Hallar las coordenadas de un punto P, equidistante de los puntos A(2,1) y

B(—4,3), que con el punto Q(1,—1) determina un segmento de pendiente %

Solucion:

dp =dge = (X, —2)2+(yP —1)2 = (%o +4)2+(yP —3)2 =

= X2 —4X, +4+ Y2 -2y, +1=X2 +8X, +16+ Y2 -6y, +9=
—12X, +4y, =20=-3%, + Y, =5 (1)

Luego:

X=X 3 1-X%

Yo—Ye :g:—i—yp

me: 32—2XP=—3—3yP:>

=3y, - 2X, =-5—>(Il)

3-(1)=(11) = 9%, + 2, =15+5=20 = X, :_§

Introduciendo ahora este valor de x, en (I):

—3Xp +Yp =5:>—3(—§j+ Yo =5=Yp =5—$=—§: P(——,——)



41.- Hallar las coordenadas de un punto P sobre la mediatriz del segmento de extremos

A(0,1);B(3,8) que determina con el punto Q(4,3) un segmento de pendiente —%.

Solucion:

Sea M el punto medio de AB:

y ~0+3_ 3, _1+8_9
MTT T TS
La pendiente de AB:
mlzyB_yA:m1=8_1:Z
Xg — X, 3-0 3

La mediatriz de AB es perpendicular al segmento AB, y pasa por el punto M; por tanto, se
cumple que si m, es la pendiente de la mediatriz mencionada, entonces:

1
ml-m2=—1:>m2=—az—

Como P y M son puntos de la mediatriz, se puede escribir que:

9
_ Yo =5
mzzuz—gz 2:>—3xp+g=7yp—@:>
X — Xy, 7,3 2 2
P
2
= 8319 367y, 3%, > (1)

Luego, consideramos el segmento PQ:

LYo, 1 Y-8
Xp — X 2 X,—4

:>_XP+4:2yP—6:>2yP+XP=10—)(||)
Ahora;

(1)-3-(l1)=y,=36-30=6
Entonces, sustituimos este valor de y, en la ecuacion (1):

7Yp +3%Xy =36 =>7-6+3X, =36 =42 —36 = —3X, = X, =—2 = P(~2,6)



42.- El punto P equidista de los puntos A(2,1) y B(3,2) y la recta que lo une al punto
Q(4,8—8\/§) forma con el eje de abscisas un angulo de 120°. Hallar las coordenadas de
P.

Solucion:

duo = = (% —2) +(¥o -1)° = (% =3V + (¥, -2’ =
:>(x§—4xp+4)+(y,§—2yp+1):(x§—6xp+9)+(y,§—4yp+4):>
= 2%, +2Y, =8= X, + Yo =4 (1)

m = 19120°= /3=

P =

Yo~ Yo _Yr _(8_8J§)
Xo =X Xp—

= yP—8+8\/_:—(«/§)xP+4\/§:> yp+(\/§)xp =8-4J3 (1)

VRPN O ' I
(||)—(|):>—(1—J§)XP_4 4\/§ P _(1_\/§>

__A-B)
Luego, de (I):

Xp+Vp=4=>—-4+Yy,=4=y,=8=P(—4,8)

43.- ¢Qué condicion algebraica debe satisfacer todo punto P(x, y) que pertenezca a la
recta que pasa por los puntos A(-2,1);B(3,7)?

Solucion:
Los tres puntos pertenecen a la misma recta, o sea son colineales, por tanto:

yB_yA:y_yB:

m,. =my, =

AB BP Xy — X,  X—Xq

Il b YT ey 18-5y—35= 6x—5y+17=0
+2 5 x-3

44.- ;Qué condicion algebraica debe satisfacer todo punto perteneciente a la recta que
pasa por P(—l, —2) y forma con el eje de abscisas un angulo de 75°?



Solucion:

Sea Q(x, y) un punto cualquiera de la recta mencionada en el enunciado.

La pendiente de la recta es:

m=tg75°=3,732

Entonces:
Mo = LYo 3732= Y72 3 730x43732=y 12
X—Xp X+1

:3,732x—y+1,732=o:>(2+J§)x—y+J§=o

45.- Determinar la condicion algebraica que debe satisfacer todo punto de la recta de

pendiente —% que pasa por el punto A(3,-2).

Solucion:

Sea P(x, y) un punto cualquiera de la recta descrita en el enunciado:

O Yt oy 15— —4y—8=5x+4y—T=0
4 x-3
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CONDICIONES:
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resolver cada problema.
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Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
AXx+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde M es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion candnica de la recta, expresada asi:

X Y

a b ~ ~siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al eje de las X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacion de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yz_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_y1
X=X

La forma normal de una ecuacién de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé&+ ysend—p=0

Donde 6 es el angulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+y A’ +B?
Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas I, y I, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, ~ M, —M

1+tge, -tga, 1+ m, -m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=tg6=0=m,-m =0=m, =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —a, = g0 =

. . . 1
Si las dos lineas son perpendiculares: 0 =90°=tgf=c0c=1+m -m,=0=>m =——
m2
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicion:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto P, y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y serd negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

_[6.-¢cj

Las coordenadas del punto que divide un segmento en una razon dada son:

d

P(X’y):(x1+/1x2,yl+iy2j donde A—TP_X=X_ V=¥ y siendo orientados los
1+4 1+4 PP, X,—x Yy,—Yy

segmentos considerados.

2

PREGUNTAS:

PUNTO QUE DIVIDE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA.

Ejercicio # 92:

1.- Determinar las coordenadas de los puntos de triseccion del segmento de origen
A(-7,8) y extremo B(2,5).

Solucion:

Existen dos puntos M y N que dividen el segmento AB en tres partes iguales.

Para el punto M corresponde 4, :%

1
Xa+ 4 Xg 7+5.2 -6 12
+4 1= =3
2
1 21
8+--5 —
yM_yA;/%‘yB_ 21 :%:é:7:>|\/|(_4,7)
+4 1+= 3

I
N

Para el punto N corresponde 4, :%



« _ XatAXg  —7+2-2 -3
Y1+ 4, 1+2 3
_yA+2’2yB_8+2'5_§_

1+ 4, 1+2 3

=1

Y 6= N(-16)

2.- Determinar las coordenadas de los puntos que dividen el segmento de extremos
A(—4,-6); B(2,3) en seis partes iguales.

Solucion:

Si son 6 partes, habran 5 puntos interiores, los cuales los denominaremos, de A—B:

M,N,P,Q,R.

a).- Para encontrar las coordenadas de M:

1
ﬂ’M :g
X :XA+/1MXB.y :yA+ﬂ’MyB
oo, Y 144,
1 18
—4+5-(2) T 18
v = = -—=-3
M 1 6 6
1+ - —
5 5
1 27
_6+§'(3) & 9 9
yM = 1 = 6 =——:M _3’__
1+— — 2 2
5 5




it O
X, = 21 =T2=_2
1+ —
2 2
-6+;(3) -2
Yy =2 —=—2=-3=N(-2-3)
1+ 2

c).- Para encontrar las coordenadas de P:
3
Ao ===1
* 3

X :XA"'/?'PXB. =yA+/1PyB
Po1+a, P 144,

-4+(1)-(2) -
L)) 2
1+1 2
—6+(1)-(3
oS3 o)
1+1 2 2
d).- Para encontrar las coordenadas de Q:
4
=—=2
% 2
:XAMQXB_y _YatAYs
%o 1+, 77 144,
—4+(2)-2
XQ:—+() :9:0
1+2 3

Yo :W:O:Q(0,0)

e).- Paraencontrar las coordenadas de R:

e =

S_g
1



_—4+(5-(2)_6_,

R 1+5 6
6+(5)-(3)_9_3_(, 3

Yo =115 :a:f‘(l’zj

3.- Determinar las coordenadas de los puntos que dividen el segmento de extremos
A(-3,3);B(5,6) en cinco partes iguales:

Solucion:

Si son 5 partes, habran 4 puntos interiores, los cuales los denominaremos, de A—B:

M,N,P,Q

a).- Para encontrar las coordenadas de M:

1
ﬂVM :Z
X _XA+ﬂ’MXB. _yA+ﬂ’MyB
M ’yM_
1+ 2, 1+ 2,
_3+£(5) _z 7
-4 4__T
1+1 > 4
4
1 18
3+,6 4 18 7 18
Ym = 1 -5 71 M|-——
1+= —
4 4

=XA+/1NXB. :yA+2'NyB




2 1
—3+§-(5) 31
XN= 2 =€=g
1+— —
3 3
2
3+36 121
=—-=T=N T
L2 5 55
3

3 . 9
-3+ =.(5 =
XP: 2 ( ):;:g
1+§ > 5
2
24
y 30(6) o P(g 24]
P - T = T
1.3 2 5 5'5

d).- Para determinar las coordenadas del punto Q:

4
:—:4
% 1
Xt AoXg . YatAgYs
%o = h%Q’%_ 1+,
_ —3+4-(5) 17

Q 1+4 5

3+4-(6) 27 17 27
= =— > —_—,
Yo =Ty 5 Q(s 5)

4.- Determinar las coordenadas del punto M que divide el segmento de extremos
A(2,-3);B(7,6) en dos porciones cuya relacion es de 2 a 3.



Solucion:

24 —(7) —
__ 3 ( )_i_§_4
WMETT Ts T
1+ —
3 3
2 3
—3+§-(6) 3 3 3
Yu=——"5 =557 M43
1+— S S
3 3

5.- Determinar las coordenadas del punto M que divide el segmento de extremos
. 7

A(-8,—2);B(2,3) enlarazon 5

Solucién:

Si la razén es negativa es porque el punto M esta sobre la misma recta; pero, es exterior al
segmento AB.

7 -16-14
—8—§~(2) 5 15
Xu = = =—=3
M 7 5 5
1— - _>
2 2
_2_;(3) _225 o5
yM: 1_z _§ =€:5:>M(3,5)
2 2

O sea, el punto M es exterior al segmento AB, localizado a la derecha del punto B.



6.-

Determinar las coordenadas del punto M que divide el segmento de extremos
A(-1,-1); B(3.1) en larazén _E_

Solucion:

Si la razén es negativa es porque el punto M esta sobre la misma recta; pero, es exterior al
segmento AB.

> -2-5=M(-9-5)

O sea, el punto M es exterior al segmento AB, localizado a la izquierda del punto A.

7- M (—Z,Ej es el tercero de los seis puntos que dividen al segmento AB en siete partes

iguales. Determinar las coordenadas de B, sabiendo que las de A son (—5, 5) .

Solucion:

3
A 2
X _XA+/1MXB. _yA+/1MyB
M rIM T
1+ 2,



3 —20+ 3,

=5+ —Xg B
PP S B S
1+— — !
4 4
= -14=-20+3X; = 6=3X; = Xz =2
3 20+3y
B4y, S
Ym :l: 4 = 4 220+3yB:>Z=20+3yB:>
2 3 7 7 2
1+— —
4 4

=7=40+6y;, = -33=060y;, => Y, :—1—21: B(Z,—l—zlj

8.- M(—2,0) es el cuarto de los puntos que dividen el segmento AB en cinco partes

iguales. Determinar las coordenadas de A, sabiendo que las de B son (—%%)
Solucion:
4
ﬂ“M 2124
w ~XatAXe . _ YatAuVe
M T 1IM T
1+ 4, 1+ 4,
1
Xy +(4)| —=
§ ( )( 2) XA_2
2= = =-10=x,-2=>X,=-8
1+4 5
1
YA+(4)(2J
0=—————=>y,+2=0=>y,=-2= A(-8,-2)

1+4

9- M (—%%} es el primero de los puntos que dividen el segmento AB en seis partes

iguales. Determinar las coordenadas del punto B, sabiendo que las del punto A son
(—6,10).

Solucion:
1
ﬂ’M = g
XA-i_ﬂ“MXB. :yA+ﬂ“MyB

o1, Y 142,



1 —
o oefs)on

5 -30+ X
— = = = -
2 1+1 6 6
5 5

= 27=-30+X; = Xz =3

1 50+ y,
15 10+(5JyB a1

2 1+1

5

_50+y,

= 45=50+y, =y, =-5= B(3,-5)

ol oo

Se traza un segmento desde el punto A(-5,—2) hasta el punto B(5,5). ¢Hasta qué punto
debe moverse el extremo en esa misma direccion para que el segmento:

10.- Aumente en %?

Solucién:
5.2 7
AM_AM 5'5 5 17
MB 2 2 2
5 5
Xa + Ay Xs YatAuYe

2
Xy = = = =9
17 5 -5
2 2
7 -39
-2 5) Y
) +( 2J() 2 39 M(gg)
yM_ 7 _5_ I
1-— _

11.- Se reduzca al 75%.
Solucion:

Reducirse al 75% equivale a reducir la longitud del segmento en un 25%, entonces,
considerando cuatro partes iguales:

MP 3
1



-5+(3)(5) 10 5
XM= = = —
1+3 4 2
—2+(3)(5
Y. = ()():§:M£§£j
1+3 4 2
12.- Se reduzca en el 75%.
Solucion:
fy M _1
B 3
Xa + Au Xs Yat+AuYs

3
Xy = = =——=
1+1 4 4 2
3 3
1 —6+5
24+ = |(5
y —y. = +(3J()_ 3 _ 1 (5 1)
M T IM T - - T A T,
1.1 4 4 2 4
3 3

Se traza un segmento desde el punto M (1,8) hasta el punto N(-1,3).;Hasta qué punto

debe moverse el extremo en esa misma direccion para que el segmento....
13.- se cuadruplique?

Solucion:

Sea P el nuevo punto buscado, el cual es obvio que es exterior al segmento MN.

MP 4



3
X = R
4 3-4
3 3
8+(—2J(3) 12
Ve = =S =125 P(-1,-12)
1-= -
3 3

14.- se reduzca al 80%.?.

Solucion:
4
ﬂp :I:4
X :XM+ﬂ’PXN. =y|v| + Ao Yy

P

1+4, " 1+ 4

_r@EY s
" 1+4 5
V. :8+1(j)4(3) _20_, P( ’4]

15.- aumente en un 40%?.

Solucion:

El segmento MN, original, se divide en 5 partes iguales y el aumento de 40% son % y el

punto P debe ser necesariamente exterior a MN, entonces:

5,2
i .55__7
P _g 2
5
X _XM+ﬂ’PXN. _yM +/1PyN
o= -



En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los puntos A y B (origen y extremo,
respectivamente, de un segmento) y el punto M que divide al segmento AB. Determinar,
en cada caso, la razon en que M divide al segmento AB.

16.- A(-3,2);B(5,6);M(-13)

Solucion:
v = XatAuXe. _ YatAuYe
M T rIM T
1+ 4, 1+ 4,
En el eje X:
-3+ (5
330 L sisimapim st
1+ 4 3

17.- A(4,3); B(2,—1); M (—1—7)
Solucién:

_XatAwXe ., _ YatAuYe
“oo1va, M 142,

En el eje X:

1=4+(/1)(2):>—1—ﬂ:4+2}/:>3/I:—5:>/1=_§
1+4 3

18.- A(-5,1);B(7,~4);M (_Z,_EJ

Soluciodn:



:XA+AMXB. _yA+/1MyB

o1, Y 142,

En el eje X:
TS g g 5011 280-82 1= 2
3 1+ A 7

19.- A(3, —7); B(L —1); M (—2,8)
Solucién:

:XA+)LMXB. :yA+)LMyB
“oo1va, Y 142,

En el eje X:

P O NP Py JP O S SN S
1+ 4 3

20.- A(7,4);B(-10); M (L1)

Solucion:
:XA+)LMXB. :yA+)LMyB
“oo1va, Y 142,
En el eje X:

1:w:>1+/1=7—/1:>2/1=6:>/1:3
1+ 4

21.- Hallar las coordenadas del punto M del segmento que une este punto con el punto
A(2,—2) , sabiendo que el punto B(—4,1) estd situado sobre el mismo segmento a una

distancia de A igual a las tres quintas partes de la longitud total del segmento.

Solucion:



i , . 3 —
Si suponemos que M estd a la derecha de B, entonces si AB es E-AM , entonces:

5
MB=3~W:»AM=§+3=§:,1M=_§=_§
5 5 5 5 2 2
5
5
L _AM_ 5 5
" MB 2 2
5
:XA+/1MXB. :yA+/1MyB
U1, M 144,
2+(—5j(—4) 24
Xy = 2 -2 _.3
1_° _3
2 2
_2{_2)(1) -4-5
Yu = —=—4—=3=M(-83)
1-= =
2 2

22.- Los extremos de un segmento son A(2,5) y B. Un punto M(-14) del segmento

dista de A una cuarta parte de la distancia que lo separa del otro extremo B. Determinar las
coordenadas de B.

Solucion:

Notese que el punto M esta a la izquierda de A y el enunciado dice que esta entre A y B;
entonces, necesariamente B esta en el extremo izquierdo del segmento AB.

1
L oMM _ 4 1
“ MB 4 4
4
=XA+2’MXB. :yA+ﬂ’MyB



4 -_4 =8+XB:>—5=8+XB:>XB=—13
1 5 5
1+~ —
4 4
5+(ij yB 20+ yB 20+
4=—2 =4 _ZYe 2020+ y, =y, =0=B(-13,0)
1+~ —
4 4

23.- En el triangulo cuyos vértices son A(1,1);B(4,7);C(10,—2) busquese, para cada una

de las tres medianas, el punto de interseccion méas cercano al lado correspondiente.
Comprobar que ese punto es comdn para las tres medianas y que éstas, por tanto,

concurren. (El punto en que concurren las tres medianas se llama baricentro del
triangulo).

Solucién:
Sea M el punto medio de AB:

1+4 5 1+7 5
Xy =——=2:y,=——=4=>M|=,4
w= T Ty (2)

Sea N el punto medio de BC:

4+10 7-2 5 )

Sea P el punto medio de CA:

X = = =
Py T T 2
El baricentro G de un triangulo se encuentra localizado en el punto de corte, comun de las

1410 11, 1-2 1 P(ll 1)

. , . 1 . .
tres medianas, y esta localizado a éLM del punto medio del lado correspondiente y a

2 - . . . .
§'LM del veértice opuesto correspondiente, llamandose L,, la longitud de cada mediana.

Entonces, para todos los casos:

:% partiendo siempre del punto medio de cada lado.



Para la mediana MC:

2
X, = - £ _""_5
1+E 33
2 2
4+[1J(-2)
Vo =— 2 —=3=2
Gy - -
1+1 3
2 2
Para la mediana NA:
1 15
7+ =1((1) =2
+(2]() 2 _15
XGN_ 1 —?—325
1+ —
2 2
5 (1
—+| = |(1
e,
Gy — N
1+1 3
2 2
Para la mediana PB:
11 (1 15
1 ( (4) 15
2 \2 2 15
XGP— 1 :?—3_5
1+— —
2 2
1 (1
——+| |7
b,
Gp — T
1+1 3
2 2

Luego:
G(5,2) es comun a las tres medianas, por tanto, es el Baricentro del triangulo dado.

24.- Hagase la misma comprobacion del ejercicio anterior para el triangulo cuyos vértices
son A(2,6);B(5,0);C(-7,-6).

Solucidn:

Sea M el punto medio de AB:



2+5 7 6+0 7
XM:T:_;VM:T:bM(E’Sj

Sea N el punto medio de BC:

5-7 0-6
XN :T:_l:yN :T=—3:> N(—l,—3)

Sea P el punto medio de CA:

27 5 6-6 5
0=t =S =50 =0= P30

El baricentro G de un tridangulo se encuentra localizado en el punto de cruce comdn de las

tres medianas y esté localizado a %LM del punto medio del lado correspondiente y a % Ly,

del vertice opuesto correspondiente, Ilamandose L,, la longitud de cada mediana.
Entonces, para todas las medianas:

Para la mediana MC:

0
Xg, = =—=0
1+1 3
2 2
3+(;j(-e) ;
Yo, = T—=5-0=G,(00)
1+ —
2 2
Para la mediana NA:
-1+(1j(z)
2
Xg, = 1 =0
1+—
2
-3+@(6)
Yo, = —=0=G,(0,0)
1+E

Para la mediana PB:



Xg, = =
1+E
2
m@(o)
Yo, = —=0=G,(0,0)
1+£

G(0,0) es comun a las tres medianas, por tanto, es el Baricentro del tridngulo dado.

XEX+X YVi+Y,tYs
3 )
de vértices A(X,,Y,);B(X,,Y,);C(Xs,Ys5)-

25.- Demostrar que G( jes el baricentro de un tridngulo cualquiera

Solucion:

Sea M el punto medio de AB:

X+ X, y,+Yy X +X, Vi +Y
X, = 12 2:y, = 12 2:>|\/|£12 2 12 2]

Se considera ahora la mediana CM, partiendo del vértice C:

2
_CG _3_
oM 10
3
X, + X
2 1 2
_)(1-3—+_ﬂ’6')(M_)(3 ()( 2 ]_X1+X2+X3
1+ 4 1+2 3
Y1+Y2j
+(2)] 1222
y :y3+ﬁs~yM:y3 ( )( 2 :y1+y2+y3
¢ 1+ Ag 1+2 3

Utilizar la formula demostrada en el ejercicio #25 para determinar el
baricentro G de los tridngulos cuyos vértices se dan en los ejercicios que
siguen:

26.- A(4,-1);B(-34);C(2,6)



Solucion:

Xt XX
© 3
4-3+2
G~ 3 =1
_YitYotYs
Y —3
-1+4+6 9
=————=—=3=G(13
S 3 3 (13)
27.- A(§,7J;B(e,1j;c(_7,o)
2 2
Solucién:
5 5 5-2
« _xl+x2+x3_§+6_7_§_1_ 2 3 1
© 3 3 3 3 23 2
1
Yi+Y,+Y; 7+§+0 15 5 [1 5
yG: = — :_:>G ==
3 3 2-3 2 22

28.- A(2+3V5,7);B(10-5,1);C(-6-2+5,4)

Solucion:

e (2490410 B)s(0-2)

_5_
G 3 3 3
o = Vit Y, +Ys :7+l_4:£36(27ﬂj
3 3 3 3

29.- A(-7,9);B(3,5);C(0,—4)
Solucion:

« XX +X,  —7+3+0 4
.= = S—

3 3 3




yG:yl+y2+y3:9+5—4:E:>G( 4 10}

3 3 3 3’3

30.- El baricentro de un triangulo coincide con el origen de un sistema cartesiano. Uno de
los vértices esta en el eje de abscisas a una distancia de 5 unidades del origen; el otro
vertice sobre el eje de ordenadas, a 10 unidades de distancia del origen. Hallar las
coordenadas del tercer vértice.

Solucioén:

Se dan los siguientes datos:
G(0,0);A(5,0);B(0,10);C(?)
Sea M el punto medio de AB:

5+0 5 0+10 5
Xy = :E;yM: > =5:>M£E,5]

De los problemas anteriores sabemos que:

1
_3_1
=33
3
Luego:
o)
S+ (%)
xG:O:X““L/IM o2 \2 =5+ X, =X, =-5
1+ A, 141
2
1
5+( (ve)
l C
yo—o=YutAlye) “\2)VT g oy - ~10=C(-5,-10)
G C C
1+ A, 141
2

31.- Se conocen los vértices A(0,5);B(5,3) de un triangulo. Calcular el tercer vértice
sabiendo que las coordenadas del baricentro son G(1,3).

Soluciones:

Sea M el punto medio de AB:



0+5 5 5+3 5
Xy =——==Yyy=——=4=>M| - 4
M 5 2 Ym = (2 j
1
Se trabajara ahora con la mediana MC donde A, = % :%
3
Luego:

>, (1 (%)
Xy + Ay + Xe 2 \ 2V B+x,
XG:—:> = =
1+ A, 1

1 1

R H AT H (A .

Yo =——F—=3=——— =32 oy —15C(-2))
1+ 44 1+% 3

32.- Del triangulo ABC se conocen: el vértice A(7,1), el baricentro G(3,3) y el punto
medio del lado AC de coordenadas M (5,6). Hallar las coordenadas de los vértices B y

C.

Solucion:

Para el célculo del vértice C:

" :M:>5:7+XC =10=7+X. = % =3
2
Vi =L2y(3:6=1+—y(3:>12:1+ Ye = Yo =11=C(311)

Para el calculo del vértice B se considerara la mediana MB:

1
_3_1
ﬂG _g_ 2
3
1
5+(j(xs)
G=M:>3= 2 _10+x —09=10+X%, = Xy =-1
1+ 4 141



3 6+@(y8)

=yM+jG'YB:> — =3

1+ Ay 141
2

_12+yB

Ve =9=12+y, =y, =—3=B(-1-3)

33.- Del tridngulo ABC se conocen: el vértice B(6,—1), el baricentro G(2,3)y el punto
medio del lado BC de coordenadas M @oj Hallar las coordenadas de los vértices A 'y

C.

Solucion:

Para encontrar las coordenadas del punto C:

" :% g=6+xc =5=6+X =X =-1
Yy = yB;yC :>0:_1+Tycz> yC:1:>C(—1,l)

Para encontrar las coordenadas del punto A se considera la mediana MA:

1
0+| =
ZYM'*‘)“G'yA:s: (Zj(yA)

1+ Ag 1

—3=Y2oy —9= A(19)
1+5 3

G

34.- En el triangulo ABC de baricentro en el origen, se conocen los puntos medios de los
lados AB y BC. Las coordenadas de estos puntos medios son, respectivamente, M (3, 2)

y N (2,—2). Determinar las coordenadas de los tres puntos.
Solucion:
Son dados: G(0,0);M(3,2);N(2,-2)

Para encontrar las coordenadas del punto C, partiendo de la mediana MC:



Xy + g * X 3+(;j(X°) 6+ X
Xg=-M e e oo/ =TTy —§
1+ Ag 1 3

2+(3 ()
Yt Ve o \2 =3 Ye oy — 4= C(-6-4)

G
1+ A 1+1 3
2
Para encontrar las coordenadas del punto B:
Xg +(—6
XetXe L p X% *(B) L, gk 10

N

Yy = yB—|2—yC :_2=yB+T(_4):_4+4= yB:O:> B(l0,0)

Para encontrar las coordenadas del punto A, partiendo de la mediana NA:

2"‘[)()(;\)

’ 1+ 4, 1+1
2
—2+[](yA)
yo=Int A Ya oo 20Ty 4 A(-4,4)
G 1 A
1+ 4 1+
2

35.- El segmento que une a A(-2,—-1) con B(3,3) se prolonga hasta C. Determinar las
coordenadas de C sabiendo que BC =3- AB.

Solucién:
_AB__AB 1
° BC 3-AB 3
1 —6+ X
_z+U(xc) c
B:—XA+AB.XC:>3= 31 =3= 2 =
1+ 4 1+ —
3 3
3="0"% 15 6ix =x =18




1

+4 _1+(3
yB:yA B yc:>3:—:>3:
1+2’B 1+

() =tk

N—

=

Wl

4
3
:3:_3—'_TyC312:_3+ Ye = Ve 215:>C(18,15)
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CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.

No se contestardn preguntas ni consultas de ningun tipo.

e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
calculadoras prestadas.

Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
AXx+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde M es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion candnica de la recta, expresada asi:

X Y

a b ~ ~siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al eje de las X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacion de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yZ_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_y1
X=X

La forma normal de una ecuacién de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé&+ ysend—p=0

Donde 6 es el angulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+y A’ +B?
Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas I, y I, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, ~ M, —M

1+tge, -tga, 1+ m, -m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=tg6=0=m,-m =0=m, =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —a, = g0 =

. . . 1
Si las dos lineas son perpendiculares: 0 =90°=tgf=c0c=1+m -m,=0=>m =——
m2
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicion:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto Py y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y sera negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

€.~

d, =—F7——=
PREGUNTAS:

Ejercicio # 91:
Determinar las coordenadas del centro de los segmentos cuyos extremos se dan:
1.- A(2,5);B(7,1)

Solucion:
2+7 9, 5+1

X:—_— =
) 2y 2

2.- C(-4,2);D(6,5)
Solucion:

—4+6 2+5
ST TR

 ebr(2

Solucion:

N~

111

2 9 6 2-3 1
-2t -Gy -

4.- G(3+\/§,—3+\/§);H(5—3\/§,—5—\/§)

Solucion:

_3+5+5- 3\/__4\/— 3+\/'5\/'

c 2

e
25 3 10

Solucion:

-4




1 1 5 1 1 1
—+= = = =
v =2 3.6_5., 510 _10_1
T 2 T2 1277 2 5 20
o W33
4 2
Solucion:
—§+7 25 o5 5_§ 5 5
X~ = 4 :i:—'y :—2222_
°T 2 2 87 2 24

7.- P(3a,7b);Q(5a,—10b)

Solucién:
3a+5a 7b—-10b 3b
XC = :4 v Ye = [
2 2 2

8.- R(JE—JB);S(—:%JE,—SJB)

Solucion:

CAaE o BesE_
C 2 v JC 2

9.- T(a—h,a);U(b,b—a)

Solucion:

« _a-b+b_a ~_at+b-a_b

¢ 2 2’yC 2 2

10.- V(3a—b,2a+b);W(b—3a,8a—5b)
Solucion:

X, = 3a—b42rb—3a 0y, = 2a+b+28a—5b 532
En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los cuatro veértices de un
cuadrilatero. Demostrar para cada uno de ellos que al unir los puntos

medios de los lados consecutivos se obtiene un paralelogramo.

11.- A(-2,5);B(6,7);C(4,-1);D(2,-3)
Solucién:



Sea M el punto medio de AB:

Xy :_22+6:2;yM :¥:6:M(2,6)

Sea N el punto medio de BC:

644 7-1
2

X =" =5yy =——=3=N(53)

Sea P el punto medio de CD:

xp:iZZ:S;yP:%_gz—Zs P(3-2)

Sea Q el punto medio de DA:

Xq = _22+2 ~0;y, =5%3=1:>Q(0,1)
Ay =(5-2) +(3-6)" = /(3 +(-3)’ =V18=3\2

d

w0 =(0-3) +(1+2)° = |/(-3) +(3) =18=3\2
También:

dyp =(3-5)° +(-2-3)' =V4+25=29

Qo =/(0-5)° +(1-3)° =25+4 =29

Al ser los lados opuestos iguales, se trata de un paralelogramo.
12.- A(16);B(7,2);C(5-2);D(-5,4)

Solucion:
Sea M el punto medio de AB:

:¥:4;yM :%:4:M(4,4)

Sea N el punto medio de BC:

Xm

Xy :%:6;“ :2;22:03N(6,0)

Sea P el punto medio de CD:



Xp =5%=O;yp =i2_4=—3:> P(0,-3)

(6]

Sea Q el punto medio de DA:

1- 64
Xo = :—2;yQ:T:1:>Q(—2,l)

= (6-4)" +(0-4)" =A4+16 =20 2.5
o =(-2-0)" +(1+3)’ =4+16=120=2\65

N ‘
(6}

d

También:
dy =/(0-6) +(-3-0)° =\/36+9 =45 =35
Qo =(-2—4) +(1-4)’ =/36+9 =45 =35

Al ser los lados opuestos iguales, se trata de un paralelogramo.
13.- A(-15);B(4,3);C(5,-3); D(-6.1)
Solucién:

Sea M el punto medio de AB:

X, :—1+4=§;yM :5_753:4:”\4 GAJ

2 2

Sea N el punto medio de BC:

4+5 9 3-3 9
WET T E =0 N(a’oj

Sea P el punto medio de CD:

5-6 1 -3+1 1
T T :‘bp(‘z"l]

Sea Q el punto medio de DA:



Al ser los lados opuestos iguales, se trata de un paralelogramo.

14.- A(-3,-6);B(—4,2);C(4,5); D(7,0)
Solucion:

Sea M el punto medio de AB:

-3-4 7 2-6 7
Xy = ——— =iy = =2=>M| —=,-2
M 5 Ym > ( > j
Sea N el punto medio de BC:

x= oy, =$=Z:>N(O,Zj

2 2 2

Sea P el punto medio de CD:

4+7 11 540 5 11 5
Xg ==ty =202 o2 p== 2
2 (2 2]

Sea Q el punto medio de DA:



-3+7 0-6
Xo = b :Z;YQZT:—3:>Q(2,—3)

—J£ DR

2
( _]'_j +( 3_§j = 4_94_% :M
2 2 4 4 2
También:
2 2
d,, = (1_1_()) +(§_1j _ 21, 56
2 2 2 4 2
7 .Y 2 {121 5.5
doy =4l —==2| +(-3+2) =, [—+1=——

Al ser los lados opuestos iguales, se trata de un paralelogramo.

En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los cuatro vértices de un
cuadrilatero. Determinar para cada uno de ellos la longitud del segmento
gue une los puntos medios de las diagonales.

15.- A(-3.-1);B(-15);C(5,3); D(7,-5)
Solucioén:

Sea M el punto medio de la diagonal AC:

Xy = _32+5 ~Ly, = _1;3 —1= M (L1)

Sea N el punto medio de la diagonal BD:

-1+7 5-5
N 5 =3,yN:T=0:>N(3,0)

Luego:

Qyy =(3-1)° +(0-1)° =4+1=+5




16.- A(—2,7); B(3, 4);C(O, —5); D(—7, 2)
Solucién:

Sea M el punto medio de la diagonal AC:

Xy = _2;0 — 1y, :7—;5=1:> M (~1.1)

Sea N el punto medio de la diagonal BD:

Xy =——=-2; Yy :7:3:>N(—2,3)

A =(-2+1)° +(3-1) =14 =15
17.- A(-5,3);B(-35);C(8,2); D(—4,-2)
Solucion:

Sea M el punto medio de la diagonal AC:

(33

Sea N el punto medio de la diagonal BD:

= —==4__T., _5—2_§:N(_Z§
N PN 2 2'2

_-5+8 3, 3+2

M 2 2T

5
— Yy =—==
2

b= -2 (32 - ST VB

18- A(5,7);B(7,1);C(-1-5); D(-6,7)
Solucion:

Sea M el punto medio de la diagonal AC:



Xy :57_1:2;yM :7—;5:1:>M(2,1)

Sea N el punto medio de la diagonal BD:

d,, = \/(%_2)2 (A1) = \/(_gjz +(3)

9,9_445 _35
4 2 2

En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los cuatro vertices de un
paralelogramo. Determinar para cada uno de ellos los puntos medios de
las diagonales y comprobar que son el mismo punto.

19.- A(2,3);B(6,2);C(-1-5);D(-54)

Solucion:

Sea M el punto medio de AC:

2-1 1 3-5 1
Xy =———=Ziyy =——=—1=>M|=,-1
. =2 5
Sea N el punto medio de BD:

6-5 1 2-4 1
Xy =——=2:y, =———=-1=N|=,-1
Ty TN T (2

Entonces: M y N son puntos coincidentes.

20.- A(-6,-2);B(-3,3);C(6,4); D(3,-1)

Solucion:

Sea M el punto medio de AC:

_—6+6

—-2+4
M 2 = =

=0y, = 5 1=M(0,1)



Sea N el punto medio de BD:

Xy = _3;3:0; Yy :3—_1:13 N (0,1)

Entonces: M y N son puntos coincidentes.

21.- A(—L 8); B(2, 7);C (4, —3); D(J, —2)
Solucién:

Sea M el punto medio de AC:

y —it4_3. _8—3_§:>M(§ §j
M 2 2'M 22 '

Sea N el punto medio de BD:

X —E—g'y —7__2—§:N §§
N 27N 2 2 2'2

Entonces: M y N son puntos coincidentes.
22.- A(7,7);B(2,0);C(-3,-1); D(2,6)
Solucién:

Sea M el punto medio de AC:

Xy :77_3:2;yM =7T_1=3:>M (2,3)

Sea N el punto medio de BD:
Xy =¥=2;yN =O—;G=3:> N(2,3)

Entonces: M y N son puntos coincidentes.



Determinar en cada uno de los siguientes casos a que distancia del punto
P(8,-2) se encuentra el punto medio de los segmentos cuyos extremos se

dan:
23.- A(—2, O); B(10,2)
Solucion:

Sea M el punto medio de AB:

Xy = _2210 — 4y, :%:1: M (4,1)

Ay =(8-4) +(-2-1)° =16+9 =25 =5

24.- C(-5,-2);D(-3,8)
Solucion:

Sea M el punto medio de CD:

5-3  -2+8
Xy = =AYy = =

3=>M(-4,3)

dyp = \/(8+4)2 +(-2-3)" =144+ 25 = 169 =13
25.- M (-2,9); N(6,-5)
Solucion:

Sea C el punto medio de MN:

xc=_22+6=2;yc=9—;5=2:>c(2,2)

dep =/(8-2)° +(-2-2) =36+16 =52 =213

26.- M(-5,8);N(19)
Solucioén:

Sea C el punto medio de MN:



4 2 2

En cada uno de los siguientes ejercicios, calcular la longitud de las tres medianas del
triangulo cuyos vértices se dan:

2
dep :J(8+2)2 +(-2-%) :\/100+4;41 _Vear_29

27.- A(—6,0);B(—2,10);C(4,—1)
Solucién:

Sea M el punto medio de AB:

Xy, :#:—4: Yu =O+210=5: M (—4,5)

dye =+/(4+4) +(-1-5)° = /64+36 = 100 =10
Sea N el punto medio de BC:
244 10-1 9 9
X, = —ty —— -2 N[22
NI TR TS ( 2)

2
e = |[(-6-1) +(0—gj :\/49+8—1 _V196+81_ V277 16643 g 550
2 4 2 2 2

Sea P el punto medio de CA:

—6+4 0-1 1 1
T Rl E)
1

2
dpg = J(10+1)2 +(—1+Ej = \/121+3 _ 485 _ 22’222 =11,011

4 2
28.- A(4,6);B(1-1);C(-L7)

Soluciodn:

Sea M el punto medio de AB:

4+1 5, 6-1 5 55
XM:_:_’yM —:E:>M - —



2 2 2 2
0 - (‘1‘§j +(7_§j _ (_Zj +(gj :J49+81:Jl30:11,401:5’700
2 2 2) \2 2 2 2

Sea N el punto medio de BC:

X, =1%1=o;yN =_12+7=3:>N(o,3)

dy, =+/(4-0)" +(6-3)° =16 +9 =25 =5

Sea P el punto medio de CA:

4-1 3, 6+7 13 (3 13)
X =——=_iYp=—F7—=7=>P| -, —~
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
0 - (1_§j +(_1_Ej _ (_EJ +(_§j _ J1+225 _ \J226 =15,033=7’5166
2 2 2 2 2 2 2

En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los vértices de un
triangulo. Hallar en cada caso el punto medio de los lados AB y BC vy
comprobar que la longitud del segmento que los une es igual a la mitad
del lado CA.

29.- A(—LS);B(?,l);C(B,—3)
Solucién:

Sea M el punto medio de AB:

Xy =_12+7=3;yM =57+1=3:>|v|(3,3)

Sea N el punto medio de BC:

7+3 1-3
Xy =—— = 5

;=S === N (5,-1)

Luego:

Ay =(5-3)° +(-1-3)° =4+16 =20 =25



Qe =(-1-3) +(5+3)° =16+ 64 =80 =45

De donde:

30.- A(3, 4); B(L —5) X C(—4,1)
Solucion:

Sea M el punto medio de AB:

3+1 4-5 1 1
O )

Sea N el punto medio de BC:

1-4 3 -5+1 3
T ]

Luego:

Qe =/(3+4) +(4-1) =49+9 = 58

De donde:

31.- A(l—\/§,3);B(2+2\/§,5);c(3_\/§,_7)
Solucion:

Sea M el punto medio de AB:

Xy :1_\/§+22+2«/§:3+2«/§;yM :3%5:4:”\/'[

3+~J§ 4J
>



Sea N el punto medio de BC:

) :2+2J§2+3—\/§:5+J§;y 5-7 :N(5+2J§’_1J

N n=—7—=-1

2 2

Luego:

Ay —\/{5“/53*@]2 +(~1-4) =/1+25 = /26 = 5,099

2 2

A, = \/(1_J§_3+J§)2 +(3+7)° =/4+100 = 104 =10,198

De donde:

Demostrar en los siguientes ejercicios que el perimetro de los triangulos
cuyos vertices se dan es el doble del perimetro del triangulo que forman
los puntos medios de los lados:

32.- A(-2,6);B(8,4);C(2,-10)

Solucion:

0o =+/(8+2)° +(4-6) =100+ 4 = V104 =10,198

o

sc =(2-8) +(~10-4)’ =/36+196 = /232 = 15,231

Qen = (-2-2)" +(6-+10)" = 16+ 256 = /272 = 16,492
El perimetro del triangulo mayor es:

R, =10,198+15,231+16,492 = 41,921

Luego:

Sea M el punto medio de AB:



Xy :_22+8:3;yM =6L24=5:M (3,5)

Sea N el punto medio de BC:

842 4-10

== =5;yN=T=—3:>N(5,—3)

Sea P el punto medio de CA:

Xe =_22+2=o; Ve =¥=—2:> P(0,-2)

De donde:

d,, =\/(5_3)2+(_3_5)2 =J4+64 =/68 =8,246
Ay =(0-5) +(~2+3) =/25+1 =26 =5,009
Oy =(3-0)" +(5+2)° =0+49 = /58 =7,61577

El perimetro del triangulo menor es:
P, =8,246+5,099+7,61577 = 20,96077

Entonces:

SEEUES Rt

Solucion:

2
e .

2 2
dBC:\/(7+Ej +(1_3j =\/36+?=M:E:6’5

22 2 2 2

2 2
dCA:\/(—l—Zj +(4_1j =\/16+@:x/64+49:«/113=10,263:5’315

4 2 2




El perimetro del triangulo mayor es:
P, =2,,236+6,5+5,315=14,051
Luego:

Sea M el punto medio de AB:

2 2
dMN=\/(1 Ej +(Z_Zj :\/4+%:\/64+49:\/113:10,23022’6575

+
2 2 4 2 4 4
2 2
dNP: (§_lj +(g_Zj = 1+1:ﬁ:1,118
2 2 4 4 4 2
2 2
0 - (_§_§] +(Z_gj :\/9+§:\/144+25:\/1692523125
2 2 2 4 16 4 4 4

El perimetro del tridngulo menor es:
P,=2,6575+1118+3,25=7,0255

Entonces:



Determinar en los siguientes ejercicios las coordenadas del centro, el area
del circulo y la longitud de la circunferencia, sabiendo que los puntos que
se dan son los extremos de un diametro.

34.- A(—5,1); B(5,—3)
Solucién:

El centro de la circunferencia es:

Xe = _5;5=0; Ve =$:‘1:>C(0’_1)

El radio I de la circunferencia es:

r=deg =4/(5-0) +(-3+1)° =25+ 4 =29

El &rea del circulo es:

A=rz-r’=r-(¥29) =297
(V29)

La longitud de la circunferencia es:
L=2xr= 271'@

35.- A(2,5);B(—4,-3)

Solucion:

El centro de la circunferencia es:

Xc =2L24:—1;yC =5%3:1:>C(—1,1)

El radio r de la circunferencia es:

=l =y/(~4+1)° +(-3-1) =J0+16 =25 =5
El &rea del circulo es:

A= rr? :7r-(5)2 =257
La longitud de la circunferencia es:



L=2zr= 27[-(5) =107
36.- A(-2,5):B(4.2)

Solucion:

El centro de la circunferencia es:

—2+4 5+2 7 7
T :1%:7:5:”0(1’5)

El radio r de la circunferencia es:

r=d., :J(4—1)2+(2—92 :@:@:gﬁ

El &rea del circulo es:

2
A= rzr? :ﬂ(\/ﬁj 457

2

4

La longitud de la circunferencia es:

L:27rr:27z-gx/§:3\/§-7r

37.- A(Jé,—4); B(3J§,7)
Solucion:

El centro de la circunferencia es:

L _3+3v2. =_4+7=§:>c(*/§+3*/§ §]

c 2 2 2 2 2

El radio r de la circunferencia es:



2

J[gﬁ_@]:@_ﬁf

J[aﬁ-@-sﬁj:gﬂsﬁﬁ)z”ﬂ
2

4 2

- J(3-141-173) +121 |(253)' +121 [640+121 127,411,287

=5,643
2 2 2 2 2

El &rea del circulo es:
A=7r? =7-(5643) =31,857
La longitud de la circunferencia es:

L =271 =27-(5,643) =11,2867

En los siguientes ejercicios M es el punto medio del segmento AB. Se dan
en cada caso las coordenadas de M y las de uno de los extremos. Hallar
las coordenadas del otro extremo.

38.- A(—3, —3); M (—L 2)
Solucién:

o _XatXs. _YatYs
M 2 1M 2

1o -3+ X

=-2=-3+X; => X3 =1

22_34_73/834:—34‘3/3:))/5:735(1’7)

39 B(2,-1);M [—2'2)

Solucion:

Xy +X +
X, = A2 B;yszAzyB



Xp+2

2= =>-4=X,+2=>X,=—06

3_Ya-l

5 5 =3=y,-1=y,=4= A(-6,4)

40 A(5,9);M (sgj
Solucion:

X, +X +
X, = A2 B;yszA Ye

2
S+ Xg
8= =16=5+X%x; = X3 =11
g=9+TyB:>7=9+yB:>yB=—2:> B(ll,—Z)

41.- B(3+7\/§,2—\/§);M(%,6J

Solucion:

X, + X +
Xy = A2 B;yszAzyB
—1+8\/§ B XA+3+7\/§
2 2
6_yA+2—«/§
2

= -1+85 = xA+3+7\/§: Xa =—4+5
=12= yA+2—\/§:> Ya :10+\/§:> A(—4+\/§,10+\/§)

42.- A(3a—b,a—5b);M (4a,57aj

Soluciodn:

_Xa XL, _YatVe
2 M 2



_3a-b+xg

4a —=8a=3a-b+x; = x; =5a+b

5§=3“5t’+3’8:»5a=a—5b+ Yo = Yo = 4a+5b=> B(5a+b,4a+5b)

P EE AN
25 12 3

Solucion:

X, +X +
X, = A2 B;yszAZyB

1
X, +=
1 2:>1=MZEZZXA+].:>1—1:2XA:>
12 2 6 2 3 3
2 1
:>—§:2xA:>xA=—§
3
1 Yate 2 3 2 3 10-9 1 (1 1)
== So=y,t—D Y=o ——=——=— A -, —
3 2 3 5 35 15 15 3'15

En los siguientes ejercicios M es el punto medio del segmento AB.
Calcular la coordenada faltante de cada uno de los extremos con los datos

gue se dan.

44.- M (5, 2) ; la abscisa de A es 3 y la ordenada de B es -1.

Solucion:

o XatXs. _YatYs
M 2 1M 2

3+ Xg

5 =10=3+X; => Xz =7

2:yAT_1:>4:yA—1:>yA=5

45.- M (—%,—2); la ordenada de A es 2 y la abscisa de B es 2.

Solucion:



o XatXs. _ YatYs
M 2 1M 2

SNt 5y oy, =7
2" 2
0-2MYe o 4 piy =y -6

46.- M (%,Zaj; la abscisa de A es 3a y laordenada de B es 3a+b.

Solucion:

o XatXe. _YatVe
M 2 1M 2

b_3a+x =b=3a+x; = Xx;=b-3a
2 2

y,+3a+b
2a:T:>4a:yA+3a+b: y,=a-b

47- M (2\/5 \/§) la ordenada de A es 2/3 y la abscisa de B es 44/2.

o XatXs.  _YatYs
M T 2 1M T 2

NRL R RN, RN S
J§=N§T”B:>2\/§=2\/§+y8:>y5=o

M, N y P son, en los ejercicios que siguen, los puntos medios de los lados de un
triangulo. Determinar los vértices de un tridngulo:

48.- M(3,-1);N(-L2);P(15)

Sea M el punto medio de AB, N el punto medio de BC y P el punto medio de CA en el
triangulo ABC.

Determinemos primero las abscisas de los vértices del triangulo.



_XatXe

3 > =6=X,+X; >(I)
—1=%:>—2=XB+XC—>(II)
1:%:2=XA+XC (1)

(D)—=(M)=6-2=4=x;—% —>(IV)
(I)+(IV)=>-2+4=2=2%x; =% =1
De(l): 6=X,+%X3=>6=X,+1=X,=5
De(ll): 2=Xg+X =>-2=1+%X. =X =-3

Se determinaran ahora las ordenadas de los vértices del triangulo:

—1=%:>—2=yA+yB—>(|)
2=%:4=y5+yc—>(n)

Lzy(::>10:yA+yC (1)

5:
(I)-(1)=1042=12=y, —y, > (IV)
(1N+(IV)=4+12=16=2y, =y, =8

De(ll): 4=y, +Yy.=>4=y,+8=> Yy, =4

De(l): 2=y, +Yg=>-2=Yy,—-4=>Yy,=2

Resumiendo:
A(5,2);B(L—4);C(-3,8)
49.- M(3,2);N(-1-2);P(5,-4)

Solucion:

Sea M el punto medio de AB, N el punto medio de BC y P el punto medio de CA en el
triangulo ABC.

Determinemos primero las abscisas de los vértices del triangulo.



3:L2XB:6:XA+XB—>(I)

—l:M:>—2:xB+xC — (1)

2
5= erx =10=x,+%. = (IIl)
(1)—=(1)=>10-6=4=x.—x; —>(1V)

(IV)+(N)=>4-2=2= 2xc:>xc_1

De (Il): 10=X, +%. =>10=X,+1=> X, =9

De (1) 6=X,+X; =>6=9+X%X; = Xz =—3

Se determinaran ahora las ordenadas de los vértices del triangulo:

2=0270 4=y, vy, o (1)

2=Je e o doy, yc (1)

—4:L2y¢:>—8=yﬁyC (1)

(1)-()=4+8=12=y, -y, > (IV)
(IV)+(11)=>12-4=8=2y, = y, =4

De(l): 4=y, +Yg=>4=Yy,+4=>Yy,=0

De(ll): 4=yg+Y.=>4=4+y.=>Yy.=-8

Resumiendo:

A(9,0);B(-3,4);C(1-8)

REECRLC)

Solucion:



Sea M el punto medio de AB, N el punto medio de BC y P el punto medio de CA en el
triangulo ABC.

Determinemos primero las abscisas de los vértices del triangulo.

—%:LZXB:—lzx/ﬁxB—)(l)
—g:%:—3:x3+xc—>(ll)
2= ;X = 4=x,+x > (IIl)
(M)=(1)=>4+1=5=x.—x; > (IV)

(IV)+(I1)=5-3=2=2x = X =1
De (I): 4=X,+X. =>4=X,+1=X,=3
De(ll): 3=X;+X. =>-3=X3+1=>X; =4

Se determinaran ahora las ordenadas de los vértices del triangulo:

7 +

5= yAzyB =>T7=Y,+Ys (1)
—Z:LZ}/C:%:yEﬁyca(ll)
g—LZyC:3:yA+yC (1)
(1)=(1)=7-3=4=y, -y >(IV)
(IV)+(11)=4-4=0=2y, =y, =0

De(l): 7=y, +Yy=>7=Y,+0=>y, =7

De(ll)y 4=y,+y.=>-4=0+y, =Y. =~

Resumiendo:

A(3,7);B(-4,0);C(1-4)

En los ejercicios que siguen A y B son dos vértices consecutivos de un

paralelogramo y M el punto de interseccion de sus diagonales.
Determinar las coordenadas de los otros dos vértices.



51.- A(—L—4);B(—3,4);M(L1)
Solucién:

Se considera primero la diagonal AC:

_XA+XC- _yA+yC
M 2 rIM T 2
1:_1;)(C =2=-1+X. =X =3
A+ y.

1 732:_4‘*‘%:’%:6:(:(3’6)

Se considera ahora la diagonal BD:

_XB+XD. _yB+yD
M~ 2 rIM T 2
1=_3;XD —2=-3+X, = X, =5
1=4+TyD:>2:4+yD:>yD=—2:>D(5,—2)

52 A(4:2);B(5,7);M [%3)

Solucion:

Se considera primero la diagonal AC:

X _XA+XC- _yA+yC
M T 2 rJIM T 2
:4+2X° =>1=4+x.=>%x.=-3

=€ =6=2+Yy. =Y. =4=C(-34)

Se considera ahora la diagonal BD:



o _XetXo.  _Ys+Yp
M 2 ' IM 2

=5+XD =1=5+x, => X, =—4

1
2
3=""Yo . 6-71y, =y, =12 D(-4,-1)

53.- A(—3,5); B(L 7); M (J,l)
Solucion:

Se considera primero la diagonal AC:

o XatXe. _YatYe
M 2 1 IJM 2

1:—3+xC

=2=-3+X.=>X.=5

1:5+Tycz>2:5+ Ye = Ve :—3:>C(5,—3)

Se considera ahora la diagonal BD:

w =XetXo., _YstY¥o
M 2 ' IM 2
1:1+xD

=2=1+Xp, =X, =1

1="Yo 574 Yo = Yp =-5=D(1-5)

54.- Del punto A(—L4)se ha trazado un segmento al punto B(3,—§j.¢Hasta qué punto es
necesario prolongarlo en la misma direccién para que se duplique su longitud?
Solucién:

Si se duplica la longitud del segmento AB, formando un nuevo segmento AC, el punto B
pasa a ser el punto medio de AC, entonces:

g o XatXe. _YatYe

8 2 B 2



3=_1;XC = 6=—14x =X, =7

_3_44Ye

5 5 =-3=4+y. =Y. =-1=C(7,-7)

55.- Demostrar que el tridngulo que resulta de unir los puntos medios del triangulo de
vértices A(-5,-2);B(3,6);C(7,2) es rectangulo.

Solucion:

Sea M el punto medio de AB:

o _XatXs.  _YatVs
M 2 I M 2

_—5+3

-2+6
Xy 5 = =

Ly, =—,—=2=M(-12)

Sea N el punto medio de BC:

Xg +X +
X, = 32 C;yN:yBZyC

_3+7 6+2

Xy, 5 =5;yN=T=4:>N(5,4)

Sea P el punto medio de CA:

XX YatYe
P 5 P 5
xP=_52+7=1;yp=_2+2=0:> P(10)

Ahora se encontraran las longitudes de los lados del triangulo menor, MNP:

MN = (5+1)" +(4-2)° =/36+4 =40
NP = /(1-5)° +(0-4)° = /16+16 =32
PM = (-1-1)° +(2-0)’ =4+ 4 =8

Luego, aplicando el teorema de Pitagoras:



(\/§)2 +(\/3_2)2 :(JE)Z — 40 =40 = OK

Entonces, si MN es la hipotenusa, [1 P =90°
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CONDICIONES:

Trabajo individual.

Sin libros, ni cuadernos, ni notas.
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resolver cada problema.
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e No pueden moverse de su asiento. ni pedir borras, ni lapices, ni
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Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
AXx+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde M es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion candnica de la recta, expresada asi:

X Y

a b ~ ~siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al eje de las X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacion de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yz_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_y1
X=X

La forma normal de una ecuacién de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé&+ ysend—p=0

Donde 6 es el angulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+y A’ +B?
Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas I, y I, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, ~ M, —M

1+tge, -tga, 1+ m, -m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=tg6=0=m,-m =0=m, =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —a, = g0 =

. . . 1
Si las dos lineas son perpendiculares: 0 =90°=tgf=c0c=1+m -m,=0=>m =——
m2
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicion:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto P, y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y serd negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

€.~

d,, :W

PREGUNTAS:

Ejercicio # 90:

Calcular el perimetro de los triangulos cuyos vertices son:
1).- A(-31);B(14);C(2,-6)

Solucion:

d :\/(Xz _Xl)z +(y2 _y1)2

AB=J(-3-1) +(1-4) = /(4) +(3)° =\16+9 =25 =5
BC = /(1-2)" +(4+6) =101
AC=\[(2+3) +(-6-1) =25+ 49 =74

Luego:

P=5+101++/74

2).- A(2,3); B(%,—?);C(—%,—Bj

Solucion:

N R CO i s
E:\/(_%_E) —3+7)° \/7 V25=5

S EERERE SRR e




P= +5+— =

2 2 2

o\/401 13 401+10+13 23++/401
2

Demostrar que son isosceles los triangulos cuyos vertices son:

3).- A(2,6);B(5,10);C(L7)

Solucion:

AB=\(5-2) + = J(3) +(4) =25 =5
BC = (1-5)° +(7-10)" = J(~4)’ +(-3)° =y25 =5
CA=\[(2-1) +(7-6) =2

AB=BC =5

Si es isosceles.
4).- A(2,0);B(6,0);C(4,4)

Solucion:

Si es isbsceles.
5).- A(2,-8);B(-4,-2);C(6,2)

Solucion:

AB=J(-4-2) +(-2+8) =[(-6) +(6)° =72
BC = (6+4)" +(2+2) =116

CA=\(6-2) +(2+8) =116

BC =CA=4116




Si es isbsceles.
6).- A(6,7);B(-8,-1);C(-2,—7)

Solucion:

AB=,J(-8-6)" +(-1-7)" =196+ 64 = /260
BC = (-2+8) +(-7+1) =36+36 =72
CA=/(6+2)° +(7+7)" =/64+196 = /260
AB =CA=1/260

Si es isosceles.

o fajal3e)el 39

Solucion:

E=J@+g+(a_z)zzm=ﬁz

ﬁ=\/(_g_gj2+(o_e)z 5736 =52

2
(TA:\/(—%%) +(2-0)" =J16+4 =20
AB =BC =+/52
Si es isosceles.

8).- A(—3,1+J§);B(3,5+J§);C(—1,—1+J§)

Solucion:



E:J(3+3)2+ 5+42-1-V2) =./(6)2+(4)2 — 36116 =52
BC=(-1-3) +(-1+v2-5-12) = (4] +(-6) = A6+ 36 =52

c_Az\/(—1+3)2+(1+J§—1—J§) —J&=2
AB =BC =52

Si es isosceles.

Demostrar que los triangulos cuyos vértices se dan a continuacion son rectangulos y
calcular su area:

9.- A(10,5);B(3,2);C(6,-5)

Solucion:

= J(3-10) +(2-5)" ={|(-7)" +(-3)’ =58
=J(6-3)" +(-5-2)" =58
CA=/(10-6) +(5+5)' =116

Si es un triangulo rectangulo, se cumple Pitagoras:

(vB8) +(vB8) =(+A16) = OK
(V38)-(V58) /(s8)" 8

Area: A= = =—=29
2 2 2

10.- A(3,-2);B(-2,3);C(0,4)

Solucion:

= J(-2-3)" +(3+2)" =50
=\J(0+2)" +(4-3)" =5
CA=\/(3—0)2+(—2—4) - J45

Si es un triangulo rectangulo, se cumple Pitagoras:



() () (180 = ox

Area: A= (\/E)Ng) J(45)-(5) 225 b
2 2 2 2

11- A(-2,8);B(-6,1);C(0,4)

Solucion:

AB = [(-6+2)" +(1-8)" =16+ 49 = /65
BC =/(0+6)" +(4-1)" =/36+9 =45
CA=\(-2-0) +(8-4) =V4+16 =20

Si es un tridngulo rectangulo, se cumple Pitagoras:

(VB + () =(f55 o

Area: A= (@)(\/E) _ V(20)-(45) _ /900 _30_
222 2

12- A(7,5);B(7,-3);C(3)

15

Solucion:

AB=,/(7-7) +(-3-5)" =64
BC =4/(3-7)" +(1+3)" =16 +16 =32
CA=/(7-3)" +(5-1)" =16 +16 =/32

Si es un tridngulo rectangulo, se cumple Pitagoras:

() (2] - () —ox

Area: A= (\/3_2)“3_2) = \/(37)2 _% 16

2 2 2

13- A(3-1);B(2,2);C(-7,-1)



Solucion:

AB=,J(2-3) +(2+1) =J1+9 =10
BC = (-7-2) +(-1-2)° =BL+9 =00
CA=(3+7) +(-1+1) =100

Si es un tridngulo rectangulo, se cumple Pitagoras:

(VIO +(v80) = (Vi00) = oK
prea - OLE0)_J10)(0) a6 _30

B 2 2 2 2

14.- A(-31);B(7,-3);C(-5,4)

Solucion:

AB =J(7+3) +(-3-1) =/(10)" +(-4)" = 100+ 16 = V16
BC = \(-5-7) +(-4+3)" = /(-12)° +(-1)’ =145
CA=\(-3+5) +(1+4) =|(2)" +(5)’ =29

Si es un tridngulo rectangulo, se cumple Pitagoras:

(V) +(4FTE) =T =0

Area:. A= ( =29

J29):(V116) _\(29)-(116) /3364 _ 58
> 2

2 2

Demostrar que son isésceles y rectangulos los triangulos cuyos vértices
son:

15- A(2,7);B(3-2);:C(-2.2)

Solucion:



CA=\(2+2)° +(7-2)" =(4) +(5)° = Va1

BC=CA= \/H = Isosceles

Aplicando Pitagoras:
(\/H)z +(\/H)2 = (\/@)2 = Rectangulo.

16.- A(31);B(-3-7);C(-5,7)

Solucion:
AB = \[(-3-3)" +(~7-1) =/36+64 = /100
BC = \/(-5+3) +(7+7) = /(-2)° +(14)’ =V4+196 = /200

CA=\/ 3+5) +(1—7) =64+ 36 = /100
Luego:
AB = CA=+/100 = Isésceles.

Aplicando Pitagoras:
(\/10_0)2 + («/10_0)2 = (\/ﬁ)z = Rectangulo

Demostrar que los cuadrilateros cuyos vertices se dan a continuacion son
paralelogramos:

Pendiente: m=J2"Y%1

Xz - X1
17.- A(-1-2);B(0,1);C(-3,2);D(—4,-1)
Solucion:

1+2 2-1 1 -1-2 2+1 1
Me =g 1~ M= 5o~ 30~ g3 M "7 g

Luego:



ABLICD;BC[IDA

18- A(-1-5);B(2,1);C(15); D(-2,-1)

Solucién:
1+5 5-1 -1-5 —-5+1
=——=2my,.=——=“4my=—=2Mm,, =— =4
S| B 1-2 21 DAY 142
Luego:

ABLICD; BCL DA

19.- A(2,4);B(6,2);C(8,6);D(4,8)

Solucion:

2.4 1 6-2 8-6 1 4-8
mABZEZ—E,mBC=T6=2’mCD:T8=—E’mDA=2T=2
Luego:

AB[ICD;BCL DA

Demostrar que los vértices que se dan a continuacion pertenecen en cada
caso a un rombo:

Los lados de un rombo son todos iguales y sus diagonales se cruzan a 90°, sus angulos
opuestos son iguales:

20.- A(-1,-3);B(0,0);C(31);D(2,-2)
Las pendientes de las diagonales y el angulo que forman son:

mAC :]fo;Lj:l;mBD :%:—1:%'”12 =—1:>900

Las longitudes de los lados son:



AB = J(0+1)° +(0+3)° =10
BC =/(3-0)° +(1-0)’ =10
CD =/(2-3)" +(-2-1)} =0

DA=[(-1-2)" +(-3+2)° =10
= AB=BC=CD=DA

Para calcular los angulos de cruce de los lados, se debe conocer la pendiente de cada recta:

oo 0#3_ o 0 1-0 1. -2-1 . -3+2 1_
041 0% 3-0 37 2.3 TP 1.2 3

= ABUCD; BC[IDA

o

Angulos opuestos, (como es un paralelogramo, basta con verificar dos de ellos):

Tomemos 1A y [IC:

1
3-=
tgg=—2—M _yga— Mae "Moo _ 31:§:f:,DA=53,123°
1+m -m, I+mg My q,3.2 6 3
51
ge= Meo=Mee _ = 3 _8_4 0 53q0m
1+ mep - Mge 1+3.1 6 3

Nota: Se ha demostrado que es un rombo, sin ser un cuadrado, el cual es un caso especial
de los rombos.

21- A(11);B(2,-4);C(-3,-3); D(-4,2)
Solucién:

Las pendientes de las diagonales y el angulo que forman son:

mAC z%j:l; mBD = _24_'-_42 =—1:> mAC .mBD =_1:>900

Las longitudes de los lados son:



DA=[(1+4) +(1-2)° =26 =

— AB=BC=CD=DA
Para calcular los angulos de cruce de los lados, se debe conocer la pendiente de cada recta:

—4-1
2-1
AB[ICD;BC 1 DA

m = ot4_ L2 g 172 1
TR 32 5P 443 TP 1y 5

Mpg =

Angulos opuestos, (como es un paralelogramo, basta con verificar dos de ellos):

Tomemos 1A y [IC:

5.1 2
go=—t b qga= el 5 _ 5 — 2 0 A=112,619°
1+m -m, I+Mg My 7,5.2 2 10
1
-5+
tgc=Teo"Mee _ ~ 5 _"24_ ¢ _11p 6100

1+ Mep - Mge 1+5.£
22.- A(-10,6);B(-3,4);C(-1-3);D(-8,-1)
Solucion:

Las pendientes de las diagonales y el &ngulo que forman son:

oo 3-6_ . _-l-4
"¢ 1410 B0 843

=l=m,. -my, =-1=90°

Las longitudes de los lados son:



— AB=BC =CD=DA
Para calcular los angulos de cruce de los lados, se debe conocer la pendiente de cada recta:

4-6 2. 3-4 7. 143 2 6+l 7

Mpg=—T"-==-"="Mge=——=—">=Mp=—"—=—";Mp=————=——=
M 3410 700 143 2P g41 70 * 1048 2
ABICD:BC DA

Angulos opuestos, (como es un paralelogramo, basta con verificar dos de ellos):

Tomemos 1A y [IC:

2,7 10
g0 =t b o iga= w0 T §=M=E:DA=19,6516°°
1+m -m, I+meg My 4.0 2 28
72
2.7
tgc=TeoMee _ 7 2 _10_ ¢ 1965160
1+mep - Mg 1+E.Z 28
72

Demostrar que los vértices que se dan a continuacion pertenecen en cada
caso a un cuadrado:

23.- A(J, 4); B(6, 2) ;C (4, —3); D(—], —1)
Solucién:

Las longitudes de los lados son:

AB = (6~ 1)2+ —J25+4 =29
BC = \[(4 6) ) =\4+25 =29
CD =/(-1-4)" +(-1+3)" =/25+4 =29
DA=|(1+1)" +(4+1)" =4+25 =29




Las pendientes de los lados son:

2-4_ 2 _-83-2 5~ _-1+3_ 2 441 5
6-1 5 4.6 2 1.4 5 ™ 111 2
= ABCD;BC[IDA

Mpg =

También, los lados adyacentes, que se cortan, son perpendiculares, como se prueba:

Myg - Mge = —% (g =-1=[0B=90°
Mge - Mep = gj —é =-1=0C=90°
Mep - Mp, = —% (g =-1=0D=90°
Mpp - Myg = g](—é =-1=0A=90°

Es un cuadrado.
24.- A(4,6);B(8,3);C(5,-1);D(L2)
Solucion:

Las longitudes de los lados son:

(8—4)"+(3-6)" =16+9=+/25
BC=/(5-8)" +(-1-3)’ =\9+16 =25
CD=y(1- 5)2+(2+1) —16+9 =25
DA=(4-1) +(6-2) =B +16 =25 =

— AB=BC =CD=DA

Las pendientes de los lados son:

m _3—6__§_m __1_3_ﬂ.m _2+1__§-m —E—
BT g 4 4 % §5_g 3 ® 1_g 4’ A -1
ABICD;BC[DA

=

(SRR

También, los lados adyacentes, que se cortan, son perpendiculares, como se prueba:



Myg - Mge = 3 (ﬂ =-1=[0B=90°

Mg - Mep = ﬂj 3 =-1=0C=90°

3 4
Mep - Mpy = —% (% =-1=01D=090°
Mpp - Myg = %)(—% =-1=0A=90°

Es un cuadrado.

25.- A(—?,—l); B(O, 3);C(4, —4); D(—3, —8)
Solucién:

Las longitudes de los lados son:

E=\/(0+7)2+(3+1)2=\/M=\/E
C=(4- o)2+(4 3)° =16+ 49 = /65

CD=(-3-4) +(-8+4) =/49+16 = /65

DA=[(-7+3) +(-1+8) =16 +49 =65 =

— AB=BC=CD=DA

Las pendientes de los lados son:

3+1 4 4-3 7 8+4 4 ~1+8 7
_ LTS _A N

m Mege =——=—— My =——=—;My, =——=
®T0+7 70 4-0 4 ° 3-4 7™ 743 4
AB[ICD:BCIIDA

También, los lados adyacentes, que se cortan, son perpendiculares, como se prueba:



Myg - Mg = ; (—Z =-1=0B=90°
(ﬂ =-1=[0C=90°

~Z|=-1=>0D=90°

(ﬂ =-1=[A=90°

Es un cuadrado.

Calcular en cada uno de los siguientes casos la distancia entre los puntos
cuyas coordenadas se dan:

26.- A(2a,—b);B(5a,3b)
Solucién:

AB = J(5a-2a)’ +(3b+b)’ =+/9a’ + 16D’

27.- C(—m,n);D(3m,9n)

Solucion:

CD = \/(Sm +m)*+(9n—n)’ = J16m?2 +64n? = 4m? + 4n?
28.- M(x,3);N(3x,-2)

Solucion:

W:\/(3x—x)2 +(—2—3)2 :\/m

29.- P(m,—3);Q(2,m)

Soluciodn:

@:\I/(Z—m)2+(m+3)2 :\/(4—4m+m2)+(m2+6m+9) — 13+ 2m+2m?
30.- R(a,-3);S(—/3,—3a)



Solucion:

RS\/ 3a+ 3a+3):>

:>\/ 3+2aJ§+a) +(3a-6v3a+9) =12+ 2aJ3—6v3a + a’

31.- Determinar las coordenadas del punto P de abscisa 2 que equidista de los puntos:
A(—3, 4); B(—L —4)

Solucion:
dpp =dpg

\/(2+3)2+ y—4)2 :\/(2+1)2 +(y+4) =
= (5)" +(y*—8y +16)=(3)" +(y* +8y +16)=
=25-9=16y = y=1=P(21)

32.- Determinar las coordenadas del punto P de ordenada -1 que equidista de los puntos:

M (-6,0);N(2,-8).

Solucion:
dPM = dPN

Jx+6) +(-1-0) = J(x-2) +(-1+8) =
:(x2 +12x+36)+1=(x2 —4x+4)+49:>
=16x=16=x=1= P(1,-1)

33.- Determinar las coordenadas del punto P de abscisa -3 que equidista de los puntos:

A(~13);B(2,-4).

Solucion:
dpp =dpg

J3+1) +(y-3) =\(-3-2) +(y+4) =
= (-2)’ +(y? —6y+9):(—5)2 +(y*+8y+16)=
=13-6y=41+8y =14y =-28= y=-2= P(-3,-2)



34.- Determinar las coordenadas del punto P de ordenada 7 que equidista de los puntos:
K(-2,-1);L(5,8).

Solucion:
Ao =dp,

JOx+2) +(7+2) = \(x-5) +(7-8) =
:>(x2 +4x+4)+64=(x2 —10x+ 25)+1:>
=14x=-42=x=-3=P(-3,7)

35.- Determinar las coordenadas del punto P del eje de abscisas equidistante de los
puntos:  A(3,4);B(5,8).

Solucion:

oy = dpg

J(x=3) +(0-4) = /(x-5) +(0-8)’ =
:>(x2—6x+9)+16:(x2—10x+25)+64:>
= 4x=64= x =16 = P(16,0)

36.- Determinar las coordenadas del punto P del eje de ordenadas que equidista de los
puntos: M (2,6);N(9,-5).

Solucion:

oy = dpy

J0-2) +(y-6)" =J(0-9) +(y+5) =
:>4+(y2—12y+36):81+(y2+10y+25):>
= -22y=66=y=-3=P(0,-3)

Determinar las coordenadas del punto C que equidista de los puntos:
37.- M(-5,3);N(L9);P(9,1)

Soluciodn:



dep =/(X-9)° +(y-1)° > (1)

Haciendo:
(1)=(1r)
(X +10x+25)+(y* —6y+9) = (x* —2x+1)+(y* ~18y +81) =
=12x+12y =48=x+y=4—>(IV)

Haciendo:

(1)-(m)
(x2+10x+25)+(y2 —6y+9)=(x2—18x+81)+(y2—2y+1):>
= 28x-4y=48=T7x-y=12—>(V)

Sumando (1V) vy (V):
8x=16=>x=2

Sustituyendo el valor x=2 en (IV):
2+y=4=y=2=C(2,2)

38.- P(33);Q(6,2);R(8,-2).
Solucion:

ch = dQC = dRC

doc =(x-6)" +(y—2)° > (1)

dee = (x=8) +(y+2)" >(Ill)

Haciendo (1)=(Il)



(X2 —6x+9)+(y?—6y+9)=(x*—12x+36)+(y* —4y+4)=
= 6x-2y=22=3x-y=11->(IV)

Haciendo (1)=(1l1)

(X2 —6x+9)+(y* —6y+9)=(X* —16x+64)+(y* +4y+4)=
=10x-10y =50=x—-y=5—>(V)

Restando (IV)—(V)=2x=11-5=6=>x=3
Sustituyendo x=3 en (V):
3-y=5=y=—2=C(3-2)

39.- A(4,3);B(2,7);D(-3,-8)

Solucion:

dAC = dBC = ch

Haciendo (1)=(11):

(X*—8x+16)+(y* —6y+9) =(x* —4x+4)+(y* ~14y +49) =
= —4x+8y=28=—x+2y=7—>(IV)

Haciendo (1)=(1l):

(x2—8x+16)+(y2—6y+9):(x2+6x+9)+(y2+16y+64):>
= —14x—-22y =48= -Tx-11y =24 — (V)



Multiplicando la ecuacion (V) por (—7) y sumandole la ecuacion (V):
(=7)-(IV)+(V)=-25y=-25=y=1

Sustituyendo el valor y =1 en la ecuacion (V):
—7x—11=24=-7x=35=x=-5=C(-51)

Determinar las coordenadas del centro C de la circunferencia que pasa por los puntos:
40.- K(2,3);L(4,-1);M(5,2)

Solucion:

Las coordenadas del centro de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados es el
punto de corte de las mediatrices del triangulo que forman dichos tres puntos.

Sea N el punto medio de KL:

2+4 3-1
XN:T:3;yN:T=1
. -1-3 4 1
La pendientede KLes: m, =——=—=-2=m,,, =—
p KL 4_2 2 1 KL 2

Luego, la ecuacién de la mediatriz correspondiente a KL es:

1
Y=Yy :m-(x—xN):>(y—1):§-(x—3):
=2y-2=x-3=>x-2y-1=0->(1)

Sea P el punto medio de LM:

« :4+5:g_y :—l+2:£
P2 27F 2 2

m :E:S:m =—=
LM 5 4 1LM

La ecuacion de la mediatriz correspondiente a ML es:



y_yP:mJ_ML'(X_XP)j y—lz(—lj-(x—gj:
2 3 2

M:(_ENZX_gj:6y—3=—2x+9:>
2 3)\ 2

= 2X+6y-12=0=x+3y-6=0—(II)

Luego:
()—(1)=5y-5=0=y=1

Sustituyendo este valor de y =1 en la ecuacion (I ):
Xx—2y-1=0=x-2-1=0=x=3=C(31)

41.- P(O,—6);Q(L1);R(7,—7)
Solucion:

Las coordenadas del centro de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados es el
punto de corte de las mediatrices del triangulo que forman dichos tres puntos.

Sea S el punto medio del lado PQ:

0+1 1. —-6+1 5
%= T
quﬁ:7:>mLPQ:__

1+0 7

Luego, la ecuacion de la mediatriz correspondiente a PQ es:

Yy=Y¥s=Mp '(X_Xs):> y+§:_£'(X_EJ:>
° 2 7 2

:>7-(Zy+5j:—(zxz_lj:>14y+35:1—2x:

2
2x+14y+34=0=x+7y+17=0—>(1)

Sea T el punto medio del lado QR:



1+7 1-7
T > Yr >

7.1 4 3
Mer = =3 = Mo

La ecuacion de la mediatriz correspondiente al lado QR es:
3

Y=Yy =Mygr (X=X )= y+3=zo(x—4):>

4y +12=3x-12= -3x+4y+24=0—(Il)

Ahora, resolviendo (1) y (1I):

3-(1)+()=25y+75=0=y=-3

Sustituyendo este valor de y =-3 en la ecuacion (I1):
—3X+4y+24=0=-3x-12+24=0=x=4=C(4,-3)

42.- A(4,-2);B(5,-3);C(—4,-6)

Solucion:

Las coordenadas del centro de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados es el
punto de corte de las mediatrices del triangulo que forman dichos tres puntos.

Sea D el punto medio del lado AB:

y _4+5_g_y _—2—3__§

2 277P 2 2
-3+2

Mpg = 5_4 =-l=m =1

La ecuacion de la mediatriz correspondiente al lado AB es:

5 9
Y—Yo =mLAB'(X_XD):> y‘*‘E:(l)'(x_Ejj

= 2y+5=2x-9=-2x+2y+14=0=-x+y+7=0->(I)

Sea E el punto medio del lado BC:



L 541, _8-6_9
£ 2 2°F 2 2

m.-0+3_ 8 1 . .3
BC _4_5 _9 3 1BC

La ecuacion de la mediatriz correspondiente al lado BC es:

9 1
Y= Ye =Mgc '(X_XE):y"'E:(_B)'(X__j:

2
= 2y+9=-6Xx+3=6x+2y+6=0=3x+y+3=0-(Il)
Resolviendo las ecuaciones (1) y (I1):
(D)—=()=(—x+y+7)—(3x+y+3)=0=>—-4x+4=0=>x=1
Introduciendo el valor de x=1 en la ecuacion ( I1):
3X+y+3=0=3+y+3=0=y=-6=C(1L-6)
Un circulo tiene su centro en c¢(3,1) y su radio mide 10 unidades.
Determinar si los siguientes puntos pertenecen o no al circulo.

Nota: Si la distancia de cada punto dado al centro es igual o menor de 10
unidades, el punto pertenece al circulo. Recordar que el circulo es toda el
area dentro de la circunferencia de radio 10.

43.- A(8,9)

Solucion:

due =(x=% ) +(y=Yo)' =4(8-3) +(9-1) =(5)° +(8)° =BY <10=> Sl
44.- B(-7,4)

Solucion:

dge =(-7-3) +(4-1)° =J(-10)’ +(3)° >10=> NO

45.- M(117)



Solucion:

dye =(11-3)" +(7-1)° = [(8)° +(6) =100 =10 =S|I
46.- N(7,-7)

Solucion:

dye =(7-3)° +(1+7) =\J(4)° +(8) <10= S
47.- P(-7,0)

Solucion:

Ao = (~7-3)" +(0-1)° = /(-20)° +(~1)° = V10I>10= NO

Demostrar en cada uno de los siguientes casos que los puntos cuyas
coordenadas se dan son colineales:

En todos los casos se tratara de probar que si son colineales se cumple
que: AB+BC=AC

48.- A(-2,8);B(0,4);C(L7)

Solucion:

Si son colineales.
49.- M(-2,3);N(-6,1); P(-10,-1)

Solucion:



MN = (-6+2)° +(1-3)° =16+4 =20 =25
NP = \[(-10+6)° +(-1-1)° = V16+4 =120 =25
MP = [(~10+2)" +(~1-3)° =\/64-+16 = B0 = 45

MN + NP = MP

Si son colineales.
1 5

50 K(-4,-2); L(_L_Ej; y (53}

Solucion:

KL= \/(—1+ 4) + (—%+ ZT

m:\/(5+1)2 +(g+%)2 :,f(6)2+(3)2 =/36+9=1/45=3\5

2 2

- fo+(32] - o (3] -ofr -0
5(23)- 8 (55336

KL+LM =KM

Si son colineales.
51.- R(—%,—sj;s(—z—:,zjﬁ(—&@

Solucion:

R_S:\/(—Z—:+%j2+(2+3)2 :\/(—%J2+(5)2 = ’%+ 25 =

RS = %4100+225 - %4325 - 241_3

S_T:\/(—8+2—:j2 +(4-2) :\/(_243+ 20\ +(2) =




RT = \/(—8+%j2 +(4+3)" = \/(_24;10}2 +(7)° =

2
RT = (—%) +(49) :%\/196+441 :%\/637 = §J1_3

Si son colineales.
52.- E(7,4);F(7-2v5,10);G(7-5v5,19)

Solucion:

EF- \/(7_2\/5—7)2 +(10-4) = \/(—Zx/g)z +(6)" =

EF =+/20+36 =+/56 = 2\/14

G- \/(7_5J§_7+2J§)2 +(19-10)° = \/(—3\/5)2 +(9) =
FG =/45+81 =126 =314

EG - \/(7 55— 7)2 +(19-4)" = \/(—5\/5)2 +(15)° =

EG =125+ 225 = /350 =514

EF + FG=EG
Si son colineales.

53.- Determinar la abscisa de un punto P de ordenada 4 que estd a 10 unidades de
distancia del punto A(1,-2).

Solucion:

10= (X =% +(y= Vo) +y/(1-% ) +(-2-4) =
=10=/(1-x, ) +(-6)° =100-36=(1-x, )’ =
8=1-x, =X, =—7=P(-7,4)

54.- Determinar la ordenada de un punto P de abscisa 1 que dista 5 unidades del punto
B(-3,2).



Solucion:

5= \(-3-1) +(2-y,) =25= (4 +(2-y,)' =
9=(2-y,) =3=2-y, =y, =-1=P(1-1)

55.- Determinar la abscisa de un punto P de ordenada 8 que dista 13 unidades del punto
C(2-4).

Solucion:

13= /(12— %, )’ +(-4-8)’ =169 =(12-x, ) +(-4-8) =
=169-144=(12-x,)" = 25=(12-x,)" =5=12—-x, = x, = 7= P(7,8)

56.- Determinar las coordenadas de un punto P sabiendo que si abscisa es 5 y que su
distancia al punto D(-1,3) es 2v/13.

Solucion:

oo = 213 = (-1-5)" +(3-y, )’ =52=(~6) +(3-y,)’ =
=52-36=16=(3-Yy,) = 4=3-y, =y, =-1= P(5-1)

57.- Determinar las coordenadas de un punto P de ordenada 1 sabiendo que la distancia
que lo separa del punto A(3,9) es el doble que la que lo separa del punto B(-3,2).

Solucion:

dop =2-dpg

Aoy = /(3= % ) +(9-1)1dp = (-3 %, +(2-1) =

JB=% ) +(8) =2-{(-3-%) +(1) =

:(3—XP)2+64:4-[(—3—xp)2+l}:(9—6xp+x§)+64:4-(—1)2(9+6xp+x§)+4:>

= 3% +30X, —33=0=> X, +10x, —11=0=> (X, +11)- (X, —1)
Luego, existen dos soluciones:

R(-111):R,(L1)



58.- Determinar las coordenadas de un punto P de abscisa -3 sabiendo que la distancia que
lo separa del punto A(—4, —1) es la mitad de la que lo separa del punto B(7,6) :

Solucion:

dPA=%-dPB:>\/(—4+3)2 “1-y,) =—\/7+3 (6-y,) =
= (07 + (1) (L o) =520 + (6= vo) ] =

1+1+2y, + Y2 =%-[100+36—12)’p + yﬁ]z

8+8y, +4y2=136-12y, +y: =

~20+,)(20)° +4-3-128 20+ \/400+1536 _
6

3y22 +20y, -128=0=y, =

-20+£+/1936 -20+44 32 24
= Yp= 6 = 6 = Y=~ Yo = =4

Entonces, hay dos soluciones:
p( 3_% P, = (~3,4)

59.- Determinar las coordenadas de un punto P de ordenada -4 sabiendo que la distancia
entreP y A(5,5) es tres veces mayor que la distanciaentre P y B(-1-3).

Solucion:

Aoy =3-0p = (5%, ) +(5+4) =3-(-1-x, ) +(-3+4) =
= (5-%,)" +(9) +81=9- (-1)"-(1+ %, )" +(1)° | = (25-10%, + X} ) +81=9: (1+ 2%, + X} )+ 9=
= 8X2 + 28X, —88 = 2X2 +7X, —22=0=

~7+449+176 —7++225 -7+15 —22 11 8

P 4 4 4 g 277 4

Entonces, hay dos soluciones: P{—%,—ﬂ 1P, (2,-4)

60.- Determinar las coordenadas de un punto P de ordenada 5 sabiendo que la distancia
que lo separa del punto A(3,3) es la mitad de la distancia que separa al punto A de otro
punto B(-1,-7).

Solucion:



1 1
dos =E-dAB :>\/”(3—xp)2+(3—5)2 =§-\/(3+1)2+(3+7)2 =
2 2 1

= (3% ) +(-2) =3[ (4) +10) ]

= (3-%) =25=3—X, = 45=> Xp, =2 Xp, =8 = P, = (-2,5): P, (8,5)

:%:29:

61.- Determinar la ordenada de un punto P de abscisa 5 sabiendo que la distancia de
A(-2,-3) a B(12,-1) esel doble de la distancia de A a P.

Solucion:

Ou = 20,0 = (-2-12) +(-3+1) =2.,(-2-5)' +(-3-y,) =

= (-14)" +(-2) =4[ (1) + (-1 (3+y:)' | =

196+4=4-[49+(3+ yp)z}:sso—49=(3+ Vo) = 41=34 Y, = Yo =—2, Vs, = —4

62.- Dado los puntos O(0,0); A(9,-2);B(2,4) demostrar que [] AOB es igual al [] ABO’
Solucion:

Si demostramos que el tridngulo es isosceles, donde AO = AB, como consecuencia de ello
[l AOB =[] ABO.

duo =(9-0)° +(-2-0)° =BL+4 =85
Ao =(9-2) +(-2-4) =49+ 36 = B5 =

—d,, =d, =0 AOB=0ABO

63.- Dados los puntos A(2,1):B(7,4);C(2,7) demostrar que [] BAC =[] BCA.

Solucion:

Si demostramos que el triangulo es isésceles, donde BC = AB, como consecuencia de ello
[1 BAC =[] BCA

oe =((7-2)" +(4-7)" = () +(-8) =v25+9=34
s =(27)" +(1-4) =y[(-5) +(-3)' =259 = /34

dge = d,s =0 BAC =1 BCA




64.- Demostrar que en el triangulo cuyos vértices son  A(-1-2);B(-15);C(6,—2) se
cumple que 1 ABC=[]ACB.

Solucion:

Si demostramos que el triangulo es isésceles, donde AC = AB, como consecuencia de ello
[0 ABC =[] ACB

dac :\/(6+1)2 +(—2+2) :m=7
U =\,/(—1+1)2 +(5+2)" =49 =7

d,. =d,, =0 ABC =0 ACB

65.- Demostrar que en el tridngulo cuyos vértices son A(0,1): B(3,7);C(3+2«\/§,2) se
cumple que [1 BAC =[] BCA.

Solucion:

Si demostramos que el triangulo es isdsceles, donde BC = AB, como consecuencia de ello
[ BAC =[1BCA.

doe = \/(3+ 25-3) +(2-7) = \/(2J§)2 +(=5)* =20+ 25 = /45
du =(3-0)° +(7-1)° =0+36 = /45

dge =d, =0 BAC =0 BCA

66.- Demostrar que K(6,2);L(-2—4);M(5-5);N(-13) son puntos de una
circunferencia de centro C(2,-1).

Solucion:
Si son puntos de la misma circunferencia, se cumple que:

dKC :ch :dMC :ch =Tr



dee =/(6-2)° +(2+1) =V16+9 =25 =5
dio=\(-2-2) +(-4+1) =J16+9 =25 =5
J(5-2) +(-5+1) =9+16 =25 =5
= J(-1-2) +(3+1) =9+16 =25 =5

duc
Ay

Todos los puntos considerados pertenecen a la misma circunferencia.

67.- ¢Qué condicion algebraica debe satisfacer todo punto P(x,y) para que esté a 3
unidades de distancia del punto A(5, —2)?

Solucion:

P debe ser el lugar geométrico, (en este caso una circunferencia) de todos los puntos que
equidistan una distancia 3 del punto A, gue en este caso es el centro de la circunferencia,
siendo el radio r es igual a 3.

Entonces: r=3:\/(x—xA)2+(y—yA)2 :\)l(x—5)2+(y+2)2 =9=(x-5)+(y+2)°

68.- ¢Que condicion algebraica debe satisfacer todo punto P(x, y) para que su distancia
al punto  A(-3,7) sea menor que 4?

Solucion:

JOX 4 (Y= ya ) <r=(x+3Y +(y-7) <4= (x+3) +(y-7) <16

69.- ¢Qué condicion algebraica debe satisfacer todo punto P(x, y) para que su distancia
al punto A(3,—4) sea de 5 unidades 0 més?

Solucion:

\/(x—xA)2+(y—yA)2 25:>(x—3)2+(y+4)2225

70.- ¢Qué condicion algebraica debe satisfacer todo punto P(x, y) para pertenecer a un
circulo que tiene su centro en C(5,0) y cuyo radio mide 7 unidades?

Solucion:



Y5 (v = e ) <75 (x=5) +(y-0)' <49
= (x-5)"+y?<49

71.- ¢Qué condicion algebraica debe satisfacer todo punto P(x, y) para que no pertenezca
a un circulo de radio 6 y que tiene su centro en C(—3,2)?

Solucion:

JO+3) +(y—2) >6=> (x+3) +(y—2)° >36

72.- Determinar la condicion algebraica que debe satisfacer todo punto situado entre dos
circunferencias de centro comun, una de ellas con radio de 5 unidades y la otra con radio de
8 unidades.

5<\/(x—xc)2+(y—yc)2 <8:>25<(x—3)2+(y+2)2<64

73.- Determinar la ecuacion algebraica que debe satisfacer todo punto que esté a igual
distancia de los puntos M (51) y N(-1-3).

Solucion:

Yo=Y+ (v =y ) = (=% ) +(y =y, ) =
:\iii(x—5)2+(y—l)2 :\ll(x+1)2+(y+3)2 =

:(xz—10x+25)+(y2—2y+1):(x2+2x+1)+(y2+6y+9):>
= -12x-8y+16=3x+2y—-4=0

74.- Determinar la ecuacion algebraica que debe satisfacer todo punto que equidiste del
origen y del punto M (4,-5).

Solucion:

Sea el origen el punto O(0,0).

VOx0) + (v =Yo) =00 ) + (y=yu ) =
=X +y =(x=4) +(y+5)" =(X" -8x+16)+(y* +10y + 25) =
= -8x+10y+41=0=8x-10y—-41=0



75.- Determinar la ecuacién algebraica que debe satisfacer todo punto para ser el vértice de
un tridngulo is6sceles cuya base sea el segmento que determinan los puntos M (7,—1) y

N(-35).

Solucion:

JO % 4 (Y=Y ) = (=% 4 (y =y =

:>\i’(x—7)2+(y+1)2 :\/(x+3)2+(y—5)2 =
:(xz—14x+49)+(y2+2y+1):(x2+6x+9)+(y2—10y+25):>
= -20x-12y+16=0=>-5x-3y+4=0=5x+3y-4=0

76.- Determinar la ecuacion de la mediatriz del segmento cuyos extremos son
A(4,7);B(-2,-3).

Solucion:

El punto medio P de AB es:

XP:T:]"yP:_:Z

4-2 7-3

2
La pendiente de AB es:
YZ_Y1:_3_7:E:§:>mLAB:__
X,—X% —-2-4 6 3 5
La ecuacion de la mediatriz es:

Myg =

3
Y=VYe :mLAB.(X_XP):y_zz(_gj'(x—l)j

=5y-10=-3x+3=3x+5y-13=0

77.- La base de un tridngulo is6sceles es el segmento determinado por los puntos
M(-3-8) y N(4,9). Determinar las coordenadas del vértice P del tridngulo sabiendo
que su ordenada es 4.

Solucidn:



\/(XP — Xy )2+(yP_yM )2 :\/(XP — Xy )2+(yP_yN )2 =
= (% +3)" +(4+8) = (%, —4) +(4-9)" =
= (X} +6X, +9)+144 = (X} —8X, +16)+25=>

= 14x, =-112=> X, =%=—8:> P(-8.4)
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Marco Teodrico:

La ecuacion general de la linea recta envolviendo dos variables es la siguiente:
AXx+By+C =0

No existen potencias de ninguna clase en las variables. La ecuacion general de la linea recta
puede ser transformada en otras formas, muy Utiles en ciertas aplicaciones, como:

Ecuacion reducida de la linea recta:

y=mx+ b donde M es la pendiente de la linea recta y b es el valor de la ordenada
donde la linea recta corta al eje de las Y.

También, existe la ecuacion candnica de la recta, expresada asi:

X Y

a b ~ ~siendo a el valor de la abscisa donde la linea recta corta al eje de las X y

b es el valor de la ordenada donde la linea recta corta al eje de las Y.



Casi todas las formas de ecuacion de una linea recta se encuentran partiendo de la ecuacion
de la pendiente de una linea recta, ya que se debe recordar que una linea recta tiene una

pendiente Gnica. Si se conocen dos puntos de una linea recta dada, B,(x,Y;) Y P, (X.Y,).
y ademas se toma como P(x, y) un punto cualquiera perteneciente a la misma linea recta,
entonces, se puede escribir:

m:yz_ylzy_yl

X, =X, X=X

Conociendo un solo punto y la pendiente, se puede escribir:

_ y_y1
X=X

La forma normal de una ecuacién de la linea recta es:

m = y-y, =m-(x—x)

Xcosé&+ ysend—p=0

Donde 6 es el angulo que forma la linea recta con el eje de las X, y p es la distancia

positiva de la linea recta al origen de coordenadas. Se puede pasar de la ecuacion general de
la linea recta a la forma normal, con tan solo dividir toda la ecuacion general por

+y A’ +B?
Angulo entre dos rectas:

Dadas dos rectas I, y I, cuyos angulos con la horizontal son ¢, y «,, el angulo
tga, —tgey, ~ M, —M

1+tge, -tga, 1+ m, -m,

Entonces, si las dos lineas son paralelas 6=0=tg6=0=m,-m =0=m, =m,.

formado entre las dos rectas esd = o, —a, = g0 =

. . . 1
Si las dos lineas son perpendiculares: 0 =90°=tgf=c0c=1+m -m,=0=>m =——
m2
Luego, se concluye que:

Dos lineas rectas son paralelas si ellas tienen la misma pendiente; o sea: m1 = mz-

Dos lineas rectas son perpendiculares, se cruzan a 90° si sus respectivas pendientes
cumplen con la siguiente condicion:



(ml)(mz):_l:»mlz_miz

La distancia dirigida d entre un punto P, (X,,Y,) Yy una linea recta definida por su

ecuacion general, | = Ax+By+C =0, es la longitud del segmento perpendicular a |
trazado desde el punto P, y estd dada por la expresion:

_ AX, +By,+C

B A7 B

El signo del radical +/A’+B? se determina de acuerdo a como sigue:

d

(a).- Si Cx0= ng :_Sgc

(b).- Si C=O;B;tO:>Sng=SgB

©.- Si C:O;B:0:>ng:SgA

La posicion relativa del punto y la recta, segun el signo de la distancia dirigida sera la
siguiente:

(a).- Si la recta no pasa por el origen del sistema de coordenadas, la distancia d sera
positiva si el punto P, y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y serd negativa
en caso contrario.

(b).- Si la recta pasa por el origen del sistema de coordenadas, d sera positiva o negativa
segun que el punto P, esté por encima o por debajo de la linea recta.

En el caso de que solo interese la longitud del segmento que une al punto P, con la linea
recta |, se tomara como positivo el valor de la distancia:

’ :|Ax0+By0+C|

JA?2 1 B?

Distancia entre dos rectas paralelas, partiendo de sus ecuaciones generales:



Dadas las rectas paralelas |, = Ax+By+C,;l, = Ax+By+C,, la distancia entre ellas esta
dada por la formula:

_[6.-¢cj

d, ="7—
PREGUNTAS:

1.- Escribir la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos R (5,10);R,(0,4) y
expresarla en sus diferentes formas:

La ecuacion de la linea recta que pasa por dos puntos se escribe a partir de la siguiente
expresion:

Y= = (X%

¥
i

v, 5,140}

/ Ty 10,4}

ST 2
X

La formareducida y=mx+Db es:

(4-10)

(0-5)

y—-10= (x—5):y—10:g(x—5):y:gx+4

X
La forma canbénica + X =1 es:
a b

6 10
Para encontrar a, hacer y=0:>0=gx+4:>x=a:—§

Para encontrar b, hacer Xx=0=y=0+4=y=b=4



De donde:

La ecuacion general Ax+By+C =0 es:

y:gx+4:>5y:6x+4:>6x—5y+4:0

2.- Determine el valor de la constante A de tal manera que las lineas |, =3x—4y =12 y
|, = Ax+6y =-9 sean paralelas.

Si dos lineas rectas no verticales son paralelas sus pendientes deben ser iguales, o sea:

m, =m,

Dada la ecuacion general de una recta cualquiera:

AX+By+C=0=>y= —S X+ —% = y=mx+Db

.M=——
O sea: B

Entonces, dadas las dos rectas:

|, =3x-4y-12=0
l,=Ax+6y+9=0

S; m1=m2:>—ﬁ=—i:>ﬁ=A2:> 3 =A2:>AZ=A=—g
B, B, B B -4 6 2

3.- Encontrar la pendiente y los valores de la ordenada y la abscisa donde la recta corta los
ejes de coordenadas de la recta 2X— 3y -18=0.

De problema anterior se sabe que:



SAE
B -3

Por otro lado la ecuacién candnica es:

§+X:1

a b

Partiendo de la ecuacion general:

Ax+By+C=0= Ax+By=—C:>iCx+%y=1:>

= X + y =1:>a=—9;b=—9:>a:—(_—18j=9

G

En conclusion:

m:g;a:9;b:—6
3

4.- La ecuacion F:(gjc +32 relaciona las escalas de grados de temperatura

Fahrenheit y Centigrados. ;Qué representan g y 32?

La expresion de la ecuacion reducida de la linea recta y=mX+D . Entonces,
comparando la ecuacién dada con esta Ultima ecuacion podemos concluir que la ecuacién
que relaciona las escalas de temperatura Fahrenheit y Centigrados es la ecuacion

reducida de una linea recta, donde (%j es la pendiente m y 32 es la ordenada b donde la

recta corta al eje de las y.

Notese que las temperaturas en escala Fahrenheit se leen en el eje de las y y las
temperaturas en la escala Centigrados se leen en el eje de las X.



5.- Dada la pendiente y un punto encontrar si la interseccion b de la recta correspondiente
con el eje de las Y es positiva o negativa.

22
@) m1:7;Pl(1’77)

(y—yl)zml(X—Xl):>(Y—7r)=(§j(X—l):>7y—77z=22x—22:>

=>T7y=22x—(22-Tr)= yzgx—(@j:>22>7n:>b<0

- M, =V2; P, (11 414)

Y=y, =m,(x-%)=y-1414=2(x-1)= y=(J§)x—J§+1,414:>
= y:(ﬁ)x—(xﬁ—l,414):> y=(«/§)x:>b:0

La recta pasa por el origen de coordenadas.

6.- Encontrar la ecuacion general de la linea recta que pasa por los puntos Pl(3,5) y
P,(-12).

Dadas las coordenadas de dos puntos pertenecientes a una linea recta, se debe utilizar la
siguiente expresion matematica para encontrar la ecuacion de la recta:

—2: 2-5 :(—3):§:>

i O e N

X=% %X
:(y—S):(gj(x—B):4y—20:3x—9:>3x—4y+11:0

Y
X

7.- Encontrar la ecuacion reducida de la linea recta que pasa por los puntos F;(—3,1) y
|32(7,11).

Este problema puede resolverse exactamente como se resolvio el problema anterior; sin
embargo, es conveniente resolverlo por el siguiente metodo:



Se parte de la ecuacion reducida de la linea recta: Y = MX+ b y se le darén valores a X

y Y tomados de las coordenadas de los puntos dados:
Para B, =1=(-3)m+b=1=-3M+b....ccccccorrrrrrrrrrrrrrrne. (1)

Para P,=11=(7)m+b=11=7mM+b. .ccccceeeirnrrirrrrnrnes (2)

Resolviendo (1) y(2): m=1B=4

La ecuacion reducida de la linea recta buscada sera entonces:
y=x+4

8.- Encontrar la ecuacion general de la linea recta que pasa por el punto P(2,5) y tiene
pendiente igual a 3.

y—y,=m(x—x)=y-5=(3)(x-2)=>y-5=3x-6=
= 3X-y-1=0

9.- Encontrar la ecuacién general y la ecuacion reducida de la linea recta que pasa por los
puntos B (2,5) y P,(6,2).

N

e




Y=Y _ %% _y-5_2-5_-3
= = =— —5)4=(-3)(x-2
X=X y2—y1:>x—2 6-2 4:>(y ) ()(X ):>

=4y -20=-3x+6=3x+4y—-26=0
Si la ecuacion general es 3x+4y—26 =0 la ecuacion reducida sera:

3 26 3 13
4y =-3x+26 =| —— |X+| — =| —— |X+| —
y=-suss v o )= ()

10.-Si f (x) =-2x-5 encontrar la pendiente y los valores donde la linea recta corta a los

ejes de coordenadas.

Para empezar la expresion matematica dada se puede reescribir como:

y =-2x—-5 y comparandola con la ecuacion reducida de la linea recta (y =MX+ b), se

tieneque m=-2;b=-5

Para encontrar & se debera hacer Y =0 en la ecuacion dada:

-5 3)
y=-2X-5=0=-2X-5=2X=-5=X=| — |=a=——
2 2

Entonces, la linea recta dada corta al eje de las X en el punto (—%,0 y corta al eje de las

y en el punto (0,-5).



11.- Discuta el gréafico de la linea recta dada por la ecuacion y =—-3Xx+4.
La recta tiene pendiente m=—-3 y corta al eje de las Y en el punto (O, 4).

Haciendo ahora se hace y =0 en la ecuacion dada:

4 .
0=-3x+4= x=a=—entonces, el punto de corte de la recta con el eje de las X es el
. 4
siguiente: | —,0 |.
3
12.- Demostrar que las lineas rectas dadas por las siguientes ecuaciones son paralelas:

[ =3x—-y=9
l,=6x-2y+9=0

Si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales, o sea que en este caso se deberia

cumplir que m =m,.

Calculode m;:

X-Yy-9=0=>y=3x-9=>m, =3



Calculode m, :

6x—2y+9:0:>2y:6x+9:>y:3x+§:>m2:3

Entonces, las dos rectas son paralelas porque ml = mz =3

13.- Determinar si existe algin punto de interseccion de las dos lineas rectas dadas por las
siguientes ecuaciones:

|, =2x-3y=5
|, =6x-9y =10

Si las dos rectas son paralelas, M, =M,, no se intersecan y por lo contrario, si m, =m,,
las dos rectas se cruzan en algin punto.

Se inspeccionara entonces el valor de las pendientes de las dos rectas.

Calculode m; :
2 5 2
| =2x-3y=5=3y=2X-5=y=| - |[X—==m, =—

Calculode m, :



6 10 2 10 2
L=6x-9y=10=29y=6x-10D y=—X—"—=Vy=| - [X——=m, =—
2 y y y 9 9 y (3) 9 273

2

O sea, que My =M, = § y por lo tanto las dos rectas son paralelas y no tienen punto de

cruce entre ellas.

14.- Encontrar el punto de interseccion entre las dos lineas rectas dadas por las siguientes
ecuaciones:

L =3X—Y=5

|, =9x—3y =15
Si se divide la segunda ecuacion por 3 se encontrara lo siguiente:
9x—-3y =15 . 3x—y=5

El resultado es exactamente la primera ecuacion, lo que quiere decir que las dos ecuaciones
son dependientes y tendrén por tanto la misma gréfica.

10
wn
61 7
r
2]4
14 <10 -6 =20 7 EToi X

Al coincidir exactamente las graficas de las dos rectas, la solucion es multiple, ya que cada
punto de las rectas es una solucién.

15.- Encontrar la ecuacion general de la recta |, que es perpendicular a la recta
l,=x+y+4=0 y pasapor el punto P(0,0).



La ecuacion de una linea recta para este caso estard dada por:

Y-V =m2(x—x1)

1
m, =——

Luego, como las rectas |1 1 |2 , entonces se cumple que m
1

Calculode m; :
L =X+y+4=0=>y=-xXx-4=>m=-1

Calculode m, :

Entonces la ecuacion de la recta sera:
y—(0)=(1)(x-0)=y=x=y—-x=0

16.- Encontrar la ecuacion de una linea recta que es paralela a la recta Ax+By+C =0,
donde A, B y C son constantes arbitrarias.

. A .
La pendiente de Ax+By+C=0¢es m= 5 entonces, una linea recta paralela a la dada

es Ax+By+ D =0, donde D es una constante arbitraria.

17.- Probar que si dos lineas rectas I, y |, son perpendiculares entre ellas, entonces, las
pendientes de las dos lineas rectas tienen la relacion siguiente: (m,)(m,)=—L1.



. |
Fig. 1 (a} \

Hagamos m, =tgd,;m, =tgo,
De la figura #1 ver el AABC:
o =180°-0,

6, + o =90°

6, +(180°-0,) =90°= 6,
m, =tgé, =tg (6, —90°) =tg [ —(90°-0.

)] =-[te(90°-0,)] =

1 1
[Cg 2] 90, m,

FPig. 1 @® \

=0, -90°

Otra solucion alternativa se obtiene viendo el AABC en la figura # 1b:

ﬂ:@z
a =180°-6,
p+a=90°=6,+180°-6, = 6, =6, +90°

1 1
m =tqé =tq(&, +90°)=—-ctgl, =———=——
, =106, g( 2 ) 90, 00, ™,

18.- Encontrar la distancia absoluta entre el punto P(Ll) ylarecta | =x+y-10=0.



Para hacer este calculo se utilizara la ecuacion definida para calcular la distancia de una
recta AX+By+C =0 yelpunto P(X,,Y,):

Ax, + By, +C| _ (D)D) +(1)(1)-10 :i:4ﬁ

aar ] Joref | V2

19.- Encontrar la distancia absoluta entre |1 =X+ 2y +4=0 y
l,=x+2y-9=0

df=

T

Mky=10w0
19.- Encontrar la distancia absoluta entre la recta |, =x+2y+4=0 y la recta
l,=x+2y-9=0.



4 23 dup

Seleccionemos un punto cualquiera de la recta |, dandole valores a x y calculando el
valor de y. El punto més facil es hacer x=0 y entonces y=-2. Otro punto puede ser
X=-2;y=-1. Ambos puntos satisfacen la ecuacion general de |,. Entonces, la distancia

entre el punto PO(—2,—1) alalinea recta es:

135

1-(-2)+2-(-1)+4 _ _

rm
W'+ | N1

d:

20.- Encontrar la ecuacion de la recta | , la cual es paralela y equidistante de las dos lineas
rectas siguientes:

| =x+y+2=0
,=x+y-2=0



Ix4y=0

Ya se sabe que I1 D I2 D I , €l enunciado del problema nos pide que la distancias entre
las rectas sean iguales, entonces tomaremos un punto cualquiera de la recta I, digamos
Po(xo, yo) , ver gréfica anexa, y aplicando el concepto de segmentos dirigidos, diremos

que:

d=—-d, = (1)(X0)+(1) Yo +2 _ (1)(XO)+(1)(y(2))_2

O+ o

Xo+tYot+2 X +Y,—2

N; N

2X, +2Y,=0=>X%,+Yy,=0

=

=X+ Yo +2=—(X+Y,—2)=

Pero, como Po(xo, yo) es un punto cualquiera de la recta | entonces, podemos escribir que
la ecuacion de la linea recta buscada es:



X+y=0

21.- Discutir el grafico de AX+By+C =0, donde A, B y C son constantes
arbitrarias, excepto que ambas, A y B no pueden ser cero.

Ax+By+C =0 es la ecuacion general de una linea recta.

Si C=0, lalinea pasa a a través del origen. Si B=0, la linea es paralela al eje de las Y, y
si A=0, lalinea es paralela al eje de las x.

. . . A . . .
La pendiente de la linea recta es igual a m:—E. Las intersecciones con los ejes de

coordenadas son:

C
a=-—
A
p=-S
B

22.- Escribir la ecuacién normal de una linea recta dada por su ecuacion general
Ax+By+C =0.

La ecuacion normal de una linea recta que no pasa por el origen es:

Xcosa + ysena —p =0



Donde p >0 es la longitud de la longitud normal a la recta desde el origen' y « es el
angulo positivo (OOS a< 3600) medido desde el lado positivo del eje de las X a la normal,
tal y como se muestra en la grafica de arriba.

Para reducir la ecuacion general de la linea recta (Ax+By+C =0), a la forma normal, se
deberan dividir todos los términos de la ecuacion general por +yA*+B?, y tomar las

siguientes decisiones en cuanto al signo del radical:

(@) Si C =0, el signo del radical es opuesto al signo de C.
(b) Si C=0, elsigno del radical y el signo de B son iguales.
(c) Si B=C =0, el signo del radical y el signo de A son iguales.

Entonces, la ecuacion normal de la linea recta sera:

=0

) )

Donde:

C
SN T

A
cosa =
++ A% + B2
B
seng =

++ A% + B?

23.- Encontrar la ecuacion de la familia de rectas que satisfacen las siguientes condiciones:

(a).- Paralelasa l,=x+2y+4=0.

: . A 1 .
La pendiente de la linea recta I, es m, = "B = 5 Entonces, todas las lineas rectas que

tengan pendientes iguales a m = -5 formaran parte de esta especifica familia de rectas. La

ecuacion reducida de esta familia de rectas sera; Y = (_Ej X +b.



(b) Que pasen por el punto P,(4,9).

La ecuacion de la familia de lineas rectas pasando por el punto P, (4,9) es:

y—9=m(x—4); donde m es la pendiente de la linea recta. Esta ecuacion puede

reescribirse como: y —MX+ 4m - 9 — 0

y=ki+ Ek-Ga

Para leer la gréfica: k =m
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Marco Teodrico:

Por coordenadas se entiende las magnitudes utilizadas para localizar un punto en un sistema

de coordenadas, bien sea en un plano, en un espacio tridimensional o en un espacio de N
dimensiones. Las coordenadas a lo largo de un eje deben preservar la posicion relativa de
espacios entre puntos; es decir, si un punto se encuentra entre otros dos en el espacio, las
magnitudes de las coordenadas correspondientes deberian reflejar este hecho.

La proyeccion de un punto sobre un eje de coordenada es meramente la coordenada del
punto correspondiente a ese eje. Asi, la proyeccion de (3, 5) sobre el eje de las X es 3 y

sobre el eje de las Y es 5. La proyeccion de un segmento de linea recta AB sobre una de las

coordenadas es el segmento de linea obtenido al proyectar los puntos extremos A y B y
luego se identifican las lineas segmentos entre los puntos proyectados.

Para encontrar el punto medio entre dos puntos se hace lo mismo que para encontrar el
punto medio de un segmento de linea entre dos puntos, y ésto es lo mismo que que
encontrar los puntos medios de las proyecciones del segmento de linea sobre cada uno de

los ejes de coordenadas. Asi, que dados los puntos P, y P, con coordenadas (x1 yl) y

(X5, Y,), el punto medio se obtiene al encontrar los puntos medios sobre los dos ejes, como
sigue:



p[XtX YitY,
"2 7 2

Para encontrar un punto cualquiera X, entre X, y X,, tal que la distanciaentre x, y X
esa yentre x. y X, es D, se utiliza la ecuacion:

Xp—X @

L= — ==X, — X = A(X, — X, ) = AX, —AX, =
Xy = Xy
= Xy +AXy =X+ A%, = X, (14 A4) =X + A%, = X, _ K A%
(1+ 1)
De igual manera se puede demostrar que:
MR
T (1+2)

Encontrar la distancia entre dos puntos B (x,Y;) Yy P,(X,.Y,) esta dada por la ecuacién
siguiente basada en el teorema de Pitagoras:

d :\/(Xz _X1)2 +(Y2 _y1)2

La pendiente de una linea recta es el cambio de altura vertical provocado por un
desplazamiento horizontal especifico. Dados dos puntos sobre una misma linea recta,

R(X,¥:) ¥ P(X,Y,), lapendiente de la linea recta esté4 dada por:

mZY2_y1

X, =%

La pendiente de una linea recta puede también ser definida como la tangente del angulo que

la linea recta forma cuando cruza el eje de las X. Basado en este hecho, dadas las pendientes
de dos lineas rectas, es posible calcular el angulo hecho a la interseccién de las dos lineas.
Para resolver este problema se utilizar4 una identidad trigonométrica; es decir que si m, y

m, son las pendientes de las dos lineas, estos valores son iguales a tge; y tge,, donde

a, Yy a, son los respectivos angulos de interseccion de las dos lineas con el eje de las X.
El angulo de interseccion puede ser calculado con la formula:



0=a,—q
9o, —lga, _ . My=m
1+(tgey ) (t9er,)  1+(my)(m,)

Tres puntos en el espacio se dicen que son colineales si todos pertenecen a la misma linea
recta. Se puede determinar si varios puntos son colineales de varias maneras. Si A, B yC
son puntos tales que la proyeccion de B sobre el eje de las X yace entre las proyecciones de
Ay C; entonces, A, B y C son colineales., o sea, si:

tgd =tg(a, — o) =

| AB|+|BC| =|AC|

Otra manera de determinar si tres puntos son colineales, es que normalmente tres puntos en
el mismo plano forman un triangulo el cual tiene un area, si el area que forman los tres
puntos es igual a cero, el tridngulo no existe y, los tres puntos estan todos sobre la misma
linea recta. Un udltimo meétodo para determinar si tres puntos son colineales es que
partiendo del mismo punto las pendientes que forma ese punto con los otros dos son
iguales.

PREGUNTAS:

1.- Encontrar las proyecciones de AB sobre los ejes de coordenadas, siendo las
coordenadas de los puntos los siguientes: A(4,4);B(9,10).

t

10 -~ — — -

0 e i e T
Y
=

Por definicion, la proyeccion del segmento de linea recta ﬁ el cual une los puntos
R(x, Y)Y P(%.Y,) sobre el eje de las X es (x,—x,), y sobre el eje de las y es
(y2 — yl). Entonces las proyecciones buscadas seran:



Eje de las X: (9—4)=5.
Eje de lasy: (10—-4)=6.

2.- Encontrar las coordenadas del punto P(x, y) que divide los siguientes segmentos en las
razones dadas:

(@.- R(44)y P(88)con L
r, 2 2
¥
|
P, (8,8}
‘/
Tlric,o0 =X
Flg. 1
X, + AX 4+(_;j8 4_4
2= =2""-2(0)=0
W) - (a1 0
2 2
4+(—1)8
yl+ly2: 2 — (O):O
(1+4) 1+(—1
(b).- P(49) y P(9,10) con :—1=/1=g:0
2
¥
|
"
P, (4,9}

Tig. d



_xeax, _4+(0)9

- :4:
(1+l) 1+0 %
Y, +4y, _9+(0)10
e e :9: yl
(1+2) 1+0

3.- Encontrar el punto medio del segmento comprendido entre R(—3, 5) y S(2, —8).

La férmula para calcular el punto medio de un segmento, dadas las coordenadas de sus
puntos extremos es la siguiente:

Xt Yty
X _TZ’ Y = % Entonces:
_8+2_ 1. _5+(-8)_ 3 (_3 _Ej
nTTy Ty T T T T T
y
R(_315)
-4 -2 3.4 ™
(‘1/2,-3/2)
-4
-6
-8 S(2,-8)

4.- ¢Cudles son las coordenadas del punto medio del segmento de linea recta cuyos
extremosson P(-21) y Q(6,4)?

Sea M (x,y) el punto medio de un segmento de linea recta cuyos extremos son P(-2,1)

y Q(6,4).



N | 1

5.- Determine las coordenadas del punto medio del segmento de recta cuyos extremos son

los puntos A(3,-8) y B(-7.,5).

-3

["3:-3.’"2]
tal_B]
3+(—7 —8)+5 3 3
xM:—( ):—Z;yM:—( ; :—E:M(—Z,—Ej

6.- El segmento de linea recta AB tiene una longitud de 7%(pu Ig adas). Localizar el

punto C, entre A y B de manera que AC es g( pulg adas) mas corto que dos veces CB



ii_;

Thyx x
Sea X la longitud de CB en pulgadas. Entonces, (7%—xj es la longitud de AC y ya

sabemos que AC es §(pu lgadas) mas corto que dos veces BC. Entonces, podemos
escribir que:

7E_X:2X_3£:>E_x:2x—§:>X:3:>CB=3:>

= AC :7%—3=4%(pu lg adas)

7.- Encontrar el punto Q que se encuentra a % de la longitud del punto P(—4, —1) al punto

R(12,11) a lo largo del segmento PR.

R(12,11)

g
P(-4,-1) x—.f}i_TfJJ,-l}

Alw

El problema consiste en encontrar las coordenadas del punto Q. Sabemos que PQ =

=3

I w

por lo tanto QR :% - de donde A=

4

L _XtAx,  A+(3)(12) 32 _
° (1+4) 143 4
_ N +AY, _ _1+(3)(11) _ 32 _

Yo (1+4)  1+3 4

y



8.- Encontrar la longitud del segmento de recta comprendido entre P(—4,5) y Q(1-7),
basandose en la informacion suministrada por la gréfica siguiente.

F({=-4,5)

De la grafica concluimos que se cumple:

(PR) +(RQ) =(PQ) = (12)° +(5)° =144+25=169

PQ =169 =13

9.- (Cudl es la distancia entre los puntos (2,3) y (7,11)?

My
-
P
—
e

10 Y

5
R - ]
3507,

Tz 5 7"

Fig, A
Observando la figura A, el triangulo ABC:

rrrrrrrTr




(BC) +(AC) =(AB) = (5) +(8)° =25+64=89=
) 3

Generalizando, podemos abservar I figura B, con los puntos P y

Ao = \/(XP ~x) +(¥e ~¥o)

10.- Encontrar la distancia que existe del origen de coordenadas cartesianas al punto (x, y).

Si denominamos P,(0,0) y P,(X,Y), entonces:

A e, = \/(X—O)Z +(y—0)2 = X2 +y?

11.- Encontrar la distancia y la pendiente entre los siguientes puntos:
(3-5)

(2.4

Hagamos R (x,y,)=(3-5) ¥ PR(%.Y,)=(24)

Luego: ) =/(% %) +(¥,—%.)° =4(2-3) +(4+5)° =82

yz_y1_4+5:

Para la pendiente; m = =_ >
P (R.P2) X, — % 2_3

-9

11.- Dados los puntos P(4,3);Q(4,7);R(7,3), encontrar las longitudes de PQ y PR

'*'r 0(4,7)
PH.:!}]—.R(?,J}




Los puntos P y Q tienen la misma abscisa y por lo tanto su distancia es igual a:

dipq) =|Yp —Yo| =[3-7|=4

Los puntos P y R tiene la misma ordenada y por lo tanto su distancia es igual a:

dip ) =[Xe —Xg| =[4—7|=3

(P.R) —

12.- Usando la formula para calcular la distancia entre dos puntos, demostrar que los tres
puntos siguientes son colineales:

A(0,-3);B(8,3);C(11,7)

Tres puntos son colineales si los tres pertenecen a la misma linea recta. Eso quiere decir
gue en este caso, se deberia cumplir que:

AB+BC = AC

d, = AB = /(8-0)" +(3+3)° =100 =10

d, = AC = /(11-0)° +(7+3)° =210 ~14,74
d, = BC = |/(11-8) +(7-3)° =25 =5

Entonces:



d,+d,=d,

Como se puede ver en la gréafica los tres puntos no son colineales y forman un triangulo.

13.- Demostrar que el triangulo conformado por A(-3,2);B(11);C(—4,—2) es un
triangulo isésceles.

b Y

B(1,1)

AB|=[(1+3) +(1-2)° =17
AC|=(~4+3) +(-2-2)" =\I7
BC|=(-4-1)" +(-2-1) =34

Notese que el triangulo es definitivamente isdsceles porque ‘E‘ = ‘E‘ =17.
Pero, también, el tridngulo es rectangulo, porque:
B[ =[v34] =[Vi7[ +[Vi7|, oseael ] A=90°.

14.- Demostrar que los puntos A(-2,4);B(-3,-8);C(2,2) son los vértices de un
triangulo rectangulo.



Si el triangulo ABC es un triangulo rectangulo, entonces se cumple el teorema de

Pitagoras: a”-+b’ =c’. Entonces, para resolver este problema se deberan calcular las
distancias entre los puntos dados y comprobar luego si se cumple la relacion matematica
del teorema de Pitagoras.

doc =y[2-(-3)] +[2-(-8) =125 =a

d(CA):\j(—Z—Z)2+(4—2)2:\/E:b
diney \/[—3 +(-8-4)" =145 =c

B (-3, -8)

Conocidas loas distancias entre puntos se tratara de comprobar si se cumple el teorema de
Pitagoras:

2 2
a’ +b” =c” = (V125) +(1/20) =125+20=145=¢’
La relacién se cumple y por tanto el triangulo es rectangulo, siendo ] C =90°,

15.- Grafique los puntos A(1-2);B(5,1);C(0,2) en unos ejes cartesianos. Si estos tres

puntos son vértices de un paralelogramo, encontrar las coordenadas del cuarto vértice D en
el tercer cuadrante.



27 C
| B
- 4 g X
-5 -2_2:.A2 4 6
-4

_ Yo=Y, _ 2_1__1
Mec) = = =
' X,—%X 0-5 5

_ Yo% _1_(_2) _E
Miag) = = =
' X, — X% 5-1 4

Como es un paralelogramo, se debe cumplir que:

1 y-(-2)
Mee) =g =Mao) = 7 =1-Xx=5y+10= X+5Y+9=0..ccoerrrrrue. (1)
3 2—-Y
m(A'B):Z:m(D’C):O_X:_3X28_4yz>3x_4y+8:0 ........................ (2)

O sea, se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Resolviendo (1) y (2):
D (—4 —1)

16.- Encontrar el angulo de interseccion de las dos rectas mostradas en la figura siguiente:



Bw63.5"

Llamemos: |, =m, =tg(63,5°)=2;l, = m, =tg(45°)=1
m, —m, 2-1 1 _{1}

_ === 0=tg| = |=18,4°
L+(m,)(m 3

)(m) 1+(1)(2) 3

17.- Encontrar la pendiente de una linea recta |, la cual forma un angulo de 30° con una
linea |, d pendiente igual a 1.

Luego: tg (& )

3

s N ig(300)=—Te =

Se parte de la formula: tg () =
+(m;)(m,)

3+ \E
Resolviendo: m, = 3—\j§

18.- Encontrar el valor de los angulos interiores del triangulo cuyos vértice son:

A(0,0);B(4,-2);C(9,4).

/\



ri N

c19,4)

A{0,D)

(AB) "y —x,  4-0 2
Yy 40 4
" x,—x, 9-0 9
m _Y y1:4_(_2):§
¢ x,-x, 9-4 5
Luego:
4.1
m, —m, Mac) ~Mag) 9 2 17
tg(A)=—>/32 = = =
1+ ml)(mZ) 1+|:m(A,C):||:m(A,B):| l+[—1j(4j 14
2)\9

0 Aztglﬁzj =50,5°= ] A=50,5°

También:



6 4

m —-m
(BC) (¢ __ 5 9 _(49275

O e lmee] 1)

5/\9
1 C =tg™(0,49275) = 26, 2317°

B 21800—[D A+[] C] 21800—(50, 59426, 23170) =103, 2683°

Es una experiencia interesante calcular directamente el valor del angulo B:

1 6 —5-12
Mag ~M 2 5 17
_ (AB) (BC) _ 2 5 __ 10 _ __
tg(B)_1+(m o) e T T0os = 4 = 4%
(aB)J\""(BC)) 1+ 55 10

Eso quiere decir que el angulo B debe estar necesariamente en el segundo cuadrante.

tg™(—4,25)=-76,76° por lo que el 4ngulo buscado sera:

1] B=180°-76, 76°=103, 24°
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CONDICIONES:
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Sin libros, ni cuadernos, ni notas.

Sin celulares.

Es obligatorio mostrar explicitamente, el procedimiento empleado para
resolver cada problema.
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Marco Teodrico:

2 2
e Ecuacion canénica de la circunferencia:  (X—h) +(y—k) =R® donde

C(h, k) es el centro y R es el radio.

e Ecuacién general de la circunferencia: AX® +By?+Cx+Dy+E =0 donde

siempre debe cumplirse que A=B >0, como también que no exista término Xy.

e Dada una ecuacion cuadratica arbitraria, si es conocido que la curva describe una
circunferencia, la ecuacién puede ser algebraicamente transformada, utilizando la
técnica de complementacion de cuadrados, obteniéndose la ecuacidén candnica,
donde el centro y el radio pueden ser determinados.

PREGUNTAS:

1.- Escriba las ecuaciones de las circunferencias siguientes:

(a).- Centroa (—1,3) y radio igual a 9.

x-(-

)] +(y-3)" =(9)" = (x+1)° +(y-3)' =81=

= X"+ 2X+1+ Y -6y +9=81= X"+ Yy +2x—-6y—-71=0



(b).- Centro a (2,-3) y radio iguala 5.

(x-2)+[y—(-3)] =(5) = (x-2) +(y+3)" =25=
= X" —4X+4+ Y +6y+9=25= X"+ y* —4x+6y—-12=0

2.- Encontrar el centro y el radio de una circunferencia que tiene la ecuacion general

siguiente: X* —4X + y2 +8y -5=0

(X*—4x+4)+(y?+8y+16)=5+4+16=25=
(x=2) +(y+4) =25=C(2,~4);R=5

2 2
3.- Discuta el gréfico de laecuacion X~ +Y° =25

Esta es una ecuacién de la forma X + y2 =R? y por lo tanto su grafico es una
circunferencia de radio 5 y centro en el origen. Notese que esta grafica no representa una
funcién ya que, excepto por x =-5y x =5, cada permisible valor de X est4 asociado con
dos valores de y.

El dominio de esta funcion es {x|-5<x<5} yelrango {y|-5<y<5}.

2 2
4.- Grafique la ecuacion 2X°+2y°-13=0.



13
2

2 2
27 + 2y =13 = 2 ;Zy =%:>x2+y2:

n_ [1B_+13_ V13 V2 26
DedondeC(0,0)y = 2_\/5_& ﬁ_ s

5.- Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos:
K(13);L(-8,0);M(0,6).

——t L
-6 -§ -4 23 -2 -1




o g : Cy2 2
Se partira de la ecuacion general de la circunferencia: X~ +Y° + DX+ Ey+F =0

(1) +(3)°+D(1)+E(3)+F=0=

Para el punto K (1,3): = D+3F+F=-10 )

Para el punto L(-8,0): (-8) +(0)"+D(-8)+E(0)+F=0=
= BD+F =64 (2)

Para el punto M (0,6): (0)2 +(6)2 +D(0)+E(6)+F=0=

Entonces, se debe resolver el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas. Para ello, se
multiplica la ecuacion (1) por 8 y se le suma a (2) para eliminar D, se obtiene:

2AE +9F = 1804 ...ooooiverssirnsssinnsssesssssssses s (4)

Trabajando ahora con las ecuaciones (3) y (4), se obtiene:

F=0
E=-6

Introduciendo estos valores en (1):

D=8

La ecuacion general buscada sera entonces:
X°+Yy*+8x—6y=0

De donde, utilizando el método de complementacion de cuadrados, poOdemos encontrar la
ecuacion canonica:

(X*+8x)+(y* —6Y)=0=(X*+8x+16)+(y*—6y+9)=16+9=25=>
= (x+4)"+(y-3)’ =25
De aqui, se concluye que:

C(~4,3);R=5



6.- Encontrar la ecuacion general de la circunferencia que pasa por los puntos:
P(4,0);Q(—4,0);R(0,4).

La ecuacion general de la circunferencia puede ser escrita como:
X°+Yy*+2Dx+2Ey+F =0

Para el punto P(4,0):

(4)" +(0)" +2D(4)+2E(0)+ F =0=8D+F = —16..cccocccorrccrrrrrrrnen 1)

Para el punto Q(—4,0):
(—4)° +(0)" +2D(~4) +2E(0)+ F =0= —8D+F = —16...c....c00000000cc (2)

Para el punto R(0,4):
(0Y +(4)° +2D(0)+2E(4)+F =0=>8E+F =—16......corrrrrrrrrrrrrrrrnn (3)

Resolviendo ahora el sistema de ecuaciones conformado por (1), (2) y (3):
D=0,E=0;F =-16.
La ecuacion general buscada sera entonces:
2 2
X“+y —-16=0
7.- Encontrar la interseccion entre las dos siguientes circunferencias:
X*+y* =4
X +y*-8y+12=0
X +y’ =4
x> +y? =8y-12
4=8y-12=8y=16=>y=2

Introduciendo el valor de y = 2 en la primera ecuacion, se encuentra que X = 0. Como hay
una sola solucion, las dos circunferencias deben ser necesariamente tangentes.



b

F
[
+yl-8y+12=0
— 4
QA Y
-zk - *
-2

8.- Encontrar la ecuacion candnica de la circunferencia que tiene radio R =9, con centro

sobre larecta | = Y = X y es tangente a ambos ejes de coordenadas X, Y.
¥

4




Como se puede ver en la grafica anterior, existen dos soluciones a este problema, con
centrosen O y Q" . Las coordenadas de ambos centros los llamaremos:

O(a,b)
O(c,d)

Como los puntos (a,b) y  (c,d) estan ambos sobre la recta | =y = x, entonces:
a=>b
c=d

Las ecuaciones seran:

Como las circunferencias son tangentes a los ejes de coordenadas, necesariamente se debe
cumplir que:

a=b=9
c=d=-9

Y las ecuaciones seran en definitiva:
(x—9)2 +(y—9)2 =81
(x+9)" +(y+9) =81

9.- Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (1L2) y (3,4) y
tiene radio igual a R=2.

Para resolver este problema es mejor usar de entrada la ecuacion canodnica de la
circunferencia; o sea:

(x—h)2+(y—k)2 =R’

Como los dos puntos dados son puntos de la circunferencia, los valores de sus coordenadas
deben satisfacer la ecuacion de la misma:



(1-h) +(2-k) =(2)' =4=1-2h+h?+4-4k+k* =4 =
= 2N+ h? = 4K+ K = =L s (1)

(3=hY +(4—k)’ =(2) =4=9-6h+h?+16 -8k +k* =4 =
— B+ h2—8K+ K2 = =21 (2)

Restando ahora (2) de (1):

Resolviendo ahora (1) y (3):

~2(5-k)+(5-k)" 4k +k* =—1= k>~ 6k +8=0=
= (k-4)(k-2)=0=k =2k, =4

Y como h=5-k, sus correspondientes valores seran: h, =3;h, =1

Entonces, una circunferencia tendrd por centro C,(L4) vy la otra C,(32) y las
correspondientes ecuaciones canonicas seran:



2 2
(x-1)"+(y—4) =4
2 2
(x=3) +(y—2) =4
10.- Encontrar la ecuacion candnica de una circunferencia que tiene radio igual a 4, y es

tangente a la recta | =x=—-y en el punto (0,0).
1

bLige-¥

x+ HA) 3+ iy 2/ Ve 1

Partiendo de la ecuacion canonica, tenemos que:

(X - a)2 + ( y— b)2 = (4)2 donde (a,b) es el centro de la circunferencia.



Utilizando ahora la formula que nos da la distancia de un punto, (a,b), a una recta
X=-Yy=X+Yy=0, tenemos:

(1-a)+(1-b)+0 4
(1) +(2)

Como son dos incognitas, se necesita otra ecuacion, para ello se calculara la pendiente, m,
del radio que pasa por (a,b) y , sabiendo que el radio es perpendicular a la recta x =-y,

cuya pendientees m, =—-1

b-0 1 1 b
m=——=-—=--—"_—=-=1
a-0 m, (-1) a

Entonces, se resolveran simultdneamente las dos ecuaciones:

a+b|
J2

b_,
a

4

De donde se obtiene:

a,=22=h =22
a, =-23/2=b, =22

Luego, existen dos soluciones y las ecuaciones requeridas son:

(x—2J§)2+(y—2J§)2=16

(X + 2\/5)2 +(y 4 2\/5)2 _16 como se muestra en la figura #2

11.- Dadas dos circunferencias representadas por sus ecuaciones:



X’ +y*+DXx+EYy+F =0
x> +y’ +D,x+E,y+F,=0

las cuales se intersecan en dos puntos, demostrar que la ecuacion de la linea recta
determinada por esos dos puntos es igual a: (D, —D,)x+(E, —E,)y+(F-F,)=0.

Se deberd demostrar que cada punto de interseccion pertenece a la circunferencia y al
mismo tiempo pertenece a la recta. Denotemos los puntos de interseccién por:

(Y)Y (% Y,)-

Si los puntos pertenecen a las circunferencias, entonces sus coordenadas deben satisfacer
las ecuaciones de las mismas:

XY A DX +E Y R =0 (1)
X2+ Y2+ DX+ Ey Y, +Fy =0, (2)

Restando (2) de (1):

Lo gue demuestra que el punto (x1 yl) satisface la ecuacion (3). De igual manera se puede

demostrar que el punto (xz, y2) satisface la ecuacion (3) o similar. Entonces, como dos
puntos distintos determinan una recta, se puede concluir que la ecuacién:

(D,—D,)x+(E,—E,)y+(F,—F,)=0 es la ecuacion de la recta conformada por los dos
puntos de interseccion de las dos circunferencias.

12.- Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia:
x> +y?—10x+2y+18=0 con pendiente igual a 1.

Como la pendiente de la linea recta buscada es dada, se debe saber donde la recta corta al
eje de las y para poder encontrar asi la ecuacion de dicha recta, utilizando la forma:

y=mx+ b donde M es la pendiente y b es el valor donde la recta corta al eje y.

Comom =1, dado, entonces se puede escribir y=X+ b.
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Ahora se procedera a encontrar b y para ello se introducira el valor y=x+b en la
ecuacion de la circunferencia, como sigue:

x2+(x+bf—1Ox+2(x+b)+18:0:>
:>x2+(x2+2xb+tf)—10x+2x+2b+18:0

Agrupando términos semejantes:

2x2 +(2b—8)x+(b2 +2b+18) 0

Aqui se debera aplicar la formula resolvente para ecuaciones de segundo grado, o sea:

~-B++B*-4AC

2A

Ax? +Bx+C=0= X =

La férmula anterior da dos soluciones; pero, como existe un solo punto de tangencia entre
una recta y una circunferencia el discriminante de la formula resolvente debera ser
necesariamente igual a cero, entonces:

B*—4AC =(2b-8) - 4(2)(b*+2b+18)=0=
= 4b* ~32b+64—8b* —16b—144 =0=> —4b> - 48b-80=0=
= —4(b* +12b+20)=0

Resolviendo esta nueva ecuacion cuadratica para encontrar b, se encuentran dos valores:



(b+10)(b+2)=0
b, =10
b, =2

Entonces, existen dos lineas rectas, con pendiente igual a 1 y que son tangentes a la
circunferencia dada:

y=x-10
y=X-2

13.- Encontrar la ecuacién de la linea recta trazada desde el punto (8,6) tangente a la

circunferencia X*+y* +2x+2y—24=0.

¥

xa+?=+h+lr-ﬂi-ﬂ'

Cualquier linea pasando por el punto dado tendra una ecuacion de la forma:

y—6= m(x—8):> Yy =MX—8M+6 se debera entonces encontrar el valor de la

pendiente M; para ello, se introducira el valor y=mx—-8m+6 en la ecuacion de la
circunferencia, como sigue:



x> +(mx—8m+6)2 +2X+2(mx—8m+6)—-24=0
NG +(m2x2 —16m2X +12mx + 64m? —96m +36)+ 2x+(2mx-16m+12)-24=0=
= (m2 +1)x2 —(16m2 ~14m —2)x+(64m2 —112m+ 24) =0

Utilizando la formula resolvente para encontrar la solucion de una ecuacion cuadratica:

[~ (26m? —14m—2)]i\/[—(16m2 ~14m-2) | ~4(m? +1)(64m? ~112m + 24)
2(m2 +1)

Como x es la coordenada de un punto de tangencia, este solo puede ser tomado como un
solo valor, por lo tanto, el discriminante de la ecuacidn resolvente anterior debera ser igual

a cero. Al igualar el discriminante a cero, se podra encontrar el valor de m y por
consiguiente, encontrar la ecuacion de la tangente buscada:

X=

[—(16m2 —14m—2)T —4(m? +1)(64m* ~112m +24) =0
(256m4 — 448m° +132m? +56m + 4) —(256m4 — 448m° +352m? — 448m + 96) =0=
= —220m? +504m —92 = 0 = —4(55m’ ~126m+23) = 0= (5m—1)(11m—23) =0

1 23
jml:g;mzzﬁ

Volviendo ahora a la ecuacién de la tangente que pasa por el punto (8,6):

y—6= m(x—8) y sustituyendo por los valores de m encontrados:
1 1
Para ml=§:> y—6=§(x—8):>5y—30=x—8:>x—5y+22=0

Para m, =§:> y—6=§(x—8):>11y—66= 23x—184 = 23x-11y-118=0. O sea,
que existen dos tangentes trazadas desde el mismo punto que cumplen con las condiciones

del problema. Ver grafica.

14.- Encontrar las intersecciones, si existe alguna, de las dos circunferencias dadas por las
férmulas siguientes:

C,=x*+y* —4x-2y+1=0
C,=xX"+y*—6x+4y+4=0



gy rime Bt s (ye2)?wi

e of ol
X+ y—T=0

El paso algebraico obvio es restar la segunda ecuacion de la primera ecuacion, lo que da
como resultado:

2X—6y—3=0
Esta es la ecuacion de una linea recta y su significacion es que cualquier punto comun a las
dos circunferencias C, y C, debe reposar sobre esta linea recta.

La ecuacion de la linea recta puede reescribirse como:
3

X=3y+—
2

Introduciendo ahora este valor de X en la ecuacion de C,, se pueden encontrar los dos

. 3
valores reales de Yy, lo que permitira, con el uso de x=3y+§ encontrar los

correspondientes valores de X.



El resultado final sera:

p 23851, VI 1 3 99:0,83)
4° 20 ‘4 20

SEN 31351 Vi35 ) _ (0,5%:-0,33)
4 20 "4 20

15.- Escribir la ecuacion de todas las circunferencias concéntricas cuyo centro sea (—3, 5) :

¥rm3

¥

(x+3}% + {y—5) t=r?

oy - -z 2 2 oy
Basta con escribir la ecuacién (x+3) +(y—5)" =R’ y darle valores reales positivos
mayores que cero a R para tener toda una familia de circunferencias concéntricas.

15.- Encontrar las ecuaciones de las familias de circunferencias que cumplan con las
siguientes condiciones:

(a) Centro comtn en (0,0).
(b) Radio igual a 4 y centro sobre la linea recta x =4.

Las soluciones son los siguientes:

@.-



¥

Clrelaa with equation
%2 4 yz -yl

, - . . . 2 2
La forma canonica de las circunferencias descritas es: (x—a) +(y—b) =R’ donde

a=Db=0. Las ecuaciones se reducen a x°+y’=R>

(b).-
Y Rexmd
&D

4

u/- -
Clroles of tion :
{(z-4)% + (y-b) I =lB

- -z 2 2
De nuevo, la solucién es una ecuacion de la forma (x—a)” +(y—b) =R*donde R = 4 y
a = 4, yaque el centro de la circunferencia esta sobre la recta x = 4. Entonces, la ecuacion

requerida es: (x—4)2 +(y—b)2 =16 teniendo a b como parametro.

16.- Encontrar las coordenadas del centro y el radio de una circunferencia dada por la
siguiente ecuacion general: x*+y* —10x+4y+17 =0.



(xz—10x+?)+(y2+4y+?):—17:>(x2—10x+25)+(y2+4y+4):—17+25+4:12

2
= (x-5) +(y+2) =(V12) =C(5,-2);R=+12
17.- Escribir la ecuacion canonica de la siguiente circunferencia dada por su ecuacion
general:

6x* —12X+6Yy* +36Y = 36.

Se dividen ambos miembros de la igualdad por 6:

X2 —2X+ Y2 +6y=6= (x2 —2x+1)+(y? +6y+9): 6+1+9=16=
(x-1)"+(y+3) =16=C(L-3);R=4

18.- Encontrar la ecuacion canonica de la siguiente circunferencia dada por la ecuacion
general:

16X +16y* +8x —32y =127
16(x2+y2+%x—2yj:127:>16{(x2 —%x+%j+(y2—2y+1)}=127+4+16:147

(X—%j2+(y—1)2 :%:{x—%fﬂy_l)z =( %]2

19.- Escribir la ecuacion canonica de la siguiente circunferencia dada por su ecuacion
general:

16x* —48x —75+16y* +8y =0

16X2 — 48X +16> +8y=75:>16Kx2 —3x+%j+(y2 +8y+16)}=75+36+256:367:>

9 2
:>(X—§J +(y+4)2 367 ,/ﬁ
2 16 16



