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ADVERTENCIA

Este tratado de Geometria completa los cursos elemental y me-
dio, ya publicados para la primera ensefianza.

A mis de numerosos ejercicios y problemas précticos contiene
este libro Nociones de Agrimensura, Levantamiento de Planos y Ni-
- velacién, que son como aplicacién de los principios expuestos en él,

Las definiciones y teorfas que encierra estin en un todo con-

- formes con las de nuestro Curso de Geometria para la Segunda Ense-
- fanza, de modo que los alumnos que pasaren de uno a otro curso, no
- se verdn precisados a estudiar otras definiciones, que si bien idénticas
en cuanto al fondo, no por eso dejarian de crearles a menudo serias

dificultades.

Se ha procurado exponer estos elementos de la ciencia geométrica,
~ con la mayor sencillez y claridad posible, para facilitar de este modo
- su estudio y generalizar mds sus aplicaciones précticas.




INTRODUCCION

PRELIMINARES

§ L. — Objeto de la Geometria.

Geometria es la ciencia de la extension.

u objeto es estudiar las propiedades, formas y dimensiones de
las figuras geométricas.

Figura geométrica es una extensién determinada por puntos, li-
neas o superficies,

7.1 La extensidn considerada en los objetos materiales, es la por-
cién que ocupan del espacio absoluto y sin limites en que se hallan
colocados todos los cuerpos.

Un cuerpo, por pequeiio que sea, es extenso en todos sentidos;
sin embargo la extensién se considera tnicamente en tres sentidos
principales, llamados dimensiones, que se designan con los nombres
de longitud o largo, latitud o ancho y altura que a veces se llama
grueso, espesor o profundidad.

En el volumen, la extensién esti considerada en las tres dimen-
siones. Las superficies sélo tienen longitud y latitud, las lineas sélo
longitud, y el punto matemdtico no tiene extension.

El volumen de un cuerpo estd limitado por superficies. Un

sillat; por ejemplo, estd limitado por sus caras.

Una porcién de superficie estd limitada por una iinea. Por ejem-
plo, las aristas del mismo sillar.

Una porcién de linea estd limitada por dos puntes, v. gr.: los
vertices de ese sillar, .

Cuando dos superficies se cortan, su interseccion es una linea,

= y la interseccién de dos lineas es un pun-

1#__” . to (fig. 1).
_ \ [4.] Se puede considerar una linea co-
“%_ 16 engendrada por un punto que se
mueve; una superficie, por una linea; y
un sélido, por una superficie.

5.1 Medir una figura es compararla
con la unidad de medida. Por lo tanto,
las longitudes, las dreas y los volimenes
se determinardn por su relacién con la
unidad de la especie correspondiente.
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§ II. — Linea.

L____ La linea mds sencilla es la recta.
Un hilo bien tirante nos da idea de la linea recta (fig. 2).

Fig. 2

La recta es #limitada, es decir que se considera prolongada in-
definidamente.

- Se suele designar una recta por me-
dio de dos letras que indican su direc-
cién. Asf se dird: la recta MN (fig. 3).
Llémasc segmento de recta, o mds sencillamente recta, a la
porcién de recta indefinida comprendi-
da entre dos puntos determinados.

Para designar un segmento de recta se
leen las letras de sus extremos; v. gr.
la recta AB (fig. 4)..

La recta es la menor distancia entre dos puntos; por lo tanto la
[ recta es menor que cualquier otra linea que tenga los mismos extre-
mos. La recta AB, por ejemplo (fig. 5), es menor que la linea

ACDEB.

Llémase linea quebrada o poligonal a la compuesta de varios

Fig. 3

Fig. 4

Fig. 5 Fig.6
segmentos de rectas unidos de dos en dos por uno de sus extremos,
sin que dos consecutivos tengan la misma direccién.
Por ejemplo, la linea ABCDE (fig. 6).
[9.] Linea curva es aquella que ni

es recta, ni estd formada de rectas.
g9 Por ejemplo, la linea EFGH (fig. 7).

O e

_ e

Fig.8

Un hilo aflojado representa una linea curva (fig. 8).
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B il - /_L‘~\ .| Linea mixta es la compuesta
\ :
de partes rectas y partes curvas. Tal es
Fig.9 la linea ABCD (fig. 9).

[l1.] Se llaman convexas a las lineas quebradas o curvas cuando

8 £ Iy p—
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A D Fig. 10 A D

una recta no puede cortarlas en -mds de dos puntos (fig. 10).

§ TIL — Supeificie.

Plano o superficie plana es la superficie con la cual coinci-
de en toda su extensibn una recta aplicada a dos cualesquicra de
sus. puntos.
Por ejemplo, la superficie del agua re-
Rt posada en corta extensién, la de una
f o i pizarra (fig: 11).
/ , [12.] Superficie poliddrica o qucbmda
/ o\ es la compuesta de planos consecutivos
R ‘) que terminan en sus mutuas interseccio-
nes.
Fig. 11 Por cjemplo, la superficie total de un
cubo.
Superficie curva es la que en ninguna de sus partes es pla-
na, como por ejemplo la de una esfera.

§ IV. — Divisién de la geometria.

La Geometria elemenzal se divide en Geometria plana y Geo-
metria del espacio.

La Geometria plana estudia las propiedades de las figuras planas,
esto es, de aquellas cuyos elementos estdn en un mismo plano.

-, Los cuatro primeros libros de esta obra tratan de la Geometrfa
plana.

La Geometria del e:paaa estudia las propiedades de las figuras
cuyos clemcntos no estin en un mismo plano. -

Los cuatro tltimos libros de esta obra tratan de la Geometrfa del

espacio.
§ V. — Definiciones de algunos términos empleados en geometria.
Las figuras geométricas son:

uales, cuando superpuestas, coinciden en toda su extensién:
Equivalentes, cuando tienen la misma extensién sin’ tener la mis-
ma forma;
Semejantes, cuando tienen la misma forma sin tener la misma
- extension.
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Axioma es toda verdad evidente por si misma.

Por ejemplo:

El todo es igual a la suma de sus partes;

La parte es menor que €l todo;

Dos cantidades iguales a una tercera son iguales entre si.

Teorema es una verdad que necesita ser demostrada.

Por ejemplo: la suma de los dngulos de un tridngulo es igual a
dos dngulos rectos.

Problema es una cuestion que tiene por objeto buscar canti-
dades desconocidas, valiéndose para ello de otras conocidas.

Ejemplo: hacer pasar una circunferencia por tres puntos que no
estén en linea recta. .

Lldmase proposicidn al enunciado de un axioma o de un
teorema. ;

Hipdtesis es la suposicién de una cosa posible o imposible, para
deducir de ella alguna consecuencia.

Corolario es la consecuencia que se deduce de una demos-
tracion,

Escolio es una observacién acerca de una proposicién ya demos-
trada.

Lema es una proposicién que sirve para facilitar la demos-
tracion de un teorsma.
El enunciado de una proposicién consta de dos partes: la

hipdtesis o supuesto, que es lo que se supone cierto, y la conclusién
o consecuencia que resulta del supuesto.

En el siguiente enunciado: Todo punto de la bisectriz de un dn-
gulo equidista de los lados de este dngulo, la hipétesis es: todo punto
de la bisectriz de un dngulo, y la conclusién: equidista de los lados
de este dngulo.

Dos proposiciones son reciprocas cuando la segunda tiene

por hipdtesis la conclusién de la primera, y por conclusién la hipéte-
sis de la misma.

La reciproca del ejemplo anterior serd: rodo punto equidistante
de los lados de un dngulo pertenece a la bisectriz de dicho dngulo.

Hay proposiciones cuyas reciprocas son falsas. La proposicién:
todos los dngulos rectos son iguales, tiene por reciproca: todos los
dngulos iguales son rectos. La proposicién es cierta, pero falsa su
reciproca.
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Fig. 12

Fig. 13

/'/

.. Fig. 14

Fig. 15

GEOMETRIA PLANA

EEFBROSE

LINEAS RECTAS, ANGULOS
Y POLIGONQOS

CAPITULO 1
§ I. — Angulos.
Definiciones

Angulo es una figura plana que forman dos rectas que se

cortan y terminan cn su punto de in-
terseccion, Esas rectas se llaman:lados del
dngulo y el punto en que se cortan,

“Un éngulo se designa con la sola
letra del vértice, o con tres letras colo-
cadas una en cada lado, y otra en el vér-
tice. Al leer se pone siempre en medio
la letra del vértice.

Asi el angulo de la fig. 12 se leerd
dngulo A o dngulo BAC.

A veces se designa un dngulo con una
letra mindscula; por ejemplo el 4ngu-
lo m (fig. 13).

Dos 4ngulos son iguales cuando superpuestos, coinciden sus
L S
O

La magnitud o valor de un dngulo sélo depende de la ma-

yor o menor abertura de sus lados, y no .
de la longitud de éstos, ya que siempre
se los supone indefinidos. Asi, el dngulo
D es mayor que el dngulo E (fig. 14).

3Lhzg.rm?a: adyacentes son l%s que
tienen el mismo vértice y un lado ro-
miin; por ejemplo, los dngulos m y »

(fig. 15).

E Una recta es perpendicular a
otra cuando forma con ella dos dngulos
adyacentes iguales, y oblicua cuando «di-
chos 4ngulos son desiguales.

Asi la recta AB es perpendicular a
CD en la fig. 16, y oblicua en la fig 17.

A Angulo recto es aquel cuyos lados son perpendiculares en-

- 1 Al lgual que_'.algunos autores moderncs, phra abreviar lg escritura de
. palabra dngulo, abrazaremos las letras gque sefialan esa figura con el
o~ N\gue se lee dngulo. As{,“A¥BAC] se leerd: dngulo A, dngulo BAC.
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‘ ‘ Fig. 16 - -

4 rig. 17
Los angulos m, n (fig. 16) son rectos. 3

32.1 Un dngulo es agudo cuando es menor que un dngulo recto,
y obtuso en el caso contrario.

Por ejemplo, en la fig. 17 el dngulo n es agudo, y obtuso el 4n-
gulo m.

133.} Angulos complementarios son aquellos cuya suma es igual a
un recto y suplementarios aquellos cuya suma es igual a dos rectos.

En la fig 19 los dngulos BAD y BAB’ son complementarios, y
suplementarios los dngulos BAC y BAD.

Complemento de un 4dngulo es lo que le falta para valer un 4n-
gulo recto.

Suplemento de un 4ngulo es lo que le falta para valer dos 4ngu-
los rectOS

q Axioma. Dos dngulos iguales tienen complementos y suple-
mentos iguales.
Reciprocamente, dos dngulos que tienen complementos o suple-
mentos iguales son iguales.

e

135.] Dos 4ngulos son opuestos por el

vértice cuando los lados del uno son las

prolongaciones de los lados del otro;

v. g.: los dngulos m, n (fig. 18).

‘ 36.| Bisectriz de un angulo es la recta

Hip: s que, pasando por su vértice, divide al
angulo en dos partes iguales.

' Por un punto tomado en ung recta se puede levaniar una
perpendicular a esta recta, y sélo una.
Sea el punto A tomado en la recta CD.
19 Por el punto A se puede levantar una perpendicular a CD,
. En efecto, tracemos una oblicua cual-
quiera AB y hagimosla girar alrededor
del punto A. El dngulo », menor que
el 4dngulo m, aumenta constantemente,
en tanto que el dngulo adyacente m dis-
minuye en lo que el otro aumenta.
Claro esta que la recta AB llegard a
— tener una posicién en que los 4ngulos
Fig. 19 m y n sean iguales, entonces AB’ serd
perpendicular a CD (N? 30).
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29 Y sdlo una perpendicular.

Porque si la perpendicular AB’ se desviara, por poco que fuese,

a la derecha o a la izquierda, dejarfan los dngulos m y » de ser

iguales, y entonces la recta seria oblicua.

f Luego, por un punto tomado en una

' recty se puede levantar una perpendi-

| cular a esta recia, y solo una.

: | 38.|Colorario. Para obtener el com-

i plcmcnto de un dngulo, se levanta en-el

it/ vértice una perpendicular a uno cualquie-

Ay 1a de sus lados; el dngulo BAD (fig, 20)
es el complemento del 4ngulo BAC.

7

e Teorema.
- Dos dngulos adyacmtc: cuyos lados exteriores estin en linea
recta son suplementarios.
Sean los angulos CAB o m y DAB o n, cuyos lados exteriores
AC y AD estidn en linea recta.
T /s Tracemos AE perpendicular a CD,
los dos dngulos CAE y DAE son rectos

/ (N® 31); luﬁg

i
i
|
]
|
! ~
~ TY =1 recto—7

/ =1 recto 4 ¢ )
/ L Sumando ordenadamente, esto es,
— i miembro con miembro, tendremos:
Fig. 21 ) -+ =12 rectos
i Luego, dog dngulos adyacentes. .
/ Corolarios. — [. Para hallar cl
/’ suplfmema de un dngulo, basta prolon-
: gar por el vértice uno cualquiera de sus
e / ., lados; el dngulo EAC es el suplemento

del dngulo EAD (fig. 22).

Il. La suma de los ng:das consecu-
cutivos formados en un punto de una recta y a un mismo lado de
esta recta, es igual a dos dngulos rectos.

Porque si se levanta la perpendicular AB (fig. 23), la suma de
los dos angulos rectos BAC, BAD es igual a la suma de los dngulos
m, n, r, y reciprocamente.

Fig. 22

N i / -"---—_“”;w“tj" - i

NN, men /
. B it / Fig. 24

x
111. La suma de todos los dngulos consecutivos formados alrede-
de un punto O (fig. 24) en un plano es igual a cuatro dngulos
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SN ~B El éngullo n tiene también por suple-
- mento el dngulo s a causa de la recta
- ol CD, luego, los dngulos m y n son igua-

e les por tener el mismo suplemento.

14 GEOMETRIA, - LIBRO 1

Para demostrarlo basta prolongar uno de los lades, AO por
ejemplo, y de ese modo tendremos dos 4dngulos rectos a cada lado
de la recta AB.

Teorema reciproco. Cuando dos dngulos adyacentes son su-
plementarios, sus lados exteriores estdn en lineg recta.

Teorema.
Cuando dos dngulos son .mp!emenmuo: sus bisectrices for-
man un dngulo recto.
B /B Sean los 4ngulos suplementarios AOB,
/ BOC; y sean OE y OF las bisectrices.
/ _.~% ‘Tenemos:
o MR A 2r 4+ 2s=2 rectos;
AV luego r+s=1 recto

Fig. 25 Teorema.

Dos dngulos opuestos por el vértice son iguales.
Sean m y n dos dngulos opuestos por el vértice.
Siendo AB una linea recta, el 4ngulo
m tiene por suplemento el 4ngulo s.

Fig. 26 S~ Del propio modo se demostrarfa la

igualdad de los dngulos opuestos s y 2
Luego, dos dngulos opuestos. ..

§ II. — Perpendiculares y oblicuas.

J Lema.
Toda linca poligonal convexa es menor que cualgquier otra
linea envolvente que tenga los mismos extremos.

- ¥ Sea ABC una linea convexa envuelta
por otra ADFC, y con los mismos extre-
mos A y C.

Para demostrar que ABC es menor,
prolonguemos AB. La recta es mds cor-
ta que cualquier otra linea que tenga los
mismos extremos (N? 7); luego:

AB 4+ BE < 'AD 4+ DE
y BC < BE -+ EF -+ FC
Sumando ordenadamente estas dos desigualdades, tendremos:
AB + BE + BC < AD + DE + BE + EF + FC;

y suprimiendo BE en cada miembro, resultari:

Fig. 27

1 >mayor que.
<" menor gue.
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AB 4+ BC < AD + DE 4+ EF 4+ FC
o sea ABC < ADFC

Luego, foda linea...

2 Teorema.

Desde un punto exterior g una recta se puede bajar una per-
pendicular a esta recta, y sdlo una.

Sea la recta: BC y el punto A, exterior a esta recta.

19 Desde el punto A, se puede bajar una perpendicular a BC.

Para demostrarlo, tracemos una recta cualquiera AD; construya-
mos el dngulo m’ igual al 4ngulo m, tomemos DA’ = DA y tracemos
la recta AA : :

Si hacemos girar la figura DAE alrededor de BC, el dngulo m
coincidird con su igual m’, y la recta DA con DA’ Siendo fijo el
punto E, la recta EA coincidir4 también con EA, y el ingulo 7 con

el dngulo ', por consiguiente estos dos
ingulos- son iguales, y BC es perpendi-
cular a AA’ (N? 30); por lo tanto AA’
lo serd a BC.
29 Sdlo una perpendicular.
En efecto, siendo AE perpendicular a
s..c BC, como acabamos de demostrarlo,
cualquier otra recta, AD, serd oblicua,
porque si fuese perpendicular, e| 4ngulo
m serfa recto, lo mismo que su igual m’,
y entonces tendriamos:
P4 = 2 rectos;
por lo tanto, los lados AD y A’D de los
' dngulos m y m’ estarfan en linea recta
(N® 41); entonces tendrfamos entre los puntos A y A’, dos rectas,
lo que es imposible.
Luego, desde un punto. ..

Teorema.

Si, desde un punto tomado fue-
ra de una recta, se traza una perpendicu-
lar y varias oblicuas a esa recta:

19 Lg perpendicular es menor que
\ cualquier oblicua;
g 2° Dos oblicuas cuyos pies equidis-
tan del de la perpendicular son iguales:

39 De dos oblicuas, la mayor es
aquella cuyo pie se aparta mds del de la
perpendicular.

Sean AB una perpendicular, AC,
AD, AE varias oblicuas a la recta DE;
AC y AE, dos oblicuas cuyos pies equi-
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distan del pie B de la perpendicular. Prolonguemos AB, tomemos
BA’ = BA y unamos A’ con C y con D.

19 La perpendicular AB es menor que la oblicua AC.

Para demostrarlo, hagamos girar alrededor de DE la parte superior
de la figura. Siendo iguales los d4ngulos m y m’ por rectos, BA coinci-
dird con BA’, CA con CA’, DA con DA’

Siendo ABA' una linea recta, tendremos:

AB|BA'< ACHCA’
o sea 2AB < 2AC :
¥y por consiguiente AB < AC,

22 Las oblicuas AC y AE, cayos pies equidistan del de la per-
pendicular, son iguales.

Hagamos girar la figura BAE alrededor de AB. Siendo el 4n-
gulo # igual a m por rectos, y BE igual a BC, la figura BAE coinci-
dird con la figura BAC. Luego,

AC =AE,
3¢ La oblicua AD es mayor que la oblicua AC.
Queda ya asentado (N9 44) que:
AD 4 DA’ > AC + CA’.

Pero, acabamos de demostrar que AC=A'C, AD=A'D;
luego 2AD > 2AC
y por lo tanto AD > AC

Luego, si desde un punto. ..

.| Reciproco. 1° La distancia menor desde un punto a una rec-
ta es la perpendicular bajada desde dicho punto a la recta. '

2% 8i dos oblicuas, trazadas desde un mismo punto, son iguales,
sus pies equidistan del de la perpendicular.

3% 8/ dos oblicuas, trazadas desde un mismo punto, son desi-
guales, el pie de la mayor dista mds del pie de la perpendicular.

Sean las oblicuas desiguales AD, AE (fig. 29). Por hipétesis te-
nemos AD > AE; probemos que BD > BE.

De suponer BD) = BE, resultarfa AD = AE (N¢ 46, 29), lo que
estd en contradiccién con el supuesto.

Suponiendo BD < BE, resultarfa AD < AE (N© 46, 3°), lo que
también estd en pugna con el supuesto.

Luego, si BD) no puede ser igual a BE, ni menor que BE, se
infiere que es mayor, porque entre dos cantidades no hay més que
tres comparaciones posibles: ;

12 que las dos cantidades sean iguales;

2% que la primera sea mayor que la segunda;

3% que la primera sea menor que la segunda .
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Corolario. Las oblicuas iguales AC y AE forman, con la
perpendicular AB, dngulos iguales:
: %AC — BAE.

149.] Definicién. Distancia de un punto a una recta es la longi-
tud de la perpendicular bajada desde ese punto a la recta.

Teorema.

Todo punto de la perpendicular levantada en el punto medio
le una recta equidista de los exiremos de ésta.

Sea A un punto cualquiera de la perpen-
4 dicular AB.
/ N Tracemos las rectas AC y AD.

\ Por hipétesis tenemos BC = BD, luego las

\\ oblicuas AC y AD son iguales por apartar-
\ se igualmente del pie de la perpendicular
o (Ne 46, 29).
% [51.] Reciproco. Todo punto equidistante de

N los extremos de wuna recta pertenece a la

al
R perpendicular levantada en el punto medio de
_ Fig 30 esta recia.
! Teorema.

3 Todo punto exterior a la perpendicular levantada en el pun-
medio de una recta no equidista de los extremos de esta recta.
Sea el punto M, exterior a la per-
pendicular AB.
Tenemos
MD < MA + AD
pero AD = AC (N°50)
Por lo tanto MD < MA - AC
o sea MD < MC
Luego, todo punto.. .

CAPITULO 1I
TRIANGULOS

DEFINICIONES
§ L. — Triangulo.

Tridngulo es una porcién de plano
limitada por tres rectas llamadas lados del
tridngulo.

En todo tridngulo, hay que tener en

. cuenta seis clementos, a saber: #res dngulos
y tres lados.

Perimetro de un tridngulo es la suma

de sus lados.
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Los angulos de un tridngulo se designan ordinariamente por tres
letras mayusculas, A, B, C; y los lados opuestos a los dngulos, por
medio de las mismas letras pero mintsculas, g, b, ¢. (fig. 32).

§ II. Clases de triangulos.
Respecto de sus lados, el tridngulo se llama:

equildtero, si los tres lados son iguales;
isdsceles, si tiene dos lados iguales;
escaleno, si los tres lados son desiguales.*
Con relacidén a sus dngulos s Ilama:
rectingulo, cuando tiene un édngulo recto;
obrusingulo, si uno de los dngulos es obtuso;
acutangulo, si los tres dngulos sen agudos;
equidngulo, si los tres dngulos son iguales.

§ L — Lineas del tridngulo.

Base de un tridngulo es el lado sobre el cual parece como
que descansa la figura. Puede tomarse por base de un tridngulo uno
cualquiera de sus lados.

Vértice de un tridngulo es la interseccién de dos lados.

Lldmase altura a la perpendicular bajada desde uno-de los vérti-
ces al lado opuesto o a su prolongacién.

En un tridngulo rectingulo lldmase hipotenusa, al lado opues-
to al dngulo recto, y catetos; a los lados que forman ese angulo.

En dicho tridngulo se suele tomar por base la hipotenusa, en cuyo

caso la altura es la perpendicular bajada desde el vértice del ingulo
recto a la hipotenusa.

En un tridngulo isdsceles, lldmase especialmente vértice al
punto de interseccién de los dos lados iguales, y base al lado opuesto
a ese vértice.

Mediana es la recta que une un vértice con el punto medio
del lade opuesto.
Todo tridngulo, tiene res alturas, tres medianas y tres bisectrices.

. Teorema,
En todo tridngulo un lado cualguiera es menor que la suma
de los otros dos, y mayor que su diferencia.
12 Sea el tridngulo ABC.
La parte primera del teorema es evidente (N? 7); luego:

a<l bt b<ate

c<a-t b N
22 Ta desigualdad L
a<b+te, =t %
puede representarse asi: T e e Ny
btc>a 4 ~ NI
Restando ¢ de ambos miembros resultara: =
b>a—c
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Restando &:
c>a—b
Siendo z el lado mayor, tenemos:
a>b
y por lo tanto a>b—c

Luego, en todo tridngulo. ..

CASOS DE IGUALDAD DE LOS TRIANGULOS

Teorema.

Primer caso. Dos wriingulos son iguales cuando tienen un
dngulo igual, comprendido por lados respectivamente iguales.

Sean los tridngulos T y T’ que tienen:
: g

AB—ABL AG=A'C
Supongamos el tridngulo T colocado
sobre el tridngulo T’, de modo que e| 4n-
gulo A coincida con su igual A’; e] lado
AC tomari la direccién de A’C’, y por ser
AC = A’C’, €] punto C caerd en C', Tam-
% bién el lado AB coincidird con A’B’; lue-
.9 go, el lado BC se confundiri con el lado

. BC, y los tridngulos coincidirin.

Luego, dos tridngulos son iguales. ..

Fig. 34
Teorema,

Segundo caso. Dos tridngulos son iguales cuando tienen un

dado igual adyacente a dngulos respectivamente iguales..

Sean los tridngulos T y T’ que tienen:

BG= ?C,r.
B 600
Supongamos el tridngulo T colocado sobre el tridngulo T, de
modo que coincida el lado BC con su igual B'C’. En virtud de la

3 A
~ =
/ \
B - C 11.

Fig. 35

gualdad de los 4ngulos B y B', C y C°, BA tomard la direccion de
y CA la de C'A’. Debiendo hallarse el punto A a la vez en la
B'A' y en la recta C'A’, estard forzosamente en A’, dnico pun-

an a ambas rectas, y por lo tanto los tridngulos coincidirdn.

- Luego, dos tridngulos. ..
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Teorema.
Tercer caso. Dos tridngulos son iguales cuando tienen los
tres lados respectivamente iguales.
Sean los tridngulos T y T’ que tie-

nen:
- =»s AB=AB, AC=AC, BC=BC
M ! W e Supongamos el tridngulo T y el tridn-
\\iﬂ,,-" gulo T colocados a uno y a otro lado
<

de AB; y tracemos CC”.

' Por hipétesis AC=A'C’, o AC=

AGY % BC —BC”. Los puntos A y

, & B pertenccen a la perpendicular levan-
A '

tada en el punto medio de la recta CC”,
por hallarse a igual distancia de los ex-
tremos de dicha recta (N 51); luego AB es perpendicular a CC”
en su punto medio.

Ademds, las oblicuas iguales AC, AC” forman 4ngulos iguales
con AB (N9 48): luego,

“BAC=RAC

Por lo tanto, los tridngulos T y T” son iguales (N° 60), por te-
ner. un angulo igual, comprendido por lados respectivamente iguales.

Luego, dos rridngulos. ..

Escolio. Dos tridngulos iguales tienen sus seis elementos res-
pectivamente iguales; a lados iguales se oponen 4ngulos iguales y re-
ciprocamente.

Fig. 36

Teorema.
Si dos rtridngulos tienen dos lados respectivamente iguales,
y el dngulo comprendido por los dos lados del primero mayor que
el comprendido por los dos lados del segundo, el tercer lado del pri-
mero es mayor que el tercer lado del segundo.
Sean los tridngulos ABC y A’B"C’ que tienen:
AB—A'B, =t O
AC > ’AC
Coloquemos el tridngulo A'B'C’ sobre el tnangulo ABC de ma-
nera que los dos lados igua-
les AB y A'B’ coincidan
Siendo e] dngulo BAC” me-
nor que el dngulo BAC, la
bisectriz del 4ngulo C”AC
encontrard al lado BC en
cierto punto I. Los tridngu-
los AIC y AIC” son iguales
por tener un 4ngulo igual
entre lados respectivamente
1guales;

luego [C=iC"

At.
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Pero en el tridngulo BIC” tenemos:

BC” < BI - IC”
o BC” < BI L IC
o sea BG < BE

Luego, st dos tridngulos. ..

Reciproco. S/ dos trigngulos ABC, A'B'C’, tienen dos lados
respectivamente iguales, AB=A'B’, AC=A'C', y el tercer lado
BC del primero mayor que el tercer lado B'C’ del segundo, el dngulo
A opuesto a BC es mayor que el dngulo A’ opuesto a B'C'.

CASOS DE IGUALDAD DE LOS TRIANGULOS
RECTANGULOS

Teorema.

Primer caso. Dos tridngulos rectdngulos son iguales cuando
tienen iguales las hipotenusas y un dngulo agudo.
Sean los tridngulos rectingulos T y T' que tienen:
BEG— B
£SO
Cologuemos el tridngulo T sobre el tridngulo T’ de modo que
el 4ngulo C coincida con su igual C'. La
hipotenusa CB coincidird con su igua] C'B’;
el lado CA tomard la direccién de C'A’.
¢ Siendo BA y B’A’ dos perpendiculares baja-
das desde el mismo punto B’ a la misma
recta C'A’, han de confundirse (N? 45), y
por lo tanto los dos tridngulos coincidirdn.
Luego, dos tridngulos rectingulos. ..
Teorema.

Fig. 38 o
Segundo caso. Dos tridngulos rectingulos son iguales cuando
tienen iguales las hipotenusas y un cateto.
Sean los tridngulos rectdngulos T y T° que tienen:
BE=B@VAB—AB
Coloquemos ¢l tridngulo T sobre el
tridngulo T" de modo que el cateto BA coin-
cida con su igual B'A’. A causa de los 4n-
T gulos rectos A y A, el cateto AC tomara la
c direccién de A'C’, y siendo BC y B'C’ obli-
cuas iguales trazadas desde el mismo punto
B’, sus pies tienen que apartarse igualmen-
T te del pie de la perpendicular B'A’ (N°
. ¢! 47, 29); lnegn AC—=A'C’ y el punto C
Fig. 39 caera en C'; por consiguiente, los dos tridn-
. . gulos coincidirdn. '
Luego, dos tridngulos recidngulos. . .
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Teorema.

En un tridngulo isdsceles, los dngulos opuestos a los lados

iguales son iguales.

Sea el tridngulo isdsceles ABC, cuyos lados iguales son AB y
AC. Para demostrar que el dngulo B es
igual al dngulo C, unamos el vértice A con
D, punto medio de BC.

Los triangulos BAD y CAD son igua-
les por tenmer sus tres lados respectivamen-
te iguales (N? 62), a saber:

AB = AC por hipdtesis;
DB = DC por construccién;
AD es lado comiin.
Luego el dngulo B opuesto al lado AD
del primer tridngulo es igual al dngulo C,
€ opuesto al mismo lado del segundo (N° 63).
Fig. 40 Luego, en el tridngulo isdsceles. .
Reciproco. Si dos dngulos de un tridngulo son iguales, sus
lados _opuestos lo son también, y el tridngulo es isésceles.

Escolios. — I. En todo tridngulo isésceles, la bisectriz del

dngulo del vértice es a la vez altura y mediana.

II. Reciprocamente, un tridngulo serd isdsceles, si una recta del

mismo goza de estas propiedades.

III. Un tridngulo serd /sdsceles si tiene dos alturas, dos bisectrices,

o dos medianas iguales.
IV. El tridngulo equilitero es también equidngulo, y tiene iguales
sus ires alturas, bisectrices y medianas.
Teorema.

Todo punto de la bisectriz de un dngulo equidista de los
lados de dicho dngulo.

Sea el dngulo BAC.

Desde un punto cualquiera D de la bi-
sectriz, bajemos a AB y AC las perpendi-
culares DB, DC, que determinan las dis-
tancias de dicho punto a los lados del 4n-
gulo.

Los tridngulos rectdnculos ADB y ADC
son iguales por tener la hipotenusa AD co-
min y un 4ngulo agudo igual en A (N?
66), por lo tanto,

Fig. 41 . DB —=DE.

Luego, rodo punio...

Reciproco. Todo punto equidistante de los lados de un dn-

gulo pertenece a la bisectriz de dicho dngulo.
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Nora. La bisectriz de un 4ngulo es el lugar geométrico de los
puntos equidistantes de los lados 1.

CAPITULO TII
RECTAS PARALELAS
DEFINICIONES

Rectas paralelas son aquellas que, estando en un mismo pla-
no, no se emcuentran por mds que se pro-

& longuen.

B e e e s Tales son las rectas AB, CD y EF
(fig. 42). :

E i [73-] Llamase secante o transversal a la

Fig. 42 recta que corta a cualquier linea o figura.

Por ejemplo, EF (fig. 43).

Si a dos rectas AB y CD (fig. 43), sean o no paralelas,
se las corta por una tercera EF, ésta forma con las primeras ocho an-
gulos que, tomados de dos en dos, reciben distintos nombres, segiin
sus diferentes y relativas posiciones.

Angulos alternos son los situados a una y otra parte de la secan-
te, y no adyacentes. .

Lldmanse dngulos alternos inter-
nos a los 4dngulos internos no adya-
centes, situados a distinto lado de la
secante. Por ejemplo, los dngulos m,
n; H eI (fig. 43).

Angulos alternos externos son los
externos no adyacentes, situados a dis-
; o tinto lado de la secante. Por ejemplo,

; los dngules 7, o; G, K (fig. 43).

IE Angulos correspondientes son los no adyacentes, situados a
un mismo lado de la secante, el uno interno y el otro externo. V. gr.:
o, n; H, K; G, I; m, r (fig. 42).

Teorema.

I??.I Dos. rectas perpendiculares a una tercera son paralelas en-
tre si.
Sean AB y CD, dos perpendiculares a la recta AC.

Si AB y CD no fuesen paralelas, des-
de el punto donde se cortasen tendria-
mos dos perpendiculares a la misma rec-
ta AC, lo que es imposible (N¢ 45).

Luego, AB y CD son paralelas.

13

T
|
|

Fig. 44

1 Lugar geométrico es el conjunto de puntos que gozan de una misma
propiedad,

=
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/2. Corolario. Para trazar por un pun-
to dado A, una paralela a una recta dada

A 2 BC (fig. 45), basta trazar AB perpendi-
! cular a BC, y después AD perpendi-
| cular a AB.
B T Las dos rectas AD y BC son paralelas
= Fig. 45 por ser perpendiculares a la misma rec-
ta AB (N° 77).
OSTULADO DE EUCLIDES

F_»f_g Por un punto dado no se puede trazar mds que una paralela
a_una recta dada.

A : [80.] Corolario. Dos rectac AB y GD

paralelas a una tercera EF (fig. 46) son

c D paralelas entre si, porque si AB y CD
se cortasen, por el punto de interseccién,
¥ ¢ pasarian dos paralelas a EF, lo cual es
e imposible (N¢ 79).
Teorema.

@ Si dos rectas son paralelas, toda recta perpendicular a lag una
lo es también a la oira.

Sean AB y CD dos paralelas, y AC perpendicular a AB. Demos-
tremos que lo es también a CD.

Para ello, tracemos CE perpendicular
a AC; siendo AB y CE perpendiculares a
la recta AC, resulta que son paralelas entre
si (N2 77); pero, por el punto C no puede
~-=-® pasar sino una paralela a AB (N 79); lue-

——

e g p 80, las rectas CD y CE se confunden, y por
E ; consiguiente CD es perpendicular a AC, y
i reciprocamente,

Luego, si dos rectas son paralelas. . .

Escolio. Cuando dos rectas (OA 'y OC) se cortan, sus respec-

tivas perpendiculares se cortan también.

Porque si no se encontrasen las per-
M 8 < pendiculares AB y CE serfan paralelas, y
entonces la recta AOD perpendicular a
AB, lo serfa también a DCE (N 81), y
tendrfamos por el punto O dos perpendi-
culares OC y OD a la misma recta DCE,
> Fig. 48 lo que es imposible (N° 45),

Luego, cuando dos rectas. ..

— Proposiclén que no es de evidencle Inmediata y de la
stracion que satisfags. '
edmetra griego, 320 a J, O,

3



CAP. IiI.- RECTAS PARALELAS 25

- Teorema.

!83-,], Dos rectas paralelas cortadas por una secante forman ocho
dngulos, a saber: cuatro agudos iguales entre si, y cuatro obtusos, tam-
bién iguales entre si.

Sean las paralelas AB y CD, cortadas por la secante EF.

Por O, punto medio de GK, tracemos MT perpendicular a AB,
y por lo tanto a CD (N° 81).

Los tridngulos rectingulos OTG y OMK son iguales, por tener
igual la hipotenusa, (OG = OK), y un 4ngulo agudo igual en O,
como opuestos por el vértice (IN® 43). Luego el angulo m del pri-
mer tridngulo es igual al dngu-
lo #n del segundo.

3 T oy Ademds los dngulos agudos
: H g, m son iguales como opuestos
If por el vértice, asi como también
I

los angulos 7, #; por lo tanto
los cnatro dngulos agudos m, =,
a, r son iguales.

I B De donde se deduce que los

g M dngulos obtusos G, H, I, K son

/ iguales por ser suplementos de
3 Fig. 45 dngulos agudos iguales.

Luego, dos rectas paralelas. ..

Corolario. i dos rectas paralelas son cortadas por una se-
cante:

1° Los dngulos alternos internos son iguales;

« 2° Los dngulos correspondientes son también iguales.

Reciproco. Dos rectas son paralelas cuando cortadas por una
secante forman:

19 Angulos alternos internos iguales;

2° Angulos correspondientes iguales.

Advertencia. Asentada la teoria de las paralelas se sucle em-
plear las voces correspondientes, alternos internos, para designar tnica-
mente los angulos formados por dos paralelas y una secante.

Teorema.

87.) Dos dngulos que tienen sus lados respectivamente paralelos
son iguales o suplementarios.

12 Sean los dngulos 4 y 4 que tienen los lados respectivamente
paralelos y dirigidos en un mismo sentido: el lado AC paralelo a DG,

AB paralelo a DE. Demostremos que

Y P %9\

Para ello, prolonguemos DG hasta que encuentre a AB, Los 4n-
gulos @ y » son iguales como alternos internos; los dngulos 2 y 4 son
iguales por la misma razén. Luego



26 GEOMETRIA. - LIBRO I
C N
/a\_:d,
por ser cada uno igual a
o
29 Consideremos los
d
)

—» angulos @ y m que tienen
] el lado AC paralelo 2 DG
y AB paralelo a DF, y
demostremos que

aN-F1"— 2 rectos.

Ya queda asentado

(N? 39) que:
a0 ﬁ\—l—/m\: ;\rectos;
pero =% (19)
por lo tanto é\—l—%\: 2 rectos.

Luego, dos dngulos. . .

Teorema,

Dos dngulos que tienen sus lados respectivamente perpendi-
culares son iguales o suplementarios.

19 Sean los dngulos @ y &’ que tienen sus lados respectivamente
perpendiculares, a saber OF perpendicular a OD, OG perpendicular
a OE. Demostremos que
G=a
Ya sabemos (N¢ 38) que A

a —|—’;1\: 1 recto;

/8 f’\—|—/n\'= 1 recto;

Luego D=7
/ 29 Sean los 4ngulos @ y m que
' ;-/ 3 tienen OD perpendicular a OF’, y
RO AT e OE perpendicular a OG. Demos-
e tremos que
= TN = 2 rectos.
Fig. 51 Ya sabemos (N¢ 39) que

m>-%"—= 2 rectos.

Sustituyendo el dngulo " con su igual 4, tendremos:
2= 2 rectos.

Luego, dos dngulos que tienen. ..
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CAPITULO IV
POLIGONOS
§ I. — Poligonos en general.

Definiciones. Llamase poligono a toda superficie plana li-
mitada por lineas rectas.

Estas lineas son los lados de! poligono; y perimetro es el conjunto

de sus lados.
Los puntos de interseccién de los lades se llaman wvérzices.
Diagonal de un poligono es la recta que une dos vértices no con-

secutivos: por ejemplo, E&l recta AC (fig. 53).

e _ Fig.52

@ Angulo exterior & un poligono es el formado por uno cual-
quiera de los lados del poligono y la prolongacién del lado adyacente.
Asi el dngulo BAD (fig. 52) es un dngulo exterior.

Los dngulos exteriores son suplementos de los dngulos interiores
adyacentes.

1.1 Poligono equidngulo es el que tiene todos sus dngulos iguales.

" equildtero es aquel cuyos lados son iguales.
A regular es aquel cuyos lados y dngulos son iguales.

92.1 Poligono convexo es el que tiene por perimetro una linea
convexa (fig. 53). 5

A 7 El poligono que no es convexo se
llama cdncavo; este poligono tiene uno
o més dngulos entrantes, esto es, mayores

\ que dos rectos; tal es el dngulo F
e A (fig: 54)-
c Fig, 54 T D PRINCIPALLS BOLIGOROS

El tridngulo es el mas sencillo de los poligonos.
El poligono de 4 lados se llama cuadrilitero.

5 2 pentigono.
2 () 3 exdgono,
= 7 3 eptdgono.
;3 8 3 0ctogono.
2 9 L enedgono o nondgono.
» 5 5
10 decdgono.
¥ 11 2 endecigono o undecigono.
B 12 2 dodecigono.

£ 15 & pentedecdgono.

'y
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Los demds poligonos se designan segin el nimero de sus lados,
diciendo, por ejemplo, poligono de catorce lados.

194.] La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual

a dos rectos.

Prolonguemos el lado CA; y
por el punto A tracemos la recta
AE paralela a CB.

; Los dngulos ¢y ¢’ son iguales
comg correspondientes, y los dngu-
los & y &' lo son como alternos

b T, 55 s B internos.

Luego, la suma de los dngu-
los del tridngulo es igual a la suma
de los tres dngulos formados en e| punto A, y como éstos suman
dos rectos (N¢ 40, IT), también
4> —]—/b\-[—/c\: 2 rectos.

Luego, la suma... :

Corolarios. I. El dngulo exterior BAD de un tridngulo (fig.
55) equivale a la suma de los dngulos interiores no adyacentes b, c.

II. Si dos wridngulos tienen dos dngulos respectivamente iguales,
el tercer dngulo del primer trigngulo es igual al tercer dngulo del se-
gundo; pues ambos son suplementos de la suma de los otros dos.

II. Los dngulos agudos de un tridngulo rectingulo son comple-
mentarios,

Teorema.

@] La suma de los dngulos interiores de un poligono convexo
es igual a tantas veces dos rectos, como lados tiene, menos dos.

Sea el poligono convexo ABCDE; tracemos las diagonales AD y

AC.

Claro estd que a cada uno de los tridn-
gulos extremos AED, ABC les correspon-
de dos lados del poligono, en tanto que al

A o tridngulo intermedip ACD sélo le corres-

ponde uno.
Ademais los dngulos de los tres tridngulos
valen tanto como los dngulos del poligeno.
Ahora bien, en cada tridngulo la suma de
x los tres dngulos es igual a dos rectos (N?
Fig. 56 94): y como hay tantos tridngulos como la-
dos menos dos, se infiere que

Lg suma de los dngulos. ..
[*‘_“j Nora. Llamande » al nimero de lados del poligono,
n—2 representard el namero de tridngulos, y
(n—2) 2 rectos
la suma de los dngulos interiores del poligono.
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Teorema.

La suma de los dngulos exteriores, que resultan prolongan-
do en un mismo sentido todos los lados de
un poligono convexo, es igual a cuatro rec-
t0s.

En efecto, sea un poligono de » lados;
cada dngulo exterior es suplemento de] dn-
gulo interior adyacente, y la suma de to-
dos los dngulos interiores y exteriores es

Fig. 57 igual a » veces dos rectos;
Suma de todos los dngulos =2
Suma de los 4dngulos interiores (N2 97) =2n—4

La diferencia, 4 rectos, expresard la suma de los dngulos ex-

teriores,

§ II. — Cuadrilateros.
DEFINICIONES
|22_| Llimase cuadrilitero a la figura limitada por cuatro lados
(fig. 58).
Un cuadrilitero puede ser comwvexo (fig. 58), cdncavo (fig. 59)
o estrellado (fig. 60).

B & B
A
D D
Fig. 58 Fig, 59 Fig. 60
v En este curso sélo trataremos de los cuadrildteros convexos. ©
- Llémase paralelogramo al cuadrildtero cuyos lados opuestos son
paralelos- (fig, 61).
Rectdngulo es un paralelogramo cuyos cuatro dngulos son rec-
tos (fig. 62).
Rombo es el paralelogramo cuyos lados son iguales (fig. 63).
D |_1 -
C A
\ \ l A b B A
Paralelogram> Rombo Cuadrado
Fig. 61 I-‘Ag 62 Fig. 63 Fig. 64

Cuadrado es el paralelogramo que tiene sus lados y dngulos igua-
les (fig. 64).

Este cuadrildtero es a la vez rombo y rectingulo.

Trapecio es un cuadrilitero que tiene dos lados paralelos. Estos
lados son las bases del trapecio (fig. 65).
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o . free————11) =\
// \ /f / \
S/ \ / / \
/ v, J / \

w \B 5 B \

L & e ——— 'A:——-..- . — L L
Trapecio A Trapect ungt Frapes soacetes
Fig. 65 ¥ig. 66 Fig. 67

Trapecio recténgulo es el que tiene dos dngulos, rectos (fig. 66).
Trapecio isdsceles o simétrico es el que tiene iguales los lados
opuestos no paralelos (fig. 67).

Teorema
La suma de los dngulos de un cuadrilitero convexo es igual
- a cuatro rectos.
™~ Sea el cuadrilitero ABCD. La diago-
b e mal AC le divide en dos tridngulos cu-
/ yos dngulos valen tanto como los del
cuadrilitero. Pero ya sabemos que la su-
ma de los dngulos de un tridngulo vale
v, 2 rectos; por lo tanto la suma de los 4n-
Fig: 68 gulos del cuadrilitero valdrd cuatro rec-
tos L, :
101. | Corolario. Si dos dngulos de un cuadrilitero son suplemen-
tarios, los otros dos lo serdn también.

PROPIEDADES DEL PARALELOGRAMO
Teorema. &

_ L102.] En todo paralelogramo, los lados y los dngulos opuestos son
tguales.

Sea el paralelogramo ABCD.

Tracemos la diagonal DB.

Los dngulos 7 y »’ son iguales como alternos internos, asf como
también lo son, y por andloga razén, los dngulos m y m’.

Por lo tanto, los dos tridngulos ABD y BCD son iguales por
tener un lado comtn, BD, adyacente
/ “ a dos dngulos respectivamente iguales

(Ne 61).
/ o / Luego los lados AB y CD opues-
/ it tos a dngulos iguales son iguales, lo
A /B mismo que los lados AD y BC, opues-
Fig. 69 - tos a los dngulos iguales n, n’.

Ademds, los 4ngulos A y C son
iguales como opuestos a] lado comiin BD, y el 4ngulo total B es
igual al dngulo total D. ‘

Luego, en todo paralelogramo. . .
[103. | Escolios. — 1. Lg diagonal de un paralelogramo lo divide
en dos tridngulos iguales.

1 Este teorema no €5 més gue un caso particular del N¢ 94,
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II. — En un paralelogramo dos dngulos consecutivos son suple-
mentarios,
104. | Corolarios. 1. Los segmentos de paralelas comprendidos en-

tre otras dos rectas paralelas son igua-

¢ e el 1A
4 Sean los segmentos AB y CD com-
/ / prendidos entre las paralelas AD y

e BC.
Fig. 70 La figura ABCD es un paralelo-

gramo (N9 99);
luego: AB=CD (N? 102).
II. Dos paralelas equidistan en todos sus puntos.
Sean AB y CD dos paralelas cuales-
A 2 quiera.
! ! Tracemos las perpendiculares AC y BD.
Estas perpendiculares son paralelas
(N© 77) e iguales (N© 104, I); ademds
miden la distancia de las paralelas AB

y CD.

Teorema.

Fig. 71

1105. ] Si los lados opuestos de un cuadrildtero son igi%mles de dos
en dos, la figura serd un paralelogramo.
Sea el cuadrilitero ABCD, en el cual tenemos:
AB=DEC, . ARD—FE€
Tracemos la diagonal BD. Los dos tridngulos ABD y BDC son
iguales por tener los tres lados respec-

D ¢ tivamente iguales. De donde se infiere
2 que el dngulo m es igual al dngulo m’
e como opuestos a lados iguales en tridn-
St gulos iguales; luego las rectas AD y BC

4

son paralelas por formar, con la secan-
te BD, dngulos alternos internos iguales.
Asimismo, los dngulos # y 7’ son igua-
les, y las rectas AB y DC resultan paralelas; por lo tanto el cuadri-
litero ABCD es un paralelogramo.
Luego, si los lados opuestos de un cuadrildtero. . .

A Fig. 72

o
['corema.

106. | 8; dos lados de un cuadrilitero son iguales y paralelos, la
figura serd un paralelogramo.

Sea el cuadrilitero ABCD, cuyos lados AB y DC son iguales y
paralelos.

Tracemos la diagonal DB.

Los dos tridngulos ABD y BCD son iguales por tener un
dngulo igual entre lados respectivamente iguales, a saber:
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& D=
DT ¢ por alternos internos, BD es lado co-
min, y AB=CD por hipdtesis.
L% De donde se infiere que el 4ngu-
S " lo m, opuesto al lado AB del primer

+ = tridngulo, es igual al dngulo m’ opuesto
Fe'n al lado CD de] segundo, por consiguiente,
las rectas AD y BC que forman dichos dngulos son paralelas (N9 85),
y la figura ABCD es un paralelogramo.
Luego, si dos lados de un cuadrilitero. ..
Corolario. El rectdngulo, el rombo y el cuadrado son para-
lelogramos.

Teorema.

Las diagonales de un paralelogramo se dividen mutuamen-
__te en partes iguales.

Sea ABCD un paralelogramo cual-
quiera y sean AC y BD sus diagonales;
demostremos que O es el punto medio
4 de cada una de ellas,

“Fig. 74 Los dos rtridngules AOB y DOC

son iguales por temer un lado igual,

(AB=DC), adyacente a dos &ngulos respectivamente iguales, a
saber:

OAB :6}% (Ne 84).
' OBA=0DC (id.).
Asi pues, OA del primer tridngulo es igual a OC del segundo,
OB =—0D!
Luego, las diagonales de un paralelogramo. . .
[109.] Reciproco. Si las diagonales de un cuadrilitero se dividen
en partes iguales, la figura es un paralelogramo.

Teorema.
110.| Las diagonales de un rombo se cortan en dngulo- recto.
En efecto, siendo ABCD un parale-
logramo, O es el punto medio de las
diagonales; los tridngulos AOD vy COD
son iguales por tener los tres lados res-

J
- € pectivamente iguales:. OD es lado co-
\l/ mén, AO =0C (N¢ 108), AD=DC
¥ por definicion.
73 Luego, los dngulos AOD y COD son
¥ iguales, y por consiguiente rectos.
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Teorema.
@ Las diagonales de un recténgulo son iguales.
n efecto, los dos tridngulos ABC y DCB son iguales por tener
un dngule igual comprendido por lados res-

~— " l"'pc:cti{';i1r1entt’. iguales, a_saber
s ABC = BCD,
e Ty : BC es lado comin;
N~ .| AB=DC como lados opuestos del rec-
, Fie, 76 =" tdngulo.

Luego, AC=BD.
Escolio. En todo cuadrado las diagonales son iguales y per-

pendiculares, y se dividen mutuamente en par-

e c tes iguales. :
N\ //' Porque- e] cuadrado es a la vez recténgulo,
\{' rombo y paralelogramoe.
/ Teorema.
\\\ Si por el punto medio de un lado de
Fig. 77 5 un trigngulo, se traza una paralels a la ba-

se, esta paralela pasa por el punto medio del tercer lado.

Sea D el punto medio de AB, y la recta DE paralela a la base
AC; tracemos EF paralela a AB. Los
tridngulos BDE y FEC tienen los lados
BD y EF iguales, por ser ambos iguales
a_AD. Ademds,

BDE —=CFE asi como DBE :ﬁa
por tener sus lados paralelos y dirigidos
en el mismo sentido. Por lo tanto, estos
tridngulos son iguales por tener un lado
_ igual adyacente a dngulos respectivamen-
Fig 78 te iguales.
Luego, BE = EC,

Reciproco. La recta que une los puntos medios de dos lados
de un tridngulo es paraleia al tercer lado.

Porque una paralela al lado AC trazada desde e]l punto D debe
pasar por el punto E como lo acabamos de demostrar. Luego, dicha
paralela se confunde con DE.

Corolario. La recta que wune los puntos medios de dos la-
dos de un tridngulo es igual a la mitad del tercer lado.

En efecto, en ¢l paralelogramo ADEF (fig. 78), tenemos DE —AF.
Los tridngulos iguales DBE y FEC dan también DE = FC; por con-

siguiente, AC
AF=FC=—.
2
AC
Luego DE =—.

2
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Teorema.

116.] La paralela a las bases de un trapecio trazada por el punto
medio de uno de los lados no paralelos, pasa por el punto medio del
otro, y es igual a la semisuma de las bases.

Sea el trapecio ABCD. Tracemos la diagonal BD, y por el punto
medio del lado AD tracemos la recta EGF paralela a las bases.

Siendo. paralela al lado AB del tridngulo ABD, esta recta pa-
sard por el punto medio G
de] lado BD (N? 113); por

e, O serlo al lado OC del tridn- .
I gAiK F gulo BDC, esta recta pasa-
rd por el punto medio F del

Lo

lado BC.
Fig. 79 En los tridngulos ABD vy
BCD tenemos:
AB DC
EG=— y GF=—
2 2
Sumando ordenadamente, resulta: ;
AB - DC
BE————u
2

Luego, lz recta que une.

116 bzs La recta que une . los puntos medios de los lados no pa-
ralelos de un trapecio es paralela a las bases e igual a la semisuma
de las mismas, ;

Porque esta recta se confunde con la paralela a las bases trazada
por el punto medio de un lado.

Este ultimo teorema puede demostrarse directamente,

e Sea e| trapecio ABCD y la recta

, i ) ¢ fai A EF. Tracemos GH paralela a DA

/" T - y prolonguemos DC. Los tridngu-
e N los CFG y BFH son iguales por -

/ tener un lado - igual, CF =FB,
‘.1/ _A adyacente a dngulos respectivamen-

B te iguales. Luego los cuadriliteros
EFGD y AHRE son paralelogra-
mos (N° 106) De donde

1° La recta EF es paralela a las bases;

Fig. 79 bis

20 EF — DC+ CG

EF — AB—HB

Sumando: 2EF =DC 4 AB

DC - AB

: B
2

CG y HB se anulan por ser iguales y de signo contrario.




APELFCACIONES

PRELIMINARES
La plomada (fig. 80) es una pesa de plomo o de otro metal
atada a uno de los extremos de un bramante.

Direccing

Fig, 81
Lldmase linea vertical a la recta determinada con la plomada.
La linea horizontal (ab, fig. 81) es perpendicular a la direccién
vertical ! y corresponde a la superficie del agua reposada, y en corta
extension.

Fig, &2

La plomada sirve al albafiil para hallar la direccién vertical
en la construccién de paredes (fig. 82); sirve también para averiguar
una direccién vertical (fig. 83).

Dicese que un objeto estd de aplomo cuando las lineas de este
_objeto que deben ser verticales lo son en realidad.

Los principales instrumentos que se emplean en el trazado
de las figuras geométricas son: la regla, €l compds, la escuadra y el
graduador.

La regla sirve para trazar lineas rectas. La linea vertical se
determina con la plomada.

Para trazar una linea recta se corre a lo largo de la regla un l4piz,
un tiralineas, una pluma, un punzén, etc.

Los ~carpinteros y .los aserradores se sirven de un cordel impreg-
nado en un liquido colorante, o.cubierte de tiza, etc.; se tiende bien
este corde] a lo largo de la superficie que se quiere marcar; se le suel-

1 La direccion verrical es la de una fuerza merced a la cual todos los
cuerpos propenden a dirigirse al centro de la tierra.
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ta de repente, y al volver a su pri-
mera posicién, deja una huella rec-
tilinea (fig. 84).

El albanil para guiarse en la
construccién de paredes y muros
. tiende un cordel por medic de dos

« pedazos de madera o de hierro A,
B (fig. 85), clavados en la pared.

El jardinero tiende un cordel en-
tre dos estaquitas (fig. 86).

M sy,

=i . . Fig. 86

{ it Fig. 85 )
i 4 El compds (fig. 90) sirve para trazar circunferencias o arcos.
. \" Una de las piernas o ramas termina en punta, y en el extremo
¢ 1 “de la otra hay un lipiz o un dralineas. La abertura de las ramas
/ irepresenta el radio de la circunferencia, para cuyo trazado se coloca
la rama puntiaguda en el punto eleguio por centro.
- h La escuadra sirve para construir dngulos rectos o levantar
perpendiculares, y sobre todo para trazar paralelas (Véase N° 134).
La escuadrg tiene varias formas.
La escuadra o cartabin del
. delineante (fig. 87) es una ta-
_ | blilla delgada en forma de tridn-
LN “ gulo rectingulo.
| | .
‘ ' il La escuadra del carpintero
[ N, —— || (fig. 88) estd formada por lo
" Fig. 87 " i, 88 " Hes  comin de dos reglas de made-
ra, unidas en dngulo recto.
La escuadra del cantero (fig. 89) estd formada de dos reglas de
hierro, unidas también en dngulo recto.
rZ_TI El graduador o transportador (fig. 91), que sirve para me-
- dir y construir dngulos, es un instru-

P L mnETEy mento de talco, cobre o madcra, en
Vo5 forma semicircular, cuyo borde circu-
& _ lar, llamado limbo, estd dividido en
# ' 180 grados numerados de diez en

i

diez o de cinco en cinco. El didmetro AB de este semicirculo se llama
Yaea de referencia o de fe.
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CAPITULO 1
§ L — Perpendiculares.

m En la mdustna y en las artes se emplean constantemente
las perpendiculares. El cantero necesita de la escuadra para labrar en
dngulo recto las aristas de las piedras. A cada momento el carpintero
corta tablas u otras maderas en 4dngulo recto. La construccién de una
ventana, de una puerta, de un mueble, exige a cada paso e| uso de
la escuadra. El delineante, el arquitecto, el agrimensor trazan a me-
nudo perpendiculares.

TRAZADO DE PERPENDICULARES CON AUXILIO DE LA ESCUADRA
m Problema . Por un punto O de una recta, levantar una per-
pendicular a dicha recta.

Se adapta la regla a lo largo de la linea
AB, y se apoya en ella el cateto inferior de
la escuadra (fig. 92) de modo que el vér-
tice del dngulo recto descanse en el punto
g\ O; se traza en seguida por el otro cateto de
= ‘oo la escuadra la recta OM; esta recta serd
£ perpendicular a AB si la escuadra es exac-

Fig. 92

ta.
Problema. Desde un punto A, tomado fuera de una recta,
bajar por medio de la escuadra una per-
pendicular a esta recta.

Se aplica la regla a lo largo de la
recta dada DC (fig. 93) y se corre la
escuadra aplicada a la regla, hasta que
toque en el punto dado A; luego se tra-
za AB siguiendo la dtreccmn de la es-
Hig. 93 .cuadra; esta recta serd la perpendicular

pedida,

TRAZADD DE PERPENDICULARES POR MEDID DE LA
REGLA ¥ DEL COMPAS
1281 Problema. Hallar un punto equidistante de los extremos de
una recta dada.

Para determinar un punto equidis-
tante de los extremos de la recta AB,
desde los puntos A y B, tomados como
ey contros, se describen, con una abertura

" Fig. 94 ; de compids mayor que la mitad de la
recta AB, arcos que se corten en O;
éste serd el punto pedido, por ser eqmdistame de Ay B.

1 Los problemas de Gecmetria se dividen en grdficos y nume s, I
primeros tieien por ohjeto construir una figura gque satisfaga a s condl
clones del enuncliado; y los segundoz ensefian a ealéular la eXtension de
{ina feura conocida, o de alging ds BUS Slpmentos.
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Problema. Levantar una perpendicular en el punto medio
de una recta.
Para levantar una perpendicular en
o el punto medio de AB (fig. 95), haciendo
centro en los extremos A y B, y con el
mismo radio, mayor que la mitad de
AB, se describen arcos que se corten en
O y O’; luego se unen ambos puntos.
La recta OO’ es la perpendicular pedi-
of da, porque los puntos O y O equidis-
tantes de A y B, pertenecen a la perpen-
dicular levantada en el punto medio de
AB (Ne 51).
Nora. Cuando no hay espacio suficiente a ambos lados de
|

0 la recta para el trazado de los arcos,

Fig, 95

| r 5

| se determinan a un mismo lado de ella,
. con dos radios distintos, dos puntos O
¥ o y O’ equidistantes de los extremos de la

recta AB (fig. 96).
Fig, 96 131.] Problema. Levantar una per-
. 5 pendicular en cualguier punto de una
recta.

4 Para levantar una perpendicular en
: el punto D de la recta AB (fig. 97), se
sefialan a cada lado del punto D longi-
tudes iguales DE y DF.

Desde los puntos F y E, se describen,
con un mismo radio, arcos que se corten

s y en C. Después se traza la linea CD, que

E B § es la perpendicular pedida (N¢ 51).
Fig. 97 § II. — Paralelas.

Las rectas paralelas se usan muy a menudo-en la prictica:
las puertas y las ventanas tienen sus marcos paralelos; los lados opues-
tos de una hoja de papel, de una tabla, son también paralelos; los ca-
rriles de un camino de hierro, las lineas del pentagrama de la miisica,

los peldafios de las escaleras de mano, €] rayado de los cuadernos de
escritura, etc., etc., son paralelos.

Problema. Trazar una parale-

El ) tlz a una recta, pasando a una distancia

V determinada de la misma.
! Sea AB la recta dada; para trazar
\ s una paralela a ella, a 7 milimetros por

b ejemplo, se levanta la perpendicular DE
Fig. 98 en cualquier punto de la recta AB. Se
senala la distancia de 7 milimetros en esta perpendicular, desde el
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punto D hasta E; y en este tltimo se levanta, a la recta DE, la per-
pendicular EF.
Las rectas EF y AB son paralelas por ser perpendiculares a la
misma recta DE (N¢ 77).
[134] Trazado de paralelas con auxilio del cartabon.
Para trazar paralelas a AB por medio del cartabén (fig. 99), se
coloca un cateto de éste sobre la li-
A > nea AB, y se ajusta la regla al otro
: cateto; en seguida se corre el carta-
bén a lo largo de la regla, y se trazan
sucesivamente las lineas m, #, s, 2.
Estas rectas son paralelas, por ser
e s perpendiculares a la misma recta.
, Uso de la escuadra T o escua-
e dra de muleta. #
La escuadra T es un instrumento
Fig. 99 compuesto de dos reglas ensambladas
en dngulo recto, en la forma de la letra maytscula cuyo nombre lleva,
que sirve para trazar paralelas.
Cuando los bordes del tablero se hallan en dngulo recto, fdcilmen-
te se pueden trazar perpendiculares con ayuda de la escuadra T.
Para trazar paralelas (fig. 100), se aplica la cruceta de la escuadra
al borde del tablero, por él se corre el mstrumento, y se trazan, por el

i

Fig. 100 ¢ o v Fig. 101
filo de la regla larga, las paralelas que se quiera.

A menudo tiene la escuadra T una pieza mévil en torno de un
eje. Esta pieza puede ir ajustada con un tornillo, y sirve para variar la
direccién de la escuadra en el trazado de paralelas (fig. 101).

[136] Uso del gramil. El gramil sirve a los carpinteros para tra-
zar paralelas a lo largo del borde de una tabla. i --’.'i"!

Fig. 102

La figura 102 indica la forma de este instrumento. La distancia
entre la punta C y la tablita puede variar; una vez obtenida la dis-
tancia que se desee, se corre la tablita a lo largo del canto de una
tabla, y la' punta C determina la paralela ‘al borde de ésta.
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§ II. — Angules.
Problema. En un punto dade D de una recta DE (fig. 103)
construir un dngulo igual a otro dngulo dado A.
19 Con la escuadra. Por medio de una regla o de una tira de
papel, se sefialan longitudes iguales como AB y DE, y con la escua-

..‘r-_-_“ -

" D
I s Fig. 103
dra se levantan las perpendiculares BC y EF (fig. 103); se toma EF =
BC, y se traza ¢l lade DF, que forma en D un dngulo igual a A, por-
que los tridngulos ABC y DEF son iguales por tener un 4ngulo igual
(B=E), comprendido por lados respectivamente iguales.

22 Con el graduador. Se mide el dngulo A (fig. 104); luego, en

A

el punto A’ se sefiala un dngulo de igual nimero de grados, y se
traza el lado A'B". El dngulo B'A’C’ es igual al 4ngulo BAC.

Para levantar y reproducir los dngulos, los carpinteros se
sitven de la falsg escua-
dra (fig. 103).

Este instrumento consta
de dos reglas unidas por
un tornillo de presién. Se
adapta sobre el 4ngulo
ADB que se quiere repro-
- ducir, de modo que las re-
glas AD y DB coincidan
con los lados del dngulo; luego se transporta el instrumento sobre la
superficie en la cual se desea obtener el dngulo igual, A'D'B'Y,

Fig. 105

1. Véanse en las Aplicaciones sobre el Libro II, otros procedimientos para
el trazado de perpendiculares y paralelas, y para la construccion de angulos.

2
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§ IV. — Bisectriz de un angulo.

Problema. Trazar la bisectriz de un dngulo dado.
ler. procedimiento. Con el compds, desde el vértice A del dngu-
lo, se traza, con un radio arbitrario,
un arco DC. Luego, desde los pun-
tos D y C, con el mismo radio, se des-
e criben arcos que se corten en M, y se
— %~ traza la linca AM que serd bisectriz

del dngulo A.

En efecto, si trazamos DM y CM,

tendremos  dos tridngulos ADM y

ACM cuyos lados son respectivamen-

te Iguales.

Luego los dngulos en A son iguales
como opuestos a lados iguales, DM y CM.
Por lo tanto AM es bisectriz (N© 36).

A 29 procedimiento. Por medio de la es-
! cuadra (fig 107). Tomese AB = AC y trdcese
BC. Por medio de la escuadra, desde el punto
A se baja una perpendicular a BC. La recta AD
es bisectriz del dngulo A.

En efecto los tridngulos rectdngulos ABD vy
ADC son iguales por tener las hipotenusas
AB y AC iguales, y un cateto comiin AD
(N° 67).

Xig 197 Luego los dngulos en A son iguales.
Problema. Trazar la bisectriz de un dn-
gulo cuyo vértice estd fuera de los limites del dibujo.
Sea el dngulo formado por las lineas convergentes AB y CD
A i i Se traza una secante cualquiera EF,
\ AN luego se determinan las bisectrices de
los cuatro dngulos que tienen sus vér-
tices en E y en F. Estas bisectrices se
cortardn en O y en O, y la recta OO
serd la bisectriz pedida.
Fig. 108 v ~ En efecm,. c_;u_ia uno de los puntos
O y O equidista de los lados AB
, ¥ CD, y por lo tanto pertenece a la biscctriz pedida (N° 72).
Otro procedimiento. A ung
b - distancia - cualquiera, pero igual, de
= las rectas AB y CD se trazan, para-
p lelamente a ellas, las rectas MN y
=S PO que se cortan en O,
TREL ~  De igual modo se procede con otras
T b dos rectas, M'N’ y PUQ’; asf resulta
Fig, 109 el punto O'. La recta OO’ serd la bi-
sectriz. pedida (N© 72).

Fig. 106

-

i
|
\
==
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CAPITULO II
TRIANGULOS
Problema. Construir un tridngulo, conociendo dos lados a 'y
b, y el dngulo comprendido, C.
Primero se construye un dngulo C igual a] dngulo dado; en los
lados de este dngulo se sefiala la longitud CB igual a ¢, y CA igual
A

A(;
Ce——— o
F: " Fig. 110 B c

a b, y trazando la linea AB se termina el triénéulo pedido.
Problema. Construir un tridngulo, conociendo el lado a, y
los dos dngulos adyacentes B y C.

b )

Fig. 111
Se traza una recta B’C’ igual al lado dado a; se construye el
dngulo B’ igual a B, y C’ igual a C; asf resulta el tridngulo pedido.
Nora. Para que sea posible el problema, la suma de los dos 4n-
gulos dados ha de ser menor que dos rectos.
Problema. Constrair un tridngulo, corzoczerzdo los tres la-
dos a, b c. o

Fig. 112 N\
o = >l Y

B’ a

Se traza una recta B’C’ igual a uno de los lados dados, ¢ por
ejemplo; y desde los puntos B’ y C’, con radios respectivamente igua-
les a & y a ¢, se describen arcos que se corten en A’; éste serd el tercer
vértice del tridngulo.

Nota. Para que sea posible el problema, se necesita que el lado
mayor sea menor que la suma dé los otros dos (N 59), y mayor que
su diferencia.

Problema. Construir un tridngulo rectingulo, conociendo

£ la hipotenusa y un cateto.

;—, Dada la hipotenusa 4’ y el cateto f,

para construir €] tridngulo rectingulo pe-
dido, se traza un dngulo recto en D, y
I en cualquiera de los lados de este 4n-

gulo se sefiala la longitud DE igual al
0 cateto dado f. Desde el punto E como
ccntro y con un radio igual a la longitud dada como hipotenusa, se

Fig. 113
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. corta al otro lado en el punto F. Se
traza en seguida el lado EF, y resulta
el tridngulo pedido DEF.

Problema. Construir un
tridngulo rectdngulo, conociendo la
hipotenusa y un dngulo agudo.

s gt Sea g la longitud de la hipote-

nusa, y C’ uno de los dngulos agudos.

Fig. 114 X Para resolver el problema, se constru-

ye un 4ngulo ¢ igual al dngulo dado.

En uno de sus lados se sefiala la longitud CB igual a la hipotenusa 4,

y desde el punto B se baja al otro lado la perpendicular BA. Asi queda

terminado el tridngulo pedide ABC. -

CAPITULO III
POLIGONOS

\ § L — Construccién de cuadrilateros.

Problema. Construir un cuadrado, conociendo su lado.

Se traza una recta AB, igual al lado co-
nocido m; en el punto A se levanta una per-
pendicular AD también igual a m. Desde
los puntos D y B, con una abertura de com-
pas igual también a m, se describen arcos
5 que se corten en C. Se trazan las rectas
DC y BC, y resulta el cuadrado pedido
et ABCD);

Fig. 115 Demostracién. El cuadrilitero ABCD es
un cuadrado.
En efecto, este cuadrilitero tiene sus lados iguales; luego es un
rombo (N° 99), y por consiguiente un pa-
ralelogramo; por lo tanto los dngulos opues-
tos son iguales (N? 102). Siendo recto el
dngulo A, el angulo C lo serd también.

El dngulo B es igual al dngulo D, y
los dos juntos valen dos rectos. Luego el
cuadrilitero ABCD es un cuadrado, por te-

* ner iguales los lados y rectos los dngulos.
o 2 R Problema. Construir un cuadra-
do, dada la diagonal.

Sea @ la diagonal dada. Para construir

) el cuadrado se trazan dos perpendiculares

indefinidas HE, FD. Desde el puntc O donde se cortan, se sefialan

las longitudes OE, OF, OD, OH, iguales a la mitad de la diagonal

dada. Uniendo los puntes D, E, F, H, resultard el cuadrado pedido,

porque las diagonales iguales se cortan en dngulo recto y en partes
iguales.

Fig. 116
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. Problema. Consiruir un rectingulo, dadas sus dimensio-
nes.

Sean & y a la base y la altura de este
rectingulo. Para resolver el problema, se
construye en €| punto A un 4dngulo recto,
y se sefiala la distancia AB=16, y AD —a.
| | Desde el punto B, como centro, y con un
B i 1y radio igual a a, y desde el punto D con un

" — radio igual a &, se describen arcos que se
corten en C; uniendo estos puntos resultard

Yig. 17 el rectdngulo ABCD,
. Problema. Construir un rectingulo, conociendo su diagonal
y un lado.

Sea d la diagonal y 4 un lado del rectin-
- , gulo. Para construirlo, se forma primero
el tridngulo rectingulo ABC cuya hipote-
nusa es AC=d, y e| cateto AB= 4. Lue-
go sc determina el punto D por medio de
i dos arcos descritos, el uno desde el punto C
e . X con un radio igual a AB, y el oro desde
Fig. 118 el punto A con un radio igual a BC; se
trazan las rectas AD y CD, y asi queda

construido el rectdngulo.

Problema. Construir un paralelogramo, conociendo las dos
diagonales y el dngulo que forman. K

Sea N el dngulo formado por las dos diagonales a y & (fig. 119) .

Para construir este paralelogramo, se tra-
, S . zan dos rectas indefinidas que se corten

S en el punto O, formando un 4ngulo igual

w4 al dado. Se toma en seguida la mitad de
' la diagonal @, y haciendo centro en O,
se determinan los puntos C y A; del
—  propio mode se procede con la mitad
de la diagonal & desde O hasta B y D;
R por ultimo se juntan los puntos sefiala-
Fig, 119 dos. El cuadrilitero ABCD es un para-
lelogramo, porque sus diagonales se cor-
tan en sus mitades (N¢ 109).

. Problema. Construir un rombo, conociendo sus dos dia-

gonales. "

Para construir un rombo cuyas diagonales sean a y & (fig. 120),
se trazan dos perpendiculares indefinidas AC y BD, y desde el punto
O en que se cortan, se sefalan las longitudes OB y OD, mitades de 5,
y las longitudes OA y OC, mitades de @; juntando los puntos sefa-
lados, resulta el cuadrilitero ABCD que es un rombo, porque sus
diagonales se cortan en dngulo recto y en partes iguales.
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* |154] Problema. Construir un trapecio
) isdsceles, conociendo sus dos bases y la al-
\ tura.

Sean & y & las bases dadas y @ la altu-
ra (fig. 121). Para resolver el problema se
traza la linea MN =g, y en los extremos
M y N, se levantan dos perpendiculares AB
y DC, sobre las cuales, desde los puntos M

——— y N, se sefiala respectivamente la mitad de
las bases & y &', y se trazan los lados AD
5. BC.

Las rectas AB y CD sus paralelas
\ entre si, por ser perpendiculares a la
| \ misma recta MN (N¢ 77); luego el

/ \ cuadrilitero es un trapecio.
/ Este trapecio es isosceles por ser
P ' la parte MBCN simétrica de la parte
- AMND; por lo tanto, estas dos partes
; pueden coincidir, girando alredzdor de

Fig. 121 MN.

APLICACIONES DE LOS CUADRILATEROS

Rectdngulo. E| rectingulo es el cuadrilitero de mds uso;
las puertas, las ventanas, las paredes, los pisos de los cuartos, los mar-
cos, las hojas de un libro, etc., tienen forma rectangular.

1
i)
A .
" |

BURNNN F
Enurimado

Vemtana—
Cuadrado. El cuadrado se emplea en los enladrillados, en los cuar-
terones de las puertas, en los tablares de las huertas, etc.

4o ¢ 2 o EEm N i
k| |

B -,,,,.__l. - AR, SRR |

' S - e e j

444 | 4 T ey

| ! - .1 | AR Y

e - Embaldosado Enrarmdo § punm
antio en cuadrado de Hungria

Paralelogramo. Se usa el paralelogramo en los pavimentos de ma-
dera, llamados entarimado a punta de Hungria, etc.
El rombo se emplea en el decorado, etc.
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§ II. — Varios modos de copiar un poligono
cualquiera.

ler. Procedimiento. Descomponiendo el poligono en iridn-
gulos.
Para reproducir el poligono P (fig. 122) se le dcscompone en

tridngulos 1, 2, 3, 4, y se construye sucesivamente, y en el mismo or-
D D

Fig. 122
3

C B [
den, cada uno de estos tridngulos, cuyos lados se conocen, resultando
asi el poligono P’ igual al poligono dado.

29 Procedimiento. Por radiacién. Para copiar el poligono P
(fig. 123) se toma un punto interior O, y se trazan radios desde dicho
punto a todos los vértices del poligono.

'

En un punto O se construyen dngulos iguales a los dngulos del
punto O, luego se sefialan sucesivamente las longitudes O’A’ = OA,
O’B’ = OB, etc.; por tltimo se unen los puntos A’, B, C, etc.

Los tnaﬂgulos del poligono P’ son iguales a los del poligono P,
por tener un dngulo igual comprendldo por lados respectivamente
iguales.

Luego el poligono P’ es igual al poligono P.

3er. Procedimiento. Por medio de trapecios y tridngulos rec-
tangulos.

Se juntan con una recta AE (fig. 124) dos vértices opuestos, v
desde cada uno de los demds vértices se ba]an perpendmularcs a esta

Fig. 124 . t
recta, En seguicli‘a se traza una recta A'E’ = AE, en la que se sefialan
las longitudes A'S’ —Ad, &4’ = bk, etc. En los puntos &', &', ¢, &', [,
se levantan perpendiculares respectivamente iguales a las perpendicu-
lares del poligono P. Se unen los extremos de dichas perpendiculares,
y resulta el poligono P’ igual al poligono P, por estar formado de
tridngulos y trapecios iguales respectivamente 2 los de dicho poligono.




LIBRO I.- EJERCICIOS 47

49 Procedimiento. Por. medio de paralelas iguales. Desde
cada vértice del poligono P (fig. 125) se trazan en la misma direc-
cion, y en cualquier sentido que
sea, rectas paralelas de igual lon-
' gitud:
; BRE=TAAL— CCY clc.,
y se juntan los extremos de estas
paralelas. El poligono obtenido P’
"es igual a]l poligono dado P por
tener estos dos poligonos sus lados
y 4angulos respectivamente iguales.
En efecto: 12 siendo BB y
~AA’ iguales y pqrai*-lq'- la figura ABB'A’ es un paralc]ogramo, y
"AB=A’B’; también BC=BC, CD=CD’, etc.
22 Los dngulos de estos poligonos son respectivamente iguales por
_tener paralelos sus lados (N9 87).

m Nota. Para copiar una linea curva, se pueden sefialar varios
puntos en ella y considerarlos como vértices de un poligono. Luego se

Fig. 126
construye un poligono igual, empleando cualquier procedimiento de
los que acabamos de indicar, y se traza a pulso una curva que pase
por los vértices de este poligono.

Es preciso sefialar bien los puntos en que la curva corta a los
lades del poligono.

EJERCIEIOS
Angulos

1. Cudl es la suma de los dngulos cuyos valores respectivos son:
12 24378 00 130w 2 ZUA R
22 1927550160 46" v 19888R
39 5227 28339 v 29530
2. iCudl es la diferencia entre los dngulos cuyos valores res-
pcctwos son;
195549978 v 190|322
2IAGP ST - 310 5777
3 :Cudl es el valor de un dngulo:
19 Qué es triple de otro de 18° 137
292 Qué vale cuatro veces un dngulo de 2302472
32 Qué vale la quinta parte de otro de 8907
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42 Qué vale la cuarta parte de otro de 107°25°?
59 Qué vale e] tercio de un dngulo de 147° 14'22%?
4. ¢Cudl es el complemento:
19 Del dngulo de 27°7
29 Del dngulo de 37°44°?
39 del dngulo de 753572
5. ;Cudl es el suplemento:
12 Del dngulo de 43°7
22 Del dngulo de 125°47°?
6. iCudl es el suplemento de la suma de dos 4dngulos, de los
cuales upo vale 22° 35’ y el otro 28% 4575 ?
7. La suma de dos dngulos es 8°47° 22”; su diferencia es 1°1'1":
scudles son estos dos dngulos?

Perpendiculares y oblicuas,

8. Dados dos puntos A y B fuera y a un mismo lado de una
recta, hallar un punto de esta recta que equidiste de esos dos puntos.

9. Dados dos puntos A y B, fuera y a uno y otro lado de una
recta, hallar sobre esta recta un punto equidistante de los dos pun-
tos dados.

10, Dada una recta limitada AB, hallar, con sélo el compds, varios
puntos que estén en la prolongacién de dicha recta.

I1. Dados dos puntos A y B fuera de una recta, hallar el camino
menor que vaya desde A hasta B, y que pase por un punto de esa recta.

12, Dados dos puntos A y B fuera de una recta, a uno y otro lado
de la misma, hallar en esta recta un punto tal que la diferencia de sus
distancias a los puntos A y B sea la mayor posible.

Triangulos.

13, Dos dngulos de un tridngulo tienen respectivamente 47958" y
56949": scudl es el valor del tercero?

4. Uno de los dngulos agudos de un tridngulo recténgulo es de
51°17"25": ¢cudl es el valor del otro 4ngulo agudo?

15. ;Cudl es el valor de un dngulo de la base en un tridngulo
isésceles, si el dngulo de] vértice vale 329182

16. En un tridngulo uno de los dngulos tiene 24° 25, y el segundo
96°2": ;cudntos grados tendrd el dngulo exterior al tercero?

17. El dngulo en el vértice de un tridngulo isésceles mide 22022":
scudl es el valor del dngulo exterior formado por uno de los lados
iguales y la prolongacién de la base?

18. Construir un tridngulo equildtero, conociendo:

12 El lado;
29 El perimetro;
3¢ La altura.
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19

20

Construir un tridngulo isésceles, conociendo:
12 La base y la altura;

22 La base y un 4ngulo adyacente;

3° La base y un lado;

4¢ La base y el 4ngulo opuesto;

59 El perimetro y la base;

6° El perimetro y la altura;

79 La altura y un 4ngulo:

8? La altura y uno de los lados iguales;

99 Un lado, la altura correspondiente y un dngulo adyacente
a este lado.

Construir un tridngulo rectingulo isésceles, conociendo:

1° La hipotenusa;

2?2 Un cateto;

32 La altura;

42 El perimetro.

Construir un tridngulo rectingulo, conociendo:

12 La hipotenusa y la altura correspondiente;

2% La hipotenusa y un cateto;

3 La hipotenusa y un 4ngulo agudo;

4% La hipotenusa y la diferencia de los 4ngulos agudos;

5% La hipotenusa y el punto de interseccién de las medianas.

Construir un tridngulo, conociendo:

19 Dos medianas y el lado comprendido;

29 Dos medianas y el lado adyacente;

3% Una mediana y dos lados;

4° Las tres medianas;

5? Un lado y el punto de interseccién de las medianas;

6° La base, la altura correspondiente y el 4ngulo opuesto a
la base;

7¢ Un lado, el 4ngulo opuesto y una altura que no caiga so-
bre este lado;

8?2 Un lado, un 4ngulo adyacente y la mediana que parte des-
de el extremo de la base en que no esti el dngulo.

Construir un tridngulo cualquiera, conociendo:

1° La bsae y la altura que cae a los 2,/3 de dicha base;

2% La base, la mediana y la altura que parten del mismo vértice;

3¢ Las mirtades de los tres lados;

4? Dos lados y la altura relativa a uno de ellos:

59 Dos lados y la altura relativa al tercero;

6° El perimetro y los dngulos;

72 Un lado, un dngulo adyacente y la suma o la diferencia de
los otros lados.
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Poligonos. | :
14 ¢Cudl es el lado d= un rombo, si su perimetro es igual al de

un tridngulo equildtero cuyo lado tiene 12 m. de longitud?

15, Calcular la base y la altura de un rectangulo cuyo perimetra
es igual a 60 m., siendo la altura los 2/3 de la base.

55, Construir un paralelogramo, dados los dos lados y la diago-
nal. Aplicacién, tomando para los lados 35 y 38 milim. y 42 para la
diagonal.

5~ Construfr un paralelogramo, conociendo dos lados y el 4n-
gulo comprendido. — Aplicacién, tomando por lados 35 y 22 milim.
y siendo el dngulo de 45°.

»g Construir un cuadrildtero, conociendo sus lados y una diago-
nal. — Aplicacién tomando para los lados 30, 25, 40, 30 milim. y 35
para la diagonal que une el primer vértice con el tercero. -

.o Construir - un trapecio rectingulo conociendo la altura, la
base mayor y el 4ngulo de esta base con uno de los lados no parale-
los. — Aplicacién, siendo las bases de 18 y 40 milim. y el dngulo de 45°.

Demostrar las siguientes proposiciones.
39, Todo punto de un dngulo, exterior a la bisectriz, dista desi-
gualmente de los lados de este 4ngulo.
;7. La altura de un tridngulo es menor que la semisuma de los
dos lados que parten desde el mismo vértice.
35 Una mediana de un tridngulo es menor que la semisuma de
los dos lados adyacentes.
33 La suma de las tres medianas de un tridngulo estd compren-
dida entre el perimetro y el semiperimetro del mismo,
34 Un tridngulo en ¢l que una recta es al mismo tiempo bisectriz
y altura es is6sceles.
35 Las perpendiculares levantadas en los puntos medios de los
lados de un tridngulo concurren en-el mismo punto.
35, La mediana trazada a la hipotenusa de un tridngulo rectdn-
gulo es la mitad de esta hipotenusa.
27 Los puntos medios de los lados de cualquier cuadrildtero son
los vértices de un paralelogramo que es la mitad del cuadrildtero dado.
2 En todo cuadrildtero, las rectas que unen los puntos medios
de los Jados opuestos se cortan en la mitad de la recta que une los pun-
tos medios de las diagonales. ;
.o Las bisectrices interiores de un cuadrilitero determinan otro
cuadrilitero cuyos 4ngulos opuestos son suplementarios.
_ 40 En cada lado de un cuadrado se seiala desde el vértice, y en
el mismo sentido, igual longitud; luego se unen consecutivamente los
puntos obtenidos. Demostrar que la figura que resulta es un cuadrado.
.+ En todo tridngulo, la mediana menor corresponde al lado

41.
mayor.




LIBRO II
CIRCUNFERENCIA

CAPITULO I
ARCOS Y CUERDAS

DEFINICIONES

161. Circunferencia es una curva cerrada y plana cuyos puntos
equidistan de otro interior llamado centro.

Lldmase radio a la linea recta que une
el centro con un punto cualquiera de la
circunferencia, v. gr.: OL.

Arco es una porcién cualquiera de la
circunferencia considerada , aisladamente;
como por ejemplo CFD, CED.

Cuerda es la recta que une dos pun-
. tos de la circunferencia, por, ejemplo,

Fig. 127 CD.

La cuerda subtiende al arco que tiene
los mismos extremos. Luego la cuerda CD' subtiende a los arcos
CFD y CED. Pero, en las demostraciones que van a continuacién,
consideraremos solo el arco menor, a no ser que se indique lo con-
trario, .

Lldmase sagita a la perpcndu:u]ar levantada en medio de una
cuerda y que termina en el arco subtendido; v. gr.: PF.

Didmetro es una cuerda que pasa por el centro; por ejem-
plo, AOB.

Secante es una recta que corta a la circunferencia en dos puntos;
v. gr.. GH.

[162] Circulo es la superficie plana limitada por la circunferencia.

Sector circular es la parte de circulo
comprendida entre un arco y los dos radios
que terminan en sus extremos; V. gf.
AOC.

Segmento de circulo es la parte de circu-
lo comprendida entre un arco y su cuerda;
v. gr.: DEF.

Propiedades. 1* En un mismo
circulo todos los radios, lo mismo que los

Fig~128

didmetros, son iguales.

22 Dos circulos que tienen el mismo radio son iguales, y recipro-
camente,

3% Una recta no puede cortar a una circunferencia en mds de
dos puntos.
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Teorema.

1641 El didmetro es la mayor cuerda del circulo.
En efecto, queda ya asentado (N¢ 59)

e SR
A ‘ AO - OB > AB;
b pero el didmetro CD — AO - OB.
Por lo tanto, CD > AB.
Luego, el didmetro es la mayor cuer-
da del circulo.
Fig. 129 Teorema.

165.] En un mismo circulo o en circulos iguales:
1° Dos dngulos iguales en el centro comprenden arcos iguales;
2° A mayor dngulo en_cl.centro_corresponde mayor arco.

19 Sea ABC = DEF;

demostremos que ; arco AC = arco DF.

Para ello, coloquemos el primer circulo sobre el segundo, de mo-
do que el radio BA coincida cori ED. El 4ngulo ABC coincidird con
su igual DEF y por consiguiente el arco AC con DF; por lo tanto

estos arcos son iguales. . .
— ——

Fig. 130
22 Sea DEG > ABC;
demostremos que ¢/ arco DG es mayor que el arco AC.

Coloquemos el primer circulo sobre el segundo, de modo que
AB coincida con ED. El 4ngulo ABC sélo ocupa una parte del 4n-
gulo DEG, y el arco AC una parte del arco DG; de donde se de-
duce: arco DG > arco AC.

Luego, en un mismo circulo. . .

L66.] Reciproco. En el mismo circulo o en circulos iguales:

19 A4 arcos iguales corresponden dngidos en el centro iguales;

22 4 mayor arco corresponde mayor dngulo.

Teorema.
@ En un mismo circulo o en circulos iguales, arcos iguales son
subtendidos por cuerdas iguales.
Sean los arcos iguales AMB y CND; tracemos los radios OA, OB,
OC y OD. Siendo iguales los arcos AMB y CND, también lo serdn
los dngulos en el centro, AOB y COD (N¢ 166), y por lo tanto los
tridngulos AOB y COD son iguales por tener un 4ngulo igual com-
prendido por lados iguales, que son radios de un mismo circulo.

Luego AB=CD.
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! Reciproco. En un mismo circulo o
en circulos iguales, cuerdas iguales subtienden
arcos iguales.

[169.} Corolarios. I. A mayor arco corres-
ponde mayor cuerda;

. A mayor cuerda corresponde mayor
arco. -

).| Advertencia. En los dos dltimos teo-
remas, no nos referimos sino a arcos menores

que la semicircunferencia, porque si un arco es mayor que la semicir-

cunferencia su cuerda disminuye a medida que é] aumenta.

Teorema.
711 Tado radio perpendicular a una cuerda la divide en dos
pmzc: zgualcs, asi como también al arco que ésta subtiende.

Sea el radioc OD perpendicular a la cuerda AB; tracemos los
radios OA, OB, y las cuerdas AD y DB.

12 Respecto de la recta AB, los radios
OA y OB son oblicuas iguales, y por lo tanto
equidistan del pie de la perpendicular (N° 47,
29); luego, AC =BC.

29 Las cuerdas DA y DB son iguales por
apartarse igualmente del pie de la perpen-

dicular (N° 46, 2°), y por lo tanto subtien-

o rig.l:az den arcos iguales (N° 168) Luego, arco

AD = arco BD.
Del mismo modo se demostrarfa que el
radio DO prolongado ha de pasar por el punto medio del arco mayor
subtcndrdo por la cuerda AB.

f-_-‘l

[172.] Escolio. El centro del circulo, el punto medic de la cuerda
¥ los puntos medios de los dos arcos subtendidos estan situados en el
didgmetro perpendicular a la cuerda; y toda recta determinada por dos
cualesquiera de estos puntos, necesariamente pasard por los demds.

Por ejemplo: la perpendicular levantada en el punto medio de
una cuerda, pasa por el centro del circulo y por el punto medio de los
dos arcos correspondientes.

[173.] Corolario. Para dividir un arco en dos partes iguales, basta
levantar una perpendicular en el punto medio de la cuerda que le
subtiende.

=11 o s %
{1744 Por tres puntos que na estén en linea recta, se puede hacer
pasar una circunferencia.
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Unamos de dos en dos los puntos A, B, C, levantemos ED per-
pendicular en el punto medio de AB, y
FG en ¢l punto medio de BC, y demostre-
mos que O es el centro de la circunferencia
pedida. En efecto, el punto O equidista de
los puntos ‘A y B, por estar sobre ED (N°
49); también de los puntos B y C, por es-
tar sobre FG. Por consiguiente las distan-
cias OA, OB, OC, son iguales, y la circunfe-
Fig.l133 rencia descrita desde e] punto O como cen-
tro, con OA por radio, ha de pasar por A,
ByC. :
Luego, por tres puntos. ..

Escolios. 1. Dos circunferencias no pueden cortarse en mds
de dos puntos; pues coincidirfan si tuvieran tres puntos comunes.

1. Para hallar el centro de un arco dado ABC (fig. 133), basta
trazar dos cuerdas cualesquiera AB, BC, y levantar una perpendicu-
lar en sus mitades. El punto de interseccién O serd el centro del arco.

HI. Si se describe una circunferencia que pase por los tres vér-
tices de un tridngulo, dicha circunferencia estd circunserita al tridngulo
y el tridngulo estd inscrito en la circunferencia.

Teorema.

En un mismo circulo o en circulos iguales, cuerdas iguales
equidistan del centro.

Sean las cuerdas iguales AB y CD.

Tracemos OF y OE perpendiculares a estas cuerdas, y los radios
OA y OC.

Los tridngulos rectingulos OEA y OFC son iguales por tener
iguales la hipotenusa y un cateto:

OA = OC, por ser radios;

-AE =CF, por ser mitades de cuerdas
iguales (N° 171).

Luego, OE = OF

Reciproco. En un mismo circulo

o en circulos iguales, dos cuerdas equidis-
tantes del centro som iguales.

Corolario. La cuerda que dista

menos del centro es mayor que la que dis-
ta mds.
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CAPITULO II
TANGENTES

DEFINICIONES

Lldmase tangente a la recta ilimitada que sélo tiene un pun-
to comtn con la circunferencia. Este punto se llama punto de contacto,

o de tangencia. ; .
Cuando una recta es tangente a una circunferencia, la circunfe-

rencia_lg es también a la recta.

Se puede considerar una tangente AB como el limite de
las distintas posiciones de una secante DC
a] girar alrededor del punto C, cuando el
segundo punto de interseccién D llega a con-
fun con el primero.

Una recta es normal en un pun-
to de una circunferencia, cuando es perpen-
dicular a la tangente trazada en el mismo

pun@ e .
ircunferencias tangentes son las
que sélo tienen un punto comin que se
llama de contacto.
Circunferencias secantes son las que se
cortan.
Teorema.

Toda perpendicular trazada en el extremo de un radio es

tangente a la circunferencia.
Sea AB, perpendicular en el extre-
mo del radio OC.
El radio OC es perpendicular a AB,
-y cualquier otra recta OD serd obli-
cua, y por lo tanto mayor que OC;
por consiguiente €] punto D estd fue-
ra del circulo. Luego la recta AB no
. tiene mds que el punto C comfin con
la circunferencia, y por consiguiente
le es tangente.
: Luego, foda perpendicular. . .

Reciproco. Toda recta tangente a una circunferencia es per-
pendicular al radio trazado al punto de contacto.

Corolarios. 1. Para trazar una recta tangente en un punto
de una circunferencia, basta levantar una perpendicular en el extremo
del radio que pase por este punto.

1. Para trazar una circunferencia tangente a una recta en un
punto dado de ésta, basta levantar una perpendicular a la recta, en
este punto. Esta perpendicular es el lugar geométrico de los centros
de las circunferencias tangentes a la recta en el punto indicado.

Fig. 136
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Teorema.

Los arcos de una misma circunferencia, comprendidos en-
tre paralelas, son iguales.
Sean los arcos AC y BD, comprendi-
dos entre las paralelas AB y CD.
Tracemos el radio OI perpendicular a
AB, y por lo tanto a CD (N¢ 81). El
punto I es el punto medio del arco AIB
como también de] arco CID (N¢ 171).
Por consiguiente:
arco IA = arco IB
arco IC = arco ID
Restando ordenadamente, tendremos:
arco AC = arco BD

Luego, los arcos. ..
Teorema.

[187.] Cuando dos circunferencias son secantes, la linea de los
centros es perpendicular a la cuerda comitn, en su punto medio.

El centro O equidista de los pun-
Y os A y B, asi como también el cen-
tro O. Luego los dos centros perte-
necen a la perpendicular levantada en
el punto medio D de la cuerda comftin

. AB (IN° 51).
. Luego, cuando dos circunferen-

Fig. 138 cias. . . ;
[155.] Corolario. Cuando dos circunferencias son tangentes, el pun-
to de contacto estd en la lineq de los centros, o en su prolongacién.
[189.] Escolios. 1. Si dos circunferencias son exteriores, la distan-
cia de los ‘centros es mayor que la suma de sus radios (fig. 139).
00" >R + 1.

3 r
(o]

Fig. 139 Fig. 140

II. Si dos circunferencias son tangentes exteriormente, la distan-
cta de los centros, OO, es igual a la suma de sus radios (fig. 140).

OO0 =R +} .

III. Si dos circunferencias son secantes, la distancia de los centros
es menor que la suma de sus radios. y mayor que su diferencia.

Porque en este caso se puede construir un tridngulo AOO’ (fig.
138) con los radios y la linea de los centros.

R++r>00">R—r.
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IV. 8i dos circunferencias son tangentes interiormente, la distan-
cig de los centros, OO’, es igual g la diferencia de sus radios (fig. 141).
OO0 =R —r

V. Si dos circunferencias son interiores, la distancia de los centros

Fig. 141 Fig. 142

es menor que la diferencia de sus radios (fig. 142): OO’ < R—r.
CAPITULO III
MEDIDA DE LOS ANGUILOS

DEFINICIONES

E Medir un dngulo, es compararlo con otro que se toma por
unidad. Para medir los 4ngulos, hay dos unidades principales: el 4n-
gulo recto y el dngulo de un grado.

Angulo recto es, como queda dicho, el formado por dos rectas
perpendiculares; este 4dngulo vale 90 grados (fig. 143).

« El dngulo de un grado es la
90 (nonagésima) parte de un 4n-
gulo recto.

La 60* parte del 4ngulo de un
grado se llama 4ngulo de un mi-
nuto, y la 60? parte de este dltimo,
dngulo de un segundo.

: Para designar un 4ngulo de
N ; 23 grados, 27 minutos, 25 segun-
‘ Eig. 143 dos, se escribe RO TRS
E Medir un arco es compararlo con otro que se toma por
unidad.

Para medir los arcos, se toma como unidad el cuadrante y el
arco de un grado.

El cuadrante es un arco igual a la cuarta parte de la circunferen-
cia (fig. 143). !

El arco de un grado es la 90? parte de un cuadrante o sea la 3602
parte de la circunferencia.

El arco de un grado (1°) se subdivide en 60 arcos iguales que se
dicen de 1 minuto (1'); el arco de un minuto se subdivide en 60
arcos iguales que se llaman de I segundo (17), ete. .

1 Hoy
tes iguales, liz
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Llimase dngulo en el centro o dngulo central al dngulo for-
mado por dos radios; v. gr.: dngulo AOB (fig. 144).

Angulo inscrito es el que, formado por dos cuerdas, tiene el vér-
tice en la circunferencia. Por ejemplo, el dngulo CDE.

Angulo semi-inscrito o del seg-

bt H mento, es el que tiene su vértice

en la circunferencia, y por lados

una cuerda y una tangente; como

por ejemplo el 4ngulo GFH (fig.

144).

Angulo inscrito en un segmento
es el que tiene su vértice en el
arco de dicho segmento, pasando
sus lados por las extremidades del

e arco, v. gr.: el dngulo CMD (fig.
Fig. 144 144}
Teorema,

Lg razdn de dos angulos es igual a la de sus arcos corres-
pondientes, trazados con el mismo radio.

Sean A y B dos dngulos cualesquiera; CD y EF los arcos com-
prendides entre sus lados. Demostremos que: dngulo A*  arco CD

ingulo B arco EF
Para cllo, supongamos que los dos arcos sean conmensurables y
que la medida comin esté contenida tres veces en el arco CD y cinco

3 arco ' CB 3
en el arco EF; la razén’de los arcos serdi — o _—
5 arco EF 5

Trazando radios a los puntos de divisién de los arcos, el dngulo
A resultard dividido en tres
angulos parciales y el 4ngulo B
en cinco: todos estos 4dngulos

son iguales (N° 166).
Por consiguiente tendremos:
dngulo A 3

A

dngulo B 5
y por lo tanto:

_éngulo A arco CD

dngulo B arco EF

, etc. A veces dan el nombre de minuio centesimal a
rado. Se sefala el grado por la letra”y - (gamg) co-

Ia cent
to cenpesimal por el acento * colocado

locada como exp
también como expc reo 437157
se leera: 43 s 15 minutes centesimales.

En esta obra, siempre gue se trate de grados, entenderemos gue se habla
de la divisién antigua, que es todavig la méAs usada.
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;
La demostracién siempre es exacta, pudiendo dividirse los dos
arcos en partes iguales tan pequefias como se quiera.
Corolario. Lz relacion de un dngulo cualquiera con el dn-
gulo unidad es igual a la de su arco correspondiente con su arco

Rl dngulo CAD arco CD
dngulo unidad = arco unidad ,
angulo CAD arco CD

o =

1 1

Escolio. Todo dngulo tiene igual medida que su arco corres-
pondiente.
Por lo tanto, para medir un dngulo, se mide el arco correspon-
diente, trazado desde el vértice con un radio arbitrario,
Teorema.
El dngulo inscrito tiene por medida la mitad del arco com-
prendido entre sus lados.

Pueden ocurrir tres casos:
1° Un lado del dngulo pasa por el centro del circulo.

Sea el dngulo A (fig. 146); tracemos el radio OC.
El dngulo s, exterior a] tridngulo AOC, es igual a la suma de los
4ngulos interiores A, C, no adyacentes (N° 95, I) ; pero estos dos

>

B

D
Fio. 146 Fig. 147
angulos son iguales por ser isdsceles el tridngulo OAC; luego el 4n-
gulo s es el duplo del 4ngulo A. Siendo el arco BC la medida de aquel
(N® 195); la medida del 4ngulo A seri la mitad del mismo.
2% El centro se halla entre los lados del dngulo.
Sea el angulo. BAC (fig. 147), tracemos el didmetro AD.
Tenemos: ﬁ?}":ﬁ%-p- CAD

1
s
pero " BAC = —BD (1)
2
1
y @: —DC
2
£ e 1 1
Luego BAC=—BD+—DC, o sea —BC.
2 2 : 2
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39 El centro se halla fuera del dngulo.

A Sea el 4ngulo BAC (fig. 148); tracemos
N el didmetro }l_l}_‘\ ey
Tenemos: BAC = DAC —DAB
o e 1
c pero DAC=—DC
2
e B e 2]
iy y DAB = —DB
2
o 1 1
Luego BAC=—DC——DB, o sea —BC.
; P 2 2

[197] Corolarios. 1. Todos los dngulos inscritos en un mismo seg-
mento son iguales. Asi los dngulos BMC, BM'C (fig. 149) inscritos en
el mismo segmento BMC son iguales, pues cada uno tiene por medida
la mitad del arco BNC.

II. Una cuerda BC, determinando dos segmentos BMC y BNC,
los dngulos insciitos en wuno de ellos son
suplementos de los inscritos en el otro. Asi
los dngulos BMC y BNC son suplementa-
rios, pues juntos tienen por medida la mi-
tad de la circunferencia.
Los arcos BMM'C y BNC son también
suplementarios.
IIl. En wun cuadrildtero inserito, los dn-
Fig. 149 gulos opuestos son suplementarios, pues son
angulos inscritos que juntos tienen por me-
dida una semicircunferencia.
Reciprocamente: todo cuadrildtero cuyos dngulos opuestos son su-
plementarios es inscriptible en una circunferencia.

IV. Todo dngulo inscrito en un semicirculo es recto, por ser su
medida la mitad de la semicircunferencia, o sea un cuadrante.

—

1 €orema.

1L98.] El dngulo semi-inscrito tiene por medida la mitad del arco
comprendido entre sus lados.

Sea el dngulo BAC; tracemos el did-
metro AD.
Tenemos:
BAC=DAC—DAE
Por Ser reC[D, g
AGD
DAC=

2
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_—~. BD
pero DAB =
2
S ABD BD AGB
por lo tanto, BAC— — =
2 2 2

- Luego, el dngulo. ..

CAPITULO IV
POLIGONOS REGULARES

DEFINICIONES

Poligono regular es el que tiene sus lados y dngulos iguales;
y poligono irregular, el que tiene los lados o los 4dngulos desiguales.

El zridngulo equilitero y el cuadrado son poligonos regulares.

[200] Un poligono esta inscrito en una circunferencia cuande to-
dos sus vértices estdin en la misma; en cuyo caso la circunferencia

- estd greunscrita al poligono.

Un poligono estd eircunscrito a un circulo cuando todos sus lados
son tangentes a la circunferencia; en este caso el circulo estd inscrito
en el poligono.

E_UT_.] Linea quebrada regular es una porcién del perimetro de un
poligono regular, comprendida entre dos
vértices de dicho poligono.

Per ejemplo, la lfnea ABCD (fig.
151).

Sector poligonal regular es la super-
ficie comprendida entre una linea que-
brada regular y los radios del circulo
circunscrito que terminan en sus ex-
tremos. Tal es el sector OABCD (fig.
151).

Lldmase centro de un poligono

regular al centro de la circunferencia circuscrita a dicho poligono.

Radio de un poligono regular inscrito, es el radio de la circunfe-
" rencia circunscrita a dicho poligono, v. gr.: OB (fig. 151).

Apotema es la perpendicular bajada desde el centro a los lados
del poligono; v. g.: @ (fig. 151). El apotema del poligono es también
el radio de la circunferencia inscrita.

03 Angulo en el centro de un poligono regular es el dngulo
formado por los radios trazados a los extremos de un mismo lado.

Si 2 representa el nimero de lados del poligono regular, el valor
del dangulo en el centro seri:
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4 rectos

n
Lldmase dngulo de un poligono regular al 4ngulo formado por
dos lados consecutivos; su valor se encuentra por medio de la férmula
18 2 rectos (n—2)
| siguiente: :

(Ne 97).

n

Teorema.

Las cuerdas que unen consecutivamente los puntos de di-
vision de una circunferencia dividida en
partes iguales, forman wun poligono regu-
lar inscrito.

Sea, por e¢jemplo, una circunferencia
O dividida en 5 partes iguales. Los ladoes
AB, BC, CD... son iguales, por ser igua-
les los arcos que subtienden (N? 167); ade-
mas, los dngulos A, B, C,... son iguales
como dngulos inscritos que interceptan ar-
cos iguales: luego el poligono ABCDE es
regular.

Fig. 152
Teorema.
\ A todo poligono regular se puede circunscribir una circun-
i ferencia.
Sea ABCDE un poligeno regular.

Hagamos pasar una circunferencia por los tres puntos A, B, C,
(N 174), y demostremos que dicha circunferencia pasard por los
demids vértices. Tracemos OA y OD, y lue-
go OH perpendicular a la cuerda BC; su-
pongamos que el cuadrilitero OHBA. gira
alrededor de OH para aplicarse sobre el
cuadrilitero OHCD.

Siendo H el punto medio de la cuerda
BC (N° 171), y rectos los 4ngulos en dicho
punto, el lado HB coincidird con HC; el
lado BA tomard Ja direccién CD por ser
iguales los 4ngulos B y C, y el punto A

Fig. 153 caera en D.
Luego, la circunferencia -trazada con
OA por radio, que ya pasa por los tres puntos A, B, C, ha de pa-
sar también por el vértice D:

Del mismo modo se demostrarfa que esa circunferencia ha de
pasar por el vértice E. :

Luego, a zodo poligono. ..
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[206] Corolario. En todo poligono regular se puede inscribir una
circunferencia.

Respecto  del circulo circunscrito,
los lados AB, BC, CD... son cuer-
das iguales que equidistan del centro
(N° 176); luego las perpendiculare;
OF, OG, OH... son iguales; por
consiguiente, la circunferencia trazada
con OF por radio pasard por los pun-
tos G, H, I. .. y los lados AB, BC,
CD, etc., serdn tangentes a dicha cir-
cunferencia, por ser perpendiculares
en los extremos de los radios OF,
OG, OH. ..

Luego, la circunferencia estd inscrita en el poligono.

Fig. 154

Teorema.
El lado del exigono regular inscrito en un circulo es igual
_al radio de dicho circulo
Sea AB el lado del exdgono regular inscrito.

Tracemos los radios OA y OB, y consideremos el tridngulo AOB. -
4 rectos
{O?: ——— o sea 60°;
6

luego la suma de los otros dos 4dngulos A y B valdra:

180 60 = 120°
Pero los dngulos A y B son iguales, por ser
isésceles el tridngulo AOB; luego cada uno tiene

120
——, o sea 60°.
2
Siendo iguales los dngulos A, B, O, el tridngu-
Eg1s - lo ABO es equidngulo, y por consiguiente equi-
latero.

Luego AB— OA.

Va7 Yay;
A

Va7 Vay Yay
RNIVNIVSIAN




APLICACIONES

‘CAPITULO 1

PERPENDICULARES, OBLICUAS Y ANGULOS

de una recta.

§ I. — Perpendiculares.

Problema. Levantar una perpendicular en un punto dado

ler. Método. Desde el punto dado A (fig. 156) como centro, se
describe un arco con un radio arbitrario, y con é| se sefiala la misma

Fig. 156

medida desde B hasta C, luego desde

-C hasta D y E; por fin, desde D se

corta al arco en E. Se traza la recta
AE, que serd la perpendicular pedida.

En efecto, la cuerda CD es parale-
la a AB, porque siendo CD la tercera
parte de wuna semicircunferencia (N?
207), hay arcos iguales a cada lado de
C y D; luego CD y BF son paralelas
(N? 186). Pero los puntos E y A equi-
distan de C y D; luego EA es perpen-
dicular a CD (N 51), y por consiguien-
te a su paralela BF (IN® 81),

209.] 29 Método. Para levantar una perpendicular en el punto

el -

A (fig. 157) se describe desde un pun-
to cualquiera O, y con un radio igual
a OA, un arco mayor que una semi-
circunferencia, que corte a la linea da-
da en un punto B; se traza el didme-
tro BOE. Uniendo el punto E con A,
tendremos AE perpendicular a AB,
pues el dngulo BAE es recto como ins-
crito en una semicircunferencia (N?

197).

[210]  3er. Método. Para levantar una perpendicular en el extre-
mo A de una recta (fig. 158), se describe, desde este punto como
centro, el arco BC con un radio cualquiera, y con €l se sefiala esta
misma medida desde B hasta C y desde C hasta D. Se traza en
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A seguida la recta BCD que corte al arco en Dj
/| juntando este punto con A, resultard la perpen-
//m dicular pedida DA.
e e Para demostrarlo, tracemos AC.
= El triingulo ABC es equildtero, e isdsceles el
/’;/ X tridngulo ACD. El dngulo ACD, suplemento del
'!‘ £ % angulo ACB, vale: 180° —60° = 120°,
(54 0 La suma de los dngulos iguales m y m” es igual
N a 180°—120°=60° por lo tanto el Angulo
m vale 30° y el dngulo total A vale
: 60° 4 30° —=90°
Luego AD es perpendicular a AB.
; Problema. Desde un punto exterior
a una rectd, bajar una perpendicular a esta

b S

Fig. 158

c
recta.
; Para bajar desde el punto C una per-
\ i ; ] p - na p
A /  pendicular 'a la’ recta AB (hig. 159), ha-
s —4—%  ciendo centro en dicho punto, se describe
M~ —_N P
B un arco que corte a la recta en dos puntos
*o M y N. Desde estos puntos y con el mismo
radio se describen arcos que se corten en D.

Se traza la linea CD y ésta serd perpendi-

cular en el punto medio de MN (N® 51).

§ II. — Paralelas.

Problema. Trazar por un punto dado fuera de una recta,
y con ayuda del compds, una paralela a es-

Fig. 159

ta recta,

AT Tk ler. Método. Para trazar por el punto
N N, A una paralela a BC, se describe desde
‘f’ \\\ \ cualquier punt'o.de la recta BC, O por ejen_l-
H 5 | plo, una semicircunferencia con un radio
5 N igual a OA. Se toma en seguida con el

Bz 160 compds la distancia BA, que se sefiala des-

de C hasta E, y se traza la recta AE, que
es la paralela pedida, pues siendo iguales los arcos BA y CE, las rec-
tas que los determinan son paralelas (IN? 186).

2% Método. Para trazar por el punto M una paralela a la
recta EF, desde un punto cualquiera F, temado en la recta dada,
y con la distancia FM como radio, se describe el arco ME. Con el mis-
mo radio, y desde el punto M, se describe ¢l arco FN igual a EM.

M N Se traza después la recta MN que

e 3 ," serd la paralela p::c%ida.

; B ! En t?fecto, los dngulos a y b son

i Ry e alternos internos, y ademds son igua-

P = | les por ser dngulos del centro que
Fig. 161 tienen la misma medida. Luego, las

rectas EF y MN son paralelas (N 85).
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3er. Método. Con una abertura de compds igual a la dis--
tancia que ha de haber entre las
dos paralelas, y desde los puntos
m y n, elegidos arbitrariamente so-
bre AB, se describen los arcos C y
D. Se coloca en seguida la regla

A o IS i tangente a estos arcos, y se traza
X la recta CD que es la paralela pe-
dida.

Problema. Por un punto dado fuera de una recta, trazar otra
recta que forme, con la primera, un dngulo dado.

Se desea trazar, desde el punto
l'i A, una recta AD que forme con la

\ / *  dada MN un angulo igual al dngulo
i / B. En un punto cualquiera B’ de la
= recta MN, se construye un dngulo
E'BF igual al dngulo dado B En
1
B F D N

i seguida, por el punto dado A se tra-
Fig. 163 za AD paralela a E'B° Tenemos:

e e s
APDN—E'B'F'— EBF.

§ IIL. — Angulos.
Magnitud de los dngulos. Con el cuadrante de un reloj es
i fdcil darse idea exacta de la magnitud
de los dngulos.

A la una, el dngulo formado por
las dos agujas es agudo; a las tres,
recto, a las cinco, obtuso A las
seis, el 4dngulo vale dos rectos, por
estar las agujas en linea recta; a las
nueve, vale tres dngulos rectos si con-
tamos siempre en la misma direc-
CI10I1.

Problema. En un punto da-
do D de una recta DE (fig. 165) construir un dngulo igual a otro
dngulo dado A.

Con el compds. Desde los puntos A y D como centros, ¥ con
el mismo radio, se describen los arcos BC y EF; luego, desde el
punto E con una abertura de compés igual a la distancia BC se corta
al arco EF y se traza la recta DF. El dngulo D serd igual al dngulo A,
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porque tiene por medida el arco EF igual al ar-
co BC (N?° 166).

Problema. Dividir un dngulo en 2, 4, 8,
16 partes iguales.

Trazando la bisectriz AD, el 4ngulo queda
dividido en dos partes iguales, y al trazar la
bisectriz de estas mitades resultari dividido en
cuatro partes iguales y asi sucesivamente.

o Problema. Construir un dngulo igual 7
Fig. 166 la suma de otros dos dngulos dados.

Para construir un 4ngulo igual a la suma de los 4ngulos A y
B (fig. 167) se procede como en e]l nimero 217, formando un an-
gulo 2= A y otro dngulo
b — B, adyacente al anterior.
El é4ngulo total MIH scrd
igual a Ja suma de los 4ngu-
los dados A y B.

Problema. Consiruir
un angulo igual a la diferen-
cia de otros dos dngulos da-
dos.

Fig. 168

Para construir un 4ngulo igual a la diferencia de los 4ngulos
B y E (fig. 168), se procede como en el N2 217, y desde el punto
C’ se sefiala el arco C’A’ igual a CA, y desde el punto A’ el arco
A’DY igual a DF. El dngulo D'B'C’ serd igual a la diferencia de los
angulos dados B y E.

o 2211 Problema. Construir un dn-

] 25 gulo que sea el triple de otro dngulo
= X dado.
=
A/T \ Para construir un dngulo triple
' = & L del 4dngulo A (fig. 169) se procede

Fig. 169 compo en el N2 217, senalando tres

veces el arco CB desde E. El 4ngulo

EDF es tres veces mayor que el dngulo A, puesto que el arco EF
es tres veces mayor que el arco BC (N?¢ 195).
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CAPITULE: S11

§ L. — Tangentes.

{222] Problema.. Por un punto dado en una circunferencia, tra-
2ar una tangente a dicha circunferencia.

Para trazar una tangente en ¢l punto A,
se traza el radio OA y se levanta la perpen-
dicular AC en su extremo. Esta recta es tan-
gente a la circunferencia, por ser perpen-
dicular en el extremo del radic OA (N?
Fig. 170 183)

| Problema. Trazar una tangente a
una circunferencia de modo que sea paralela a una recta dada.

Para trazar upa tangente a la circunferencia O, y parela a la
recta MIN, se baja a esta recta des-
de el centro, la perpendicular OC.

Por los puntos H y D, en que
la perpendicular corta a la circun-
ferencia, se trazan las rectas EF
y E'F’, perpendiculares a DC.

Las rectas MN, EF y E'F’ son
paralelas por ser perpendiculares a
la misma recta DC. Ademds, EF
y E'F’, por ser perpendiculares en
los extremos de los radios OH y
OD, son tangentes a la circunfe-
rencia.

'11_4 Problema. Desde un punto exterior a una circunferencia,
trazar una tangente g esta circunferencia.

Para trazar desde el punto A una tangente a la circunferencia
O, se une dicho punto con el centro de la circunferencia; se le-
vanta una perpendicular en el pun-
to medio de OA, y desde el punto
C, con CO por radio, se describe
una circunferencia que cortard a la
primera en B y ID. Desde el punto
A se trazan las rectas AB y AD, que
serdn las tangentes pedidas.

Fig. 171

En efecto, el dngulo ABO es recto
como inscrito en una semicircunfe-
rencia (N? 197). Luego la recta AB
es perpendicular en el extremo del
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radio OB, y por consiguiente tangente a la circunferencia (N° 183).
El problema tiene dos soluciones, pues lo mismo ocurre con la rec-
ta AD.

Nora. En la prictica, se coloca la regla de modo que pase por
el punto A, y al mismo tiempo sea tangente a la circunferencia; luego
se traza la recta AB que serd la tangente pedida.

Escolio. Dos tangentes a la misma circunferencia, que par-
ten de:df el mismo punto son iguales. Siendo iguales los tridngulos
AOB y AOD (fig. 172), resulta que AB — AD.

1226.] Problema. Trazar las tangentes comunes a dos circunfe-
rencias. ;

12 Exteriormente. Desde el centro O de la circunferencia ma-
yor, y con un radio igual a la diferencia de los radios de las dos
circunferencias dadas, se descri-
be wuna circunferencia auxiliar
(fig. 173), a la cual se trazan
desde el centro C las tangentes
también auxiliares CD y CE
(Ne 224).

Luego se trazan OB y OF,
pasando por los puntos D y
E; después se traza e] radio
CA paralelo a OB, y CH para-
lelo a OF; por dltimo se trazan
las rectas AB y FH que serdn
las tangentes pedidas.

En efecto, las rectas AC y BD son iguales y paralelas por cons-
truccion; luego la figura ABDC es un paralelogramo (N° 106). La
recta CD, perpendicular a BD, lo es también a AC, y su paralela AB
serd perpendicular a las mismas rectas, esto es, a los radios CA y
OB, en sus extremos; luego AB es tangente a ambas circunferencias.
Lo misme sucede con la recta HF.

22 Interiormente. Desde el centro C, y con un radio CD igual a
la suma de los radios de las cir-
cunferencias dadas, se describe una
circunferencia auxiliar (fig. 174);
desde el punto O se trazan OD y
OF, tangentes a esta circunferen-
cia, y CD y CF, que determinan
los puntos de contacto A e I. En
seguida se traza BO paralela a CD,
y OH paralela a CF, que deter-
minan los otros dos puntos de con-
tacto H y B.

Las rectas AB y HI son las
tangentes pedidas (La demostracién es andloga a la que precede).

Fig. 173

Fig. 174
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El correaje de las miquinas es una aplicacién de las tangentes
comunes. Cuando las ruedas han de moverse en ¢l mismo sentido
(fig A), las correas son tangentes exteriormente; y lo son interior-
mente cuando se mueven en sentido contrario (fig. B).

§ II. — Enlace de lineas.

El enlace de las lineas tiene por objeto unir lineas rectas -
con curvas o curvas entre si; de modo que haya tal sucesién de con-
tinuidad entre ambas, que una aparezca como prolongacion de la
otra; por lo tanto, para que dos lineas se puedan enlazar, es preciso
que sean tangentes entre si en el punto de unién. El enlace de lineas
se funda en los dos principios siguientes:

o L)

Fig. 176 Fig. 177

Fig. 175

12 Un arco se enlaza con una recta (fig. 176), cuando el centro
del arco se halla en la perpendicular levantada a la recta, en el punto
de contacto (N° 184).

29 Dos arcos de circulo se enlazan (fig. 177), cuando sus centros

y el punto de contacto estin en una misma recta (N° 188).
9]

Problema. Enlazar una recta dada CD con un arco que ha
de pasar por un punto dado A.

El centro del arco ha de hallarse al
mismo tiempo en la perpendicular le-
vantada en el punto medio de AD (N°
172), y en OD (ler. principio), esto es

\ en el punto O. Luego con OD por ra-
Ja dio _se trazard el arco DA.

Problema. Enlazar un arco da-

e ___;?:_7 . do con otro que pase por un punto de-
X terminado.
Hp 78 Sea ANB el arco dado (fig. 179) con

el cual se quiere enlazar otro que pase

por el punto C.
La recta AC es una cuerda del arco pedido El centro de éste
tiene que hallarse a la vez en la perpendicular levantada en medio
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5o Fig. 179 | 7
LEX ‘ 3
-, - St Lo

de AC (N? 172) y en la direccién AD que
une el centro D con el punto de contacto A
(22 principio).-

Describase pues un arco con OA por radio,
y ese serd el arco pedido.

Problema. Enlazar con wun arco dos
rectas paralelas AE y BF (fig. 180).
El centro del arco de enlace se encontrard
en el punto medio de AB perpendicular co-
Fig. 180 min a ambas paralelas.
Hay enlace, porque las rectas AE y BF son perpendiculares a
los radios OA y OB.

Problema. Por medio de un arco, enlazar dos rectas con-
vergentes, conociendo uno de los puntos de enlace.

Sea A el punto dado (fig. 181), des-
de donde se ha de trazar el arco de en-
lace de las dos rectas. Prolénguese ambas
hasta que se encuentren en C, y tricese
la bisectriz CO, desde el punto C como
centro, y con un radio igual a CA, trd-
cese el arco AD. En el punto A levin-
tese AO perpendicular a CA. El centro
halde NecaascnA @ 'y CE. g seaen
O, tnico punto comn a estas dos rec-
‘tas.

Las molduras, en arquitectura, son aplicaciones de los pro-
blemas que acabamos de resolver.

C

Fig. 181

} Cuartg bocel

§ III. — Enlace por medio de varios arcos.

Problema. Enlazar dos rectas paralelas, conocidos los pun-
tos de contaclo.

ler. Procedimiento. Sean las paralelas AE y BD, y los puntos de
contacto A y B (fig. 182). Levintese las perpendiculares AH y BO;
prolénguese DB hasta encontrar a AH; témese HF igual a HB, y en
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la mitad de FA levintese la perpendicular CO.
Los puntos O e I serdn los centros de los
arcos, y C serd el punto de enlace de los
MISmos.
La circunferencia trazada desde O y con
OC por radio pasard por el punto B si tene-
mos OC = OB. En efecto,

A

OC =0I+IC,
y OB = IH = IF | HF;
E pero Ol —BH . o'~FH.
Fig. 182 AF :
e IC=—— o IF.
2

Luego, OC — OB. :
En arquitectura lldmase esta figura arco por tranquil (fig. 184).
234] 20 Procedimiento. Sean las rectas paralelas CD y FA
(fig. 183) que han de enlazarse en los puntos A y D.

Arco por tranguil

Se levantan las perpendiculares AG y DI en las extremidades
de dichas rectas, y MB perpendicular en la mitad de AH; en seguida
se junta A con D, y con un radio igual
a OD, se traza el arco interior DB. Des-
de el punto B se baja sobre AD la per-
pendicular BIG; el punto I en que esta
linea corta a la perpendicular levantada
sobre CD serd el centro del arco exterior
DB, y el punto G serd el centro del ar-
co AB.

Demostracién. Equidistando la recta
MB de AF y de CD, el punto O es la
. mitad de AD; luego OA —OD =— OB.
o Va Si se une A con B, resulta isosceles el
3:_;i5 tridngulo AOB, y por consiguiente igua-

2

=i les los dngulos OAB y OBA.
— " Los angulos GAD y GBM son tam-

, ¢ bién iguales por temer los lados respec-

Fig185 tivamente perpendiculares; luego, en el

Este dibujo e como ef resumen tridngulo BAG, los dngulos de la base

de todos 1us problemay de ea

face que ncahamos de estudise AB son iguales, y por consiguiente

el o)




CAP. II. - ARCOS, CUERDAS Y TANGENTES 73

Por construccién, el tridngulo BOD es isésceles y los dngulos ad-
yacentes a la base BD son iguales. Los dngulos ODI y OBI son igua-
les por tener los lados respectivamente perpendiculares. Por lo tanto,
en el tridngulo BID los dngulos adyacentes a la base BD son iguales;
de donde se infiere que este tridngulo es isésceles, y por consiguien-
et BI=—FE).

Luego el arco descrito desde G por centro y con AG por radio
pasard por el punto B, y el arco descrito desde I por centro e IB por
radio pasara por el punto D. Hay enlace porque la linea de los cen-
tros pasa por el punto de contacto B.

Para trazar la escocia (fig. 185) puede emplearse indistintamen-
te el primer procedimiento o el segundo.

§ IV. — Figuras curvilineas.

Como aplicacién de los problemas de enlace, estudiaremos
las figuras curvilineas siguientes: el ovoide, el dualo, el arco apaine-
lado, la elipse, y la espiral.

Ovoide es una curva cerrada, mds ancha por un extremo
que por el otro y de forma muy parecida a la de un huevo.

237.| Problema. Sobre una recta dada AB (fig. 186) como did-
melro, construir un ovoide.

Se levanta la perpendicular indefinida
EO en el punto medio de AB, y desde el
punto E se describe una circunferencia; en
seguida se trazan las rectas AOG y BOF.

Desde los puntos A y B, y con AB por
radio, se describen los arcos BG y AF.
Por dliimo, desde el punto O se describe
el arco FIG.

P Habri enlace si tenemos FO = OG.
En efecto, BE = AG = AB, y AO = BO,

porque el punto O pertenece a la perpendicular levantada en la
mitad de AB.

Si de AG y BF se restan las cantidades igua-
les AO y BO, las diferencias OF y OG serin
iguales.

Ademds se ve que los centros de los arcos
y los puntos de contacto estin en linea recta.

Nora. Para construir el doble ovoide (fig.
187), a cada lado del didmetro AB se hace una

construccién idéntica a la anterior.

Ovalo es una figura curvilinea limitada
por cuatro arcos de circulo dispuestos simétrica-
mente respecto a dos ejes perpendiculares.

; @ Problema. Sobre una recta dada AB como eje mayor
(fig. 188), trazar un dvalo.
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Se describen dos circunferencias que tengan por radio la tercera

Fig. 188

parte de la linea dada AB, y por centros
los puntos C y D, que dividen a AB en
tres partes iguales Se trazan las rectas
PCE, PDE, ICG, IDH, que determinan
los puntos de enlace de los arcos EAG,
FBH, EF, GH, cuyos centros estin en los
puntos C, D, P, I.

Claro esti que los arcos se enlazardn,
hallindose en linca recta los centros y los
puntos de enlace.

Problema. Trazar un dvalo tangente a los lados de un

rombo.

Se levantan perpendiculares en la mitad de los lados del rombo

Fig. 189

(fig. 189), las cuales se cortan en las
diagonales. Los puntos de encuentro
son los centros de los arcos; y la mi-
tad de los lados, los puntos en que se
juntan dichos arcos. .

Arco apainelado (fig. 190)
es una curva cuya forma es la de un
semi-Ovalo. El arco apainelado mads
sencillo consta de tres arcos de’ circu-
lo, dos de los cuales son iguales. Los

hay también de 5, 7, 9, 11 arcos, siendo siempre impar el nimero de
arcos de circulo.
AA’ se llama abertura o ancho del arco, y BO sagita del mismo.

i

G

\

Problema. Trazar un arco apainelado de tres centros, cono-
ciendo la abertura y la sagira. 7
Sea AA’ lo ancho y OB lo alto del arco (fig. 190).

En la mitad de AA® se levanta una perpendicular sobre la cual

\

)
i
~. H -
Ol
I
i

I

|

I

)

\ 1
\ |
|

[

1

1

|

Fig, 190

se sefala la altura OB; se trazan
las rectas AB y A’'B, y con un ra-
dio igual a OB, se traza desde O
como centro el arco GB.

Desde el punto B como centro
y con un radio igual a AG, se tra-
za el arco NN'; en seguida se le-
vantan en la mitad de AN y AN,
las perpendiculares MC y M'B” que
se cortan en el punto E. Desde los
puntos C y B’ como centros, se
describen los arcos AM y A'M’, y
desde el punto E, el arco MBM’;
que completard la figura.
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Elipse. Es una curva plana y cerrada en la que la suma
de las distancias de cada uno de sus puntos a otros dos fijos llamados
focos, y situados en su plano, es constante (Véase N2 578).

Espira o linea espiral (fig. 191) es la curva que, sin cerrar

el circulo, va dando vueltas en forma de caracol.

Problema. Construir una espiral.

Hay espirales de 2, 3, 4, 5... centros.

Para construir una espiral de dos centros (fig. 191), se traza una
linea ilimitada XY, y con AO por radio se describe una semicircun-
ferencia; en seguida, se van describiendo otras semicircunferencias que
se unan entre si, tomando sucesivamente por centros los puntos A

he % Centros ABCD.O

Fig. 191 Fig. 192

Fig. 193

Para construir una espiral de mis de dos centros se-traza un po-
ligono regular cualquiera, y se prolongan en un mismo sentido to-
dos sus lados (fig. 192 y 193). Luego se toma sucesivamente cada
vértice del poligono como centro de los distintos arcos, cuyos radios
van aumentando cada vez de una longitud igual al lado del poli-
gono. Es de notar que cada arco llega hasta la prolongacién del lado
contiguo. Dos arcos consecutivos tienen sus centros y el punto de en-
lace en linea recta.

He aqui varias aplicaciones de las figuras curvilineas.

Rejas de hierre furjado

—
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CAPITULO III

POLIGONOS  REGULA

34(’-[ Problema. Hallar el valor del dngulo de un poligono re-
gular.
El valor del dngulo de un poligono regular se halla dividiendo
la suma de todos sus dngulos por el niimero de lados.
Siendo n el nimero de lados, la férmula que da el valor de un
dngulo es la siguiente:
2 rect. (n—2)
R (N© 203).
n
El é4ngulo del octogono regular, por ecjemplo, es igual a
12 rectos 3
— — de recto, o sea 135°.

8 2

@ Problema. Hullar el walor del dngulo en el centro de un
poligono regular. :
4 rectos
La formula general es

7I
El dngulo en el centro del octégono regular, por ejemplo, es
4 rectos 1
iguala ———— = — de recto, o sea 45°.

8 2

Hag :
-’-"!‘-"-I Problema. Determinar el centro de un poligono regular.

19 Si el poligono tiene nimero par de lados, se juntan primero
dos vértices opuestos; luego otros dos vértices también opuestos; el

punto de interseccién de las dos diagonales es el centro del poligono
(fig- 194, 1).

Fig. 194

29 Si el poligono tiene nimero impar de lados, se junta el vértice
de un dngulo con la mitad del lado opuesto, y en seguida, otro vér-
tice con la mitad del lado opuesto; la interseccién de las dos rectas
es el centro del poligono (fig. 194, 2).

32 Sea par o no el ndmero cle lados de un poligono, también
se pueden levantar perpendiculares en la mitad de dos lados no pa-
ralelos, y el punto en que se corten es el centro del poligono.
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Division de la circunferencia en partes ignales
y construccion de poligonos regulares.

Para construfr un poligeno regular, basta dividir la circun-
ferencia en partes iguales y unir consecutivamente los puntos de di-
vision.

. Problema. Dividir una circunferencia en 2, 4, 8, 16. .. par-
tes iguales y construir un cuadrado, un octogono regular, etc.
— Para dividir una circunferencia en 2
partes iguales, basta trazar un didmetro.

Para dividirla en 4, se trazan dos di4-
metros perpendiculares AC y B (fig
195).

Se unen consecutivamente los puntos de
divisidn y el poligono ABCD que resulta
es un cuadrado.

Dividiendo cada coadrante en 2 partes
R iguales, la circunferencia queda dividida en
8 partes, y el poligono que resulta uniendo sucesivamente los puntos
de division serd el octégono regular, etc.

. Problema. Diwidir una circunferencia en 6, 12, 24 partes
iguales y construly el exdgono regular, el dodecdgono, etc.

Para dividir una circunferencia en seis partes iguales se sefiala
seis veces el radio sobre la circunferencia
(fig. 196), porque el lado del exdgono regu-
lar inscrito es igual al radio de la circun-
ferencia circunscrita (N® 207). -

Si se dividen los arcos AB. BC.. , en
dos partes iguales, la circunferencia resul-
tard dividida en 12 partes iguales, y unien-
do los puntos de divisidn, se obtendri e!
dodecdgono regular, y asi sucesivamente.

Noma. Para canstruir el tridngulo equi-
litero inscrito, se juntan de dos en dos los
vértices del exdgono regular inscrito.
Problema. Dividir una circunferencia en 5, 19, 15 par-
tes iguales y construly un pentigona rvegular, un decigono, etc.

. 19 Se trazan dos didmetros per-
pendiculares AB y CD (fig. 197)
Desde ¢l punto M, mitad de OA,
como centro, y con MC por radio,
se describe el arco CE. v & fraza
la. recta: ©F; resulta 856 in trian-
gulo rectingulo CFO. en ¢l cual CIF
es ¢ lado del pentigono regular ins-
crito, y OF el lado del decicono re-

Fig. 196

Fig. 197 gular.
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29 Si desde el punto D se sefiala DN igual a OF, y DH igual al ra-
dio del circulo, el arco NH serd la 152 parte de la circunferencia.

Fig. 198

Problema. Dizidir una circunferencia en siete partes igua-

les.

Se traza el radio OA (fig. 198), y des-
de el punte A, con AO por radio, se cor-
ta la circunferencia en B y D, y unien-
do estos puntos, la linea BN serd, con
aproximacion, el lado del eptdgono regu-
lar L.

Problema. Dividir wuna circunfe-
rencia en cualquier ndmero de partes igua-
les, en nueve por ejemplo.

ler. Procedimiento. Con el graduador (fig. 199).
Como la 9% parte de 360° es 40° se construyen sucesivamente

/

Fig. 199

j,/‘—‘—.\?‘\u

alrededor del centro O, angulos de 40°.
Los arcos correspondientes a estos 4ngulos
iguales son iguales.

29 Procedimiento. Por tanteo. Es
el procedimiento mds seguido en la pric-
tica. Se busca aproximadamente una aber-
tura de compds que de con exactitud la
division pedida; pero como esto es bastan-
te engorroso, €| procedimiento 32 es muy
conveniente para facilitar el tanteo.

v 3er. Procedimiento. Se traza el didmetro AB (fig. 200), y

se divide el radio en tantas partes iguales cuantas se desea obtener.

|
B
[n.’

A
~3
/

e

Fig. 200

Desde los puntes A y B, con un radio
igual a AB, se trazan los arcos AD y
BD.

Se junta e] punto D, con la cuarta
divisién del radio, contada desde el cen-
tro, y se prolonga la recta hasta la cir-
cunferencia. El arco GE representa en
este caso la séptima parte de la circun-
ferencia.

Nota. Para dividir una circunferencia
en un niimero cualquicra de partes igua-
les, se procede del mismo modo, divi-
diendo el radio en tantas cuantas sean
las partes en que se quiera dividir la

circunferencia, y se traza la linea DG, siempre por la cuarta divi-

1 Esta construcclon manifiesta gue el iado del eptdgono regular inscrito
puede ser considerado como sl fuese la mitad del lado del triangulo equi=-

latero inscrito.
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sién. Este procedimiento ofrece en la prictica una aproximacion su-
ficiente.

* Problema. Construir un poligono regular conociendo el ni-
mera de lados, y la longitud de uno de ellos.

Supongamos que se quiera construir un pentigono regular de un
centimetro de lado.

Se describe una circunferencia con
un radio cualquiera OA’ (fig. 201), se
construye el lado A’D’ del pentiagono
regular inscrito (N? 252), y se trazan
los radios OA” y OD).

Luego, se toma A’'B’ igual a un cen-
timetro, se traza BB’ paralela a OA’, y
AB paralela y por consiguiente igual a
A’B’. Con OA por radio se describe una
circunferencia. AB es el lado del penti-

Fig. 201 gono regular pedido.
En efecto, siendo A’D’ el lado del pentigono regular inscrito en

la circunferencia OA’, el dngulo A'OD’ valdrd — de 4 rectos; luego
5

AB serd al lado del pentdgono regular inscrito en el circulo AO, por

corresponder a un mismo dngulo central.

i Aplicaciones. La combinacién de poligonos regulares entre
si tiene mucha aplicacién en las artes,

Los embaldosados, por ejemplo, se hacen ordinariamente por el
conjunto de poligonos regulares. Para que pueda cubrirse un plano
con poligonos regulares de la misma clase, es necesario que €] 4ngulo
del poligono esté contenido exactamente 4 4ngulos rectos. El tridn-
gulo equildtero, el cuadrado, el exdgeno regular son los dnicos poli-
gonos regulares que satisfacen esta condicidn.

El dngule del tridingulo equildtero vale 60°;

— cuadrado — 907
— exdgono — 1202,

Luego para cubrir una superficie plana:

Con tridngulos equildteros, se unirdn seis dngulos alrededor de
cada vértice (fig. 202);

Uan truiongulos equitareros Con cusdrados Cun exagonis
Fig. 202 Fig. 203 Fig, 204
Con cuadrados, se unirdn cuatro dngulos (fig. 203);
Con exdgonos, se unirdn tres angulos (fig. 204).
Si los poligonos dados son de dos espscies, pueden hacerse las
siguientes combinaciones:
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Con octégonos y cuadrados, uniendo en cada vértice dos dngulos
del octégono y uno del cuadrado (fig. 205);

Con exdgonos y tridngulos, uniendo dos 4dngulos de cada clase, etc.

<A B
*o0e
> «aw‘w‘»&»‘q
22T

Cundrados y octogonos gig 205 Exdgonos v rombos Fig. 206

También se puede
La figura 206, por

embaldosar con poligonos irregulares.
ejemplo, representa una combinacién de exa-

gonos y rombos; la figura 207, de cuadrados y trapecios is6sceles; la

figura 208, de rombos y paralelogramos. ‘ \

Rombos y paralelogramos

Cuadrados y wrapecios isosceles

Fig. 207

Fig. 208

Poligonos estreilades.

Lldmase poligono estrellado a todo poligono cuyos 4ngu-

Fig. 209

los son alternativamente salientes y entran-
tes, y cuyos lados constituyen una linea que-
brada, continua y cerrada. El poligono
AnDmBsEbCp (fig. 209) es un poligono
estrellado. -

El poligono estrellado es regular cuan-
do tiene iguales sus iados y sus 4ngulos
salientes.

Dividiendo una circunferencia en 5 par-
tes iguales, y uniendo de 3 en 3 los pun-

tos de divisién, resultard el pentdgono regular estrellado (fig. 209).
Dividiéndola en 8 partes iguales, y uniendo también de 3 en 3

los puntos de divisién, resultard el octégo-
no regular estrellado (fig. 210).

Con 10 divisiones se obtendrd el deca-
gono regular estrellado, uniendo de 3 en 3
los puntos de division.

Con 15 divisiones, resultardn 3 poli-
gonos regulares estrellados; el  primero,
juntando de dos en dos las divisiones, el
segundo de 4 en 4, y el tercero, uniéndolas
i T
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EJERCICIOS
42 Con un radio dado, describir una circunferencia tangente a
dos rectas dadas.

43 Con un radio dado, deseribir una circunferencia tangente a
una recta y a una circunferencia dadas.

44 Con un radio dado, describir una circunferencia tangente a
dos circunferencias dadas.

45 Con la regla y el compis construir un 4ngulo:

12 de 45%
22 de 67°1;
32 de ] 350.

40= de=t1oe 1/

46 Dada una circunferencia y en ella un 4ngulo inscrito, cons-
truir un dngulo central cuyo valor sea doble.

47 Dado un dngulo central, construfr en la misma circunferen-
cia un dngulo inscrito que tenga igual valor.

48. Dado un circulo, construir en él un 4ngulo central, luego un
dngulo semi-inscrito que valga la mitad, y otro 4ngulo semi-inscrito
de igual valer.

49 Dado un dngulo inscrito, construfr un 4ngulo semi-inscrito
igual, :
50 Dada una recta de cualquier longitud, construir sobre ella
como hipotenusa un tridngulo rectingulo.
51. ¢Cudl es el valor de un 4ngulo inscrito cuyos lados compren-
den los 2/9 de la circunferencia?

3

52. Determinar con el graduador el valor de un dngulo inscrito
en un circulo de 20 milimetros de radio, y cuyos lados tienen cada
uno 35 milimetros.

53, En un circulo de 20 milimetros de radio, un dngulo semi-
inscrito tiene por lado una cuerda de 20 milimetros; determinar por
medio del graduador e] valor de este dngulo.

54 Por un punto B dado en un didmetro AC, trazar una cuerda
DBE, de manera que el arco CE sea el triple del arco AD.

55 Construir un cuadrado, conociendo la suma del lado y de la
diagonal. : :

56. Construir un cuadrado, conociendo la diferencia entre la dia-
gonal y el lado.

57. Construir un tridngulo, conociendo la base, el dngulo opues-
to y la altura que parte del vértice de dicho dngulo.

58 La suma de los dngulos interiores de un poligono regular

vale 68 dngulos rectos; :cuil es el valor del dngulo central de este
poligono?
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wt

En un dodecigono ;cudl es el valor:
12 Del 4ngulo central;
29 De un 4angulo interior del poligono;
32 De un 4ngulo exterior?
Un poligono regular tiene 36 lados: ;cudl es el valor de un
dngulo interior de este poligono?
6l. yp dngulo exterior de un poligono regular es igual a 12°;
¢cudntos lados tiene este poligono?
62 1a suma de los 4ngulos centrales, de los exteriores y de los
interiores de un poligono regular, vale 1260°; ¢qué poligono es éste?
09 iPor qué, para embaldosar un pavimento, se pueden emplear
simultidneamente el dodecigono regular y el tridngulo equildtero?

04 ;Cudl es el valor del dngulo exterior
de un poligono regular de 9 lados? Dedu-
cir el valor del dngulo interior del poligono.

7 Con la regla y el compds construir
Angulos de 6028158308 Sil(52 57582, 1089,
540, 69°

(o

60

Si desde los vértices de un cuadra-
do ABCD (fig. 1*) se describen cuadrantes
de circunferencia, con un radio igual a la
mitad de la diagonal, y se unen de dos en
dos esos puntos; demostrar que la figura
EFNHMGRP es un octégeno regular.
Hallar un punto desde el cual se vean bajo el mismo dngulo
los tres lados de un tridngulo.

68

Demostrar que un 4ngulo, cuyo vértice se halla entre el cen-
tro y la circunferencia, tiene por medida la mitad del arco compren-
dido entre sus lados, mds la mitad del arco comprendido entre la pro-
longacién de los mismos.

5% Demostrar que un 4ngulo que tiene su vértice fuera de la cir-
cunferencia, y cuyos lados son dos secantes, ticne por medida la mitad

de la diferencia de los arcos comprendidos entre sus lados.
70

Demostrar que dos cuerdas iguales que se cortan en el mis-
mo circulo son las diagonales de un trapecio isésceles.

Demostrar que todo paralelogramo inscrito en un circulo es
un rectdngulo, y las diagonales son didmetros.




LIBRO III
FIGURAS SEMEJANTES

CAPITULO 1

LINEAS PROPORCIONALES

v L
DEFINICIONES

Dos lineas son proporcionales a otras dos, cuando la razén
o relacion de las dos primeras es igual a la razén de las otras dos.

Razdn de dos lineas, es la relacién en que estdn los nimeros que
expresan la longitud de dichas lineas medidas con la misma unidad.

051 Una lnea es media proporcional entre otras dos cuando
constituye los dos términos medios, o los dos extremos de una pro-
porcién.

h n D7

Cada una de las otras lineas m, », se llama tercera proporcional.

El cuadrado de la media proporcional es igual al producto de las
otras dos cantidades:

h% = mn.

Luego, la media proporcional es wuna linca cuyo cuadrado puede
decirse que equivale al rectdngulo que tiene por dimensiones las otras
dos lineas.

Cuarta proporcional es una linea cualquiera de las cuatro que for-
man una proporeion.

Teorema.
@ Las rectas paralelas que determinan segmentos iguales en
una secante dada, determinan segmentos
también iguales en cualquier otra secante.

Sean AB, CD, etc., rectas paralelas que
determinan segmentos iguales en la recta
AG: AC=—CE =—EG. Demostremos que
Bl =— FH.:

Para ello tracemos AL, CM, EN, para-
lelas a BH; estas rectas son iguales respecti-
vamente a los segmentos BD, DF, FH, co-
mo lados opuestos de paralelogramos.

Ademis,

—_—— e —
CAL — ECM — GEN,

por correspondientes,

, . e
Fig. 211 ¥y ACL = CEM—EGN,
por la misma razdén.




84 GEOMETRIA. - LIBRO III

Luego los tridngulos ACL, CEM, EGN son iguales, por tener un
lado igual adyacente a dos dngulos respectivamente iguales; por con-
siguiente,

AL —=CM =—EN
y por lo tanto, BD—DF —TFH.

Luego, las rectas paralelas. . .

Teorema.

@ Toda recta trazada paralelamente a un lado de un tridn-
gulo, divide a los otros dos en partes directamente proporcionales

Sea un tridngulo cualquicra ABC y DE paralela al lado BC.

A Tenemos que demostrar que
ABESCATE
______ BB+ 'EC
,; IS - Supongamos que los segmentos AD vy
———————— DB tengan una medida comin contenida 7
————————— veces en AD, y 3 en DB; la razén de es-
tos dos segmentos serd:

ADEE =7

¢ BB 2

Si, por los puntos de divisién trazamos
paralelas a BC, la recta AC quedard dividida en 10 partes igua-
les (N9 262), de las cuales 7 estin contenidas en AE, y 3 en EC;

Fig. 212

IS,
luego —_———
BE=-43
y por consiguiente
AR AR
DB- _EG

El teorema siempre serd verdadero, por pequefia que sea la me-
dida comdn, ’

264 Comparando cada segmento con el lado entero, tendremos:

ADE A
e
2
ABT  AC
7
por ser cada razén igual a —;
10
DE== EC
29 — =
RSN
3

por ser cada razén igual a —.

10
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Ti_.! Reciproco. Toda recta que divide en partes proporcionales
dos lados de un tridngulo, es paralela al tercer lado.

Sea la recta DE que divide en partes proporcionales los dos lados
AB y AC del wuidngule ABC.

Supongamos que DE no sea paralela a BC, y tracemos DF de

A modo que lo sea; tendremos (IN°
264):
AD  AF
AB' - AC,
~ pero, por hipétesis tenemos:
AD AE
AB AC
de donde
» AF AE
Fig. 213 —_——
ACE ARG

Siendo iguales los denominadores, los numeradores han de serlo
también:
ABF—=AE".
De lo que se infiere que los puntos F y E han de confundirse,
y por lo tanto se confundirdn también las rectas DF y DE.
Luego, 7oda recta.

Teorema.

=1 . , . : = S
266.0 La bisectriz de un dngulo interior de un tridngulo divide

al lado opuesto en partes propmaonales a los lados adyacentes.
£+ Sea ABC un tridngulo cual-

’,”_ quiera, y CM la -bisectriz del 4n-
gulo C,
Demostremos que:
MA CA
MB CB
Para e¢llo prolonguemos AC vy
Fig. 214 tracemos BE paralela a MC.
Tenemos: “e—=7"por correspondientes.
F="> " hipétesis.
== 4=7"" alternos internos.
Luego, "e="¢;" por consiguiente, el tridngulo BCE es isdsceles,
Y GB—CE;
Las paralelas BE y MC dan la proporcién:
MA CA

MB CE
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Sustituyendo CE por su igual CB, tendremos:
MA - CGA

MB  CB
L_ucgo, la bisectriz.. -

.. Reciproco. Todg recta que, partiendo de un vértice de un
tlmngulo divide al lado opuesto en partes proporcionales a los lados
adyacentes, es bisectriz de dicho dngulo.

CAPITULO II

TRIANGULOS SEMEJANTI

Poligonos semejantes son los que tienen los dngulos respec-

tivamente /guales y los lados homdlogos proporcionales.

En las figuras semejantes, se llama lados homdlogos a los adya-
centes a dngulos respectivamente iguales; de donde resulta que en los
tridngulos semejantes los lados homdlogos se oponen a los 4ngulos
iguales.

Con relacion a dos poligonos semejantes, se llamqn puntos homd-
logos, a los situados en el plano de esos poligonos, y que si se unen
con los extremos de lados homdélogos, dan lugar a tridngulos seme-
jantes; i rectas homdlogas son las que unen puntos homnlogm

!;if_’} Llamase razdn de semejanza a la razén constante de dos
lineas homdlogas.

Teorema,

o Toda recta trazada paralelamente a un lado de un tridngulo
dc’ff.'mum otro tridngulo semejante al propuesto.

Sea ABC un tridngulo cualquiera y DE paralela al lado BC.

Demostremos que los tridngulos ADE
y ABC son semecjantes, esto es, que tienen
sus angulos respectivamente iguales, y sus
lados homologos proporcionales. Tracemes
DE paralela a AC.

La figura DECF es un paralelogra-
mo;.por lo tanto DE — FC.

Los dos triangulos ABC y ADE tie-
nen sus dngulos iguales:

BAC es comun

ADE = ABC ¥y AED=ACB por co-

rrespondientes,
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Dichos tridngulos tenen sus lados homdlogos proporcionales,
porque, siendo BC y DE paralelas, resulta:
AR = AE
AR
Siendo AC y DF paralelas, tendremos también:
AD. ECoDE

(N© 263).

AB BC
y por consiguiente:
ADS SAR Y
AR G
Luego los dos tridngulos ABC y ADE son semejantes por tener
los dngulos iguales y los lados homélogos proporcionales.

i By =
3 g Ueorema. ;
[271] Dos tridngulos son semejantes cuando tienen dos dngulos
respectivamente iguales.

Sean los tridngulos ABC y DEF que tienen
By

BAC=EDF
ABC=DEF

En el lado DE, tomemos DG igual a
AB, y tracemos GH paralela a EF. El
triangulo DGH es semejante al tridn-
gule DEF (N° 270); luego, basta de-
mostrar la igualdad de los tridngulos

ABC y DGH.

Por hipétesis ya tenemos:

S e o
BAC—EDF y ABC = DEF;

—
pero, I,D/E-E.__: I}Q_I—_l\ por correspondientes;
luego, ABC = DGH.

Por lo tanto, los tridngulos ABC

- y DGH son iguales por tener un lado
\m igual (AB=DG), adyacente a dos
] e

angulos respectivamente iguales; y por
B . : \c consiguiente son semejantes los tridn-
o o G gulos ABC y DEF.
R rjr-'f'ﬁ Corolario. Dos tridngulos

el . :
rectangulos son semejantes cuando tie-
nen un dngulo agudo igual.

2 / . @ Escolio. Dz que dos tridn-
gulos tienen dos dngulos respectiva-

< mente iguales, dedicese que los tres

Fig. 217 ingulos son respectivamente iguales.

Luego, el teorema anterior podria enunciarse del modo siguiente:
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Dos tridngulos son semejantes cuando tienen los tres dngulos res-
pectivamente iguales.

Corolario. Dos tridngulos que tienen sus lados respectiva-
mente paralelos o perpendiculares son semejantes.
Porque en ambos casos los tridngulos tienen sus tres ingulos res-
pectivamente iguales (Nos. 87 y 88).
; Teorema.
Dos tridngulos son semejantes cuando tienen un dngulo
igual comprendido por lados proporcionales.

Sean los tridngulos ABC y

. D DEF en los cuales da_el supuesto:
—_—mm | e

BAC = EDF
AB AC

y e
BESS SIE

En el lado DE, tomemos
DG = AB, y tracemos GH para-
lela a EF.

Siendo semejantes los tridngu-
los DGH y DEF (N? 270), basta
demostrar la igualdad de los trdngulos ABC y DGH.

De la semejanza de los tridngulos DGH y DEF resulta:
DGoAB DH

v
Fig. 218

DE DF

Como esta proporcidn y la del supuesto tienen iguales las prime-
ras razones, las segundas han de serlo también:
AC  BH

DF DF’

y como tienen ¢l mismo denominador, se infiere que los numeradores
son iguales:

AC—PH.

Luego los tridngulos ABC y DGH son iguales por tener un 4n-

gulo igual (BAC :@, comprendido por lados respectivamen-
te iguales, y por lo tanto son semejantes los triangulos ABC y DEF.
Luego, dos tridangulos son semejantes. . .

Teorema,
B TA i 5 .
Dos tridngulos son semejantes cuando tienen sus lados ho-
malogos proporcionales.

Sean los tridngulos ABC y DEF en los cuales tenemos por hi-
potesis:
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AB AC BC

E=BE-- EE

En el lado DE tomemos DG — AB,
y tracemos GH paralela a EF.

Siendo semejantes los tridngulos DGH
y DEF (N¢ 270), basta demostrar la
igualdad de los tridngulos ABC y DGH.

De la semejanza de los tridngulos DGH
y DEF, se deduce:

DG DH GH

E F = —_

Fig. 219 DE DFE EF :

Pero DG = AB; luego, de estas tres razones la primera es la
misma que la primera de las tres del supuesto; por lo tanto, las de-
mds serdn iguales:

ACS SRE SNBSS

DE. EE DE  EE
y como los denominadores son respectivamente iguales, los numera-
dores han de serlo también:
AC=DH y BE —GF.
Luego, los tridngulos ABC y DGH son iguales, por tener sus
tres lados respectivamente iguales, y por lo tanto son semejantes los
triangulos ABC y DEF.

Teorema.

Las paralelas cortadas por varias secantes que pasan por
un mismo punto quedan divididas en
segmentos proporcionales.

Sean AD y A’D’ dos paralelas
cortadas por OA’, OB’, etc.

La figura consta de seis tridn-

O

A c \p gulos semejantes de dos en dos, a
/ \ \ saber:
Py, Tel D’ 2= QAR 'y OABL:
/ \ \\ 29 OBC y OBC
B2 =SOCH y OGRE
Fig=220 Estos tres grupos de tridngulos
semejantes dan tres grupos de razones iguales:
AB= OB
19 —_— = —

OA’ AB OB
OB BC OC
20 —_— —_—

@B ~ "B OC!
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0 -G ©Dh
30 = — 2
Qe NGB OB
Observando que las series 12 y 2% se enlazan por la razén comin
OB ocC
— i ¥ 1a-2% vy 3% por
OB’ oc
las tres series son iguales; por lo tanto:

AB BC CD

ATB  BIGE @D
Lucgo las paralelas. .
: 75.1 Reciproco. Cmmdo varias secantes cortan piopo;aonalmcn-

e a —Za; rectas pamlela.r dichas secantes concurren en un mismo
punto.

, deduciremos que todas las razones de

CAPITULO III

'OLIGONOS SEMEJANTES

Teorema.

12791 Dos poligonos Jcmejarzre: pueden dc.fcomponerse en 1gual
nitmero de tridngulos respectivamente seme;amca y semejantemente
dispuestos. P’

B B’ -
Fig. 221

Scan P y P' dos poligonos semejantes.

Desde (]05 vértices homdlogos A 'y A’, tracemos las diagonales
AC, AD, , A'D’) y demostremos que los tridngulos F, G, H son
respectivamente semejantes a los tridngulos F; G, H'

Siendo semejantes los poligonos P y P°, sus dngulos serdn res-
pectivamente iguales y sus lados homélogos, proporcionales (N? 268);
en los tridngulos F y [’ tenemos:

/\ /\
I# ABC = ABC:
AB BC
7(‘]

AT B
Luego, dichos tridngulos son semejantes por tener un dngule igual
comprendido por lados proporcionales; lo mismo ocurre con los tridn-
gulos H y H',
IDemostremos ahora que los tridngulos G y G’ son también se-
mejantes.
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: - =% N s
Siendo semejantes los tridngulos F y F',"r=7"; y como por hi-

pétesis tenemos BCD = B'C’D)’, resulta /.‘i\;{’\

Dichos tridngulos dan la proporcidn:

AB AC

AR AT
y como ya tenemos por hipdtesis:

AB CD

AR ¢D
tendremos también:

AC CD

wier ey

Luego, los tridngulos G y G’ son semejantes por tener un 4n-

. 7 i, i .
gulo igual (r:/’\, comprendido por lados proporcionales.
Luego, dos poligonos semejantes . .
peid

128

i Reciproco. Dos poligonos que se componen de igual ni-
mero de tridngulos respectivamente semejantes y semejantemente dis-
puestos son semejantes.

Teorema.
ol
281} Los perimetros de dos poligonos semejanies son proporcio-
nales a sus lados homdlogos o a dos lineas homdlogas cualesquiera.
. De la semejanza de los poligonos P y P’ resulta:

B Sl

Sumando los numeradores y denominadores, tendremos:
a+b +ct+d P a bis g d
C— - z—— (1)
e A e A R SRR D d’
: Por otra parte, siendo semejantes los tridngulos ABC y A'B'C,
tenemos: .
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que:

Como las relaciones (1) y (2) tenen razones comunes, se infiere

RS
Luego, los perimetros de. ..

Teorema.
mejantes.

282 Dos poligonos regulares de igual nimero de lados son se-

F C F C
A H B A H B
Fig. 223

Sean, por ejemplo, O y O’ dos exdgonos regulares.

1° En cada uno de estos poligonos, la suma de los 4dngulos es
ellos valdré:

igual a 4 veces 2 rectos, o sea 8 rectos (N? 96), y cada uno de

8 rectos

6

Luego todos los 4ngulos son iguales.

22 Siendo los lados. AB, BC, CD.. , del primer poligono, iguales
entre sf, como también los lades A'B’, B'C’, C'D’.. , del segundo,
resulta:

AB BE €D

A’B’

B!C!I == C’Dl‘ o
Luego, dos poligonos. . .
1783

{=55.] Corolario. Los perimetros de dos poligonos regulares de
igual nimero de lados son proporcionales a sus radios y a sus apo-
temas.

nemos (N? 281):

En efecto, dichos radios y apotemas son lineas homologas, y te-

ABISRC - Ch e -

OA OH
AR LBCECD . 2 SOA - O

mero de lados.

Escolio. Dos circulos cualesquicra son figuras semejanies;
porque pueden considerarse como poligonos regulares de infinito nu-



CAP. IIL. - POLIGONOS SEMEJANTES 93

Teorema.

A Dos crcunferencias son proporcionales a sus radios y a sus
didmetros.

En las circunferencias C y C' inscribamos un poligono regular
de igual nimero de lados, por ejemplo un cuadrado. Llamando
7 v ¢ a los perimetros de dichos
cuadrados, tendremos:

R = —==— (IN° 283).
g =4 g R
- E Y como esta proporcion se ve-
rifica siempre, atn cuando se au-
mente mds y més el ndmero de
Eig, 224 lados de ambos poligonos, cuando
este numero sea infinito, los peri-
metros p y p’ se confundirin con las circunferencias C y C' que son
sus limites respectivos (N¢ 284), y tendremos:
3 C = R 2RE— o)

) oy ===

G R 2R’ (G =Dy
Luego, dos circunferencias. . . .
Corolarios. 1. E] nimero #. - La relacion entre la circunfe
rencia y el didmetro es constante.
Pues, de la igualdad anterior se deduce:
G

e = )
De donde se infiere que la relacién entre la circunferencia y el
didmetro es constante. Se expresa este cociente por la letra griega =
(pi); en cuyo caso tendremos:

Cc

— — .

D
Nora. El nlimero « es igual a 3,1415926535. . .
En la prictica se toma por valor de = el nimero aproximado
3,1416.
[E II. Longitud de la circunferencia. - La longitud de la cir-
cunferencia es igual al diametro multiplicado por .

En efecto, de la igualdad ——=~
D
se deduce: C =D,
o sea C=2R, por ser D=2R.
III. Longitud del didmetro. - La longitud del didmetro es
1

igual a la circunferencia dividida por w, o multiplicadg por —.
™
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En efecto, de la igualdad TE =G

©
se deduce: D=—,
aT
1
o sea B =G 55—
L.

12893 1IV. Longitud de un arco. - La longitud de un arco de n
grados se obtiene con la férmula:

7
l—aR.——
180
2xR mR
En efecto, el arco de un grado es igual a —— o ——; €] arco
360 180
wRn n
de n grados valdri , 0 7R ——.
180 180
CAPITULO IV
RELACIONES METRICAS ENTRI \S
DE LOS TRIANGULOS
DEFINICIONES

£90] Lismase relacidn mémica entre varias lineas, a la que existe

entre los nameros que expresan su medida, referida a la misma
unidad.

. . . e

Suma, diferencia, producto, cociente o razén de dos lineas, es la

suma, diferencia, producto o cociente de los niimeros que expresan la
longitud de dichas lineas.

Lldmase cuadrado de wuna linea al cuadrado del nimero que ex-
presa su longitud.

291§ Proyeccién de una linea sobre una recta es la parte de ésta
comprendida entre las perpendiculares bajadas desde los extremos de

Fig. 225
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la primera sobre ella. En la figura 225,
A'B’ es la proyeccion de AB sobre
CD.

En un tridngulo cualquiera ABC
(fig. 226), la altura BD determina
en el lado CA dos segmentos DC vy

= sDA, que son las proyecciones respec-
Fig. 226 tivas_de los lados BC y BA.
E Advertencia. En el estudio
de las relaciones métricas de las lineas se emplean a menudo las si-
guientes férmulas algebraicas:

(a +6)° =a*+ b* L 2ab (1)
(a— &) = a® -+ 6% —2ab (2)
(a4 06) (a—8&) =a>— b, (3)

Representando lineas las letras 4 y &, estas tres férmulas pueden
enunciarse del siguiente modo:

19 El cuadrado de la suma de dos lineas es igual al cuadrado
de la primera, mds el cuadrado de la segunda, més el doble producto
de dichas lineas.

29 El cuadrado de la diferencia de dos lineas es igual al cuadrado
de la primera, mds el cuadrado de la segunda, menos el doble produc-
to de dichas lineas.

3% El producto de la suma de dos lineas por su diferencia es
igual a la diferencia de sus cuadrados.

Teorema,

j.'lk);' B o =

L22:8 En rodo truingulo rectdngulo:

19 Cada cateto es medio proporcional entre la hipotenusa y su
proyeccion sobre ella,

29 La perpendicular bajada desde el vértice del dngulo recto a la
hipotenusa, es media proporcional
entre los dos segmentos que deter-
mina en ella,

Sea ABC (fig. 227) wun tridn-
gulo rectingulo, y sea AD la per-
pendicular bajada desde el vértice
del dngulo recto.

CD o m es la proyeccién de
CA; BD o n la de AB.
12 Cada cateto es medio pro-
porcional . . .

Fig. 227

En los tridngulos rectingulos CAD y CAB, el dngulo C es co-
mun; luego, dichos tridngulos son semejantes (N9 272), y por con-
siguiente sus lados homdlogos son proporcionales:
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e
—— (1)
b—7h

Del mismo modo se demostrarfa la proporcién:
Re=—ic
——— (2)
ol

2° La perpendicular es media proporcional ..

Los tridngulos CAD y BAD son semejantes por tener sus lados
respectivamente perpendiculares (N© 274); por lo tanto:
m

= (3)
h 7

Luego, en todo tridngulo rectdngulo. ..

Corolarios. . En todo tridngulo rectingulo el cuadrado de
un cateto es igual al producto de su proyeccidn sobre la hipotenusa
por la misma hipotenusa.

Y el cuadrado de la altura es igual al producto de los segmentos
que determina sobre la hipotenusa.

Porque efectuando, en las tres proporciones anteriares, el produc-
to de los medios y de los extremos, resultan las siguientes igualdades:

5 —am 4)
=uan (5)
k%2 — mn (6)

IT="E/ cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos,

Porque, sumando miembro a
miembro las igualdades (4) y (S)

tendremos:
b2+ c*=am -+ an
2° b* + 2 —=a(m -+ n)

> pero m-+n=—=a
Fig. 228 luego: b2+ c*—a X a—=a? (7)
III. Esta relacién facilita el hallar cada lado de un tridn-
gulo rectingulo en funcién de los otros dos, pues de la igualdad (7)
resulta que ¢/ cuadrado de un cazeto es igual al cuadrado de la hipo-
tenusa menos el cuadrado del otro cateto.

En efecto, tenemos:

lv

bE— 0z
2
2

C'..
a*— b2,

IV. Los cuadrados de los catetos son proporcionales a sus
proyecciones sobre la hipotenusa.

[G
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Dividiendo miembro a miembro las igualdades (4) y (5), tene-
mos:
Bl cemi

GRS an n
V. La razén entre el cuadrado de la hipotenusa y el de
un cateto es igual a la razén entre la hipotenusa y la proyeccidn. de
dicho cateto sobre la misma.
Dividiendo miembro a miembro 4 — ga por las igualdades (4)
y (5), tenemos:

a” aa a
-= =
2 am m
a* aa a
= -
P an n
Teorema.

En todo tridngulo, el cuadrado del lado opuesto a un dn-
gulo agudo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados,
menos ¢l doble producto de uno de ellos por la proyeccidn del otro
sobre él.

Siendo agudo el 4ngulo A, tenemos:
B

B

m2= (b—n)* = b% -+ n®—2bn

Luego e = —n?+ b n*—2bn
y por tltimo @ = b + & —2bn.
“Teorema.

B

En todo #ridnguln obtusin-
gulo, ¢l cuadrado del lado opuesto
of |b al dngulo obtuso es igual a la su-

2 ma de los cuadrados de los otros

. dos lagdos, mds el duplo del pro-

- > ducto del segundo por la proyec-

————————— ————— cidn del tercero sobre la prolonga-
Fig. 231 cion del mismo.
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Siendo obtuso el dngulo A, tenemos:

a=h+m
Pero b= —n?
y m==b-+n
m>=(b+n)* =58>+ n* L 2bn
Luego e =c—n*+ 5+ n® | 2bn
a® =04 24 2bn.
Teorema.

Problema. Expresar, en funcion del radio, el lado del cua-
drado inscrito en un circulo.

En el tridngulo rectangulo AOB te-
A B

- - nemaos: e
\\ /, AB*= AO? + BO?,
‘\4;’ pero AO y BO son radios; luego, llamando
AR ! al lado del cuadrado, y R al radio del
=4 ol / circulo circunscrito, resultard
D © l:‘! — ZRQ
de donde I—Ry2
Fig. 232 o I—R X 14142 ..

Expiesar, en funcién del lado, la diagonal del cuadrado.
En el tridngulo rectingulo ABC (fig. 232) tenemos:.

AC? = AB: + BC?
Llamando 4 a la diagonal y / al lado, resultard:

di=122
de donde d =2
d—1% 1,414,

Expresar, en funcion del radio, el lado del tridngulo equi-
ldtero inscrito.
% En el trifngulo EAB, que es rectingulo
por ser recto el dngulo A (N¢ 197, IV), te-
nemos:

AE? — BE:— AR?
Pero _BE—2R, y AB=R

luego: - BES—lltdy: AB? —'R>
Por_lo tanto AE®=—4R?*—RZ—3R2

Fig. 233 y por tltimo AE =Ry\/3.
Expresar, en funcidn del lado, lg altura del tridngulo equi-
A ldtero.
En el tridngulo rectingulo ADB tene-

: mos:
15 : p AD? = AB®—BD-
i Designando por « la altura y por 7 el la-
e do, resulta: *

i = 312
8 D [+ ‘a‘_2 = f =
b e 2 4




R
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/
Luego a=—/3.
2

Expresar el lado del tridngulo equilitero en funcién de la
altura.
3
De la igualdad —— =4
4

bos miembros por 4 y dividiéndolos por 3z

2

(N? 304) resulta, multiplicando am-

de donde

Luego

CAPIEHLEQ. N

RELACIONES METRICAS ENTRE LAS
LINEAS DEL CIRCULO

Teorema.

Toda perpendicular, bajada desde un punto de la circun-
)‘erenaa al didmetro, es media proporcional entre los dos segmenios
que determing sobre éL

Sea la perpendicular AD. Tracemos
las rectas AB y AC.

El tridngulo ABC es rectdngulo por
h ser recto el 4ngulo A (N° 197, 1V); AD
B

es la altura de dicho tridngulo; por lo

€ tanto: (IN® 293, 29):
DC DA
DA DB
Fig. 235 m d
o sea e
d 7

Luego, toda perpendicular. .

m Corolario. EI r:mzdmda de la pciperzdtculm bajada desde
un punto de la circunferencia al didmetro es igual al producto de los
dos segmentos que determina sobre el didmetro. -
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/ Porque de la proporcién anterior
" m d

d 7

se deduce d* = mn

Escolios. I. Una cuerda que pasa por el extremo de un did-

metro es media proporcional entre el did-
metro y la proyeccidn de dicha cuerda
sobre el misma.

Porque, siendo CD o 4" la proyeccién
= . de la cuerda CA o & sobre el didmetro
CB, tenemos (N© 293, 19):
b = 2RH

II. Los cuadrados de las cuer-
das que pasan por los extremos de un
didmetro son proporcionales a sus proyecciones sobre este didmetro

Fig. 236

(fig. 236).
Esta propiedad se deduce del teorema N¢ 293:
CB AC
- SEAGE—ER S ED
AC CD
CB AB
e o AB®* = CB X DB.
AB DB
Dividiendo ordenadamente las dos igualdades, resultari:
N AG CD
AB? DB
Teorema.

Cuando dos cuerdas se cortan, el producto de los segmen-
tos de la primera es igual al producto de
D 2 los segmentos de la segunda.
Sean las cuerdas AB y CD que se cor-
tan en el punto O.
Consideremos los tridngulos AOC vy
g BOD.
Tenemos:
¢ OAC=ODE (N° 197)
Fig. 237 OCA™=OBD™ 1d.
Luego, estos tridngulos son semejantes (N? 271) y por consi-
guiente:
QA Q¢
|| et
&= IOD="TOR
o QA X OB=10C x OD.




CAP. V. - RELACIONES METRICAS 101

Teorema.

Cuando dos secantes parien desde un mismo punto, el pro-
ducto de la primera por su segmento ex-
terno es igual al producto de la segunda
por el suyo.

Sean las secantes OA y OD.
Tracemos las rectas AC y BD.
Los dos tridngulos OAC y ODB
son semejantes por tener dos 4dngulos
iguales, a saber:
OAC= ODB (N° 197)
el dngulo DOA es comin.
GAN O
LUCgO —_——
' _ OD OB
y por consiguiente OA X OB=0D x OC.
Escolio. Los dos dltimos teoremas pueden generalizarse en
la siguiente proposicién:

Fig. 238

Si desde un punto interior o exterior a una <ircunferencia se tra-
zan varias cuerdas o secantes, el producto de los segmentos de estas
lincas es constante,

Teorema.

Si desde un punto exterior a un cireulo se trazan una se-

E

cante y una tangente, la tangente es
media propoicional entre la secante y
Su segmento externo.

Sean OA y OD las lineas que se
consideran.

Tracemos AD y DB.

Los tridngulos OAD y OBD son
semejantes por tener dos dngulos igua-

Fig. 239 les, a saber:
GAD—0DB" (Nos. 197, 198)
el dngulo O es comun.
@A O
Luego =
OD OB

Corolario. De esta tltima igualdad se infiere que ¢l cua-
drado de la tangente es igual al producto de la secante por su seg-
menio externo; pues

O =OADGOR:



APLICACIONES

FIGURAS SEMEJANTES Y RELACIONES
METRICAS

Dividir una recta en 2, 4, 8, 16... partes iguales.

Para dividir la recta AB en dos partes
iguales, se levanta una perpendicular en
su punto medio (N 129) Para dividir-
la en cuatro partes iguales, se levanta una
perpendicular en medio de cada mitad, y
asi sucesivamente para dividirla en 8, 16...
Fig. 240 partes iguales.

ok
X
———

>
B
]
=
o

P
){-——-_
X-___

l—“fi-] Dividir una recta en un némero cualquicra de partes igua-
les (por medio del cartabon).

Sea AB la recta que se ha de di-
vidir en cinco partes iguales.

Tréicese una recta indefinida AC,
tomense en ésta cinco partes iguales
desde el extremo A, tinanse los pun-
tos B y C, y trazando por los demds
puntos paralelas a BC, resultard di-
vidida AB en cinco partes iguales
(N9 262).

Dividir una recta AB en partes proporcionales a nimeros
dados.

Fig. 241

- ! - i il

Fig. 242

Sea AB la recta que se ha de dividir en partes proporcionales a
los n@imeros 2, 3 y 4. En la recta AC se sefiala sucesivamente una
misma longitud tomada 2, 3 y 4 veces. Uniendo luego los* puntos C
y B, las paralelas a CB, trazadas por los puntos de divisitn, dividirin
a la recta propuesta en las partes pedidas.

Sobre una recta dada AE construir un poligono P seme-
jante a otro dado P’.

ler. Procedimiento. Sea el lado A’E homdlogo de la recta dada
AE: tracemos las diagonales A'D’ y A'C’. Construyamos en E un
dngulo E—=E’ y en A otro dngulo s =7



FIGURAS SEMEJANTES Y RELACIONES METRICAS 103

Los tridngulos AED y A'E'D’ son semejantes por tener sus tres
dngulos iguales (IN® 271).
e Sobre AD, homdélogo de
C A’D’, construyamos los
S angulos o y 7 respectiva-
mente iguales a los dngu-
4 o p los 0’ y 7, y resultardn se-
mejantes los tridngulos
ADC y A’'D'C.
Fig 243 Sobre AC construyamos
los 4ngulos m y » iguales
a los dngulos m’ y »'; entonces los tridngulos ABC y A'B'C’ serén
semejantes.

Los poligonos P y P’ serdn semejantes por componerse del mis-
mo nimero de tridingulos semejantes y semejantemente colocados
(N® 280)

29 Procedimiento. Construir un poligono R’ semejante a
otro dado R.

Témese un punto cualquiera O, y tricense las rectas OA, OB,
Q0: .

Luego trdcense sucesivamente
ae paralela a AE, ed paralela
a ED, de paralela a DC, etc.

El poligono R’ serd semejan-
te al poligono dado R.

En efecto, los dngulos de es-
tos poligonos son respectivamen-
te iguaies por tener sus lados
respeatwament\. /_Earaleloe de
mode que ‘X_c;,

Los lados homélogos de estos poligonos son proporcionales, porquc
siendo ae paralela a AE, el tridngulo 2¢O serd semejante a AEO; lo
mismo ocurre con los demds, y si suponemos, que la linea O, por

Fig. 244

3
cjemplo, sea los — de EO, el lado ae serd también los — de AE,
5 5
3 3
el lado ed los — de ED, y el ¢d los — de CD.
5 5
3
Luego cada lado del poligono R serd igual a los — de su ho-
5

mologo en el poligono R, y los dos poligonos son semejantes.
Nota 1. Si se quiere construir un poligono cuyas dimensio-
nes sean la mitad de las del poligono propuesto, se tomard el punto «

en medio de AO (fig. 244).
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Nora II. Se puede tomar el punto O dentro del poligono,
o en un vértice (fig. 245), B c
siendo idéntico el resultado.

El punto O se llama ceniro P

de semejanza.

O

B2z} Disponiundo dos poligonos semejantes de modo que sus
lados sean respectivamente paralelos, las rectas que, unen los vértices
homulogos concurren en el centro
“de semejanza (fig. 246).

ig. 246
D Fig.

Problema. Por un punto M (fig. 247) tricese una recta que
pase por el vértice del dngulo gque

- —-——-—-.._____“_____a formarian dos rectas AB y CD que

no pueden prolongarse.

. i ¥ Ml s Por el punto M tricense las
Y PRGN rectas MS, MT y luego ST.

P U =T “'\,\ Por un punto s tricense sz pa-

e 5 ralela a ST, sm paralela a SM, y

7 por dltimo #m paralela a TM. La

s el Fig. 247 recta Mm prolongada pasard por

el vértice de las rectas AB y CD,

porque dicho vértice es el centro de semejanza de los tridngulos
MST y mst (IN® 322).

Problema. Hallar una cuaria proporcional a tres rectas da-

das a, b, C.
: ler. Procedimiento, Témese en
_ . los lados de un dngulo cualquiera
f 3 OA —aSQB—"% OC —¢: trice-
o

e R e e St A—=——>Ce AB, y luego CX parale;a a AB.
3 e = La recta OX serd la cuarta propor-
cional pedida, porque tenemos
(N2 264):
OA (0]

e 1T Y

i

a
o sea —_—=—
b
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22 Procedimiento. Por un punto M, tricesc una recia AB
igual a ¢ mds &, y en cualquier direccién, MC

A
igual a ¢. Por los puntos A, B, C, higase pasar
D una circunferencia que determinard en la pro-
longacién de CM,
MD = «,
C

que es la cuarta -proporcional pedida.

3er. Procedimiento. También puede
resolverse el problema por medio de la pro-
piedad de las secantes que parten desds un
mismo punto. En uno de los lados de un 4ngulo cualquiera se se-
fialan los segmentos PA —a, PB=25; en el otro lado, PC =¢;

la circunferencia que pase por los tres
e puntos A, B, C, determinard la cuarta
D e T proporcional (N¢ 311).

i Problema. Hallar wuna ter-
cerg proporcional a dos rectas dadas
ayb.

Para resolver este problema, hay
que buscar la cuarta proporcional a
las rectas @, &, b, de modo que resul-
te la proporcién:

Fig. 249 B

a b
b x.
La figura 251 da en efecto:
OA OB
OB  OX

También puede disponerse la construccién de modo que 2 y x
sean los dos segmentos de la hipotenusa, y & la altura de un tridngulo

rectingulo (fig. 252), para lo cual basta construir un 4ngulo recto
ADC, y tomar CD—=4, y DA =25,

Poseceirren
e
Qr iB_ A

e 2

Fig. 251 :
Fig. 252
Luego se traza AC y se construye un dngulo recto CAB. El seg-

mento BD serd la tercera proporcional pedida (N2 293, 29).

Problema. Hallar la media proporcional a dos rectas da-
das a y b. ;
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ler. Procedimiento. Témese sobre una recta AB, OA =g, ¥y
OB = 4; sobre AB describase una semicircunferencia, y tricese la
perpendicular OX que serd la linea pedida.

X =

Fig. 253

OX OB
a X
o sea —
X b
29 Procedimiento. Témese OA —=a, OB =145 (fig. 254), so-

bre OB describase una semicircunfe-
s : 3
rencia; levantese la perpendicular AE; la

f cuerda OE serd la linea pedida.
i En efecto, tenemos (N2 308):
! OA OE
' —
. SR
! ;‘ < OE OB
Fig. 254 Z X
o0 sea —_=—
x b

3er. Procedimiento. Tdmese OA': a, OB=15, sobre A'B
describase una circunferencia (fig. 255), y trdcese la tangente OD,
que seri la recta pedida.

En efecto, tenemos (N¢ 313):

0A’ OD
c B -
N oD 0B
. a x
Fig. 255 o sea .
x b

B29) Dividir una recta dada AB en media y extrema razénl.
En el extremo B levintese una perpendicular BC igual a la mi-

1 TDizese que una recta estd dividida en media Y extremag ra
esta dividida en dos partes tales gue la mayor es media proporeio
menor-y la linea entera. :

on, cuando
al entre ia
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tad de AB; haciendo centro en C vy

con BC por radio describase una cir-

E cunferencia, y tricese la secante AE;

el segmento exterior AG, senalado so-

G bre AB, dividird a esta recta en me-

dia y extrema razdn, en el punto D.

En efecto, AB es tangente, y AE

secante de la circunferencia; luego ten-

dremos (N¢ 313):

AE S AE

—_— i

AB AG
restando los denominadores de los numeradores

AE—AB AB— AG

AB AG
y como por construccién AB = EG, resulta:
AE —AB=AG o AD
AB—AG =BD

Luego la proporcién anterior se convierte en. la siguiente
AD- BB ABE AT

A D B
Fig. 256

Q - ==

AB AD AD BD
EJERCECTIOS
Lineas proporcionales.

72. Hallar una cuarta proporcional a tres lineas dadas o sea re-

solver grificamente la ecuacién N Sea=IN P

cuando M =1 centimetro
N = 3 centimetros
= vm_]

s

Hallar una cuarta proporcional a tres lineas de 38, 49 y 15 mili-

metros, de modo que se tenga la proporcion 38 : 15 :: x.49.

74, Dividir una recta de 38 en cinco partes iguales: 19 por
medio de un dngulo; 29 por medio de un tridngulo equildtero.

75 Dividir una recta de 4™ 7, en partes proporcionales a 1, 2, 3, 4.
2-_ A4

76 Dividir una recta de 3“9 en partes proporcionales a — y —,
3 5

77 Tomando el milimetro por unidad, hallar; por medio de un
dngulo una cuarta proporcional a los ntimeros: 13, 65 y 27.

/8 Una recta paralela a uno de los lados de un tridngulo deter-
mina en un lado dos segmentos de 28 y 17 -metros. ;Cuiles son los
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segmentos determinados en el otro lado, cuya longitud total es de
60 metros?

79. Dos lados de un tridngulo tienen respectivamente 108 y 126
metros, desde el vértice comin se toma una longitud de 80 metros so-
bre el primero. (Qué longitud serd preciso tomar en el segundo para
que la recta trazada por los dos puntos asi obtenidos sea paralela al
tercer lado?

80. Los tres lados de un trifngulo tienen respectivamente 18, 30 y

36 metros; calcular los segmentos determinados en dichos lados por
las tres bisectrices.

Poligonos semejantes.

81 ;Cudl es la relacién que existe entre los perimetros de dos
tridngulos equildteros que tienen de lado respectivamente 10 y 18 mts.?

82, Un tridngulo tiene por lados 12, 25 y 32 metros: jcudles son
los lados de un tridngulo semejante de perimetro tres veces mayor?

83. Un tridngulo tiene por lados 20, 26 y 30 metros: ¢cudles son
los lades de otro tridngulo semejante de 114 metros de perimetro?

84. El perimetro de un tridngulo es igual a 53 milimetros y sus
lados son entre si como los nitmeros 7, 8 y 11. iCudles son estos lados?

85. Construir un tridngulo equildtero de 40 milimetros de lado,
y otro cuyo perimetro sea la mitad del anterior.

86. Construir un tridngulo semejante a otro dado, cuyos 4ngulos
de la base son respectivamente de 54% y 71°30’, si la base del tridngulo
dado mide 2 centimetros y la base del tridngulo pedido, 3 centimetros.

87. Construir un trapecio rectingulo que tenga por bases 40 y 25
milimetros, y 12 milimetros de altura, y luego otro semejante, cuyo
perimetro sea de 1 decimetro.

88. Construfr un rombo que tenga por diagonales 10 y 25 mili-

6

metros y otro semejante, cuyo perimetro sea los — del anterior.

5
Relaciones métricas entre las lineas de los triingulos.

89 :Cudl es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos ca-
tetos tienen 15 y 10 metros de longitud?
90. :Cudl es la hipotenusa de un tridngulo rectingulo cuyos ca-
tetos tienen 12 y 18 metros de longitud?
91. :Cuidl es la longitud de uno de los catetos de tres triangulos
rectdngulos, siendo el valor de los otros dos lados:
1° hipotenusa 26™, €l otro cateto 10™;
2¢ hipotenusa 4" 9, el otro cateto 2™ 4;
3¢ hipotenusa 1160, el otro cateto 7™ 5.
92. iCudles son las alturas de los tridngulos equildteros que tie-
nen por lados: 12 12™; 29 26™; 3 4u6; 42 0™ 502
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93. :Cuiles son las alturas de los tridngulos isdsceles en los que

la base y el lado tienen por valores:
JREShrsa 2 Slad o2 602
29 base 2% 4, lado 4™ 27
BEhare 3009 Tado 32
42 hase 0™ 6, lado 1™ 27

94. :Cuiles son las diagonales de los cuadrados cuyos lados tienen
de-longitud 1209 99- 0. 30 4gMys L 4UETRING 5. 59 2170 352

95  :Cudles son los lados de los cuadrados que tienen por diago-
nalessE 9860200 990 30 jm. 49 26N [5; 5940052

96. :Cuales son las diagonales de los rectingulos que tienen por
dimensiones:

19 base 29", altura 117?
29 base 46™, altura 25™?
3?2 base 6™4, altura 2™ 5?

97. ¢Cudles son los lados de los rombos cuyas diagonales miden:
19 6y 10™; 20 12 y 15m; 30 3050 y 5u 402

98..La hipotenusa de un tridngulo rectingulo ticne 20™; icudl
es la longitud de los dos catetos, si son entre si como 2 es a 37

99. En un tridngulo rectingulo, un cateto es el doble del otro;
dcudl es la relacién de sus cuadradoes, y la de cada uno de éstos con el
cuadrado de la hipotenusa?

100. Los catetos de un tridngulo rectdngulo son entre si como 3 es
a 4; ¢cudl es la relacién de sus cuadrados con el de la hipotenusa?

101. Los cuadrados de los lades de un tridngulo rectingulo son
entre si como 1, 2, 3; si la hipotenusa tiene 30™ de largo; icudl serd
la longitud de los catetos?

102. En un tridngulo rectingulo, un cateto es 1 vez y !4 mayor
que el otro; si la hipotenusa tiene 26™ de longitud, Jcudnto valdrin
los cuadrados de los catetos?

103. En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado construido sobre un
cateto vale 500 metros cuadrados mas que el cuadrado construido so-
bre el otro; cudl serd la magnitud de cada uno si la hipotenusa tiene
36™ de longitud?

104. ;Por qué el tridngulo cuyos lados son entre sf como los nd-

meros 3, 4 y 5 es siempre rectdngulo?

105. Se quiere construir un tridngulo rectdngulo en el que un ca-
teto sea igual a la mitad de la hipotenusa; jcudl serd la longitud de
los catetos si el cuadrado de la hipotenusa es de 256 metros?

106. Dos viajeros que salen desde el mismo punto caminan el
uno hacia el sur y el otro hacia el ceste. 1° ;Qué distancia los separa
cuando cada uno ha recorride 80 kilémetros?; 29 jA qué distancia
estaran del punto de partida cuando estén a 100 kilémetros el uno
del otro, habiendo andado igual recorrido?; 3?2 ;Cudntos kilometros
habfa caminado cada uno cuando la distancia que los separaba era de
60 kilometros, siendo su velocidad como 3 es a 47; 49 ;Cudntos kilé-
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“metros hubiera recorrido cada uno si estuvieran a 80 kilémetros de

distancia, y uno hubiera caminado 16 kilémetros mis que el otro?

107. La diagonal de un rectingulo tiene 30 metros, y la altura es a
la longitud como 4 es a 5; ¢Cudl es el valor de estas dos dimensiones?

108, En un tridngulo rectingulo isésceles, la altura que parte des-
de ¢l dngulo recto divide al lado opuesto en dos segmentos de 6 me-
tros cada uno. Calcular la altura y los lados.

109, ¢Cudl serd la longitud de una cuerda que ha de tenderse
desde la extremidad de una columna de 20 metros de alto hasta un
punto del suelo que estd situado a 25 metros del pie de Ia columna?

110. El lado de un tridngulo equilitero es /; por un punto situado
a los % de uno de sus lados a partir de la base, se baja una per-
pendicular sobre los otros dos lados. Hallar la longitud de estas dos
perpendiculares y el valor de los segmentos que determinan sobre los
mismos. Aplicacién, para /= 0™ 80.

I11. ;Cudles son los apotemas de los exdgonos regulares que tie-
nen por ladoes: 19 1™ 50; 29 10™; 3¢ 15™; 4¢ 25m; 59 3Qm 50?7

112, El pie de una escalera apoyada en una pared estd a 4™ de

distancia de ésta: jqué longitud tendri esa escalera si llega a una
altura de 6™?

113 ¢A qué distancia de una pared ha de estar ¢l pie de una es-

calera de 10™, para que llegue ésta a una
% altura de 6™?

I14. Una escalera de 725 estd colaca-
da de manera que su pie estd a 3® 40 de una

il b il it

pared; ja qué altura llega esa escalera?

Fig. 3+ 115. ¢Cudl es la altura de un tridngulo
issceles (fig. 3*) cuya base AB mide 12
metros, y €] dngulo A es de 30°°7

116. ;Cui] es la altura de un trapecio rectdngulo (fig. 4*) cuyas
bases tienen 24 y 14 metros y cuyo dngulo A
D aam g csude 45°7

117. Cuidl es el apotema de un exigono re-
gular de 120 metros de perimetro?

A > [18. El apotema de un exdgono regular es
T % 2% 8: jcudl es su perimetro?
Fig. 4* 119. Dos lados de un tridngulo miden 3 y

4 centimetros respectivamente; el segmento de-
terminado por la bisectriz que cae sobre e tercer lado mide 2 centi-
metros, y es adyacente al lado de 3 centimetros; constrityase el tridngulo.

121, Construir un tridngulo ABC, cencciendo dos lades AB y BC
que tienen respectivamente 5 y 7 centimetros y siendo 2 centimetros
la distancia de B a O, pie de la bisectriz del dngulo A.
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121. Los lados de un tridngulo rectingulo forman una progre-
sién aritmética cuya razén es 7. Calcular estos lados.

122, ¢Cudl es la altura de] tridngulo obtenido prolongando los
dos lados no paralelos de un trapecio cuyas bases son de 27" y 38" 50,
y la altura de 15 metros?

123. En un tridngulo rectingulo isésceles ABO (fig. 5%), se ins-
cribe la linea quebrada ABCDE.-
PGHI. . cuyos elementos son
respectivantente paralelos al lado
AB y a la altura BC; calcular
en funcion de AO =« la lon-
gitud:

12 De cada elemento;

29 De toda la linea qusbra-
da ABCDEPGH . O.

124. La hipotenusa ‘de un

tridngulo rectingulo tiene 30™

. y uno de los segmentos determi-

nados por la altura sobre la hipotenusa, 20™. Calcular dicha altura
y los catetos.

Relaciones métricas entre las lineas del circulo.

125. Un arco de cfrculo tiene 350 de abertura; la cuerda que
| une su extremo con su punto medio tiene 2 metros. Hallar:
12 La longitud de la sagita;
2?2 La del radio.

1 126. :A qué distancia del centro se halla una cuerda de 2™ 72, en
un circulo de 3™ 65 de radio?

J 127. En un circulo de 4™ 20 de radio (fig. 6*), la cuerda AB =
3m12, Ja cuerda CD = 6™ 80. Calcular la distancia EF de estas dos
cuerdas, sabiendo que son paralelas.

128 En un circulo de 2™ 40 de radio, calcu-

T e lar las distancias del centro a las cuerdas que tie-
E \ en | 1 itud 1T s: 19 0w p0: 29 Iw
el FE -\t nen las longitudes siguientes: 60 20.
- 129 En un circulo de 2™ 25 de radio, se traza
una cuerda de 3™ Calcular la cuerda que subtien-
Fig. 6 de un arco igual a la mitad del anterior.

130, Una tangente y una secante parten desde
un mismo punto; la tangente tiene 18", y ¢l segmento interior de
la secante 23 ;Cudl es su segmento exterior?

131, En un circule de 1" 50 de radio, una secante que pasa por el
E centro tiene 3™ 50 de longitud. Calcular la tangente que parte desde
3 el mismo punto.
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132. El didmetro de un circulo tiene 32™ 50; si se prolonga 4™ 50,
¢Cudl serd la longitud de la tangente trazada desde este extremo?

133. El didgmetro de un circulo tiene 25™ 40; ¢Cudntos metros hay
que prolongarlo para que la tangente trazada desde el punto obtenido
tenga 12 metros?

134. Dos secantes parten desde un mismo punto; los segmentos in-
terior y exterior de la primera tienen respectivamente 13 y 23 metros,
y el segmento exterior de la segunda, 17. Calcular el segmento interior
de ésta.

135. Dos cuerdas se cortan; los dos segmentos de la una tienen

respectivamente 15 y 10 metros de longitud. Calcular los dos segmen-
tos de la otra, siendo su longitud de 28 metros.

136. En un circulo de 17™ de radio, dos cuerdas se cortan de ma-
nera que el producto de los segmentos de cada una es 145. Caleular a
qué distancia del centro se halla el punto de interseccién.

137. Se tienen dos circunferencias, una de 7 metros de radio, y
otra de 11™ 50; un arco tomado sobre la pri-
mera tiene una longitud de 9™ 50. Determi-
nar la longitud de un arco semejante toma-
do sobre la segunda.

138. Dadas dos cuerdas paralelas cuyas
longitudes respectivas son 24 y 32 centime-
tros, y su distancia 4 centimetros, hallar el
radio del circulo a que pertenecen, y la dis-
% tancia a que estdn del centro.

139. Se trazan en un circulo (fig. 7*)
dos didmetros perpendiculares AB y CD, y la cuerda BD; se une
luego el punto A con el punto medio de BD. Héllese ¢l valor de AE
en funcidén del radio.

140. Se-da un sector de 60° en un circulo O (fig. 8*). En los ex-
tremos A y B de los dos radios se levantan perpendiculares que deter-
minan por su interseccién en O’ el centro de un circulo que se des-
cribe con AO’ por radio. Se determina asimismo el circulo O” tan-
gente en A’ y B’ con el sector A’O’B” de 60°,
y asi sucesivamente, Pregiintase el valor de
los radios AO’, A’O”, A”0™, en funcién
del radic AO =r. :

141, Calcular los dos segmentos de una
linea de 1 metro, dividida en media y ex-
trema razén,

Demostrar las siguientes proposiciones.

142. Las rectas que unen de dos en dos los
pies de las alturas de un tridngulo determi-
nan tres tridngulos semejantes al propuesto.

Fi.
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143, La recta trazada por los puntos medios de las bases de un
- trapecio pasa por el punto en que concurren los lados no paralelos.

144, Cuando dos circulos -son tangentes exteriormente, la distan-
cia de los puntos de contacto de una tangente exterior comin a ambos
circulos es media proporcional entre los didmetros de los mismos.

145. La suma de los cuadrados de dos lados cualesquiera de un
tridngulo es igual a dos veces el cuadrado de la mediana del tercer
lado, més dos veces el cuadrado de la mitad del mismo.

146. En un paralelogramo la suma de los cuadrados de los lados
es igual a la suma de los cuadrados de las diagonales.

| !Im\\\' :
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CAPITULO 1
DETERMINACION DE LAS AREAS

DEFINICIONES

(330 Lldmase dreg a la extensidn de una superficie,

En el lenguaje usual, se confunden a menudo los términos drea
y superficie. Sin embargo, éste se réfisre a la forma y extension de
una figura, v aquel exclusivamente a su extension.

Unidad de drea es el drea del cuadrado que tiene por
lado la unidad de longitud. Se suele tomar por unidad de drea el metro
cuadrado, o uno de sus multiplos o submiltiplos, seglin la extensién
de la figura que se considere.

En las figuras rectilineas, las dimensiones son dos: &ase
y altura. e

En el paralelogramo, la base es uno cualquiera de sus lados, en
cuyo caso la altura es la distancia de este lado al lado opuesto.

En el rectingulo, las dimensiones son dos lados adyacentes.

En el trapecio, lldmase bases a los dos lados paralelos, y altura
a la distancia de los mismos.

En el #ruingulo, la base es uno cualquiera de sus lados, y altura,
la distancia de esa base al vértice del dngulo opuesto

Teorema

Area del rectingulo. El drea de un rectingulo es igual al
producto de su base por su altura

Sea el rectingulo ABCD.

Supongamos que sean conmensurables las dos dimensiones, y que
la medida comun, que llamaremos unidad de longitud, esté contenida
7 veces en la base, y 4 en la altura.

Dividamos la altura AD en 4 partes iguales, y por los puntos

de divisién tracemos paralelas a la base DC,
8 e rectingulo resultard dividido en 4 rec-

I l l l l tdngulos parciales de 7 unidades de largo

por una d= alto.

. Por medio de paralelas a la altura AD,
cada rectdngulo parcia] pusde subdividirse

en 7 cuadrados iguales a la unidad de drea

7 ¢ (n% 331). Luego, el rectingulo ABCD con-
Fig. 257 tiene 4 veces 7 unidades de drea, y por lo
tanto, su 4rea se representard por el pro-

ducto (73<4).
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Por pequefia que sea la medida comitin, la demostracién es exac-
ta y siempre puede expresarse el drea de un rectingulo por el pro-
ducto de su base por su altura.

[334] Escolios. I Dos rectingulos son proporcionales a los pro-
ductos respectivos de sus bases por sus alturas.

Pues, siendo el drea de un rectdngulo R, igual a bz y el 4rea de
aotro rectangulo R’ igual a &’a’, tendremos:

R ba
= e M
R b

Il Dos rectingulos de igual bace son proporcionales a sus al-

turas.

Porque si en la identidad (1) hacemos 5 = #’, resultar4:

ba
R b
R a '
o sea: —_—— (2D
RE af
L. Dos rectingulos de igual altura son proporcionales a sus ba-
ses, £
Porque si en la identidad (1) hacemos @¢—4a’, resultari:
ba
R | ¥a :
R &
0 sea: — - (3)
R 7

335.| Corolario. Area del cuadrado. El drea de un cuadrado es
igual al producto de su lado por si mismo, o sea a la segunda poten-
cia de su lado; pues el cuadrado es un rectangulo cuyas dimensiones
son iguales.

== — B

Expresando la segunda potencia de un nfimero e] 4rea de un
cuadrado, el uso ha hecho sinénimas las voces cuadrado y segunda po-
tencig que expresan el preducto de una cantidad por si misma.

Teorema.

Arca del paralelogramo. E/ drea de un paralelogramo  es
igual al producto de su base por su altura.

Sea el paralelogramo ABCD. Demostremos que es equivalente al
rectingulo ABEF que ticne la misma base 4, e igual altura a.
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Los tridngulos rectingulos ADF y
BCE son iguales por tener igual la hi-
potenusa (AD=BC), e igual un cate-
to (AF=BE).

Luego, el paralelogramoe ABCD, o
sea la figura total menos el tridngulo
( ADF, es equivalente al rectingulo ABEF,
Fig. 258 o sea la figura total menos el tridngulo

BCE. ;

Siendo el paralelogramo equivalente al rectingulo de igual base

y altura, su drea serd igual al producto de sus dos dimensiones:
N —lhag,

Corolario. Si se considera el rombo como paralelogramo, su

drea es igual al producto de su base por su altura, :

¥ C

Teorema.

[338.] Area del trisngulo. El drea de un tridngulo es igual a la
mitad del producto de su base por su altura.
Sea el tridngulo ABC.
Tracemos BE y CE, paralelas a los lados AC y AB, y resultard
un paralelogramo ABEC, cuya base y altura serdn las mismas que
las del tridngulo dado.

& £ Los tridngulos ABC y BCE son
iguales por tener sus tres lados igua-
les: BC es lado comiin; BE = AC

Ml como lados opuestos de un paralelo-

LT gramo, y CE=AB por la misma

‘ L i razoén. :
| s e et R Luego el tridngulo ABC es la
{ Fig. 259 g mitad del paralelogramo ABEC. Sien-

b ¢ do el drea de éste, igual al producto
de su base &, por su altura, a, el 4rea

@I Corolarios. I. Dos tridngulos
de igual base y altura son equivalentes.
Sean los tridngulos ABC y ABC’
(fig. 260), de igual base b y altura

a; el drea de dichos tridngulos es igual

‘al mismo producto .‘1)_ ba.

Fig. 260

Luego, el vértice de un tridngulo puede moverse sobre wna recta
paralela a la base sin que cambie su drea, pues todos los tridngulos asi
formados tienen la misma base e igual altura que el tridngulo dado.
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I. Dos tridngulos cuales-
B quiera son proporcionales a los produc-
tos de sus bases por sus alturas.
III Area del rombo. El drea
de un rombo es igual al semiproduc-
to de sus diagonales.

Podemos considerar e| rombo
ABCD como compuesto de los dos
e EriénguIOf ACB y ACD. Entonces su

drea serd:
BH DH
A—ACX — 4+ AC X —
2 2
BH-+-DH AC X BD
2 2

IV. El drea de un poligono circunscrito a un circulo es igual

al semiproducto del perimetro por el radio del circulo.

Porque el poligono puede descomponerse en tridngulos que ten-
gan por altura el radio R del cfrculo, y por bases los lados del poligono:
1

area AOB ——R.AB
5

1

» BOC =——R-BE
2
1

» COD =——R.€D
2
1

> ' DOA =——R.DA.
7

drea total —— R.(AB 4 BC + CD - DA).

2

Representando e] perimetro por 2p, tendremos :
1

Area total=—R .2p, 0 sea A=—p.R,
2

producto del semiperimetro por el radio del circulo inscrito.

Escolio. De lo demostrado, se deduce que el drea de un
tridngulo es igual al producto de su semiperimetro por el radio del
cireulo inscrito en él. :
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Nora. Conocidos los tres lados de un tridngulo, se puede hallar
el drea de] mismo por medio de la férmula :

Area=\/p(p—a) (p—5) (p—c), en la cual p representa el
semiperimetro, y @, &, ¢ los lados del tridngulo. (Véase N 389).

Teorema.

Area del trapecio. EI drea de un trapecio es igual al pro-
ducto de su altura por la semisuma de sus bases.

D b C La diagonal AC divide el trape-
cio ABCD en dos trifngulos cuya al-
tura comun es la del trapecio, y cuyas
bases respectivas son las del mismo :

AB=—B y CD=—#
Fig. 263 . Luego el drea del ’trapedn serd
igual a la suma de las 4reas de am-
bos tridngulos, o sea:

;)

1 1 1
A=——Ba+—ba——(B-+5%)a
2 2 2
(B +8)
A—g—————
2

Corolario. El drea del trapecio es igual al producto de su

: altura por la base medial.
o \ Sea el trapecio ABCD,
i T ” v E, F, los puntos medios de
L G\ los lados no paralelos.
B El 4rea del trapecio es:

Fig, 264 B-b&
e (n? 344)
2
Pero ya tenemos (n® 116) :
B+5&
2
Luego A—a  EBES
1 Tlémase base media a la recta que une los puntos medios de los lados

no paralelos,
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[346] Area de un cuadriltero cualquiera. El drea de un cuadri-
= latero cualquiera es igual al producto de
unag diagonal por la semisuma de las
perpendiculares bajadas a esta diagonal
¢ desde los otros dos vértices.
Asi, el drea del cuadrilitero ABCD
serd :
BE + FD
Fig. 265 St _2_
Area de un poligono cualquiera. Para hallar el drea de un
poligono cualquiera, se pueden emplear varios procedimientos.
1¢" Procedimiento (fig. 266). Se descompone el poligono en tridn-
gulos, se calcula separadamente el drea de cada uno de ellos, y por
#ltimo se suman las dreas parciales.
' 1
Area del tridngulo ABE — — (10 X 18) = 90
2

1
» » BCE =— (20 x 13) =130
2
1
2

Area del poligono = 330 m2.

m—————gm

B
Fig. 267

2° Procedimiento (fig. 267). Se descompone el poligono en tridngu-
los y trapecios rectdngulos.

Para ello se traza una diagonal AD, y desde los demds vértices
se bajan perpendiculares a la misma.

Se buscan separadamente las 4reas de los tridngulos y trapecios,

¥ luego se suman estas dreas parciales.
1
Area del tridngulo AFH —— (6 X} '10) = 30
2

1
» » ABI —— (10 x 14) — 70
2
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1
Area del tridngulo ELD —— (19 X 12) =114
%
1 -
» » DNC=—(9 X 4)=18
7 oo

Area total de los tridngulos =232 232m?

10 -} 12
Area de] trapecio ELHF —=11\ —— [—121
2
14 49 :
» » INCB =122 — 953
2 -

Area total de los trapecios =374 374m?2

Area del poligono = 606m?
Nora. Esta divisién llamada trapecial se emplea con mucha frecuen-
cla en agrimensura.

Teorema.

345.] Area de un poligono regular. El drea de un poligono regular
es igual al semiproducto de su perimetro por
su apotema.

Sea por ejemplo ABCDE un pentigono
. regular.

Las rectas OA, OB, OC,. .. que unen
el centro con los vértices, descomponen el pen-
tigono en 5 tridngulos iguales que tienen por
base el lado /, y por altura el apotema a.

la
Siendo el drea de cada tridngulo —. el
2

Fig. 268

drea total serd: la 5l.a
A—5.——
e

Pero 51/ representa ¢l perimetro de] poligono;
luego, el drea. .

(349] Corolario. El drea de un sec-
tor poligonal regular es igual al semi-
producto de la linea poligonal por el
apotema.

; Area del sector:
Fig. 269 3BC
OABCD—=———. ¢«
2
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Teorema,

BEnl £ 7 2 ’ . .
550.1 Area del circulo. El drea del circulo es igual al semiproducto
de la circunferencia por el radio.

Ya sabemos que la circunferencia es el
2~7 N limite del perimetro de un poligono regu-
lar inscrito en que el ndmero de lados va
duplicindose indefinidamente, y el radio es
el limite del apotema; luego, llamando C a
la circunferencia, y R a| radio, el drea del
circulo serd :

CXR
A (1)
2
Corolarios. L. El drea de un circu-
lo es igual al producto del nimero = por el cuadrado del radio.

0: a la cuarta parte del producto del nimero = por el cuadrado
del didmetro.

Fig. 270

En efecto: 19 si en la férmula (1) sustitufimos la circunferencia
(C) por su valor 2rR (n? 287), resultars :

R
AR Sty (2)
2
D
29 Si en la férmula (2) sustituimos R por —, resultar :
D \2 «B?
A—=x|— ] —— (3)
7 4
: 1
(352.) 1. Ei drea de un circalo es igual al producto de — por el
£ ™
cuadrado de la semicircunferencia.
(&
En la férmula (3) podemos sustituir ID por — (n?288), y ten-
m™
dremos :
sjen . ¢
A:—_ —
4 \x 4 = 4

1. 7€ A2
0 sea : A:—(—). : (4)
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Teorema.

3531 Area del sector circular. Ef drea de un sector circular es igual
a la mitad del producto de su arco por el radio

Porque el sector circular es el limite del
sector poligonal regular en que el nimero de
lados va aumentando indefinidamente. Enton-
ces la linea poligonal se confunde con el arco,
y el apotema con el radio.

Luego, el drea del sector circular serd igual

B
- B (n® 349) al semiproducto de su arco por el
i radio.

Escolio. Siendo el 4rea de un sector circular preporcional a
su arco, también lo serd su dngulo en el centro.

7R?
Luego, el 4rea del sector de un grado serda ——, vy el drea de
360
un sector de n grados :
n
A—=R® X =
i 360

Corolarios. — I. Area del segmento circular. El drea del
segmento circular ABC, (fig. 272) es igual al drea del sector AOBC,
menos el drea del tridngulo AOB.

C
Fig. 272 Fig. 273

356.] — II. Area de la corona circular. La corona circular es la
diferencia de dos circulos concéntricos.
Liego el 4rea de la corona C (fig. 273) serd:
= wR* — s
A— 1r( R=— 1'2)
Luego, el drea de una corona circular es igual al producto de w por
la diferencia entre los cuadrados de los radios de los circulos que de-
terminan dicha corona.
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CAPITULO II
RELACIONES: METRICAS ENTRE LAS AREAS

Teorema de Pitigoras 7.

En todo tridngulo rectingulo el cuadrado construido sobre
la hipotenusa es equivalente a la suma de los cuadrados construidos
sobre los catetos.

Sea el tridngulo rectingulo ABC, y M, P, Q los cuadrados cons-
truidos sobre los tres lados.

- N\
N\ )';:'
X /\ 2
A X NN D
X NN NN
Q K \. * \ & S
\ 4 ! N /
B A
3 b1
Fig. 274 Fig. 275

Desde el vértice A, bajemos la perpendicular ADF a la hipotenu-
sa CB, tracemos AE y BH, y consideremos los tridngulos ACE vy
BCH.

Los dngulos ACE y BCH son iguales por componerse cada uno
de un 4dngulo recto y de la parte comin #n; ademds los lados AC y CH
son iguales como lados de un mismo cuadrado; por Ja misma razén lo
son también los lados CE y CB; luego estos tridngulos son iguales
(n° 60).

Ahora bien, el tridngulo ACE es equivalente a la mitad del rec-
taingulo CEFD, o R, porque ambos tienen la misma base CE y la
misma altura CD; asimismo el tridngulo BCH es equivalente a la mi-
tad del cuadrade P por tener la misma base CH y la misma afru-
ra CA.

Luego, el rectingulo R y el cuadrado P son equivalentes por te-
ner mitades equivalentes. Del mismo modo se demostraria que el rec-
tdngulo S es equivalente al cuadrado Q.

Luego : R+S=P+Q
o M=P+4 Q.

1 -~ Célebre matemdético griego, siglo VI? a, J: C.
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Pero

luego,

Soy=sf, Ty T Uy lie

iz 216 b

Corolario. El cuadrado construido sobre un cateto es equi-
valente al cuadrado construtdo sobre la hipotenusa, menos el cuadra-
do construido sobre el otro cateto.

Nora. Si se construyesen tres figuras cualesquiera seme-
jantes sobre los tres lados de un tridngulo rectingulo, €l 4rea de la
figura construida sobre la hipotenusa serfa equivalente a la suma de
las dreas de las figuras construidas sobre los catetos.

Teorema.

Las dreas de dos truingulos semejantes son proporcionales a

los cuadrados de sus lados o de sus Ii-
neas homdlogas.

Sean T y T’ dos tridngulos seme-
jantes.

Bajemos las perpendiculares a y a’
que determinan las alturas homdlogas.
Como las dimensiones homdlogas son
proporcionales (n% 269), tendremos :

multiplicando ordenadaments, resultar :

e = 7

e a’ (e
ba =

5’ al c’z
[ ba

— = (n? 340)
% ba
aE @
Tf CI:'!
Teorema.

361) Las dreas de dos poligonos semejantes son proporcionales a
los cuadrados de sus lineas homdlogas.

Sean P y P’ dos poligonos semejantes.

Descompongamos estos poligonos en tridngulos semejantes (n?279),
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Como dichos tridngulos son propercionales a los cuadrados de

sus lados homélogos, tendremos:
a* S m* S5 i U

5 ==l
Por lo tanto —_— .
SESRE i
De esta serie de razones iguales se deduce :
STy B P
GElaE R et ei G Eioa ol

Luego, las dreas.

[362] Corolatio, Las dreas de dos poligonos regulares de igual ni-
mero de lados son proporcionales a los cuadrados de sus lineas ho-
mdlogas; porque dos poligonos regulares de igual nimero de lados
son semejantes (n® 282).

Teorema.

Las dreas de dos circulos son proporcionales a los cuadra-
dos de sus radios o de sus didmetros.

Porque se pueden considerar los circulos como los limites de dos
poligonos regulares cuyo niémero de lados va duplicdndose indefini-
damente.

Por otra parte llamando A y A’ a las dreas de los circulos, ten-
dremos :

A R R

A! xR PR
A Yo 7 ID? D=

: A YeDE D~
: Escolio. Las propiedades que acabamos de estudiar en los
ltimos teoremas quedan incluidas en la siguiente proposici6n :
Las dreas de dos figuras semejantes son proporcionales al cua-
drado de dos lineas homdlogas cualesquiera.
Llamando A y A" a las 4reas de dos figuras semejantes, / y  a
dos lineas homdlogas de estas figuras, tendremos la relacién :

A Iz
A"m 1"_"
/
Pero, siendo la razén de semejanza — =%, tendremos tam-
'["

bién :
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De donde se infiere que la razdn de las dreas de dos figuras seme-
jantes es igual al cuadrado de la razén de semejanza.

Teorema.

Las dreas de dos iridngulos que tienen un dngulo igual o
suplementario son proporcionales a los productos de los lados que
forman dicho dngulo.

Sean ABC y AB'C’ dos tridngulos que tienen el dngulo A igual
(fig. 278), o suplementario (fig. 279).

Fig. 278 Fig. 279

Estos tridngulos son proporcionales a los productos de las bases
AC, AC’, por las alturas BH, B'H’ (n® 340); luego:
ABC AC.BH

AB'C'  AC’.B'H' :
En los tridngulos semejantes ABH y AB'H’ tenemos :

BH AB
B,H’ AB‘J-
5 ABC AB.AC
y sustituyendo, resulta : e , conforme con el

AB'C’ AB’.AC’
enunciado.
Luego, las dreas de dos tridngulos. ..



APLICACIONES

RELACIONES ENTRE LAS AREAS

§ 1. — Aplicaciones del teorema de Pitagoras

Problema. Construir un cuadrado equivalente a la suma de
otros dos M y N.
1° Solucién grdfica (fig. 280). Se traza un 4ngulo recto A, so-
bre cuyos lados se toma la distancia AB igual al lado del cuadrado
[

:B
|
i
I
i
!

M N Fig..280 D A

M, v AD igual al lado del cuadrado N; luego se traza BD, que serd
el lado del cuadrado S, equivalente a M - N.

En efecto, el cuadrado construido sobre la hipotenusa es equiva-
lente a la suma de los cuadrados construidos sobre los catetos (n? 357).

29 Solucién numérica Ssa 14™™ la longitud del lado del cuadra-
do M, y 7um 2, la del cuadrado N : llamemos x al lado del cuadrado
equivalente a la suma, y tendremos :

x2=14% + 727 =196 + 51,84 — 247,84
y extrayendo la rafz cuadrada,
x = 15mm 74,

Nota. De igual modo, se obtendrd una figura semejante y
equivalente a la suma de otras dos.
Por ejemplo, siendo rectdngulo el tridngulo ABD (fig. 281), si
los lados AB y AD son los didmetros de dos semicirculos, BD sera
el didmetro del semicirculo equivalente a la
suma de los otros dos.
A Lo mismo ocurriria si AB; AD y BD
fuesen los lados de tres poligonos regula-
res de igual ntmero ds lados.

- i Problema. Construir un cuadra-
/ do que sea equivalente a la diferencia de

N otros dos M y N (fig. 282).
Fig. 281 10 Selucidn grdfica. Se traza un ingu-

lo recto A; se toma la distancia AB igual
al lado del cuadrado N, desde el punto B, con un radio igual al lado
del cuadrado M, se corta el otro lado del 4dngulo recto, y por tltimo,
sobre AC se construye el cuadrado D, que serd equivalente a M — N.
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En efecto el cuadrado construido sobre un cateto, es equivalen-
te al cuadrado construide sobre la hipotenusa, menos el cuadrado cons-
truido sobre el otro cateto.

/
/
/
/
/
e
M N B A

Fig. 282

2?2 Solucidn numérica. Sean 14" 6 y 7™M 8 los lados de los cua-
drados M y N, y x el lado del cuadrado equivalente a la diferencia,
tendremos : e e Dea

x* = 14,6°—7,8* —1213,16 — 60,84 =— 152,32

Y, extrayendo la rafz cuadrada,

——lamingy

Nota. Si se trata de otra clase de figuras semejantes, véase el
n® 367.

Problema. Construir un cuadrado que sea el duplo de otro
dado DECF (fig. 283).
________ B 19 Solucién grifica. Se toma por lado la dia-
s i gonal DC del cuadrado propuesto, y el cuadrado
“E s E CDAB serd el duplo del cuadrado DECF.
: En efecto:
D c DC?—=DF? + CF?— 2 DF?
29 Solucion numérica. Sea 8™™ 48 la longirud
F del lado del cuadrado dado; debemos tener :
Fig2s3 - =2 X 8482 —7 3 71,91 — 143,82
Y, extrayendo la rafz cuadrada :
£— T ORE
Problema. Construir una figura semejante a otra dada ¥y
doble en superficie.
Se traza un 4ngulo recto O (fig. 284); en OM y ON sc toma
una dimension « de la figura dada; en la figura
doble, la linea MN o 4’ serd la homéloga de a.

" En cfecto, siendo el cuadrado de &’ el doble

 del cuadrado de 4, la figura construida sobre o’

. ¢ serd el doble de la figura semejante construida so-
bre a.

e S Por ejemplo, si 2 es ¢l lado de un tridngulo

Fig. 284 equildtero, a” serd e| lado de otro tridngulo equi-

latero de superficie doble.
Problema. Construir un cuadrado que sea la mitad de otro
dado. :



RELACIONES ENTRE LAS AREAS 129

1° Solucién grifica. Se toma la longitud del lado del cuadrado
como didmetro y se describe una semicircunferencia (fig. 285); lue-
go se levanta una perpen-
dicular en la mitad del di4-
metro, y se trazan las rectas
AC y BC. Cada una de es-
tas lineas sera el lado del cua-
drado pedido.

En efecto, e] tridngulo
rectingulo ABC es isdsceles,
y el cuadrado de AB es igual
a la suma de los cuadrados
de AC y BC, o a dos veces el cuadrado de BC.

2° Solucién numérica. Sea 9™ la longitud del lado del cuadrado
conocido; tendremos :

Fig. 285

9% g1
== =—140,50
2 2
Y extrayendo la raiz cuadrada:
x=—16.36.

Nora. Del mismo modo se construye una figura cualquiera se-
mejante a otra dada y cuya superficie sea la mitad de la misma.

La hipotenusa AB (fig. 285) es un lado de la figura dada, y BC
el lado homélogo de la figura que se desea. :

(72.] Problema. Construir un cuadrado que esté con otro cua-
drado N en una relacién dada, los tres cuartos por ejemplo.

1°" Procedimiento. Sobre AB, lado del cuadrado (fig. 286), se

describe una semicircunferencia; en el punto H,

3
tomado en los — de AB, se levanta la per-
“ 4
Rt V)
',“’ " pendicular HF; la cuerda AF serd el lado de
{ \\ cuadrado pedido. :
A 8

En efecto, trazando FB tenemos un tridngu-
lo AFB rectingulo en F. Ya sabemos que la ra-
N zén del cuadrado construido sobre un cateto y
el cuadrado de la hipotenusa es igual a la ra-
z6én de la proyeccién de este lado sobre la hipo-
c p tenusa y la hipotenusa entera.

Fig. 286 M 3
Luego —=—

N 4
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@' 2?2 Procedimiento. Sobre una recta AB (fig. 287) se sena-
lan 3+4 o 7 partes iguales, se describe una semicircunferencia
sobre AB; y por el punto O, que deja cuatro
divisiones a un lado y tres al otro, se levanta una
perpendicular DOF; luego se trazan las rectas
DAE y DBC; se toma DE igual al Jado del
cuadrado dado, y se traza EC paralela a AB. La
recta DC serd el lado del cuadrado pedido.

En efecto, siendo el tridngulo CDE rectingu-
lo en D, la razén de los cuadrados de los lados
DC y DE es igual a la razén de los segmentos FC y FE, 0 ala ra-
zén de OB y OA, esto es a la de los ntimeros 3 y 4.

Solucién numérica. Sea un cuadrado de 12™ de lado; debemos te-

Fig. 287

2% 3
ner: e
192 4
3 144
de donde i —4: 108.
Y extrayendo la raiz cuadrada :
x=1/T108 =10,39.

§ I — Area. de los poligonos regularcs

en funcion del radio del circulo circunscrito.

Problema. Expresar, en funcién del radio, el drea del
tridngulo equildtero inscrito en un circulo.

Sea el tridngilo equilitero ABC,
inscrito en el circulo O.

Tracemos el didmetro EB y la rec-
ta AE, que serd- el lado de] exdgono, y
por consiguiente igual al radio.

Area del tridngulo ABC :

AC X BD
A =—.- .
2
Ya sabemos que:
& AB 0 AC=R 3 (n® 303)
Fig. 288 b AB
y BD =—-2—\,/3 (n® 304)
R 3R
o sea BD = ¥ AfB=—
2 2
Rv3 3R 3R?
Luego, A=m=—— X — = —'\/3

e —Y
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e
Aplicacién. En un circulo de radio igual a 025 el 4rea del tridn-
gulo equildtero inscrito serd :
3 3
— X 0,52 X \3=— X 025 X 1,732 =(0m2,325 .
4 4

A - Problema. Expresar, en funcién del
K L radio, el drea del cuadrado inscrito en wun
s Y cireulo.
o En el tridngulo AOB, rectingulo en O,
R tenemos :
i ™ AB2—AO0? 4 BO*  (n%357)
v € osea AB2—R2 1 R2
Fig. 289 Luego, A—IR

Problema. Expresar, en funcion del radio, el drea del octd-

gono regular inscrito en un circulo,
_El 4rea del tridngulo AOB es igual a

1 1
—BO X AD—=——R X AD
2 2
En e] tridngulo rectingulo AOC tene-
. mos :
AC?=A0? 4 OC? =2R?
AC =Ry/2
AC R
Y AD —m——m——_
Fig. 290 2 2
Luego, el drea del tridngulo AOB es igual a
B | R R2

—RX —VEI—=— V2.
2 2 4

Y como el octégono regular consta de ocho tridngulos iguales al
tridngulo AOB, su 4rea serd:
8 3 R2+/2
A=——=—7R?\/Z=R2\/8
4

Problema. Expresar, en funcidn del radio, el drea del do-
decdgono regular inscrito,
El 4rea de] trisngulo AOB es igual a:
1
—BO X Al;
2



= -

‘,"

‘ 132 GEOMETRIA. - APLICACIONES, - LIBRO IV

'_ pero BO=R

k AC R

&,

g y Al —m—=—

f 3 3

Luego el tridngulo
R R R
RO e s 8 i -

2 72 4

Y como el dodecdgono regular consta de
12 tridngulos iguales al tridngulo AOB, su

Fig. 291 drea serd: R
Bl 0 e 3RE
4
§ III. — Area de los poligonos regulares, en funcién
de su lado.

Problema. Expresar, en funcién del lado, el drea del tridn-
gulo equilitero. “
El drea del tridngulo ABC es

A

IXa
3 ;
I o Ya sabemos que
2 )
b = \/3- (n‘-‘ 304)-
“;’ . ﬁ:‘ Susntuycndo a por su valor, tendremos :

il ma -~ 5
Fig. 292 | A__y_\/gz_

Nota. El 4rea de un triangulo cqullatcro pu::dc también

calcularse en funcién de la altura.

i
En efecto, de la expresion a=—1/3 (n? 304) se saca:
2

2a 2a
l=——, osa I=—/3
: 3
Sustituyendo este valor en la férmula del 4rea del tridngulo
1 >ca
A=—

a8 . & - B2\8
3 ! 3

, resultard :
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Problema. Expresar, en funcidn del lado, el drea del exdigo-

no regular.

y * El exagono regular se compone de seis
tridngulos equildteros que tienen / por lado, y
B
A D cuya drea es —1\/3 (n® 378).
4
612 2
[ ¥ Luego A=—13=—\3
Fig. 293 4 2

|38i.i Problema. Expresar, en funcion del lado, el drea del octd-

. gono regular.

El tridngulo rectingulo ABC es isdsce-
. les ;
o A luego : Aot — gt
1 2
y =2 =5

2 4

a
c=—\/2

2

BT El octbégono se compone :

12 de un cuadrado central con a por lado, y cuya 4rea es 42 ;
29 de 4 rectingulos cuyas dimensiones son @ y ¢, y su 4rea, 4ac,

a
o sea 4a X —\/2=12a2/Z;
2

3% de 4 tridngulos rectingulos isésceles cuyos catetos son ¢ ; ca-
da uno tiene por drea :

2 1 ayZ \? 1
- AR i ——g?
2 2 ( 2 ) 4
el drea de los cuatro serd a*.

Luego el drea del octégono serd :

A=a> 4+ 2*\2 4+ =122 } 28° 2 = o* (2 4 2\/2)

o sea A=22(1++/2)
TABLA DE LAS AREAS DE ALGUNOS pPoLicoxos
REGULARES DE 1™ DE 1ADo
s ST
Tridngulo equilatero = 0m*433 Octégono reqular = 4728284
Cuadrado .: ;... =, e Decagono regular = 7m=2,6942
Pentdgomo regular.. = 1™*,7205 Dodecdgono “ =4 13™2,1962
Exdgono regular.... = 27,5881

Para hallar, con ayuda de esta tabla, el drea de un poligono re-
gular de nimero determinado de lados, basta multiplicar el nimero
de la tabla por el cuadrado del lado del poligeno dado,
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Para hallar ¢| lado de un poligono regular cuya drea se conoce,
basta dividir ésta por el niimero de la tabla y extraer la rafz cuadra-
da del cociente.

| § IV. — Problemas relativos al 4rea de los tridngulos.
| A (383.] Problema. Expresar el

dreg de un tridngulo, en funcidn
del radio del circulo inscrito.
L : Representando por a, &, ¢ los
lados del tridngulo. por p su semi-
i- suma, por 7 el radio del circulo ins-
crito, tendremos :

A . i ar  br o a-t+btc

' Fig. 295 Am—d—-d =
, ! 2 2 2 2

| o sea A=—ypr.

m Problema. Erpremr en funcién del radio, y de los lados,
el drea de un tridngulo inscrito en un
circulo.

Sea ABC un tridngulo cualquiera, CD
o A su altura, AE o 2R el didmetro del
circulo circunscrito, Tracemos CE.

Los dos tridngulos rectdngulos CDB y
ACE son semejantes por tener iguales los
angulos agudos B y E; luego tenemos :

a h

Fig. 296 R b
de donde ab=2RA.
Multipliquemos ambos miembros por AB o c.

2Rhc=—uabc .
Pero ke es el duplo del drea, o sea 2A, luego:
1 2R. 2A —abe
abc
E de donde L A= .
; : 4R

3850 Problema. Expre-
sar el drea de un tnaﬂgula
en funcion del radio ', v, r'"’
de uno de los circulos ex-ins-
critos.

Sea E el centro del circulo
ex-nscrito en el 4ngulo A.
La figura da para el drea del
Fig, 297 tridngulo ABC :
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A=EAC + EAD—EBC
br’ er’ ar’ btc—a
o sea A= - — — i (1)
2 2 2 2
Si tomamos @ + & + ¢=2p, resultari :
b+ c—a=2p—2a=2(p—a)
Luego, la férmula (1) se convierte en la siguiente :
A= (p—a)r

Asimismo tendriamos :

A=(p—b)r, y A=(p—c)r”

Problema. Buscar las relaciones que existen entre los lados de
un tridngulo, y los segmentos determinados en ellos por los puntos
de contacto de los circulos inscritos y ex-inscritos,

Circulo inscrito. Los puntos de contacto del circulo inscri-
to determinan seis segmentos iguales de dos en dos, por ser tangentes
trazadas desde un mismo punto.

. AG=—AH ;BH—PBI: CI—CG
por lo tanto 2AG 4 2BH A4 2Cl=—=a+ b+ c=12p

luego : AG=p—(CI |+ Bl)=p—a
asimismo, BH=p—(AG+CG)=p—b L
CG=p—(AH+BH)=p—c K"

Fig. 298 A ) G C !

Circulos ex-inscritos. Considerando AF y AK, tangentes al
circulo ex-inscrito, tenemos :

2AK = 2AF = AC -+ AB + CF + BK

pero CF +BK—=—CJ] + B ==«
luego 2AK=2AF=z -} b }c=12p
de donde AK—AF=—p
por lo tanto CF=p—b y BK=p—-o.
@ Nora. — Tenemos: BH=—BI—=CF=C]—=p—4¢
asimismo, CG=CI=B]J]=BK=p—c¢
GF =HK —a.

s Problema. Expre-
_. sar, en funcidn de sus tres la-
dos, el drea de un tridngulo.

Expresemos primero el
area del tridngulo, en funcién
del radio » del circulo inscri-
to, v en funcién del radio #
del circulo ex-inscrito en el
Fio e ingulo A,
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Tenemos : A=pr (n? 383)
A=(p—a)r (n® 385)

Multiplicande ordenadamente, resultars :
Al=p (p—a)rr (1

Expresemos " en funcién de los lados.
Los tridngulos CDG  y CFF, semejantes por tener sus lados
respectivamente perpendiculares, dan :

7 CG
eF &
de donde tr = CR CG
esto es 1’ = (p—8&) (p—e) (Nos. 387 y 386)

Sustituyendo este valor en la férmula (1), tendremos:
A*=p(p—a) (p—20) (p—c)

Luego A =Vp(p—a)(p—28) (p—c) (2)
‘ -\ Problema. Expresar el
3 drea de un tridngulo, cono-

ciendo los radios r, 1, 1",

""" de los circulos inscritos y

ex-inscritos.

Multiplicando  ordenada-
mente las cuatro férmulas de
los ntmeros 383 y 385, ten-
dremos:

At=p(p—a) (p—b)

(p—c)rr’ " "
: . Dividamos ordenadamente
Fig. 300 por la férmula (2) del N°
389:
At p(p—a) (p—8) (p—c) ' ¥ "

A p(p—a) (p—b) (p—c).
0 sea A2 —
Luego B =T

§ V. — Transformacién de figuras,

: Llimase cuadratura de una figura a la transformacién de
dicha figura en un cuadrado equivalente. Toda figura puede transfor-
marse en un rectangulo equivalente, y todo rectingulo en un cuadra-

do equivalente.

|Hli Sea cual fuere la figura dada, el lado del cuadrado equiva-
lente siempre es medio proporcional entre las dos lineas cuyo pro-
ducto representa el drea de la figura; por lo tanto:

Para un paralelogramo, entre la base y la altura;

Para un tridngulo, entre la base y la semialtura;
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Para un trapecio, entre la altura y la semisuma de las bases;
Para un poligono regular, entre el apotema y e] semiperimetro;
Para un circulo, entre el radio y la semicircunferencia 1.

@ Problema 1. Transformar un rectinguwlo R en un cuadrado
equivalente.

El caso se reduce a buscar
un cuadrado cuyo lado sea una
media proporcional entre las dos
dimensiones del rectdngulo da-
. do (N¢ 392).

., L. Sobre una recta se toma
Fig. 301 C'B’==CB, y B'D'=BD; so-
bre C'I) como didmetro se des-

: cribe una semicircunferencia.

La perpendicular B'A, levantada en el punto B’, serd el lado del
cuadrado equivalente al rectdngulo R, porque tenemos:

AB® =C'B’ X B'D (N¢ 306).

394.] Problema II. Transformar un paralelogramo ABCD en un
rectingulo equivalente.

Se prolonga el lado CD y se trazan
las rectas AE y BF perpendiculares a
AB.

El rectingulo ABFE serd equivalen-
te al paralelogramo ABCD (N° 336).
Problema IIl. Transformar un
trapecio:
Fig, 302 1° En un paralelogramo equivalente;
2% En un rectingulo il
3° En un tridngulo
42 En un cuadrado ¢ a2
12 Para transformar el trapecio ABCD (fig. 303) en un parale-
logramo equivalente se prolonga el lado DC, y por el punto E mitad
de BC, se traza la recta HF paralela a DA.

] L | i i)

17}

Fig. 303 Fig. 304

E] paralelogramo serd equivalente al trapecio dado, por ser igua-
les los tridngulos CEF

mposible hallar. con exactitud el lad lel
 entrar como factor del area la

) gue es una cantidad inconme
iel circulo es irresoluble con los auxilio

De modo que la ¢
presta la Geometria.
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29 Para obtener un rectingulo equivalente al trapecio ABCD
(fig. 304), basta prolongar en ambos sentidos la base menor DC, y
trazar por los puntos M y N, mitades de los lados no paralelos, las
rectas EH e IF perpendiculares a las bases.

El rectingulo EFIH serd equivalente al trapecio.

32 Para transformar el trapecio
ABCD (fig. 305) en un tridngulo
equivalente se prolonga la base ma-
yor, de una longitud BE igual a
la base menor DC; luego se traza
la recta DE.

El tridngulo ADE serd equiva-
lente al trapecio por ser iguales los
tridngulos COD y BOE.

4° Para obtener un cuadrado equivalente se transforma primero
el trapecio en un tridngulo o rectdngulo equivalente que a su vez

Fig, 305

- se transforman en un cuadrado también equivalente.

Problema IV. Transformar un tridngulo cualquiera:

19 En un tridngulo isésceles equivalente;

2° En un tridingulo rectingulo ”

3% En un paralelogramo

4° En un rectingulo :

19 Para transformar el tridfngulo ABC (fig. 306) en un tridn-
gulo isésceles equivalente, se levanta en la mitad de AB la perpendi-
cular MD, y por el punto C se traza la recta CD paralela a la ba-

»”

27

- 8¢ AB. [ D c D

M
Fig. 306 A rig. 307

El tridngulo isosceles ADB serd equivalente al tridngulo ACB
por tener la misma base e igual altura.
29 Para obtener un tridngulo rectingulo (fig. 307) se levanta AD
perpendicular a AB, y se traza la recta CD paralela a AB.
El tridngulo rectingulo ADB serd equivalente al tridngulo ACB
por tener la misma base e igual altura. C
C

|
]
. -r
E PR S | —
l 1 i
] [] ]
1 i '
i ! 1
: A D B
A Fig. 308 B Fig. 309

3¢ Para transformar el tridngulo ABC (fig. 308) en un paralelo-
gramo equivalente, se traza BE paralela a AC; luego por el punto M,
mitad de BC, se traza la recta DE paralela a AB.



TRANSFORMACION DE FIGURAS : 139

El paralelogramo ABED serd equivalente al tridngulo ABC por
ser iguales los tridngulos CDM y BEM.

49 Para obtener un rectingulo equivalente al tridngulo ABC (fig.
309) se trazan las rectas AE, BF y CD perpendiculares a AB; luego
por I, punto medio de CD, se traza EF paralela a2 AB.

El rectdingulo ABFE serd equivalente al trlangulo ACB por ser
los tridngulos CIM y CIN respectivamente iguales a los tridngulos
AEM y NFB.

Problema V. Transformar un cuadrilitero cualguiera ABCD
(fig. 310) en wun rectingulo equiva-
lente.

Se traza la diagonal AC y las
perpendiculares DM, BN, HF y EL
Por los puntos medios de las perpen-
diculares DM y BN se trazan EF e
: IH paralelas a AC.

El rectingulo EFHI serd equiva-
lente al cuadrilitero ABCD; en efec-
to, el rectingulo AEFC es equivalen-
te al tridngulo ADC, y el rectingulo
ACHI lo es al tridngulo ABC (n? 396).
Problema VI. Transformar un poligono BACEF (fig. 311)

en un poligono equivalente que tenga un
lado menos.

Se traza la diagonal BC, y por el pun-

" to A una paralela a BC; se prolonga EC
hasta que encuentre a AD.

El poligono BDEF tiene un lado me-
nos que BACEF y es equivalente,

En efecto, ambos poligonos constan de
una parte comin BCEF y de los tridngulos
BAC y BDC, que son equivalentes por te-
ner la misma base BC e igual altura (N¢
399).

'| Problema VIL Transformar un poligono ABCDE (fig. 312)
en un zrmnguio equivalente.

Basta transformar, como en el problema anterior, el poligono
dado en otro que tenga un lado
menos, y asi sucesivamente hasta
obtener el tridngulo deseado.

Se traza la diagonal AD, lue-
go EM paralela a esta diagonal, y
se prolonga AB hasta M. Se tra-
za DB, luego CN paralela a esta
diagonal y se prolonga AB has-
ta N. E] tridngulo MDN serd equi-
valente al poligono ABCDE.

F
Fig. 311




140 GEOMETRIA. - APLICACIONES. - LIBRO IV

En efecto, las dos figuras constan de una parte comin ABD y
de los tridngulos ADE y BCD, respectivamente equivalentes a los
tridngulos ADM y BDN

§ VL. — Division de figuras.

‘Problema 1. Dizidir un tridngulo en partes equivalentes,
por medio de rectas que partan de un mis-
mo vértice.

Sea ABC (fig. 313) el tridngulo que se
ha de dividir.

Dividida la base BC en partes iguales, en
cinco por ejemplo, se unen los puntos de
divisiéon con el vértice A,

Los tridngulos parciales serin equivalen-
tes por tener la misma base e igual altura.

401} Nora. Para dividir el tridngulo
ABC (fig. 314) en dos partes proporcionales a 3 y 5, se divide la
base BC en partes proporcionales a estos
ndimeros y se traza la recta AM. Los trian-
gulos ABM y AMC, por tener la misma
altura, serdn proporcionales a sus bases BM
y MC oseaa3yS5.

m Problema II. Por un punto D del
perimetro de un tridngulo ABC (fig. 315)
Fig. 314 " trazar una recta que lo divida en dos par-

tes equivalentes.

Se prolonga BC se traza DC, y en seguida AE paralela a DC;
luego, se sefiala el punto M en la mitad de BE. La recta DM dic
vidird el tridngulo en dos partes
equivalentes.

Porque trazando DE, el tridn-
gulo BDE serd equivalente al tridn-
gulo ABC, por constar de una
parte comun BCD y de los tridn-

s gulos equivalentes ADDC y DCE.
" Pero la recta DM divide el tridn-

gulo BDE en dos partes equiva-
lentes; luego BDM, mitad de BDE, lo serd también de ABC.

fja.i Nota. Para dividir €l mismo tridngulo en tres partes equi-

Fig. 313

|
|
|
i W

. valentes, se dividird BE en tres partes iguales, y luego se unirdn estos

puntos con ¢l vértice comin D,

Para dividirlo proporcionalmente a los nimeros 2, 3 y 5, divi-
dese BE proporcionalmente a estos ndmeros, y se procede como an-
-eriormente.

Problema. Por un punto del perimetro de un tridingulo
trazar una rectg que lo divida en dos partes proporcionales a 1y 2.
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Sea ABC (fig. 316) el tridngulo
que se quiere dividir en partes pro-
porcionales a 1 y 2, por medio de una
recta que parta desde el punto D.

Se divide la recta BC en tres par-
tes iguales, luego se trazan Am y Dm,
y por ulumo AE paralela a Dm. El
tridngulo BDE serd el tercio del tridn-
gulo ABC.

En efecto, ABm es 14 de ABC

- por ser Bm 14 de BC. Ademds BDE
Fig. 316 " es equivalente a ABsm, porque ambos
constan de una parte comin BDm vy
de los tridngulos equivalentes DAm y DmE.

Caso particular. Se desea trazar desde el punto D (fig. 317)
una recta que divida en dos partes equivalentes el tridngulo ABC.

Procediendo como en e] problema IT (NY 402), puede ocurrir
que la recta DM no encuentre al lado BC sino a su prolongacién,

Fig. 317

en cuyo caso se traza MN paralela a DC, y las figuras ADN y BDNC
serdn equivalentes. ;
En efecto, el tridngulo BDM es equivalente a la figura BDNC

por tener ambas figuras una parte comin BDC, y ser equivalentes
los tridngulos DCM y DNC.

4064 Problema III. Hallar en el interior de un tridngulo un pun-
to tal que, uniéndolo con los tres vértices, la superficie quede divi-
dida en tres partes equivalentes.

Se divide en tres partes iguales el lado
BC (fig. 318), se traza DO paralela a AB,
y OE paralela a AC; e| punto O serd- el
punto pedido.

En efecto, trazando ADD y AE, cada
tridngulo ABD, ADE, AEC representa 14
del tridngulo total. Pero los tridngulos
ABO y ABD son equivalentes por tener la
: misma base e igual altura: luego, AOB
Fig. 318 ; es 14 del tridngulo ABC,
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Ademis los tridngulos AOC y AEC tienen la misma base e igual
altura: luego AOC es 14 del
tridangulo ABC; por lo tanto BOC
es 14 del tridngulo ABC.
Problema IV. Dividir
un cuadrilitero en dos partes
equivalentes, por medio de una
recta que parta de un punto E
Fig319 del perimetro.

Se trazan las rectas EA y ED y sus paralelas BF y CG, luego
EF y EG y por tltimo se une E con H, punto medio de FG.

La recta EH divide en dos partes equivalentes el trifngulo EFG,
equivalente al cuadrilitero ABCD.

El tridngulo EFH, mitad del tridngulo total, es equivalente a
EHAB, por ser EFA equivalente al tridngulo EAB.

" Luego EHAB es la mitad del cuadrilitero dado ABCD.

[408.] Nota. Si no se conoce el punto de origen de la recta que
divide la figura, se procede del modo
siguiente (fig. 320): -

Se traza DE paralela a AB, y asi el
cuadrildtero resulta descompuesto en un
tridngulo DCE y en un trapecio ABED..

Se unen G y F, puntos medios de ED y

AB, y se trazan CG y CF.

El tridngulo y el trapecio quedan di-
by 7 % vididos en dos partes equivalentes.
Fig. 320 Se sefiala en H, y paralelamente a

CF, el vértice G del tridngulo CGF; la recta HF divide en dos par-

tes equivalentes la figura dada.

Problema V. Dividir -un poligono cualquiera en dos par-
tes equivalentes, por medio de una
recta que parta de un punto K situa-
do en el perimetro,

c Se transforma el poligono en un
cuadrildtero, conservando el lado don-
de se halla el punto K, y después se

New T procede de la misma manera que en
Fig. 321 ¢l problema anterior.

La recta KG divide en dos partes equivalentes la figura dada.

Problema VI. Dividir un tridngulo en dos partes equiva-
lentes, por medio de una recta paralela q la base.”

Sobre AC se describe una semicircunferencia, luego por el punto
D, mitad de AC, se levanta una perpendicular a AC; desde el punto
A como centro se describe el arco EF, y se traza FG, paralela a BC.

El tridngulo AFG serd la mitad del tridngulo ABC, porque siendo
semejantes estos dos tridngulos, tenemos:
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AGF AF?
——— = ——(N°® 360)
ABC AC?
tenemos también: _____
AE? AD
= —— (N? 309)

siendo AE igual ACZ. AC
" a AF, se infiere que
AGF  AD 1

ABC AC 2

Problema VII. Dividir un tridngulo en tres partes equiva-
lentes, por medio de paralelas a Iz
base.

~ Para que el tridngulo ABC (fig.
323) quede dividido eh tres partes
equivalentes, se divide AC en tres par-
tes iguales y se describe una semicir-
cunferencia; luego se trazan mM, 2N
perpendiculares a AC, y haciendo cen-
tro en A, se describen los arcos ME
- 2 y NG. Por {ltimo se trazan DE y
BEaT FG paralelas a BC.

Problema VIII. Por medio de circunferencias concéntricas
dividir un circulo en partes equivalentes,
i en tres por ejemplo.
Solucién. Con AO por didmetro (fig.
324) se describe una semicircunferen-
cia. Se divide AO en tres partes igua-
B les; en los puntos E y F se levantan
perpendiculares y se describen dos cir-
cunferencias con radios iguales a OC y

OD.

Fig. 324 Demostracién. Los circulos son propor-
cionales a los cuadrados de sus radios:
circulo OC ocC2
Luego =— (N9 363)
circulo OA 0OA=
1 G OF 1
Pero —— (N®° 309)
0OA*® OA 3
circulo OC 1
Luego —_— =
circulo OA 3

Fig. 322
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circulo OD 0oD? OE 2
Adﬁpés tenemos: =— —
' circulo OA 0A2 OA 3
Luego las circunferencias que tienen OC y OD por radio deter-
N minan en el circulo dado tres dreas equi-
valentes.
Problema IX. Dividir un circulo
en tres partes equivalentes, por medio de
A y curvas en forma de S, compuestas de dos
semicireunferencias.

Solucién. Se divide el didmetro AB
(fig. 325) en tres partes iguales y se to-
ma sucesivamente por didmetro AC, AD,
BD y BC.

Demostracién. Los semicirculos son
" proporcionales a los cuadrados de los didmetros, llamando a al 4rea
del semicirculo. AEC, tendremos:

AEC

Fig. 325

=
AFD = 42 AECDF = 3z
ANB = 9% ' AFDBN — 5a
BHD 2o s De donde se deduce BHDCG — 3z
e BGCAM = 5a

Luego cada una de las partes obtenidas, como lo indica la fi-

gura, es igual a 6a; por consiguiente el circulo estd dividido en tres
partes equivalentes,

Rectangulo y paralelogramo

147. Calcular e] 4rea de los rectdngulos que tienen por base y
altura:

1° a5

y 12
20 46M7F) y 15m45;
3° 146m24 y 75720;
© 2065y 147024,

148. Calcular el 4rea de los paralelogramos que tienen por base y
altura:

10 4022 y 3275,
20 10575 y 86m95;
30 145m20 y 127m54;
40 235015 y 180m35;

149, Calcular la base de los rectingulos que tienen de drea y de
altura: )
1¢ 19 208 m= y 100™;
29 19208 m* y 2240
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3 19208 =2 y 352m80;
40 19 208 =2 y 705760;
150, ¢Cudl es el drea de los rectdngulos cuyo perimetro es igual a
396m y cuya base y altura son entre si:

19 como 1 a5; 3% como 4 a5;
2° como 2 a 3; 4% como 5 a 67
151, 3Cuil es el lado de los cuadrados que tienen de 4rea:
12 36me.
20 154m2,

3 507m214p
152, ¢Cudl es el drea de los cuadrados que tienen de lado:
19 25%; 30 Jom,
29 ., A5E: 49 D3] 5y

153, ¢Qué lado ha de tener una mesa cuadrada para que su su-
perficie sea igual a la de otra mesa rectangular que tiene 150 de largo
por 0™80 de ancho? '

154, El palacio real de Madrid tiene la forma de un cuadrado
de 150™ de lado. §Cudl es'su 4rea total?

155, ¢Cuiéntas tablas de 390 de largo por 32 cm. de ancho se
necesitan para entarimar una sala de 16 metros de largo por 7 de ancho?

156, ¢Cudnto costard un artesonado de 2075 por 75 cm. si se
paga a razén de 8 pts. el metro lineal, y la pintura a 2 pts. 50 el
metro cuadrado? :

157. ¢Cuéntos adoquines de 23 cm, de lado se necesitan para em-
pedrar una calle de 600 metros de largo y 10 de ancho?

156. La superficie de un cuarto que se quiere empapelar es de
120 metros cuadrados; los rollos tienen 12 metros por 0™50 y cuestan
3 pts. 50. Calcular el nimero de rollos y el importe del gasto,

159, Se ha pagado 208 pesetas por el entarimado de un cuarto
que tiene 6™40 por 3™25; ;cudl es el precio del metro cuadrado?

160. Siendo de 6 hectémetros 25 la anchura de un terreno rectan-
gular de 25 hectdreas y 14, digase cudl serd la longitud.

161. ¢Cudl es en dreas la superficie de un prado rectangular de
250 metros de largo por 75 de ancho?

162. ¢Cudl es, en hectdreas, la superficie de un terreno rectangular
de 650 metros de largo y 400 de ancho?

163, Un prado de forma rectangular, que tiene 530740 de largo
por 24850 de ancho, se vendié a 28 pts. 75 los 100 metros cuadrados.
{Cudl es el precio de ese prado?

164. Hallar la superficie total del palacio real de S. Ildefonso, si
tiene la forma de un rectdngulo de 150 metros de largo por 13,50 de
ancho.

165. jCudnto se pagard por pintar un artesonado de 1205 de al-
tura en una sala de 14 metros de largo y 10 de ancho, si el metro
cuadrado cuesta 2,50 pts.?



e

P

4'—-—-7‘ ———

146 GEOMETRIA. - EJERCICIOS. - LIBRO IV

166. Se quiere pintar una sala de 18 metros de largo por 9™50 de
ancho y 4®50 de alto; dicha sala tiene seis ventanas de 2 metros de
alto por 1™40 de ancho. ¢Cudl serd el importe si el metro cuadrado
se paga a 3 pts. 507

167 Cuando se alarga 20 metros una cuerda que da la vuelta a
un cuadrado, el cuadrado que se puede rodear tiene 225 metros cua-
drades mds que el primero. jCudl es la longitud primera de la cuerda?

168. Si' se disminuyen 4 metros al lado de un cuadrado, se ob-
tiene otro de 128 metros cuadrades menos que el primero. (Cuil
era su lado?

169. La suma de dos cuadrados es de 1.525 metros cuadrados, su
diferencia de 275. jCudl es el lado de cada uno?

170. Cuando la base de un rectingulo se prolonga un tercio y la
altura la mitad, la relacién de estas dos lineas es de 4 a 3; el mismo

.resultado se obtiene prolongando 5 metros estas dos dimensiones;

¢cudl serd la longitud, la altura y el drea de este rectingulo?

171, iCudl es el lado y cuidl el 4rea de un cuadrado, si la diago-
nal y el lado suman 5™80?

172, iCudles son las dimensiones de un campo rectangular cuya
diagonal es de 140 metros, sabiendo que, vendido en 8.000 pts. la
hectérea, ha producido 7.526 pts. 407

173. Se quiere construir un cuadrado de superficie 3 veces Y
mdyor que otro que tiene 5 metros de lado. ;Qué longitud ha de te-
ner el lado?

174, La diagonal de un cuadrado es de 20 metros. ;Cuél es su lado?

75. Se construye un cuadrado sobre la semidiagonal de otro; jcuil
es la relacién de aquella figura con e]l cuadrado construido sobre la
diagonal entera, y cud] con el cuadrado primitivo?

176. La superficie de un cuadrado es de 10 édreas; jen cudnto ex-
cede la diagonal’ de este cuadrado al lado del mismo?

177. En un’cuadrado de 8 metros de lado, se corta otro de ma-
nera que la parte restante tenga por todos los lados 2 metros de an-
cho. ¢Cudl es la relacién que existe entre la parte quitada y el cua-
drado primitivo?

178. Se quita 2 una de las extremidades de un rectdngulo de 25
metros de largo por 16 de ancho, un tridngule, de manera que la
linea de divisién salga de un vértice y llegue a la cuarta parte de la
base. (Cudl es la superficie del tridngulo y cudl la del trapecio? Ex-
presar la longitud de la linea de divisién.

179. Si se prolongan 10 metros en la misma direccién dos lados
opuestos de un cuadrado y se determina con la recta de unién un
rectingulo, se aumenta la superficie en 150 metros cuadrades. ;jCudl
es el lado del cuadrado?

180. Se corta un 4ngulo de un cuadrado tomando ¥, de un lado
y ¥ del otro, y se termina en rectdngulo esta parte cortada. ;Cudl era

e
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la superficie y el lado del cuadrado, sabiendo que el 4rea del rectin-
gulo obtenido es de 180 metros cuadrados?

181. Un rectdngulo tiene 60 metros de largo y 40 de ancho. Si se
disminuye la longitud 5 metros, jcon cuinto hay que aumentar la
anchura para que el 4rea sea la misma?

182, La diagonal de un rectdngulo es igual a 40 metros. ;Cudles
son los dos lados adyacentes, si uno de ellos es los 3 del otro?

Triangulo ;
183. Calcular el 4rea de los tridngulos que tienen respectivamente
de base y altura:
10 140 y 26™;
2° 6620 y 74724,
184 Haliar e] 4rea de un tridngulo de 15™ de base, y cuya altura
es los 9 de la misma.

185, Calcular la base de varios tridngulos que tienen respectiva-
mente de drea y altura:

10 287282 47m,
20 28728m gy 76m;
30 28728m2 g 75m60;
40 287282 3y 200m
5o \28728m2  y  25m,
60  28728m2  y  I512m

180, ¢Cual es la base y cuél la altura de un tridngulo de 98 metros
cuadrados de 4rea, si las dimensiones pedidas son iguales?

187. Un tridngulo tiene 875 metros cuadrados de 4rea; ;cudles son
sus dimensiones, si estin en la relacién de 24?

188, Hallar la base y la altura de un tridngulo que tiene 486 me-
tros cuadrados de 4rea, si la base es los 34 de la altura,

189 Hallar la base y la altura de un tridngulo de 155 metros cua-
drados de superficie, siendo la altura el tercio de la base.

190, iCudl es la altura de un tridngulo de 12 metros de base, si
es equivalente a otro cuya base es de 20 metros y la altura de 6 metros?

191, iCudl es la base de un tridngulo isdsceles que tiene 20 me-
tros de altura, si es equivalente a un tridngulo rectingulo cuyos ca-
tetos tienen respectivamente 18 y 30 metros?

192, Hallar la altura de un tridngulo cuya base tiene 70 metros,
sabiendo que su superficie es una media proporcional entre las su-
perficies de dos rectingulos que tienen 6™50 de altura y por bases
respectivas 3280 y 67™70. _

195, Un terreno triangular de 45 metros de base tiene 15 4reas
30 de superficie; hallar la superficie de otro terreno también triangu-
lar y semejante al primero que tiene 30 metros de base.
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194, Calcular el 4rea de los tridngulos cuyos lados tienen respec-
tivamente: :
12 1350, B y 75
20 3300, 210™50 y 410m50;
3 2395; _31=50 ¥ 17%40;
195. Dado el lado 0™25 de un cuadrado, hallar €] lado de un tridn-
gulo equildtero de drea’igual.
196, Calcular el 4rea de un tridngulo equildtero cuyo lado tiene
10 metros,

Rombo y trapecio
197, Calcular el 4rea de los rombos cuyas diagonales tienen:
19 24m 0 L EaE: 32 J3ns. ¢ 42%20;
20 4mI5 3 17m3 49 89m90 y  66m70.
198. ¢Cud] es el 4rea de los rombos en los cuales la suma de las
diagonales es igual a 535 50, si estas diagonales son entre si:
12 Como  %; 32  Como  %y;
P v g g
199, Calcular el 4rea de varios rombos que tienen de lado y al-
tura respectivamente;
12 12w v, 6 BEROM 24y 32ni5;
235 0™ ¥ s oSt 70. v 41m1s,
200. Calcular el 4rea de los trapecios cuya altura y bases respecti-
vas tienen: :

12 Altura 169, bases  24m

y 367
20 H 20m 15, ? o 34m25  y  62m49,
30 % 36m 20, o 7sm70  y o 85m 80,
g f 35m 50, 7 106m50 y  134m45,

201, Calcular las bases y la altura de un trapecio de 100 metros
cuadrados, sabiendo que la altura es igual a 3 de la suma de las ba-
ses, y que la base menor es la mitad de la mayor.

202, Un trapecio tiene 700 metros cuadrados; los lados paralelos
tienen 30 y 40 metros; ¢a qué es igual la altura?

203, ¢Cudl es la longitud de la base menor de un trapecio de 200
metros cuadrados, si la base mayor mide 18 metros y la altura 12?

204, El 4rea de un trapecio es de 900™2; las dos bases y la altura
son entre sf como 2, 3, 4. Calcular las bases,
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205. El 4rea de un rombo es igual a 60 metros cuadrados; jcudl es
su perimetro si la diagonal menor es igual al lado?

206, Calcular el 4rea de cada una de las 4 figuras arriba indicadas.

Area de las figuras curvilineas

CIRCULO
207. ¢Cuél es el 4rea de los circulos cuyos radios tienen:
19 g, 3° 6™ 45;
29 7% 50; 4° o™ 25?7
208, jCuil es el drea de los circulos cuyo didmetro es de:
19 7 30 1m 75;
20 0= 65; 42 2L
209. ;Cuél es el radio de los circulos cuya 4rea es de:
10 42m25; 32 12m264
29 1 »228; 40 12 ™2 967
210, ¢Cudl es el 4rea de los circulos que tienen de circunferencia:
1¢ 3m60; 30 3052
20 0=72; 49 4m 507

211. En una l4mina de hoja de lata que tiene 80 centimetros de
largo por 64 de ancho, jcudntos agujeros de 4 centimetros de radio se
pueden abrir si las circunferencias han de ser tangentes, y cull es en
decimetros cuadrados el 4rea de los espacios que queden?

212. iCudntos circulos de 5 centimetros de radio se pueden sacar

de una ldmina de hoja de lata ‘que tiene 60 centimetros de largo por
40 de ancho?

213, Se hace una puerta cochera cimbrada: la parte rectangular
tiene 6™ 20 de altura y 4™ 50 de anchura; el arco forma un semicirculo
que tiene por didmetro la anchura de la puerta. El salario del carpin-
tero es de 45 pts. por metro cuadrado; el de] pintor 4 pts. 25 el metro
cuadrado por la parte exterior que ha de estar bronceada, y 3 pts. el
metro cuadrado por la parte interior. ;Cudnto costari esta puerta si
hay que pagar 125 pts. por la ferreterfa?

214, Hallar .el' 4rea de un circulo cuya circunferencia es de 1™,

215, Midiendo la circunferencia de un 4rbol, se ve que tiene 92 cen-
timetros, Jcudl es la superficie de [a seccién que se obtendria en este
sitio? -
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216. Se mide la circunferencia de lz base de una columna y se
ve que tiene 1™20. Calcular la superficie de esta base.

217. El anillo concéntrico o corona de un circulo de 12 metros de
didmetro tiene 120 metros cuadrados de 4rea. Calcular el didmetro
mayor.

218, Alrededor de un circulo de 11 metros de circunferencia se
quiere tener una corona de 20 metros cuadrados. jCual serd la cir-
cunferencia mayor?

219, Cuando se prolonga el didmetro de un circulo 3™ 50, el 4rea
se aumenta en 31%225. Hallar el didmetro primitivo.

SECTORES Y SEGMENTOS

220, iCudl es el 4rea de un sector de 30° en un circulo de 6740
de radio?

221, §Cudl es el 4rea de un sector de 36° en un circulo de 10™

de radio?

494

222. {Cudl es el 4rea de un sector de 75° en un circulo de 11™30
de radio?

223, dCudl es el 4rea de un sector de 140° 36’ en un circulo de
7% de radio?

224. En un circulo de 25™ de radio, jcudl es el dngulo de| sector:
19 de 3 ™2 60; 32 de 4m%76;
29 de 8m230; 49 de 162577

225, De un circulo de 14 metros de didmetro se quita un sector

de 44 metros cuadrados, ¢Cuél es la longitud y el nimero de grades
del arco?

224. Un sector tiene 200 metros cuadrados y el 4ngulo central 60°.
iCuil es la longitud del didmetro?

227 El arco de un sector es de 72°; jcudl es el didmetro del
circulo, si este sector tiene 150 metros cuadrados de 4rea?

228, El drea de un sector ha de ser de 60 metros cuadrados: jcudl
es la longitud de su arco, si el 4ngulo central tiene 50°?

229 El drea de un sector es igual a 60 metros cuadrados: jcudl
es su dngulo central, si ] arco mide 10 metros?

740, ¢Cud] es el 4rea de un sector en el cual el arco es de 72° y
mide 15 metros?

231, ¢Cudl es, conociendo el radio, el drea del segmento que co-
rresponde a un dngulo central de 120°7 Aplicacién para R = 60™.

732, ¢Cudl es, conociendo el radio, el drea del segmento cuyo arco
serfa de 12097 Aplicacién para R = 6™.

123 Se inscribe un circulo en un segmento correspondiente a un
sector de 120°: jcudl es el 4drea restante del segmento? Aplicacién pa-
ra R —2.



LIBRG IV. - EJERCICIOS JR -

234. Se inscribe un circulo en un segmento correspondiente a un
sector de 60°; jcudl es el 4rea restante del segmento? Aplicacién pa-
ray RI=7.

235. En un circulo de 15 metros de radio, ¢cudl es el dngulo del
sector cuya drea es de 600 metros cuadrados?

AREA DE LAS FIGURAS CURVILINEAS

236. En un circulo O se construye un sector de 60°, luego se des-
cribe la circunferencia O’ tangente en A y en B, extremos de los ra-
dios del sector. Calcular la superficie de la. parte comin a los dos
circulos, Aplicacién para R =2.

237. Siendo a el lado de un cuadrado (fig. 5*), bisquese la su-
perficie de la cruz de Malta, que se obtendria trazando arcos tangen-
tes de dos en dos en el punto medio de las dlagouales.

A B
ngcmr Fig6° <

238. En un cuadrado de lado m (fig. 6*), desde dos vértices
opuestos, con un radio m, se describen dos arcos de circulo que por
sus intersecciones determinan una naveta; calctlese su 4rea.

239. En un cuadrado cuyo lado es igual a 2g (fig. 7*), se inscribe
una gxrcunfcreacxa, desde los vértices del mismo cuadrade se descri-

] Fig.7* ' @
D

ben, con el mismo radio, arcos’ que determinan la figura sombreada.
Calcular el 4rea de esta figura

240. Desde cada vértice de un cuadrado de lado m, y con m por
radio, se describen arcos como lo indica la figura 8%, Biisquese el 4rea

de la parte no sombreada.

241. Dado un tningulo equildtero (fig. 9%) cuyo lado es igual a
24, Se hacen pasar, por el centro y por los vértices, arcos que figuran
~ wna hoja de trébol; calcular la superficie de ésta,

T

1
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Sobre la hipotenusa de un tridn-
gulo rectingulo tomada como didmetro (fig.
10*) describase una semicircunferencia; hi-
e ad gase lo mismo sobre los catetos y calcilese

"%/ ¢ la superficie comprendida entre los arcos

l - secantes. Comparar esta superficie con la
b del tridngulo rectdngulo.

243. Siendo m el radio de dos arcos, ha-

llar la superficie de la cruz ABCD (fig. 11*)

y su relacién con la superficie de la cruz

abed. (Los centros de los arcos son los vér-
tices del cuadrado abdc).

ARE POLIGCNOS

244, Hallar el 4rea de un tridngulo equildtero de 1220 de lado.

245, Hallar e] 4rea de un tridngulo equil4tero inscrito en un circu-
lo de 60 centimetros de radio.

246. Un tridngulo isésceles tiene 87 centimetros de altura; el 4n-
gulo de la base vale 30°, jcuidl es el 4rea de este tridngulo?

247. {Cudl es el 4rea de un cuadrado inscrito en un circulo de
20 centimetros de radio? : i

243. ¢Cudnto ha de tener el lado de un tridngulo equildtero para
que e] 4rea sea de 12 metros cuadrados?
249, (Cudl es el drea del octégono regular inscrito:
12 En un circulo de 80 centimetros de radio;
1? En un circulo de 120 de radio;
3? En un circulo de 4 metros de radio?

250, ¢Cudl es el 4rea de los exdgonos regulares que tienen de lado:
19 3 metros;
29 1m50;
39 20 centimetros?
251. ¢Cudnto ha de tener el lado de un exdgono regular para que
su drea sea de 30 metros cuadrados?

252, iCuél es el 4rea del dodecdgono inscrito en un circulo de
272 10 de radio?

253, ¢Cud] debe ser la longitud del lado de un octégono regular
para que su drea sea de 12 metros cuadrados?

254, Cudntas baldosas en forma de exdgono regular de 80 ctms.
de lado, se necesitan para embaldosar una habitacién de 6™50 de
longitud por 4™ 72 de ancho?

255, ¢Cudntas baldosas en forma de tridngulo equildtero de 15
centimetros de lado se necesitan para embaldosar una habitacién de
4™ 38 de longitud por 2™ 75 de ancho?
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RELACION ENTRE LAS AREAS DE LAS FIGURAS SEMEJANTES

256. ¢Cudl es la relacién entre las dreas de dos cuadrados que
tienen por lados, respectivamente 5 y 12 metros?

257. iCudl es la relacién entre las A4reas de dos circulos que
tienen por radio, el primerc 4 metros, y el segundo 107

258. ¢Cudl es la relacién entre las 4reas de dos octégonos regula-
res que tienen por radio de los circulos circunscritos, el primero 15™%,
v 25 el segundo?

259, ¢Cudl es el d4rea de un rombo cuyas diagonales son el doble
de las de otro rombo de 60 metros cuadrados?

260, ¢Cudl es el 4rea de un cuadrado cuyos lados son la mitad
de los de otro que tiene 100 metros cuadrados?

261, ¢Cudl es el 4rea de un circulo cuyo radio es tres veces mayor
que el de otro circulo que tiene 40 metros cuadrados?

262, Los lados de un tridngulo tienen 12, 25 y 32 metros; jcudnto
medirdn los lados de otro tridngulo semejante cuya 4rea es cuatro
veces mayor?

263. E] lado de un cuadrado mide 18 metros; Jcudnto mide el
lado de un cuadrado de drea dos veces mayor?

264. Un rectingulo mide 72 metros de base y 5 de altura; icud-
les serfan las medidas de la base y altura de un rectingulo semejante,
de 4rea tres veces mayor?

265. Un circulo tiene 12 metros de radio, ¢cuinto mide el radio
de otro circulo de 4rea cinco veces mayor?

266. Un poligono irregular tiene 25™ 15 de lado. ;Cudl es la me-
dida del lado homélogo del poligono semejante cuya 4rea es seis ve-
ces mayor?

£67. Un poligono tiene 7 metros de lado; jcudl serd la longitud
del lado homdlogo de otro poligono semejante pero de drea mitad?

268, (Cudl es el drea de un trapecio cuyos lados son el tercio de
los de otro trapecio semejante, de 324 metros cuadrados de 4rea?

269. (Cudnto mide el lado de un tridngulo equildtero cquna—
lente a la suma de otros tres tridngulos equildteros cuyos lados mi-
den 10, 15 y 25 metros?

270. ¢Cudnto mide el radio de un circulo equivalente a la suma
de otros cuatro circulos cuyos radios tienen 6, 9, 12 y 15 metros?

271, Calcular el lado de un exdgono regular igual a la diferencia
de dos exdgonos regulares cuyos lados tienen 12 y 6 metros.

272, iCudl es e] radio del circulo en el cual un tridngulo equili-
tero inscrito es cuddruplo del tridngulo equildtero inscrito en un
circulo de 12" de radio?

273, Para enladrillar un aposento se han necesitado 1.236 baldo-
sas que tienen la forma de tridngulo equilitero de 16 centimetros de
lado; scudntas se hubieran necesitado si tan solo hubiesen tenido 12
centimetros de lado?
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274. Para enladrillar un cuarto se necesitaron 1.854 baldosas de
forma exagonal y de 8 centimetros de lado; jcudntas hubieran sido
menester si sélo hubiesen tenido 1 decimetro de lado?

275. Se ha enladrillade un aposento de 7™35 de longitud por
6™ 85 de anchura, con exdgonos regulares y rombos de 90 centimetros
de lado; ¢cudntos han sido menester de cada clase, sabiendo que el
ndmero de rombos es igual al de exdgonos?

276. ¢Cudntos octégonos y cuadrados de 12 centimetros de lado
se necesitan para embaldosar un aposento que tiene 6 metros de lon-
gitud por 4725 de ancho, si el nimero de octégonos es igual al de
cuadrados?

277. iCuéntos exdgonos y tridngulos de 12 centimetros de lado se
necesitan para embaldosar un aposento que tiene 545 de longitud
por 3250 de anchura, si el nimero de tridngulos es doble del de
exigonos? y

278. Se quiere cubrir un entarimado de 875 de longitud por
6= 50 de anchura con dodecigonos y tridn-
gulos equildteros de 8 centimetros de lado;
icudntos de cada clase serdn menester, sa-
biendo que el niimero de tridngulos es do-
ble del de dodecigonos?

279. Siendo el radio del circulo circuns-
crito igual a r (fig. 12%), calcular el 4rea:

1° De] exdgono ABCDEF;

2?2 Del tridngulo 2B;

32 Del tridngulo A4B;

42 Del exdgono abcdef;

59 Del segmento BmC;

62 La relacién entre los dos exdgonos;
79 La superficie de la estrella AgB&CcD4. ..

280. Conociendo el radio de la figura 13*, calcular:
12 El 4rea de] circulo;
29 z de] tridngulo rectilineo ABC;

3048 del tridngule curvilineo ABC;
go = de la parte mas sombreada;
B, ¥ de la parte menos sombreada;

62 La relacion entre estas dos altimas 4reas
y también la relacién de cada una de
ellas, 12 con el circulo, y 2° con el
tridngulo rectilineo;

79 La relacién del 4rea del tridgngulo curvilineo con la del circule.

Fig. 1\°



LIBRO IV. - EJERCICIOS 155

TRANSFORMACION DE FIGURAS

281, Sobre una recta dada m construir un rectdngulo equivalente
a un cuadrado dado &%

282. Transformar en un cuadrado equivalente: 1?2 un paralelogra-
mo; 29 un trapecio; 39 un tridngulo.

283, ¢Cudl es la altura de un tridngulo que tiene 12 metros de base,
y que es equivalente a otro cuya base es de 20 metros y la altura de 67

284. (Cudl es la base de un tridngulo isésceles de 20 metros de
altura, y que es equivalente a un tridngulo rectingulo cuyos catetos
tienen 18 y 30 metros?

285. iCudl es la altura de un tridngulo cuya base es igual a 16
metros, sabiendo que este tridngulo es equivalente a un circulo de 11
metros de didmetro?

286. ¢Cudl es el lado del cuadrado equivalente:

1?2 A un tridngulo cuya base es de 16 metros y la altura de 12 metros;
2% A un tridngulo equildtere cuyo lado es de 12 metros;

32 A un rectdngulo cuya base es de 15 metros y la altura de 10 metros;
42 A un rombo cuyas diagonales tienen 7 y 17 metros;

5¢ A un trapecio cuya altura es de 9 metros y las dos bases de 14

y 19 metros? -

287. Sobre una misma base de 15 metros, jcudles son las varias
alturas que serfa preciso tomar para construir rectingulos equiva-
lentes en superficie:

19 A un tridngulo que tiene 25 metros de base y 18 de altura;

29 A un cuadrado de 30 metros de lado;

3% A un rectidngulo cuya base es de 17 metros y Ia altura de 12 metros;
4° A un rombo cuyas dos diagonales tienen 12 y 8 metros;

59 A un circulo cuyo radio es de 8 metros?

288. §Qué altura hay que dar a los trapecios que tienen por bases

respectivas 6 y 10 metros, si han de ser equivalentes:

12 A un cuadrado de 10 metros de lado;

29 A un rectdngulo cuya base es de 9 metros y la altura 6;

32 A otro trapecio cuyas bases son de 7 y 19 metros y la altura de
4 metros;

4? A un rombo cuyas diagonales miden 15 y 12 metros;

5¢ A un circulo de 12 metros de radio?

759, Se tiene una serie de rombos con una misma diagonal de 50
metros; ¢cudl es la segunda diagonal de cada uno de ellos, sabiendo
que han de ser equivalentes:

19 A un tridngulo isdsceles cuya base es de 30 metros, y los dos
lados iguales de 25 metros cada uno;

29 A un cuadrado de 25 metros de lado;

32 A un rectingulo cuya base es de 18 mts. y la altura de 7 mts.;

4% A otro rombo cuyas diagonales tienen 15 y 14 metros;
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52 A un trapecio cuya altura es de 6 metros, y las dos bases de
11 y 18 metros?

290. Calcular los radios de los circulos equivalentes:
12 A un tridngulo rectingulo cuyos catetos miden 11 y 17 metros;
2? A un cuadrado de' 47 metros de lado;
3% A un tridngulo cuya base es de 11 metros, y la altura de 7 mts.;
49 A un rombo cuyas diagonales tienen 15 y 25 metros;
52 A un trapecio cuya altura es de 15 metros, y las dos bases de
15 y 20 metros?

291, ¢Qué lade habrd que dar a un exdgono para que sea equi-
ilente a un cuadrado de 1250 de lado?

292, Un tridngulo equildtero de 15 metros de perimetro ha de trans-
formarse en un exdgono regular equivalente. ;Cudl serd su lado?

293, ;Cudl es el didmetro de un circulo equivalente a un cua-
drado de 6 metros de lado?

294, Las diagonales de un rombo miden 1™20 y 1™ 60; se quiere

construfr otro equivalente, compuesto de dos tridngulos equildteros.
iCudl serd su lado?

295, Un circulo ha de ser equivalente a una corona de 7 metros
de anchura y 14 de didmetro interior, ¢qué radio hay que darle?

296. Un tridngulo rectdngulo isésceles, cuyos lados iguales miden
18 metros, ha de transformarse en un cuadrado. ¢Cudl seri la lon-
gitud del lado de este cuadrade?

297, ¢Qué dimensiones han de darse a un rectingulo equivalente

a un cuadrado de 15 metros de lado, si estas dimensiones han de ser
entre sf como 3 :5°?

298, La diagonal de un rectdngulo es de 20 centimetros y una de
sus dimensiones de 15 centimetros. jCudl es el lado del cuadrado
equivalente?

299, Se quiere transformar un tridngulo rectdngulo isésceles cuya
hipotenusa mide 10 centimetros en un tridngulo equildtero. jCuél serd
la longitud de su lado?

300, ¢Cudl es la longitud del lado de un cuadrado equivalente a
un exdgono regular de 3" 6 de perimetro?

DIVISION DE FIGURAS

301, Hallar un punto interior de un tridngulo, de manera que
uniéndolo con el punto medio de los lades, el tridngulo quede dividido
en tres partes equivalentes.

302, Dados dos tridngulos cualesquiera, si se divide la base del
primero en tres partes iguales, la del segundo en cuatro y se une el
vértice con los puntos de divisién, jen cudntas partes equivalentes es-
tard dividido cada tridngulo? ;Por qué son equivalentes estas partes?
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303. Dado un tridngulo, dividase su base en ocho partes iguales y
tinase el vértice con la segunda y quinta divisién. ¢En qué proporcién
estardn las partes as{ obtenidas:

12 Entre si;

22 Con el tnéngulo entero?

304. Un campo triangular, cuya base es de 145™2 y-la altura de
109 65, ha de dividirse en tres partes que estén en la relacién de
1:3:4, {Cudl serd la base y la superficie de cada parte?

305, Dados un rectingulo y un rombo, dividase la base del rec-
tingulo en 4 y la del rombo en 5 partes iguales, y por los puntos de
divisién tricense paralelas a los lados. JEn cudntas partes iguales que-
dari dividida cada figura, y por qué estas partes serdn iguales?

306. Se quiere dividir un rectdngulo, cuya base es de 61™ 2, en tres
partes que sean entre si como-los niimeros 1, 2, 5. ;Cémo hay que
proceder? §Cudl seri la base de cada una de estas partes?

307. En un paralelogramo se junta uno de los vértices con la
mitad de la base. jEn qué relacién estd el 4rea del tridngulo obtenido
con la del paralelogramo entero?

308. Tomando la mitad de cada uno de los lados de un tridngulo y
uniendo estas mitades de dos en dos, jcémo queda dividido el tridn-
gulo?

309, Una recta corta a dos lados de un tridngulo, al uno en la
cuarta parte, al otro en la tercera a contar desde la base. ;En qué pro-
porcién queda dividido e] tridngulo?

310, Dado un tridngulo, tricese una recta que pase por dos puntos
situados el uno en los dos tercios de uno de sus lados, y el otro en la
cuarta parte del otro, a partir del mismo vértice. Se pregunta qué re-
lacién hay entre el tridngulo parcial y el tridngulo total.

311, Un campo rectangular EFGH (fig. 14*) de 125 metros de
longitud y de 72™ 50 de anchura ha de ser
atravesado por una calzada, como lo indica

R ] la figura: HK mide 5™ 20. éCuénto recibird

B el propietario por la superficie cedida, si el

- terreno entero ha sido avaluado en 3.000
pesetas?

= 312, Por una paralela a las bases, divi-

dase un trapecio en dos partes equivalsntes.

313, Las dos bases de un trapecio miden

R 12 y 7 metros y la altura 6 metros; calcular

la posicién de la recta paralela a las bases, que dividirfa el trapecio

en dos partes equivalentes.

314, Por un punto dado en el perimetro de un tridngulo ABC,
trazar una recta que divida este tridngulo en dos partes equivalentes.

315, Dividase un tridngulo en’dos partes equivalentes, por medio
de una recta perpendicular a la base.
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316. Por un punto dado en la altura de un tridngulo isdsceles,
trazar una recta diferente de la altura que divida al tridngulo en dos
partes equivalentes.

317. Por medio de rectas que encuentren a las bases, dividir un
trapecio en tres partes equivalentes.

318. Hégase lo mismo por medic de rectas paralelas a uno de
los lados no paralelos.

319. Dividase un cuadrilitero en dos partes equivalentes, por
medio de una recta que salga de un punto dado en el perimetro.

320. Desde un punte dado en un poligono, trazar rectas que di-
vidan este poligono en dos partes equivalentes.

DEMOSTRAR LAS SIGUIENTES PROPOSICIONES

321. El é4rea de un poligono circunscrito a un circulo es igual al
semi-producto de su perimetro por el radio de] circulo.

322. Un tridngulo rectidngulo es equivalente al rectingulo cons-
trufdo con los segmentos determinados en la hipotenusa por el punto
de contacto del circulo inscrito.

323, Toda recta trazada por la mitad de la base media de un
trapecio, y que encuentra a las dos bases, divide a la superficie en
dos partes equivalentes,

324. Por un punto de la diagonal de un paralelogramo se trazan
paralelas a los lados de esta figura; demostrar que los paralelogramos
opuestos por el vértice son equivalentes.

325. Se une cada vértice de un paralelograme con un punto in-

terior de esa figura; demostrar que la suma de los tridngulos cuyas
bases son dos lados opuestos es igual a la suma de los otros dos

tridngulos.



EJERCICIOS DE RECAPITULACION
GEOMETRIA PLANA

326. ¢Cudl es el drea del circulo inscrito en un sector de 120°7

327. Dado el lado AB de un decdgono
regular ‘inscrito en un circulo O (fig. 1¥),
uniendo el centro con los extremos A y B, y
trazando la bisectriz del dngulo A, demostrar
que esta bisectriz encuentra a la circunferen-
cia en un punto D tal que el arco AD es
triple del arco AB.

328. Dado un paralelogramo ABCD (fig.
2*) y una recta cualquiera XY que pasa por
uno de los vértices, si se bajan desde los demids vértices perpendi-
culares sobre XY, demostrar que la perpendicular bajada desde el
vértice opuesto a aquel por el cual
pasa la linea XY es igual a la su-
ma o a la diferencia de las otras
dos perpendiculares.

329. El vestibulo del “Frontén
Barcelonés” es una rotonda de 16™
de didmetro. Hallar su 4rea; jcudl
seria el lado de un cuadrado equi-
valente?

Fig. 2¢ 330. Construir un tridngulo

rectingulo isdsceles cuya hipotenu-

sa tenga 8 centimetros de longitud, y un cuadrado cuya superficie

sea triple de la superficie de este tridngulo.

331. Dado un exdgono regular de 2 centimetros de lado, cons-
trufr otro concéntrico cuya superficie sea la mitad del primero.

332, Se da un circulo y un 4ngulo recto circunscrito a este

circulo (fig. 3*). Se junta el vértice S del dngulo recto con el centro

O del circulo, por los puntos en que esta recta OS encuentre a la

“circunferencia se trazan perpendiculares a la misma OS. Determinar

Fig. 1°

A

5 C b Fig. 4°
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la superficie del trapecio obtenido y demostrar que es doble de la
superficie de] octégono regular inscrito en el mismo circulo.

333, Describir una circunferencia que tenga su centro en una
recta AB (fig. 4*), que pase por un punto C de esta recta y sea tan-
gente a otra recta dada DE.

334, Inscribir y circunscribir 2 una circunferencia, tridngulos se-
mejantes a un tridngulo dado.

335, Desde €] extremo A del didmetro AB
de una circunferencia O (fig, 5*) sé¢ levanta
una perpendicular, y desde un punto cual-
quiera C de esta perpendicular se traza una
tangente a la circunferencia, desde el punto de
contacto D se baja una perpendicular DE al
s didmetro AB; por dltimo se traza CB. Demos-
Pig. § trar que F es el punto medio de DE.

336, Construir grificamente un exdgono
regular cuya superficie sea doble de la de otro que tiene 25 cen-
timetros cuadrados.

337. Los puntos H y G (fig. 6*) son
los puntos medios de los lados DC y DE
de un exdgono regular ABCDEF. Demos-
trar que las rectas AH y AG dividen el
exdgono en tres partes equivalentes.

338. En un circulo se inscriben un exi-
gono regular, un cuadrado y un tridngulo
equildtero. Demostrar cémo con los tres

Fig. 6 lados de dichos poligonos se puede cons-

trufr un tridngulo rectdngulo.
339. Suponiendo que el lado de un tridngulo equilitero tiene

580 de longitud, hallar las 4reas de] circulo inscrito y del cfrculo
circunscrito.

340. Dado un cuadrado de un decimetro de lado, ;qué longitud
es preciso sefialar a cada lado de los vértices para que juntando conse-
cutivamente los puntos obtenidos resulte un octégono regular?

341. En un tridngulo cualquiera, inscribir un cuadrado.

342, Inscribir un cuadrado en un semicirculo de 0™, 025 de radio,
y hallar e] drea de este cuadrado.

343, Se da el lado ] de un exdgono regular: construir un tridngulo
equildtero equivalente, '

344, Construir un cuadrade equivalente a los %4 de un pentdgono

dado.
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345. En un cfrculo dado inscribir. tres circulos, tangentes de dos

en dos y tangentes al circulo dado.

B c 346. Dado un dngulo de 60° circuns-
" , crito a un circulo de 1™ de radio, hallar el
drea de la superficie comprendida entre los

v L lados del 4ngulo y el circulo.
K j 347. un exdgono regular ABCDEF

(fig. 7*) tiene 4™ de lado. Si se unen los
Ve 1* . puntos medios de los lados AB, CD, DE,

FA, demostrar que la figura HIJK es un
recténgulo, y caleular su drea,

348. En un cfreulo O (fig. 8*) se traza un difmetro AB y una
cuerda CD paralela a AB; desde los puntos C y D se bajan a AB
lag perpendiculares CE, DF. Demostrar que EA — FB. Suponiendo
que el arco BD es de 22° 30’, expresar DF en funcién del radio R. .
£

Fig. 8" Fig. 9°

342 Sobre el lado AB de un cuadrado ABCD (fig. 9%) se cons-
truye un tridngulo equildtero AEB y se unen los puntos E y D. De-
terminar en funcién de AB —=1I: 1° el 4rea del tridngulo ADE; 29 la
longitud de la recta ED; 3% la longitud de la recta AG. Aplicacién
para I —= 0™ 80.

U Dos caminos AB y CD (fig. 10*) forman entre si un
dngulo de 60° se propone enla-
zar el camino AB con el camino
CD, partiendo desde el punto A
y juntindolo hacia C o hacia D
por un arco de circulo tangente

A a las rectas AB y CD. — Deter-
&\ minese el radio de cada uno de
o L ¢ estos caminos circulares, e indique-
chmul se cémo se pueden hallar sus cen-

tros, suponiendo que la distancia

del punto A a la linea CD sea igual a una longitud conocida, 45

metros por ejemplo.
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351. En una recta, se han se-
fialado dos puntos B y D (fig. 11*),
g distantes de 5™ 40, y otros dos A

'S:\;[’\ y E, tales que AB=DE = (0™ 60.
VITANN — Desde el punto B como cen-
V¥4 / | W\ tro, se han descrito los arcos CD
// / | \ X y EF, luego desde el punto D, los
|
t

i i arcos BC y AF que encuentran a
| / } \ \ los primeros en C y F. Calctilese:
' § SR bt 1° las alturas OC y OF; 2° la lon-
s gitud de las curvas BCD y AFE;
39 la superficie comprendida entre
estas dos curvas.
Nota. Se consideran las partes FG y FH como rectilineas.

352. Haciendo centro en los vértices de un cuadrado ABCD
(fig. 12*), se describen arcos de circu-
lo con un radio igual a la mitad de
la diagonal, y se trazan las rectas
EP, RG, MH, NF. Si la media dia-
gonal es igual a 1M, calcular EP, PR,
RG... y deducir cudl sea la naturale-
za del octdgono, y su drea.

353. Dos lineas férreas convergen
formando un 4ngulo de 120°. Se las
quiere enlazar por medio de un arco
de circulo de 450™ de radio. jA qué
distancia del vértice del 4ngulo ha
de principiar el arco de enlace y a qué distancia pasard de dicho
vértice?

354. Dadas la cuerda y la sagita de un arco de cfrculo, calcular
su didmetro. Construir la figura y efectuar el cdlculo segin los si-
guientes datos: 12 cuerda 3 centimetros, sagita 1 centimetro; 29 cuer-
da 1 centimetro, sagita 3 centimetros.

A E F 2]

Fig. |

355. Por un punto exterior a un circulo hacer pasar una secante
tal que su segmento interior sea igual al radie.
356. Construir geométricamente un pentigono regular que tenga

2 centimetros de lado, y calcular con la aproximacién de —, el
1000
radio .de la circunferencia inscrita en este poligono.
Se sabe que el lado del pentdgono regular inscrito, en funcién
del radio, se obtiene por la férmula:

r
J=—+/10—2V5
7
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357. Por un punto tomado en el interior de un exdgono regular
de 10™ de lado, se traza una perpendicular a cada lado. Calcular la
suma de las longitudes de las perpendiculares.

353, Demostrar que uniendo consecutivamente las mitades de

B los lados de un cuadrilitero, se forma un pa-

ralelogramo cuya 4rea es la mitad del 4rea
del cuadrildtero. Calcular e] drea de este cua-
3 drildtero, suponiendo que las rectas que unen
los puntos medios de los lados cpuestos sean
perpendiculares y tengan respectivamente por

A ¥ longitud 96™58 y 126™ 30.

359, En un circulo de Im60 de radio
(fig. 13*) se trazan dos didmetros perpendi-
culares AB y CD; se une B con C, y por el
punto A se traza una tangente que encuen-
tre a BC en un punto E Hallar la superfi-
cie limitada por las rectas AE, CE y el arco AC.

360, Desde un punto A dado en una circunferencia, se toman
en la misma direccién dos arcos AC, AD,
que tienen respectivamente 45° y 60°; por
los puntos C y D se trazan CE, DF pa-
ralelas al didmetro que pasa por A. ;Cudl
es el drea del trapecio .CDFE, si el radio
del circulo es de 2 centimetros?

361. La hipotenusa de un tridngulo rec-
tingulo tiene 9 metros, la proyeccién so-
bre la hipotenusa de uno de los catetos tie-
ne 1 metro. Calcular los lados del 4ngulo recto y la perpendicular
bajada desde el vértice de este 4ngulo a la hipotenusa.

362, En un rectingulo ABCD se trazan las bisectrices de los
4 angulos y se unen los puntos M y N en
que se encuentran. Demostrar 19 que el
cuadrildtero AMNB es un trapecio is6sceles;
29 que la recta MN es igual a la diferencia
de los lados adyacentes del rectingulo; 3°
\ ~que si BC es los 24 de AB, el trapecio

b AMNB serd e] tercio del rectingulo. Cal-

A g % cular el 4rea y los lados no paralelos de es-

ad te trapecio, sabiendo que las dimensiones

del rectdngulo son 45 y 28 milimetros.

363, Dos aldeas, A y B, distantes 1.200 metros, estdn separadas

por un rfo de riberas rectilineas y paralelas, y cuya anchura es de

250 metros. Se quiere unir estas aldeas por un puente perpendicu-

lar a las riberas; sa qué distancia de cada aldea han de estar las

entradas del puente para que el camino entre A y B sea el mis
corto posible? La aldea A dista 100 m. del rio, y B, 350.

D

g 1A

Fig. 14* *
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364. ;Cufles son las dimensiones de un campo rectangular cuya
drea es de 5.292 ™2, sabiendo que su anchura es igual a los 3} de
su longitud?

365.En un circulo de 1m40 de radio el 4ngulo central AOB
(fig. 16*) tiene 60°; calcular el drea del circu-
lo O’ tangente a los dos lados del 4ngulo y a
la circunferencia O.

366. ;Cuél es el lado del cuadrado que tie-
0 ne la misma drea que un tridngulo cuyos lados
* miden 258 30M y 45M7
367. Un trapecio simétrico tiene 12™ de
altura y 84% 84 de perimetro; la diferencia de
Y 1 las bases es de 16™. Determinar el 4rea de este
Fig. 16° poligono.
368. Calcular el 4rea de un cuadrilite-
ro cuyas diagonales tienen respectivamente 56 y 64 centimetros, sa-
biendo que forman entre si un 4ngulo de 60°.

369. ;Cudnto se gastard en hacer el cielo raso de un salén que

tiene la forma de un exdgono re-

gular cuyo perimetro mide 30™, si se
paga a razén de 2 pts, 45 el m??

* Las dos bases de un trapecio

ABCD (fig. 17*) tienen respectiva-

K 4 4 mente 825 y 320, y la altura

Fig. 17+ 4m60. Desde el punto E que dista

1™ 90 del punto D, se traza EF que divide al trapecio en dos partes

tales que ADEF sea los 34 del trapecio total. Calcular AF.

371.Un trapecio de gimnasio tiene 2m de altura; las argollas
distan entre si 80 centimetros y el palo tiene 1™20; ¢cudl es la lon-
gitud de las cuerdas?

372. Calcular la superficie de la figura ABOCD (fig. 18*) cuyos
lados paralelos AB, CD, y su distan-
cia EF son conocidos. AB = 1™ 20;
CD =417, y-ER=3m50,

“+ Las bases de un trapecio si-

métrico tienen respectivamente 156 y

922, Calcular el 4rea de este trapecio,

sabiendo que uno de sus dngulos tie-
*-ng 1359,

Fig. 18° 374, ;Cudl es el lado de un

cuadrado, sabiendo que si se aumenta su lado con 7™30 su 4drea

aumenta con 1.032m2p

375. Los lados paralelos de un trapecio rectingulo tienen de
longitud 324% 24 y 572™ 44; la diagonal mayor es de 715™ 34, Cal-
~uiar el 4drea de este trapecio,

D E C

£ B

|
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|
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376, iCudl es el drea de un cuadrado cuya diagonal y lado su-
man 7% 2427

377, ¢Cudl es el drea: 19 del circulo inscrito en un cuadrado de
6= de lado?; 22 del circulo circunserito?

378, Sabiendo que el lado del tridngulo equildtero inscrito en un
circulo tiene 8 centimetros, hallar la longitud del lado del tridngulo
equildtero circunscrito y el 4rea de cada uno de estos dos tridngulos.

379, Tres rectas que unen los puntos medios de tres lados con-
secutivos de un cuadrildtero irregular tienen de longitud 50, 41 y
39m, :Cudl serd el 4rea de este cuadrildtero?

340, Una parcela de terreno tiene la forma de un cuadrildtero
irregular cuyas diagonales se cor-
tan en angulo recto. Demostrar
que para obtener el drea de este
cuadrildtero, basta conocer las lon-
gitudes de sus diagonales. Apli-
cacibn para el caso en que di-
chas diagonales tengan 143 y. 102

metros con 80 centimetros.

331, Calcular el 4rea del tra-

pecio ABCD (fig 19*%), si el 4n-

gulo A es recto, el dngulo D de 30° la base AD igua] a 348250, y
la base BC de 186™ 60.

352, Hallar el drea de un trapecio cuyas bases tienen 180 y 120™,
sabiendo que los lados concurrentes forman, con la base mayor, 4n-
gulos de 45°.

383, En un trapecio isdsceles ABCD (fig. 20*), se conoce la base
mayor AB, la altura CH, y uno de los lados no paralelos BC, Cal-
cular: 19 el 4rea de este trapecio; 29 el lado del cuadrado equiva-
lente. AB = 151227, CH —=45™ 39, BC =52™76.

N\
.
»'1.,-"\
= '\

el —————————i

Fig. 21 °*

La base mayor AB de un trapecio ABCD (fig. 21*) tiene
120=, El lado AD que mide 54™ forma con esta base un 4ngulo de
302; el lado BC forma un 4ngulo de 45° con la misma base. Calcular:
12 el 4rea del trapecio; 29 el drea de] tridngulo formado por la base
menor y la prolongacion de los lados no paralelos.
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385. Un terreno tiene la forma trapecial ABCD (fig. 22%); la
base mayor CD mide 64™, la ba-
AN : se menor 28 y la altura 25. En
N\ el lado CD hay un pozo P a 24™

del vértice D. Hégase pasar por

\ el centro del pozo una recta PM
\ que divida el terreno en dos par-
3 tes equivalentes, y determinese el

punto en que corta el Jado AB.

386. Un terreno tiene la forma
de trapecio isésceles cuyas bases miden 1G8™ v 42™ y el lado 58™ 50.
Calcular: 19 el 4rea del terreno; 29 el drea del terreno triangular que
resultarfa prolongando los lados no paralelos.

387. Las bases de un trapecio tienen 29 y 80™, y los otros lados,
20 y 37m, Calcular la altura y el drea de este trapecio.

388. ;Cudl es la extensién de una plaza de toros cuyo radio es
de 50m? ;Cuintos espectadores cabrdn en esa plaza, siendo el radio
del circulo de arena®20®, y ocupando cada tres personas un metro
-cuadrado? ;

389. Dos circulos tangentes exteriormente tienen de radio 6 y 24™
respectivamente; trazar una tangente exterior que les sea comin.
Calcular el 4rea del trapecio formado por esta tangente, la linea que
une los centros y los radios que terminan en los puntos de contacto.

390. Los centros O y O’ de dos circunferencias distan entre s
165 milimetros; los radios de -estas circunferencias miden 62 y 48 mili-
metros. Si a 30 milimetros de la linea de los centros y paralelamente
a ella, se traza una recta, calcular la parte de ésta comprendida entre
las dos circunferencias.

391. ;Cudl es el 4rea de un rombo circunscrito a un circulo de
2 centimetros de radio, siendo uno de los dngulos del rombo igual
a 60°?

392. El perfmetro de un campo de forma rectangular tiene 780™,
y la diferencia entre la base y la altura de este rectingulo es de 150™.
Calcular: 19 el drea del campo; 2° el radio del circulo equivalente;
32 e] 4rea y el lado del rombo cuyas diagonales fueran respectiva-
_mente iguales a la base y a la altura del rectdngulo.

393, Para cubrir una mesa con duros, cuyo diimetro mide 37
milimetros, se necesitan 117 filas de 84 monedas cada una. Calcular:
12 el nimero de duros necesarios; 29 la superficie de la mesa; 3° la
superficie de los vacios que dejan los duros entre si.

394, El lado de un trisngulo equilitero es de 5™24. Héllese la
longitud de las circunferencias inscrita y circunscrita,

395. Una circunferencia es tangente a los lados de un dngulo rec-
to, y la superficie comprendida entre la circunferencia y los lados
de! 4ngulo mide 5.842 cm®. Calcular el radio del circulo.
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396. Los radios de dos circunferencias tienen respectivamente
3m y 1m20; la distancia de los centros es de 6™ 40. Calcular la longi-
tud de la tangente comun interior.

397. Un circulo tiene 3 centimetros de radio; calcular la super-
ficie de los segmentos cuyo arco es de: 19 45°; 22 90°; 39 120°.

398. Desde un punto situado a 2™ 36 de unma circunferencia. de
1™ 24 de radio se traza al circulo una secante tal que, el segmento
externo sea el doble del segmento interno. Calcular la longitud de
esta secante,

399. Dos circunferencias tienen 3 y 4 centimetros de radio. Cal-
cular el punto en que las tangentes interiores cortan a la linea de
los centros, si ésta es de 10 centimetros.

400. ¢Cudl es el apotema de un dodecigono regular, si su 4rea es
de 1™22969, y su perimetro, de 3™ 96?

401, Un sector de 13° tiene 72 decim.? de irea; calcular el 4rea
del exdgono inscrito en el circulo.

402. <Cuél es el drea de un tridngulo rectangulo isbsceles cuyo
perimetro tiene 120™ de longitud?

403, ¢Cudl es el 4rea de la corona comprendida entre la circunfe-
rencia circunscrita al tnangulo equilitero de 3™464 de lado, y la
circunferencia inscrita en el mismo tridngulo?

404. Calcular el 4rea del rosetén ABCDEF (fig. 23*) inscrito
en un circulo de 60 centimetros de radio.

405. ¢Cud] es el drea del espacio com-
prendido entre 3 circunferencias iguales y
tangentes entre si, siendo el radio de 3 cen-
timetros?

406. Calcular el 4rea del sector circular
correspondients a un arco de 53°24 377,
si el radio de la circunferencia tiene 958™ 62.

407. El Panteén de los Reyes en el Es-
corial tiene la forma de un octdgono regu-
lar. Si el didmewro Jcl circulo circunscrito tiene 10™, calcular: 1° el
lado; 2° el apotema del octégono.

408. Un terreno que tiene la forma de un trapecio rectidngulo
cuyas bases tienen 200™ y 180™, y la altura 120™, ha de dividirse
en tres parcelas de modo que sus duefios puedan, sin salir de sus
heredades respectivas, ir por agua a un pozo situado en la base su-
perior DC, a 75" del punto D. Calcular los segmentos de la base
-inferior.

409, La distancia de dos circunferencias es de 1 metro y los
radios tienen respectivamente 90 y 60-centimetros de longitud. Cal-
cular la longitud del segmento de la tangente exterior comin com-
prendido entre los puntos de contacto.

Fig. 23+
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 Un circulo es tal que el sector de 26°28’, tomado en él, es
equivalente al sector de 38°15° tomado en otro de 9™ 15 de radio.
Calcular el radio del primer circulo,

 Tres octégonos regulares tienen respectivamente de lado
1% T%‘y 48m, Calcular el lado y el drea del octdgono regular equi-
valente a la suma de los tres primeros.

Hallar la diferencia que hay entre el drea del exdgono re-
gular circunscrito a un circulo de 10 centimetros de radio y la del
exdgono regular inscrito en el mismo.

413, Dos circunferencias iguales O y O’ (fig. 24*), cuyos radios
miden 10™, se cortan en A y B de modo
que la distancia de los centros OO’ es
igual al radio. Calcular el arco AOB.

414, En un tridngulo de 17"40 de
base y 12m 60 de altura se inscribe un
cuadrado de modo que un lado esté so-

% bre su base. Calcular el lado de este
R 1 cuadrado, N
¢ En un tridngulo de 3m75 de
base y 225 de altura se inscribe un rectdngulo cuyo perimetro es
de 5080, ;Cuiles son las dimensiones de este rectdngulo, si descansa
sobre la base del tridngulo?

416, Desde cada uno de los vértices de un tridngulo equildtero,
y con el lado per radio, se describe un

A arco de circulo entre los otros vértices.
A Calcular el 4rea del tridngulo curvilineo
a as{ trazado, si el lado del tridngulo dado

} & es de 10 centimetros,

. . ﬂt?' Dos tangentes AB y AD (fig.
25%) forman un dngulo de 60°, La cir-
cunferencia O’ es a la vez tangente a
la circunferencia O y a las dos rectas
AB y AD. Si el radio de la circunferen-
cia O tiene 1M40, calcular: 19 el 4rea
del circulo O; 2% la razén de las 4reas
- de los dos circules.

13, Un vapor cuyo mdstil tiene 40™ se aleja de un faro de 55™
de aTtur'a. ¢A qué distancia del faro estard el buque cuando el vigia
del faro no ve ya la punta del mdstil?
Se supone que el radio de la tierra es
de 6.366 kilometros.

19 Hallar el 4rea de un rombo de
5= ge fado, si su diagonal mayor es el
duple de la menor.

Si se divide en seis partes igua-
les una’ circunferencia de 30 centimetros

Fig. 25 *
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de radio (fig. 26*) y luego se unen de dos en dos los puntos de divi-
sién, calcular: 1° cl drea de los tridngulos .ALG, BGH, etc.; 2° el
drea del exdgono GHIJKL.

471, Calcular el drea comprendida entre el pcrimctro de un exd-
gono regular y el del tridngulo
que se forma uniendo de dos en
dos los vértices del exégono, si el
. radio de la circunferencia circuns-
6. ¢ crita al exdgono es de 1™ 75,

477, Dado un tridngulo equi-
x g latero ABC (fig. 27*), sobre sus
lados se construyen cuadrados cu-
yos vértices exteriores adyacentes
se juntan, Demostrar que cada uno

D B

\ ) . 4 de los tridngulos asi formados es
" equivalente al tridngulo ABC; cal-
ig- 217 A 2

3 - cular e] drea del exdgono irregular

F obtenido, si el lado del tridngulo equilitero tiene 2 centimetros 20.

Calcular las diagonales y drea de un rombo cuyo lado tiene
30", y uno de los 4ngulos agudos 30°

Dado un exdgono cuyo lado es de 1%, si sobre cada uno
de sus fados se construye un cuadrado extérior, demostrar: 19 que los
vértices exteriores de los 6 cuadrados son vértices de un poligono
regular de 12 lados; 29 calcular el 4rea de] poligono asi obtenido.

Un exdgono regular tiene 2 centimetros de lado; si se pro-
longan ‘los lados en las dos direcciones y se juntan consecutiva-
mente los puntos de interseccién, determinar la naturaleza y el drea
del poligono obtenido.

En una circunferencia de 45 milimetros de radio se inscri-
ben 30& circunferencias cuyo didmetro es el radio de la primera, y
tangentes mutuamente, Describir otras dos circunferencias tangentes
a las tres primeras, y calcular sus radios.

* 477 En una circunferencia de 60 centimetros de radio (fig. 28*)

se inscribe un octégono regular ABCDEFGH, Sobre las cuerdas AB,
CD, etc., por didmetros se describen se-
micircunferencias cuya convexidad estd
hacia el centro. ;Cudl serd el 4rea de la
parte AIBCLDEMFGNHA?

El radio de un circulo tiene 60
centfmetros. Calcular el 4rea del decdgo-
no regular inscrito en este circulo.

429. Las dlagonales de un cuadrild-
tero tienen respectivamente de longitud
91 y 105", y la recta que une los pun-
tos mcdios de dos lados opuestos tiene
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49, Calcular el 4rea de este poligono. Con estos datos ¢se puede cons-
trufr grificamente un cuadrilitero semejante al propuesto?

430. Sobre los lados de un cuadrado ABCD se construyen cua-
tro rectingulos iguales. ;Cual ha de ser su altura comin para que,
juntando los vértices exteriores, el octégono que resulte sea regular?
Siendo el lado del cuadrado de 1™ 60, calcular el 4rea del octégono
regular asi formado.

431, E] radio de una circunferencia tiene 2™ y estd dividido,
por una circunferencia concéntrica, en media y extrema razén; cal-
cular ]a longitud de una cuerda de la circunferencia mayor que fuera
tangente a la menor,

432, Un campo tiene la forma de un pentigono irregular inscrito
en un circulo de 100™ de radio. Desde el centro, se ven los lados
bajo dngulos de 45°, 609, 45°, 90°, 120°. Calcular el drea del poligono.

433, En un trapecio la altura es de 3™, y e] drea es equivalente
a la del rectingulo construido con las bases por lados; ademis una
de las bases, mds dos veces la otra, dan una suma triple del nimero
que expresa la altura. Calcular las bases y la altura del trapecio.




GEOMETRIA DEL ESPACIO
LIBRO- ¥

LINEAS RECTAS Y PLANOS

NOCIONES PRELIMINARES

414 La Geometria dil__e_sg_aao tiene por objeto el estudio de
las figuras cuy cuyos elementos no estin situados en un mismo plano. —

La nocidn de plano, como la de linea recta, es intuitiva y de ori-
gen experimental. La superficie de un cristal bien terso, de una
pizarra bien pulimentada, nos dan idea del plane. Dicha nocién
se completa con las siguientes propiedades del mismo: '

Plano es wuna superficie indefinida que contiene entera-

‘mente cualquier linea recta que tenga en él dos de sus puntos. Por

consiguiente, .en un plano pueden trazarse infinitas rectas.

Todo plano es indefinido, esto es, ha de suponerse prolongado
indefinidamente; pero para facilitar las demostraciones lo suponemos
como si estuviera limitado, y lo representamos por una porcién rectan-
gular de plano, cuya perspectiva se asemeja a un paralelogramo.

Por dos puntos del espacio, o por una recta, pueden pasar infi-
nitos planos; v. gr.: una puerta al girar sobre sus goznes puede
ocupar una infinidad de posiciones.

E Determinacién del plano. — Tres puntos determinan un
plano, esto es: por tres puntos que no estén en linea recta puedc pa-
sar un planc, y sélo uno.

Dados tres puntos A, B y D que no estin en linea recta, si por

dos de ellos, A y B, o sea por la recta AB

‘% que estos puntos determinan, se hace pa-
sar un plano; entre las distintas posiciones

ADP———xp———J . ,
- =7, Qque ocupe dicho plano girando alrededor
/ =7 de AB, hay una en que este plano pasard
. ] por el punto D.
Fig. 328

El plano quedard asi en una posicién
fija porque no puede continuar su movi-
miento alrededor de AB sin dejar de pasar por el punto D.

Luego, la posicién de un plano queda determinada:

19 Por tres puntos que no estén en linea recta;

22 Por una recta y un punto exterior a ella;

39 Por dos rectas concurrentes;

4% Por dos paralelas.

La interseccion de dos planos es wuna lineg recta, pues de
lo contrario, los dos planos tendrian al menos tres puntos comunes y
no en linea recta, y por lo tanto coincidirfan; lo cual va contra el
supuesto,
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[7751 Generacién del plano. — Se puede considerar un plano co-
mo ‘engendrado por una recta que se mueve:

19 Sobre dos rectas concurrentes o paralelas; %

29 Sobre una recta y pasando por un punto fijo, exterior a la
recta;

3% Girando alrededor de una recta fija y perpendicularmente a
la misma,

CAPITULO I

CTA s I AN

[

- DEFINICIONES
La recta, con relacién al plano, puede tener tres posiciones:
o Estar contenida en el plano, en cuyo caso €] plano pasa por

la recta;

29  Arravesar el plano, entonces es secante, y puede ser perpen-
dicular u oblicua al plano;

3° Ser paralela al plano, en cuyo caso el plano es también para-
lelo a la recta.

En la primera posicién, todes los puntos de la recta son comunes
con ¢l plano; cuando la recta es secante, sélo tiene un punto comiin
con el plano, y no tiene ninguno cuando es paralela.

Iyl 1 Pie de una secante es el punto comin a la recta y al plano.
a recta es perpendzcular a un pIano cuando lo es a todas las
rectas quc pasan por su pie en el mismo plano,
Cuando una recta es perpendicular a un plano, el plano lo es
a la recta,

Oblicua a un plano es toda secante que no le es perpendicular.

Bina,

1122 Toda recta perpendicular a otras
dos que pasan por su pie en un plano, es
perpendicular a cualquier otra recta que pa-
se por su pie en el mismo plano, y por con-
siguiente perpendicular al plano,

Sea la recta AP perpendicular a PB y a
PC; demostremos que lo es también a PD.

Para ello, tracemos una recta CB que
corte a PB, PD y PC; prolonguemos la rec-
ta AP, tomemos PA’=PA y tracemos AB,

AD, AC, A'B, A'D, A'C,
A

Fig. 329 Las rectas BA y BA’ son iguales co-
mo oblicuas que. se apartan igualmente del
‘pie de la perpendicular; por aniloga razén
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lo son también las rectas CA y CA’. Luego los tridngulos ABC y A’BC
son iguales por tener sus tres lados respectivamente iguales; de donde
resulta: /\ o
ABC = A'BC.

Por consiguiente, los tridngulos ABD y A’BD son iguales (N? 60), y
AD ==A’D. Por lo tanto, la recta PD cuyos puntos P y D equidistan
de A y A/, serd perpendicular a AA’ (N? 51), y reciprocamente AA’
lo serd a PD.

Luego, toda rectd...

Corolario. Por un punto de una recta se puede trazar un
plano perpendicular a dicha recta y sélo uno, porque si en el pun-
to P (fig. 329) se levantan dos perpendiculares PB y PC a la rectt
AP, éstas determinan el plano M perpendicular a AP,

Nora. — Este plano puede considerarse como engendrado por
la recta PB girando alrededor de la recta AP, permaneciendo siempre
perpendicular a ella.

Teorema.

554 ; .
28] si desde un punto exterior a un plano se trazan a éste una
perpendicular y varias oblicuas:

19 La perpendicular es menor que cualquiera oblicua;

2°  Dos oblicuas que equidistan del pie de la perpendicular son
iguales; .
3% De dos oblicuas que se apartan desigualmente del pie de la
perpendicular, la que se aparta mds es la mayor.
1° Sea AP una perpendicular y AB una oblicua, Tracemos BP.
Siendo AP perpendicular al plano M, lo seri también a la rec-
ta PB (N¢ 421).
En el wiidngulo rectingulo
APB tenemos: .
AP < AB
2° Sean las oblicuas AB vy
AC que equidistan del pie de la
perpendicular.
Fig. 330 Los tridngulos APB y APC
son iguales por tener un dngulo
igual (4ngulo recto) comprendido por lados respectivamente igua-
les; luego,

AB = AC.
3¢ Sean las oblicuas AD y AB, en las cuales PD < PB.
Tomemos PC==PB, y tracemos AC que serd igual a AB (29);
como en la figura plana APD, AD es mayor que AC (N? 46),
también tendremos:
AD > AB.
Luego, si desde un punto. ..
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Reciproco. 1° La linez menor que pueda trazarse desde
un punto del espacio a un plano es la perpendicular bajada desde
dicho punto al plano; por lo tanto, esta perpendicular determina la
distancia de] punto al plano; :

22 Si dos oblicuas que parten desde un mismo punto exterior a
un plano son iguales, sus pies equidistan del pie de la perpendicular;

3% S/ dos oblicuas que parten desde un mismo punto exterior a
un plano son desiguales, la mayor es la que se aparta més del pie de
la perpendicular.

Teorema.

St desde el pie de una perpendicular (AP) a un plano
(M), se traza una perpendicular, (PB) a una recta, (CD) situada en
dicho plano, la recta (AB) que une el pie de esta segunda perpendi
cular con un punto cualguiera (A) de la primera, serd perpendicular a

la recta (CD) del plano.

En efecto, tomemos BC =

Y BD, y tracemos PC, PD, AC,
n\\ AD. Las rectas PD y PC son
TEN iguales por ser PB perpendicu-

M : \ ‘\,,- D luego, los tridngulos rectdngulos
”‘T—‘T?/ 3 APC y APD son iguales por .

3 / tener un dngulo igual compren-

dido por lados respectivamente
iguales. Asi pues el tridngulo

ACD es isésceles por tener iguales los lados AC y AD; luego AB
es perpendicular a la recta CD (N° 70) L

CAPITULO 1I ,
PARALELISMO DE RECTAS Y PLANOS
DEFINICIONES

Dos planos pueden tener las siguientes posiciones relativas:

19 Coincidir;

29 Ser secantes, en cuyo caso serdn perpendiculares u oblicuos;

32 Ser paralelos.

En la primera posicién, toda recta del uno pertenece también al
otro; en la segunda, los planos tienen una recta comidn, y no tienen
ningdn punto comin cuando son paralelos.

Interseccion de dos planos es la recta comiin a ambos.

Un plano es perpendicular a oiro cuando forma con é| dos 4n-
gulos diedros rectos (véase N9 436).

Dos planos son oblicuos cuando son secantes, sin ser perpen-
diculares.

& 7 lar en el punto medio de CD;

Fig. 331

1 Este tecreme se conoce con el nombre de teorema de las tres perpen-
diculares.
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Son paralelos cuando no se encuentran por mds que se pro-
longuen.

[@29] De las definiciones de las rectas paralelas (Libro I), y
de las rectas y planos paralelos (Nos. 420 y 427), resultan varias pro-
piedades, slendo las pnnc1pales

Por un punto del espacio no puede pasar mis que una paralela
a una recta dada.

Dos rectas paralelas a otra lo son entre .

Cuando dos planos son paralelos, toda recta trazada en uno de
ellos es paralela al otro.

Si dos rectas son paralelas entre si, todo plano trazado por una
de ellas es paralelo a la otra.

Dos planos paralelos a un tercero son paralelos entre si.

Dos planos perpendiculares a una misma recta son paralelos en-
tre sz

Llimase dngulo de dos rectas que no se cortan en el es-
pac‘io, al dngulo formado por dos rectas trazadas por un punto cual-
quiera del espacio paralelamente a las rectas dadas. Comg este punto
es arbitrario, para hallar el dngulo de dos rectas, desde un punto cual-
quiera de una de ellas, basta trazar una paralela a la otra.

Teorema.

{3T) Si una recta, exterior a un plano, es paralela a otra que estd
situada en él, también es paralela a dicho plano.

Sea AB paralela a CD.

Tracemos el plano AD.

Por estar AB y CD en un mis-
mo plano, la recta AB no podria
encontrar a] plano M sin encon-
trar a su paralela CD, lo que es
L 7 imposible por ser paralelas por hi-

Fig. 332 potesis,
Luego, si una recta. ..

. Teorema.

Dos rectas concurrentes paralelas a un' plano determinan
otro plano paralelo al primero. |

: Sea el plano N determinado
A i por las rectas AB y AC, paralelas
: . al plano M.

Si estos planos se encontrasen,
su interseccién cortaria por lo me-
nos a una de las rectas AB, AC,
y ésta encontrarfa al plano M, lo
que estd en pugna con el supues-
to.

Fig. 333 Luego, 2 rectas concurrentes...
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Teorema.

Las intersecciones de dos planos ‘paralelos con un tercero
son paralelas.
~ Estas intersecciones se hallan en el plano secante P y también
en los planos paralelos M y N; luego son paralelas, porque si no
|/

lo fuesen, se encontrarfan los planos M y N, lo que va contra el
supuesto.

Luego, las intersecciones. ..

: T'eorema,

Las :egt-ﬁcntos de rectas paralelas, comprendidos entre dos
planos paralelos, son iguales.
Sean las paralelas AB y CD, com-

prendidas entre los planos paralelos *
My N

plano AD; sus intersecciones AC y

BD son paralelas (IN? 433). Luego

el cuadrilitero ABDC es un parale-

logramo (N? 99), y AB=CD (N°¢
Fig. 335 102).

Luego, los segmentos de rectas paralelas. . .

~ Tecrema,

F :

. Dos dngulos, situados en diferen-
tes planos, que tienen sus lados respectiva-
mente paralelos, son iguales o suplementa-
ri0s, y los planos que determinan son para-
lelos, ]

Sean los dngules BAC y EDF (fig. 336),
que tienen el lado AB paralelo a DE y AC
E paralelo a DF.
19 Tomemos AB=DE, AC=DF y
tracemos las rectas AD, CF, BE, CB y FE.
El cuadrilitero ABED es un paralelo-
gramo, por ser AB igual y paralela a DE; luego BE es igual y para-
lela a AD.

h
Fig. 336

Por AB y CD hag.amos pasar el .




CAP, III, - ANGULOS DIEDROS Y PLANOS PERPENDICULARES 177

Por andloga razén, CF es igual y paralela a AD en el paralelo-
gramo ACFD,

De que BE y CF son iguales y paralelas a AD, se infiere que son
iguales y paralelas entre si, y por consiguiente e cuadrilitero BCFE es
un paralelogramo y CB==FE; luego los tridngulos ACB y DFE
son iguales por tener sus lados respectivamente iguales, y por lo

tanto: g O
BAC=EDF

29 Sean los 4ngulos GDF y BAC (fig. 337) que tienen los lados
respectivamente paralelos, y dos de r.llos dmgxdos en sentido con-

ﬂ'af!o / —?
D ;‘}
"fi;.m
El dngulo GDF tiene por_ suplemento el 4ngulo EDF; pero
FDF—BAC S

Luego los dngulos GDF y BAC son supicmentarios

3¢ Los planos ABC y DEF son paralelos, por estar cada uno de
ellos determinado por dos rectas paralelas al otro (N? 432),

CAPITULO III
ANGULOS DIEDROS Y PLANOS
PERPENDICULARES

. DEFINICIONES

Llémase dngulo diedro a la figura formada por dos planos

que se cortan, limitindose en su interseccidn.

Estos planos son las caras del die-
dro, y su interseccién se llama arista.,
El 4ngulo diedro se designa con las
letras de su- arista; v. gr.: dngulo diedro
AB (fig. 338).
La magnitud de un 4ngulo diedro
. no depende de la mayor o menor exten-
Fig. 338 sién de ‘sus caras, sino de la mayor o
menor separacién de las mismas.
[437] Llimase dngulo plano correspondiente a un diedro al 4n-
gulo rectilineo formado por dos perpendiculares levantadas e~ un
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punto cualquiera de la arista y situadas una

M en cada plano.
N " El 4ngulo COD es el dngulo plano del
' diedro AB.
:, D 4381 Un 4ngulo diedro serd recro, ob-
¢ tuso o agudo segin que su dngulo plano

sea recto, obtuso o agudo.

Dos dngulos diedros son propor-
cionales q sus dngulos planos; luego la me-
b dida de un 4ngulo diedro es la misma que
la de su dngulo plano.

Fig. 339
. Teorema.

{3300 Si una recta es perpendicular a un plano, todo plano que
pase por ella es perpendicular al primero.

Sea la recta AP perpendicular al
plano M, y el plano BD que pasa por
la recta AP.

Por el punto P tracemos en el
plano M la recta PE perpendicular
a CD, interseccién de los planos.

La recta AP es perpendicular a

PE (N¢ 422); por lo tanto el 4ngu-
Fig. 340 lo APE es recto, asi como también
el diedro CD, y por consiguiente el plano BD serd perpendicular al
plano M.
Luego, s/ una recta. ..

A @41 Corolario. Para hacer pa-
sar por una recta AB un plano per-
pendicular a otro dado M, basta bajar
desde un punto cualquiera A de la
recta AB una perpendicular AC al
plano M; con lo cual -el plano que
pase por AB y AC serd perpendicu-
lar al plano M (N° 440).

Teorema. 3

[442] i dos planos son perpendiculares entre si, todu recta tra-
zada en uno de ellos y perpendicularmente a su interseccion, es tam-
bién perpendicular al otro,

Sean M y N dos planos perpendicula-
res, y la recta AP del plano M, perpendi-
cular a la interseccién CD.

En el plano N tracemos PE perpendi-
‘cular a la misma interseccién CD.

Siendo recto por hipétesis el diedro
CD, infiérese que lo serd también su 4n-

Fig. 341

Fig. 342
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gulo plano APE; por lo tanto AP es perpendicular a PE y al plano N,
por ser perpendicular a CD y a PE, que son dos rectas de dicho plano
(N© 422). ;

Luego, s dos planos. ..

‘Teorema.

Cuando dos planos son perpendiculares entre si, toda recta
perpendicular @ uno de ellos en un punto de su interseccién estd si-
tuada enteramente en el otro. ‘

Sean M y N dos planos perpendiculares, y P un punto cualquie-
ra de la interseccién de dichos planos.

Demostremos que la recta AP,
perpendicular al plano N, esti en
el plano M. En efecto, si AP no
estuviera en el plano M, por AP
y CD se podria trazar un plano
perpendicular al plano N (N°
440), y como ya el plano M, que
también pasa por CD, es perpen-
dicular al plano N por hipétesis,

Fig. 343 resultaria que por una recta situa-
da en un plano podrian pasar dos planos perpendiculares al primero,
lo que es imposible. ’

Luego, cuando dos planos. ..

Teorema,

La interseccion de dos planos perpendiculares a un tercero
es también perpendicular a este dltimo.

Sean los planos A y B, pes
pendiculares a M.

Demostremos que CD es tam-
bién perpendicular a M.

En efecto, si desde el punto

D, comin a los tres planos, le-

vantamos una perpendicular al pla-

Fig: 344 no M, dicha perpendicular tendrd

que encontrarse a la vez en cada

uno de los planos A y B (N® 443), y por lo tanto se confundird
con su interseccion CD.

Luego, lz interseccidn. ..
© [4#)] Reciproco. Todo plano perpendicular a la interseccién de

otros dos, es perpendicular a cada uno de ellos.
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CAPITULO 1V
PROYECCIONES SOBRE UN PLANO
DEFINICIONES

(461 1, proyeccion de un punto sobre un plano es el pie de
la perpendicular trazada desde dicho punto al plano.

La proyeccidn de una recta sobre un plano es el conjunto de
las proyecciones de los distintos puntos de la recta subre el plano.

La proyeccion de una figura cualguiera sobre un plano os el con-
junto de las proyecciones de todos los puntos de la figura sobre el
mismo. .

El plano que contiene a una recta y a su proyeccién se llama
ano proyectante, y el plano sobre el cual se proyecta, plano de pro-
yeceion.

Cota de un punto es la distancia que media entre este punto y el
plano de proyeccidn.

Teorema.

La proyeccion de una recta sobre un plano es otra recta.
Sea la recta AB.

Por AB tracemos el plano
AB’ perpendicular al plano M
(N° 441).

. Si desde un punto cualquiera

E de la recta AB, bajamos una

perpendicular al plano M, dicha

Fig. 345 perpendicular se hallard en el pla-

/ no AB, (N¢ 443) y E, proyeccién

del punto E, se encontrard en A'B/, interseccién de| plano AB’ con

el plano M. Lo mismo ocurrird con los demds puntos de AB; luego
la recta A'B es la proyeccion de AB.

22°4 Nora.—Casos parncularey 12 Si la recta AB fuese para-

«lg al plano de proyeccién M, su proyeccién le serfa paralela e igual.

29 Si AB fuese pcrpendzcular al plano M, su proyveccién sobre él
serfa_un punto.

' Escolio. Una recta cualquiera y su proyeccion sobre un

plano estdn en un mismo plano perpendicular al plano de proyeccion.

i €OTEma.

Gca}

E5U5 El dngulo que forma una recta con su proyeccidn es me-
nor que el que forma con cualguier otra recta que pasa por su pie
en el plano de proyeccidn.
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Sea la recta AB, AB’ su pro-
yeccién sobre el plano M, y AC otra
recta trazada en el plano.

Tomemos AC = AB’ v tracemos
BC; esta recta es oblicua al plano M
y por consiguiente mayor que BB’
Los tridngulos ABB’ y ABC tienen
dos lados respectivamente iguales, a
saber: AB’=AC, AB es lado co-

. mun; luego BAB’, opuesto al lado
menor, es menor que BAC, opuesto
al lado mayor (N° 65).

Escolio. Si desde un punto del espacio se trazan varias
oblicuas a un plano:

19 Dos oblicuas iguales forman con el plano dngulos iguales;

2° De dos oblicuas desiguales, la menor forma dngulo mayor.

[#52.] Definicién, Llimase dngulo de una recta con un plano sl
dngulo agudo que forma una recta con su proyeccién sobre €] plano.
Se obtiene este dngulo ya prolongando la recta hasta el plano, ya tra-

zando por un punto cualquiera de la
misma una paralela a su proyeccién
sobre el plano.

: [i53) La pendiente de una recta
es el resultado de dividir la diferencia
de las distancias de sus extremos al
plano por la proyeccién de dicha rec-
ta. La pendiente de la recta AB (fig.

347) seri:
4 BB — AA’ BC
o sea .
A'B’ A’B’
CAPITULO V

ANGULOS POLIEDROS

DEFINICIONES

Angulo poliedro o sdlido es la figura formada por vatios
ingulos planos que tienen un mismo vértice, y de dos en dos un
lado comin; por ejemplo, el formado por la aguja de un campa-
nario, : g

El punto comiin se llama wértice del dngulo sélido; lldmase cara
a cada uno de los planos de que consta el 4ngulo poliedro; las inter-
secciones de las caras son las aristas.

Triedro ‘es un 4ngulo sélido que consta de tres caras. En
el triedro se consideran seis elementos, a saber: tres caras y tres die-
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dros. Los diedros se designan ya por las aristas SA, SB, SC (fig.
348), ya por A, B, C; y las caras respectivamente opuestas, por las
mismas letras, pero mindsculas a, &, c.

GE=3

456.0 Un dngulo sdlido es convexo cuando al cortar todas sus
aristas por un plano, la seccidn que resulta es un poligono convexo.

ieorema,

457 En todo triedro una cara cualquicra es menor que la su-
ma de las otras dos, y mayor ‘que su
diferencia.

Sea el dngulo triedro S y sean
a, b, ¢, sus caras.

1° Siendo evidente la primera
parte de este teorema con respecto a
las caras menor y mediana, basta de-
mostrar que la cara mayor es menor
que la suma de las otras dos.

Para ello, tracemos una recta
CB que corte a SC y a SB; luego tra-
cemos SD que forme un dngulo
BSD igual al 4ngulo BSA; tome-
mos SA=2S8D y tracemos el plano
ABC. :

Los tridngulo BSA y BSD son iguales por tener un 4ngulo igual
comprendido por lados respectivamente iguales; luego BD = BA. Pe-
ro en el tridngulo ABC tenemos:

BC < BA - AC
BD + DC < BA + AC
o DC < AC, por ser BD = BA;
y por consiguiente (N? 65):
DSC <« ASC,

Afadiendo a ambos miembros respectivamente los 4ngulos igua-
les BSD y BSA, tc&ig_g_[_.nos:/__\

. B o W, 8
: DSC BSDﬁS(ii—_‘ESA,
o BSC< ASC 1 FsA,
o sea a<lb+tec
29 La desigualdad 2 < &+ ¢ puede escribirse:
btc>a

b>a—c, y ¢c>a—b.
Esta propiedad es evidente para la cara mayor.

de donde resulta:

Luego, en todo triedro...
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Teorema.

m En todo dngulo sélido convexo la suma de sus caras es me-
nor que cuatro dngulos rectos.

Sea S un dngulo sélido. Tracemos un plano cualqmcra que
corte a todas sus aristas; asi resulta el po-

ligono convexo ABCDE

Unamos los vértices de este poligono
con cualquier punto interior O, y consi-
‘deremos las dos series de tridngulos, cuyo
vértice comin es O para la primera, y S
para la segunda.

Como estas dos series constan del mis-
mo namero de tridngulos, en ambas la su-
ma de todos los dngulos es igual.

Tenemos (N9 457): g
e
L ey
y TBAXTBs JABS, etc.

Luego, la suma de los dngulos en la base es menor en la pri-
mera serie que en la segunda. Por lo tanto, la suma de los 4ngulos
en e] vértice es mayor en la primera que en la segunda; esto es, la
suma de los 4ngulos en O, o 4 rectos, es mayor que la suma de
los 4ngulos en S.

Luego, en todo dngulo sdlido. ..




APLICACIONES

EJERCICIOS

434. Hallar la distancia que media entre un punto y un plano
dados.

435. La aguja de un campanario forma un dngulo sélido de -
ocho caras cuya suma es de 90° Hallar el valor de cada uno de los
dngulos en la base de las caras laterales,

436. Dadas dos rectas indefinidas, trazar un plano paralelo a
ambas rﬂctas y a igua] distancia de cada una de ellas.

Por una recta dada, trazar un plano que pase a igual dis-
tancia de dos puntos dados.

438. Por un punto dado, trazar un plano que pase a igual dis-
tancia de otros tres puntos dados. '

Demostrar las siguientes proposiciones

439. 8i una recta y un plano son paralelos, todo plano perpendi-
cular a la recta es también perpendicular al plano propuesto, y re-
ciprocamente.

440. Una recta y un plano perpendiculares a una misma recta son
paralelos,

441. Si dos planos son respectivamente paralelos a otros dos que
se cortan, las intersecciones son paralelas.

442. Dos triedros que tienen dos caras respectivamente iguales y
el diedro comprendido desigual, tienen también la - tercera cara de-
sigual, y reciprocamente,

443. En todo triedro, 2 mayor diedro se opone mayor cara, y
reciprocamente,




LIBRO VI
POLIEDROS

NOCIONES PRELIMINARES

459 Poliedro o sdlido geométrico es una figura limitada por
superficies planas.

En un sélido hay que considerar:

Las caras, que son poligonos planos cuyo conjunto forma la
superficie del poliedro;

Las aristas, o lados de dichos pollgonos, cada una es comin a
dos caras contlguas, :

Los wvériices, o extremos de las aristas; en cada vértice concu-
rren a lo menos tres aristas;

Los dngulos diedros formados en cada arista y los dngzdo: soli-
dos, formados en cada vértice del poliedro;

Las diagonales, que son rectas uniendo dos vértices situados en
distinta cara.

460.] El tetraedro es el miés sencillo de los poliedros; consta de
4 caras triangulares, 4 angulos triedros y 6 aristas.

El polledro de 5 caras se llama pentaedro;

6 exaedro;
= g B " octaedro;
23 17 ”  dodecaedro;
= 20 w0, ®  icosaedro.
Los deméds se designan por el niimero de sus caras. — Ciertos

poliedros tienen denominaciones particulares; los principales son el
prisma y la pirdmide.

Un poliedro es convexo, cuando su seccién por un plano no
puede ser sino un poligono convexo, El poligono convexo estd situado
del todo a un mismo lado del plano de una de sus caras. .

Lldmase poliedro regular al que.tiene iguales sus 4dngulos
sélidos, y cuyas caras son poligonos regulares iguales.

Los poliedros regulares convexos son cinco:

Tetraedin

Teissaed ro Exaedro Didecsed o

 Fig. 350
19 Tetraedro fcgulm limitado por 4 tridngulos equildteros uni-
dos de 3 en 3;
29 Octaedro regular, limitado por 8 mangulc)s equildteros uni-
dos de 4 en 4;

\
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3? Icosaedro regular, limitado por 20 tridngulos equildteros uni-
dos de 5 en 5.

49 Exaedro regular o cubo, limitado por 6 cuadrados unidos de
3en 3; .

5° Dodecaedro regular, limitado por 12 pentigonos regulares uni-
dos de 3 en 31

No puede haber mis poliedros regulares que éstos. En efecto,
para formar 4ngulos sélidos st necesitan por lo menos tres caras,
cuya suma ha de valer menos que 4 rectos (N? 458). Ahora bien:
6 angulos de tridngulo equildtero valen 4 rectos, asi como 4 4ingulos
de cuadrado; 4 4ngulos de pentigono regular valen mds. Luego, con
dichos poligonos no se pueden formar mis combinaciones.

Ademds, no se pueden formar 4ngulos sélidos con otros poli-
gonos regulares, pues 3 dngulos de exdgono valen 4 rectos, 3 de ep-
tdgono valen mis, etc.

Dos poliedros son iguales cuando pueden coincidir por su-
perposicion.

Dos poliedros son equivalentes cuando tienen igual volumen y
distinta forma.

CAPITULO 1
PRISMA

DEFINICIONES

Lldmase prisma al poliedro comprendido entre dos poli-
gonos iguales y paralelos, y cuyas caras laterales son paralelogramos.

Los dos poligonos iguales y paralelos son las bases del prisma,

Altura de un prisma es la distancia de sus bases.

Seccidn recta es toda seccién determinada por un plano perpen-
dicular a las aristas laterales.

[465)] Tronco de prisma es 1a porcién de este comprendida entre
la base y un plano no paralelo a ella que corte a todas las aristas
laterales.

Un prisma es reczo (fig. 353) u oblicuo (fig. 355), segin
que sus aristas sean o no perpendiculares a los planos de las bases.

El prisma recibe distintas denominaciones segiin la forma de sus
bases; asi se llamard triangular, cuadrangular, pentagonal, etc., segln
que sus bases-sean tridngulos, cuadrildteros, pentdgonos, etc.

El prisma es regular cuando, siendo recto, sus bases son poligo-
nos regulares, e 7rregular en el caso contrario.

Paralelepipedo es el prisma cuyas bases son paralelogramos.

1 108 cuer-

1 Las formas de estos poliedros nos las ofrece la nat )
tetraedros;

cristalizados. El zine sulfurado cristalizado tlene la fo
& sal comun, de cubos; el diamante, de octaedros, etc.
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Un paralelepipedo rectingulo es un prisma recto .cuyas bases
son rectdngulos.

Cubo es un paralelepipedo rectingulo cuyas tres dimensiones son
iguales; sus seis caras son cuadrados.

La superficie lateral de un prisma es la suma de las super-

ficies de sus caras laterales.

La superficie total consta de la superficie lateral y de la super-
ficie de ambas bases.

[469] Unidad de volumen. Témase por unidad de volumen, el vo-
lumen de un cubo construide con la #nidad de longitud por arista.

Seglin que la unidad de longitud sea el metro o uno de sus
submiltiplos, la unidad de volumen serd el metro ciébico o uno de
sus submultiplos. :

Teorema. ’

'Las caras opuestas de un paralelepipedo son iguales y pa-
ralelas.

Sea el paralelepipedo AG, y las caras opuestas AH y BG.

Las rectas AD y BC, como
también AE y BF, son iguales y
paralelas entre si por ser todas las
caras del sdlido, paralelogramos.

Luego los 4ngulos DAE vy
" USREP - ol e, ; CBF son iguales, y sus planos pa-
} ralelos (N? 435).

A . Por - consiguiente, los paralelo-

Fig. 351 d gramos AH y BG, que tienen un
: dngulo igual comprendido por la-
dos respectivamente iguales, son iguales pm—que podrian coincidir.

Luego, las caras. ..

Corolario. En todo paralelepipedo se pueden tomar por ba-

ses dos caras Opﬂd’.ﬂﬂs CWIL’JQMZ‘B?‘H.

H G

Teorema. :
472\ En todo paralelepipedo rectingulo, el cuadrado de la dia-

gonal es igual a la suma de los cua-

g 1 drados de sus tres dimensiones.
Sea AG un paralelepipedo rectdn-
5 o » 4 gulo cuyas dimensiones sdp a4, b, ¢,
NN N ¢y sea d una diagonal, :
B N El tridngulo BEH es rectingulo
A - — en E, y el tridngulo ABE es rectingu-
Fig. 352 lo en A. Luego:

d*—mﬂ—i—c”—a-*—l—b“—{-—c‘
Si se tratase de un cubo, llamando 2 a la arista, tendrfamos:
dt = 3a?
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473, Dos prismas rectos de igual base y altura son iguales.
ean los prismas P y P’, de igual base y altura.
Hagamos coincidir las bases inferiores B y B’ de los prismas. Las
aristas AE y A’E’ coinciden, por ser dos perpendiculares iguales,
levantadas en el mismo punto de un mismo plano.

S

T
(H”‘“
[l

Fig. 353

Del mismo modo demostrariamos que han de coincidir las de-
mds aristas.
Luego los dos prismas P y P’ coinciden, y por lo tanto son

iguales.

!

' Jr
Kea
H

.

Fig. 354

A

Escolio. El plano trazado por dos
aristas opuesias de un paralelepipedo rec-
tdngulo lo divide en dos prismas triangula-
res iguales.

Sea el plano AF trazado por las aristas
opuestas AD y CF.

Las diagonales FD y CA dividen las
bases del paralelepipedo en dos partes igua-
les; ademas los prismas que resultan tienen
la misma altura CF.

Por lo tanto, estos prismas parciales son
iguales por tener igual base y altura.

Corolario. Dos troncos de prismas rectos son iguales cuan-
do tienen la base igual y las aristas laterales iguales de dos en dos.

T eorema.

Toda seccion de un prisma paralels a la base es igual a

dicha base.

Sea en el prisma AB la seccién S para-
lela a la base B.

Las rectas CD y HI son paralelas por
ser intersecciones de dos planos paralelos,
B y S, con un tercero DH; luego el cua-
drilitero CDIH es un paralelogramo vy
€D =HI,

Del mismo modo se demostraria que
ED y KI, EF y KL, etc, son paralelas e
iguales; luego los dos poligonos B y §
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tienen los lados respectivamente iguales. Ademds, los dngulos de dichos
poligonos son iguales de dos en dos por tener los lados paralelos diri-
gidos en el mismo sentido. Luego estos poligonos son iguales.

Teorema.

Area lateral del prisma. E] drea lateral de un prisma es
igual al producto de una arista lateral por el perimetro de la sec-
cidn recta. i

. Sea el prisma El, # una arista
Aty lateral, y S una secci6n recta.
' '(4;‘?\ Las aristas laterales EF, HG,

. i'\ L it etc.,, son perpendiculares a la sec-
[ ——pk Wk cién recta (N° 464), y por consi-

‘ %"+ guiente a las rectas AB, BC, CD,
#om o e el g b DA (N° 421). Luego cada cara la-
Fig. 356 teral es un paralelogramo cuya ba-

se es la arista 2 y la altura una de

las rectas AB, BC, CD, DA. :

De donde se infiere que ¢l drea lateral es igual al producio, etc.

=@ . £ - ‘

= Escolios. I El dreq total es igual al drea lateral mis el
drea de las dos bases.

II. El dreq lateral de un prisma recto es igual al producto del
perimetro de la base por la altura.

Teorema.

B79] Volumen del paralelepipedo rectingulo. El volumen de un
paralelepipedo recrdngulo es igual al producto de sus tres dimensiones.

Sea el paralelepipedo P.

Supongamos que sean conmensurables sus tres dimensiones, y

que la medida comin que tomaremos por unidad de longitud, esté
prr———— contenida 7 veces en la longitud,

4 en la anchura y 3 en la altura.

Por medio de planos parale-
los a la base, el paralelepipedo pue-
de descomponerse en tres paralele-
pipedos parciales que tengan 7 uni-
dades de largo, 4 de ancho y una
de alto. Cada uno de éstos puede
dividirse en otros 4, de 7 unidades
de largo, una de ancho y una de alto. Por dltimo, cada uno de éstos
puede subdividirse en 7 cubos iguales a la unidad de volumen, por .
tener la unidad de longitud por arista.

El paralelepipedo contendrd un ntmero de unidades de volumen
igual al producto:

- o omemms

|
|
A '
|
Fig. 357

7 X4 3

y por lo tanto, este producto expresard su volumen.
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Por pequefia que sea la medida comdn, la demostracién serd
exacta, y siempre podrd expresarse el volumen de un paralelepipedo
rectingulo por el producto ds los nimeros que expresen sus tres
dimensiones,

Escolio. 12 Llamando 4, ¢, @ .a las dimensiones de un pa-
ralelepipedo rectdngulo, la férmula de su volumen serd:
% V = bea.

29 Como el producto de & por ¢ expresa el drea de la base, dicese
también gque el volumen del pardlelepipedo rectingulo es igual al
producto de su base por su altura.

V=B a.

39 El volumen de un cubo es igual al producto de tres factores
iguales a su arista, o sea a la tercera potencia de la misha.

ra—

Por eso se suele llamar cubo de un nimero a la tercera potencia
de este niimero.

Teorema.

ESI.I Volumen del paralelepipedo recto. El volumen de un para-
lelepipedo recto es igual al producto de su base por su altura.

Sca el paralelepipedo recto BH cuya base es el paralelogramo
ABCD.

i M Hagamos pasar los planos AK
' y BM perpendicularmente a las ca-
’ ras paralelas AF y DG. Los tridn-
gulos ADI y BCL son iguales por

{
. S99 tener el dngulo A igual al dngulo
A ; - B (N°¢ 87), comprendido por lados
Fig. 358 " respectivamente iguales; luego los

prismas rectos ADIK y BCLM son .
; iguales (N 473).

Por consiguiente el paralelepipedo ABCDH es equivalente al
paralelepipedo rectdngulo ABLIK, que tiene igual altura y base equi-
valente; luego para ambos el volumen es igual al producto de su base
por su altura.

Teorema.

Volumen del prisma recto. El volumen de un prisma recto
es igual al producto de su base por su altura.

Distinguiremos dos casos: 1?9 que la base sea un tridngulo; 2°
que sea un poligono cualquiera, :

19 Sea el prisma triangular recte ABCDEF. Prolonguemos los
planos de las bases, y por medio de planos paralelos a las caras AE
y CE, formemos el paralelepipedo recto HE, cuya base serd un pa-
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ralelogramo de superficie dos veces mayor

¢ [
, que la del tridngulo ABC.
¢ S Ya sabemos (N° 474) que el prisma
triangular: ABCF es la mitad de] paralele-
pipedo HE.
Siendo el volumen de éste:
: ABCH X CF,
. el del prisma propuesto serd:
7 . _ ABCH X CF :
M v : e

2
Eig. 359 o sea : ABC x CF,
29 §i por una arista del prisma propuesto se trazan planos dia-
gonales, quedard dividido el prisma en otros tres triangulares de

igual altura que el dado. Llamando T, T’
: y T” a las bases de dichos prismas, y &
a la altura comin, los volimenes parciales
serdn:
M G T e SR S
y el del prisma propuesto:
V=(T+T'4T") % a 0 BXa
[483] Corolarios. 1. Dos prismas son

proporcionales a los productos de sus bases
Eig-300 por sus alturas.
II. Dos prismas son equivalentes cuando tienen igual altura y
bases equivalentes.

Teorema.

[i24] Volumen de un prisma cualquiera. El volumen de un pris-
ma cualquiera es igual al producto de una de sus aristas laterales por
lz seccidn recta.

Basta demostrar que un prisma oblicuo es equivalente a otro
recto, cuya base sea su seccién recta, y la arista lateral, su altura.

Sea el prisma ABCDA’B’C'D’; prolonguemos las aristas laterales
oy tomemos en una de ellas, en AA’, por ejem-

plo, LL" = AA’, y por los puntos L y L’ tra-

cemos las secciones rectas LMNP y L'M/N'P’”.
I Para probar la equivalencia de los pris-
mas AD’ y LP’, basta demostrar la ‘igualdad
o de los troncos de prisma LD y L'D’. Estos
troncos son iguales por tener sus bases LMNP

y L'M'N'P’ iguales (N 476), y sus aristas

»  respectivamente iguales:
L'A"=LA, MB=M'B/, et.

Luego el prisma oblicuo AD’ es equiva-

lente al prisma recto LP".
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Pero el volumen de éste es igual al producto de su base LMNP
por su altura LL’ (o AA’) (N9 482); luego ese volumen serd tam-
bién cl del prisma oblicuo propuesto.

Corolario. En un prisma cualquiera el producto de la base
por la almra es igual al producto de la seccidn rectqa por la arista
lateral,

Llamemos B a la ‘base, 2 a la altura, S a la seccién recta y 7 a la
arista lateral. .

Tenemos (N9 482): Volumen =B X a
(N® 484): Volumen =35 X/
luego B X # =8¢ L

CAPITULO II “
PIRAMIDE

DEFINICIONES

486.| Pirdmide es un poliedro limitado por la superficie de un
dngulo sélido y un plano que corta a todas sus aristas.

La pirdmide tiene por base un poligono cualquiera, y por caras
laterales tridngulos que tienen un vértice comin. Este punto se llama
vértice o cispide de la pirdmide.

Almra de la pirdmide es la distancia del vértice al plano de la base.

Una pirdmide se llama sriangular, cuadrangular, pentagonal,
ete., segun que su base sea un tridngulo, un cuadrildtera, un pen-
tigono, etc.

La pirdmide triangular se llama también tetraedro.

_d'jn Una pirdmide es regular cuando su base es un poligono
regular, y su altura cae en el centro de la misma.

En una pirdmide regular, todas las aristas laterales son iguales, y
las caras laterales son tridngulos isdsceles iguales; la altura de cada
uno de éstos se llama apotema de la pirdmide, el cual no ha de con-
fundirse con el apotema de la base.

ﬁ] Pirdmide truncada o tronco de pirdmide es la parte de
pirdmide comprcnd;da entre la base y un plano que corte a todas
sus aristas laterales.

Cuando la seccién es paralela a la
‘ base, resulta un tronco de pirdmide de
1R bases paralelas; su altura es la distancia
’ de las bases.

Un tronco de pirdmide regular es
la porcién de pirdmide regular compren-
dida entre la base y una seccién parale-
la a la misma; las caras laterales son tra-
pecios isGsceles iguales, y la altura de ca-
da uno de ellos se llama apotema del -
tronco.
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Pirdmide deficiente es la parte de pirdmide comprendida entre el
vértice y el plano secante. V. gr.: Sabed (fig. 362).

Teorema.

Si se corta una pirdmide por un plano paralelo a la base:
19 Las aristas laterales y la altura quedan divididas en partes pro-
porcionales;
2% Lg seccion y la base son poligonos semejantes;
39 Estos poligonos son proporcionales a los cuadrados de sus dis-
tancias al vértice de la pivdmide.
Sea la pirdmide SABCD y el plano EG paralelo a la base.
Traceimos en los planos EG y AC las rectas EI y AH.
1° Las rectas FG y BC son paralelas (N°
433), ast como AB y EF, AD y EL, etc.; lue-
go el tridngulo SEF es semejante al tridn-
M gulo SAB, el SFG al SBC, etc.; lo mismo ocu-
rre respecto de los tridngulos SEI y SAH, por
ser El paralela a AH. Y como estos tridngu-
los tienen lados comunes, se deduce:
SE‘ '85G SL SE SI
= = = = N -
SB SC 8D S5A SH.
29 Siendo igual la razén de semejanza de
todos estos tridngulos, se infiere:

Fig. 363 - 'ERSEG | Gl - EL

D

AB BC CD AD
Luego en los poligonos EG y AC la razén de los lados es la mis-
ma; ademas sus dngulos son respectivamente iguales (N? 435), Por
lo tanto la seccidn EG es semejante a-la base AC,
39 De la semejanza de los tridngulos que tienen 'su vértice co-
min en S resulta:

EE * &BE SI

AR AR st
EF? SE* SI?

AB® SA°  SHF
Por otra parte, siendo semejantes los poligonos EG y AC, te-
nemos: ) . i
Poligone EG = EF* & SB2 " -=Hl®
e ::.-___ = —_— Elc.
Poligono AC ~ AB® SA? §H?
Luego, si se corta una pirdmide. ..
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Teorema,

Area lateral de la pirAmide regular. El drea lateral de una
pirdmide regular es igual al semiproducto del perimetro de la base
por el apotema de la pirdmide; porque todas las caras laterales son
tridngulos isésceles cuya altura es el apotema de la pirdmide, y cuyas
bases son los distintos lades del poligono de su base.

Escolios. 1. El drea lateral de un tronco de pirdmide regu-
lar es igual al producto de su apotema por la semisuma de los peri-
metros de las dos bases. :

Porque esta drea consta de trapecios iguales cuya altura es el
apotema del tronco y cuyas bases son los lados de las bases de dicho
tronco.

1. El drea total de una pirdmide consta del dreq lateral afiadida
a la de la base.

L. El dreq total de wna pirdmide truncada es igual al drea la-
reral mds el drea de ambas bases.

Teorema.

Dos tetraedros de igual altura y bases equivalentes son equi-
valentes. i

Sea P y Q los volimenes de los tetraedros dados.

Supongamos colocadas las bases de ambos tetraedros en un mismo
plano, y dividida su altura 2 en un niéimero cualquiera » de partes
iguales. Si por los puntos de divisién se trazan planos paralelos a las
bases, las secciones correspondientes de cada uno de estos planos se-
rin equivalentes por ser dos secciones correspondientes, proporciona-
les a los cuadrados de sus distancias al vértice (N? 490, 39), e iguales
las alturas, '

Fig. 364
Consideremos estas secciones como bases de prismas internos, y
construidos paralelamente a las aristas SA y S’A’; estos prismas serdn
respectivamente equivalentes, por serlo sus bases, y tener igual al-
a
tura —.
n
Llamando p, ¢/, p”..., a los volimenes de los prismas inscri-
tos en P, y S a la suma correspondiente; ;
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Llamando g, ¢’, 4”,..., a los volimenes de los inscritos en
Q, y T a la suma de dichos volimenes, tendrcmos:

e Ui e =
luego P+ i —q+q -l-q &y

(o]

Siendo estas dos sumas constantemente iguales cuando n aumen-
te indefinidamente, sus limites lo serdn también:
limite S = limite T.
Pero los limites de S y de T son los voliimenes P y Q de los
tetraedros; luego
Pi=0):

Corolarios. 1. Dos pirdmides cualesquiera de igual altura

y bases equivalentes son equivalentes; pues, dividiendo la base en
tridngulos por medio de diagonales que partan desde el mismo vér-
tice, y trazando planos por estas diagonales y las aristas correspon-
dientes, quedard la pirdmide descompuesta en tetraedros cuya altura
comtn serd la de la pirdmide. Enton-

" ces podrd aplicarse la demostracién

| 'W\ anterior.

| "\ II. Dos troncos de pirdmide de
[ igual altura y de bases equivalentes

i X son equivalentes
W\ P\ Porque si SB y S’B’ son pirdmi-
des que tienen la misma altura y ba-
\ : ., ses equivalentes B y B’, las secciones C
t | | y €’ hechas a igual altura son equi-

| gy -\ valentes, por ser las pirdmides SB y

l z T S’B’ equivalentes, asi como rambién

B o las pirdmides deficientes SC y §'C’

Fig 268 (N° 493). Por lo tanto ocurrird lo

mismo con los troncos T y T,

Escolio. El vértice de una pirdmide puede moverse sobre

un plano pma!elio a la base sin que por eso cambie de volumen la
pnarmdf

Teorema.
m 496.] Todo prisma triangular puedc de.scompone:;c en tres pi-
ramides equivalentes.
Sea ABCDEF un prisma triangular.
Tracemos los planos AEC y AEF.

Las pirdmides EABC y ADEF son equivalentes por tener igua-
les sus bases ABC y DEF y la misma altura que es la del prisma.
Tomando ahora por vértice de] tetraedro ADEF el punto E, su base
serd el tridngulo ADF, y las dos pirdmides ADEF y CAEF serdn
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equivalentes por tener igual base, esto es la mitad del paralelogramo
ACFD, y la misma altura, o sea la distancia del punte E a! plano AF.

Luego, todo prisma triangular . . .
Corolario. Una pirdmide triangular o tetraedro es la ter-

cera parte del prisma que tuviere igual base y altura.
Teorema.

498.] Volumen de la pirAmide. El wolumen de wuna pirdmide
cualquiera es igual al tercio del producto de su base por su altura.

19 La pirdmide es triangular. Siendo una pirdmide triangular la
tercera parte del prisma de igual base y al-
tura (N? 497), su volumen serd el tercio del
producto de la base por la altura,

2° Es una pirdmide cualquiera, Una pi-
rdmide cualquiera SABCDE puede descom-
ponerse en pirarides triangulares de igual al-
tura, siendo la suma de las bases igual a la
base de la pirdmide propueésta; y por ser el
volumen de cada pirdmide parcial- igual al
tercio del producto de su base -por su altura,
se deduce que el volumen de la pirdmide to-
tal serd también igual al tercio del producto
Y de su base por su altura, o sea:

Fig. 367 £ 1
V=—Ba
3

Luego, el volumen. ..

Teorema.

Un tronco de pirdmide de bases paralelas es equivalente g
la suma de tres pirdmides que tengan la misma altura que el tronco y
por bases respectivas las dos bases del tronco y su media geométrica.

Consideraremos:
B
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12 Un tronco de pirdmide triangular. Sea CEDC'E'D’ un tronco
de pirdmide de bases paralelas; trace-
¢ g mos los planos D'CE y D'C'E, y que-
w dard el sélido descompuesto en tres
pirdmides triangulares D'CDE o P,
EC'DE! o' p, D'CC'E o P”.
Las pirdmides P y P’ tienen la
misma altura que el tronco, y sus ba-
I ses respectivas son las del mismo tron-
co. .
Sélo falta demostrar que la ter-
Fig. 368 D cera pirdimide P” es una media pro-
- porcional entre las dos primeras.
cD CE

Sea k=——=——, la razén de semejanza de las bases-del

CIDE ((EBFRE
tronco.

Con relacién al vértice E las pirdmides P y P” que tienen la
misma altura son proporcionales a sus bases. Estas bases son tridngu-
los que tienen la misma altura y que por consiguiente son proporcio-
nales a sus lados paralelos:

P DCD' CD

BP*  CEIDE SR
Ademds, teniendo las pirdmides, P y P’, la misma ‘altura con re-
lacién a] vértice IV, resulta:

P C'CE CE

P ECIEE SEFE
De la igualdad de estas razones se deduce la proporcién:
P i
B P
de donde: Pif=—

29 Un tronco de pirdmide cualquiera. El teorema que acabamos
de demostrar puede aplicarse a un tronco de pirdmide cualquiera, por-
que todo tronco es equivalente al triangular que tenga la misma al-
tura y cuyas bases sean respectivamente equivalentes (N® 494, II).

Luego, un tronco de pirdmide. ..

Teorema.

Volumen del tronco de pirimide de bases paralelas. El vo-
lumen de un tronco de pirdmide de bases paralelas es igual a la ter-
cera parte del producto de su altura por lg suma de sus bases y de
una media geométrica entre ellas.
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Segln el teorema anterior, el tronco CEDC'E'D" o T (fig. 368)
es equivalente a la suma de tres pirdmides P, P* y P”, cuya altura co-
min es @, y cuyas bases respectivas son B,B’, y su media geométrica

Pero tenemos (N° 498):

Ba Ba VBB Xa
P=——; P = y Pz
3 3 3

Sumando ordenadamente:
a
P+P 4P’ 0T=—(B+B +BB).
3

Teorema,

Un prisma triangular truncado es equivalente a la suma de
tres pirdmides triangulares cuya base comiin es una de las del prisma
y cuyos vértices son los de la otra.

Sea el prisma triangular truncado AMD (fig. 369). Tracemos
los planos ASC y ESC y resultarin tres pirdmides SAMC, SACE,
SCDE. La pirimide SAMC tiene por base AMC, y su vértice es el
punto S.

-
N

Fig. 369 Fig. 370 Fig. 371

La pirdmide SACE se puede sustituir por otra equivalente que
se obtendrd haciendo pasar el vértice S al M (IN® 495); entonces esta
pirdmide tendrd por base AMC y por vértice el punto E (fig. 370).

La pirimide SCDE puede sustituirse por otra haciendo pasar el
vértice S a M, y esta Glima por otra, pasando el vértice E al A
(fig. 371). Asi transformada, esta pirdmide tiene por base AMC y
por vértice el punto D.

Luego el prisma truncado equivale a la suma de las tres pird-
mides cuya base comiin és AMC y cuyos vértices respectivos son los

puntos S, E, D.

Luego, un prisma. ..
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Teorema.

Volumen del prisma triangular truncado. E! volumen de
un prisma triangular truncado es igual al producto de una de sus
bases por el tercio de la suma de las distancias a dicha base de los
tres vértices de la otra.

Sea el prisma triangular truncado AMD (fig. 369).

Llamemos B a la superficie de la base AMC, y a, &, 4”7 a las
. distancias de los vértices E, S, D a esta base. Siendo este tronco de
prisma equivalente a la suma de tres pirdmides que tienen B por
base, y por alturas respectivas, @, &/, @’ (N® 501), su volumen serd
igual a:

Ba Ba&  Ba”
e
3 3 3
ata +a’

3

o Vo=

Luego, ¢/ volumen. ..
Teorema.
El volumen de un prisma triangular truncado es igual al

producto de su seccidn recta por
el tercio de la suma de sus aristas

Lad ]
/‘-‘ K laterales.
W Sea el tronco de prisma AB,
ol B TR una seccion recta S lo divide en
7 BT d
s os troncos rectos y cada una de

las aristas @, b, ¢, queda dividida
en dos partes, m, m’; n, n'; p, p'.
Seglin lo que acabamos de” demostrar, los voliimenes respectivos
de estos sélidos parciales son:
r 4 4
m—+n+p m' +-n +p
S. ¥ S.
3 3
De donde resulta el volumen total:

(m LR+ 1) +b+c

3 3

Advertencia. La propiedad anterior no se aplica sino a un tronco
de prisma triangular; para hallar el volumen de un tronco de prisma
cualquiera se divide el sélido en troncos triangulares, luego se calcula
el volumen de cada uno de ellos y se suman estos volimenes parciales.

A==
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CAPITULO III

OLIEDROS SEMEJANTES

DEFINICIONLS

De esta definicion se desprende que cuando dos poliedros son
semejantes; :

19 Sus diedros homdlogos :on iguales;

29 Todas sus dimensiones homdlogas son proporcionales.

. Teorema.

505.] Todo plano trazado paralelamente a lg base de una pird-

mide determina oira pirdmide semejante a la prc:fuesm.
Sea P una pirdmide cualquiera y sea
EG una seccién paralela a la base AC.

) Hay que demostrar que las pirdmides
‘ SEFGL y SABCD tienen las caras homé-
logas semejantes y los dngulos sdlidos res-

L

pectivamente iguales (N® 504),

19 Las caras homdlogas son semejantes.
Los poligonos EFGL y ABCD son seme-
jantes (N? 490, 2°) y las caras laterales

. » lo son también por tener en S un 4ngulo
3 igual comprendide por lados proporciona-
Figars © les (N9 504),

29 Los dngulos sdlidos son respectiva-
mente iguales. El dngulo sélido S es comiin a las dos pirdmides; en
los triedros A y E los dngulos de las caras son respectivamente igua-
les por pertenecer a poligonos semejantes; luego estos dngulos triedros
podrian coincidir; lo mismo ocurrirfa con los demés triedros.

Luego, todo plano. ..

@‘ Lema, Dos poliedros semejantes pueden descomponerse en
igual nidmero de tetraedros respectivamente semejantes y semejante-
mente dispuestos.

Teorema.

Los voldémenes de dos poliedros semejantes son proporciona-

les a los cubos de sus aristas homdlogas.

Fig. 374
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Consideraremos:

12 Dos tetraedros semejantes, Sean P y P’ dos tetraedros seme-
jantes, B y B’ sus bases, 2 y 4’ las alturas correspondientes, y & la
razén de semejanza, o sea la razén de las lineas homdlogas.

Tenemos (N? 483):

P B.a B a

Ahora bien: la razén de las dreas homélogas —— es igual a &
; B

a
C(N® 364), y la razén de las lineas homdlogas —— es igual a &.
a’
Luego:
: P
— =k k=R
P’

29 Dos poliedros .reme;ame: Sean P y P’ dos poliedros semejan-
tes cualesquiera, y £ la razén de semejariza,
Estos poliedros pueden descomponerse en tetraedros A, B, C, .. .,

A', B, C, ..., respectivamente semejantes, y cuya razén de seme-
janza es también igual a 4.

Ya tenemos (19);
' A B e

= = = —
Al B’ &)/
Sumando los numeradores y denominadores:
A+B+CH... A
- =—=4

A'4-B 4C . A

P
o sea —=k?

Pf

I@ Escolio. Si dos sdlidos son semejantes:

19 Todas las dimensiones homdlogas son proporcionales a la ra-
2dn de semejanza;

29 Todas las superficies homdlogas son p;opo:aanalcs al cuadra-
do de la razén de semejanza;

3% Todos los volimenes parciales homdlogos son proporcionales
al cubo de lg razdn de semejanza.



APLICACIONES

DESARROLLO DE LA SUPERFICIE DE ALGUNOS SOLIDOS

Desarrollar 1a superficie de un sélido es extender sobre un
plano las superficies que lo limitan.

PRISMA

m El desarrollo de la superficie de un cubo se compone de
seis cuadrados iguales (fig. 375).

£
*\ A B
|

Fig. 375

El desarrollo de la superficie de un paralelepipedo rectingu-
lo se compone de seis rectingulos iguales de dos en dos (fig. 376).

' Fig. 376
; El desarrollo de la superficie lateral de un prisma regular
es un rectingulo cuya altura es la del prisma, y cuya base es el peri-
metro de da base del mismo (fig. 377).

C

Fig. 377 ~
PIRAMIDE

El desarrollo de la superficie lateral de una pirdmide re-
gular, es un sector poligona] regular.

El radio del sector es igual a la arista de la pirdmide, y la linea
poligonal del sector, al perimetro de la base de la misma (fig. 378).
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El desarrollo de la superficie lateral del #ronco de pirdmide
regular es una figura limitada por dos lineas poligonales regulares que

oy .

'
1\ \ A
f \ \ « I | \ P

/ "i/"- ~—.J;-,-r—:; ¢ 5 \.‘;.‘u
'\,_V ) - ,c{f‘

Fig. 378 - o

/

tienen el mismo centro. Estas lineas son iguales a los penmctros de
ambas bases (fig. 379).

Fig, 379

PROBLEMA
- Hallar el volumen del tetracdro regular en funcidn de su
arista.

Sea SABC un tetraedro regular, SH la al-
tura y ASD una seccién que pasa por la al-
tura SH y por el vértice A.

Volumen SABC = 14 superf. ABC X SH

=14 BD AD SH

Calculemos BD, AD y SH en funcién de
la arista a: ‘

BD=14a.
g a* 3q?
AD* = AB*—BD*=¢>— — = ——;
4 4
a
AD—=—+/3

2 2 4 a
pero AH=—AD=— —\/T:—\,F?:
3 2 3
¥, 3a* a*
AH? = = —
9 3
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a 2a*

Luego SH? =8SA*—A

(8

Y el volumen=— . — . —\/3 a4

3 ZT 2 At 12

EJERCICIOS
AREA DEL PRISMA

444. 8i g representa la longitud de la arista de un cubo, jcudl
serd la férmula;

12 De la suma de las aristas;
29 Del é4rea total de las caras?

445. Las tres dimensiones de un paralelepipedo rectingulo son
a, b y c; gcudl es: :

12 La férmula de la suma de las aristas;
29 Del é4rea total?

446. ¢Cudl es el drea lateral de un paralelepipedo rectingulo que
tiene 5 m. 25 de largo, 4 m. 50 de ancho y 3 m. 75 de alto? Calcular
también el drea total.

447, §Cudl es el drea lateral de un prisma recto si el perimetro
de la base es de 7 metros y su altura de 2 m. 257

448, ¢Cudl es el drea lateral de un prisma recto de -9 metros de
salto, si la base es un tridngulo equildtero de 1 m, 80 de lado?

449, ¢Cudl es la superficie total de una pilastra de 8 metros de
alto, cuya base es un cuadrado- de 5 m? 2250 de superficie y cuyas
caras laterales son rectdngulos?

+50. Se quiere empapelar un cuarto cuya longitud tiene 9 m. 25,
la anchura 4 m. 75 y la altura 4 m. 80; las aberturas no empapeladas
representan una superficie total de 12 m® 25. ;Cudntos rollos de 12
metros por 50 centimetros se necesitardn, y cudl serd el gasto si el
rrollo cuesta 3,75 ptas.? :

451. Un paralelepipedo rectingulo tiene 3 metros de largo, 5 de
ancho y 8 de alto; calcular: * ¥

12 El 4rea latera] del sdlido;
29 El lado de un cubo que tenga igual superficie total que
el paralelepipedo.

452, Las caras de un cubo tienen juntas 54 m?; icudl es:

12 La longitud de una arista; -
29 El volumen del cubo?
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453. La altura, anchura y largura de un paralelepipedo rectingulo
tienen respectivamente 2, 3 y 4 metros; jcudl es:
12 El volumen;
29 El 4rea total;
3% La diagonal;
42 La suma de las aristas;
59 La arista de un cubo equivalente;
69 . La diferencia de superficie de los dos sdlidos;
79 La diferencia de las sumas de sus aristas respectivas?
454. ;Cudl es la superficie de la base de un prisma cuadrangular
que tiene 15 metros de alto; y cuyo volumen es de 4 m*® 2507
455, ¢Cudl es la altura de un prisma cuya base tiene 3 m? 50 de
superficie, y cuyo volumen es de 5 m* 7502
456. El drea lateral de un paralelepfpedo rectingulo de 7 metros
de altura mide 63 m*; jcudl es el perimetro de la base? ,
457, 4Cudl es la altura de un prisma recto cuya 4rea lateral es
de 104 m?, si la base es un pentdgono regular de 2 m. 6 de lado?
458. §Cudl es la anchura de un paralelepipedo recténgulo cuya
drea lateral mide 196 m®, la longitud 9 metros y la altura 7?

439, ;Cudl es el lado de un cubo cuya drea total tiene 384 m®?

VOLUMEN DEL PRISMA

460. ;Cuil es el volumen de un cubo de 6 m. 25 de lado?

461, ¢Cudl es el volumen de un ptisma que tiene 5 m* de base,
y cuya altura es de 2 m. 40?

462, €Cuil es el volumen de un prisma triangular si la base del
tridngulo mide 1 m. 02, su altura 80 centimetros, v la altura del
pristma 2 m. 67

463, ;Cudntos estéreos tiene una pila de lefia de 15 m. 50 de largo,
4+ m. de ancho y 7 m. 25 de alte? geudl es el volumen: real, si los
vacios se evaldan en 1£?

464, (Cudl es el volumen de una pared que tiene 4 m. 5 de
largo, 25 centimetros de espesor y 3 m. 20 de alto?

) 465. 4Qué volumen tieme un prisma triangular regular, de 2 m.
. 24 de alto, si el perimetro de la base tiene 3 m. 757

466. Una caja de hoja de lata tiene 1 m. 80 de largo, 1 m. 08 de
ancho y 1 m. 50 de profundidad. ;Cud] es en litros su capacidad?

467 Un aljibe rectangular tiene 12 m. 25 de largo y 75 céntimetros
de ancho y profundidad; ealcular su capacidad en hectolitros.

468. Una clase tiene 8 m. 25 de largo, 7 de ancho y 3 m. 45 de
alto; pregiintase:

19 ;Qué volumen de aire contiene:

29 Cudnto pesa este aire en Paris, si a la altitud de esa
ciudad un litro de aire pesa 1 gr. 30;

32 En Quito, si un litro de aire pesa (0 gr. 967
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469. Las dimensiones exteriores de un edificio son 17 m. 25 de
largo, 11 m. 5 de ancho y 10 m. 5 de alto; las paredes exteriores
miden, en término medio, 62 centimetros de espesor. Hay 24 ventanas
de 1 metro de ancho por 1 m. 72, y 2 puertas de 1 m, 15 de ancho
por 2 m. 58 de alto. ;Cudl es el volumen de la mamposteria en estas
paredes?

470. Hay que demoler hasta los cimientos una pared que tiene
46 metros de largo, 1 m. 50 de alto y 70 centimetros de espesor. Ree-
dificada, tendrd 80 centimetros de espesor y un metro de alto. Por la
demolicién de la pared antigua, extraccién de piedras y acarreo de es-
combros, se paga 1 pta. 40 por metro cibico, y 4,50 por la construc-
cién de 1 m? de la nueva; jcudnto costard el trabajo?

471. Una caja de embalaje ha sido guarnecida interiprmente de
una ldmina de zinc que presenta un desarrollo superficial de 3 m* 60.
Hillese el volumen interior de la caja, siendo la largura el doble de
la anchura, y las caras extremas, cuadrados iguales.

472. Un hojalatero quiere hacer un cubo con una limina de
zinc de 8 m?* 64; jcudl serd:

19 La longitud de la arista;
22 El volumen del cubo?

473. Un ferrocarril atraviesa una llanura por un terraplén cuya

seccién representa un trapecio de 6 metros de alto y 8 metros de .

ancho en la parte superior. Los taludes forman una pendiente de: 75
centimetros por metro. ¢Cudntos metros ciibicos de tierra se han
necesitado por kilémetro para este terraplén, y cudl es la superficie
del talud?

474. Se quiere construir un dique de piedra de granito que tenga
750 metros de largo, 3 m.'5 de alto, 4 m. 75 de ancho ¢n la base y
2 m, 20 en la parte superior. El metro ciibico de granito pesa 2.500
kgr. y el kgr: cuesta 0.03 pts. ;Cudl serd el precio de este dique?

475. La altura de un prisma recto es de 4 decimetros, cada base
es un rectdngulo, y uno de los lados es el doble del otro; la ‘superficie
total es de 28 dm®. Preguntase cuil es el drea de cada una de las ca-
ras laterales y de las bases. Pregiintase ademds, el peso del mercurio
contenido en este prisma, suponiéndolo hueco. Densidad del mer-

curio: 13.59.

476. La superficie total de un prisma de aluminio y de forma
exagonal regular es de 12 dm?; su altura mide 1 decimetro. Calcular el
volumen y el peso del sélido si la densidad del aluminio es de 2.5.

477. Un prisma exagonal tiene 3 m. 82 de alto; cada arista de
la base mide 34 centimetros. (Cuil es su volumen?

478. Un aljibe tiene la forma de un prisma octogonal regular
de 80 metros de perimetro. ;Qué volumen de agua contiene cuando
ésta sube a 75 centimetros?
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479, ¢Cudnto costard la mamposteria de un pabellon de forma
octogonal regular de 3 metros de lado, 4 metros de alto a flor de
tierra y 1 metro de cimientos, a razén de 5 pts. el m? de mamposte-
ria? Los huecos de puertas y ventanas no entran en cuenta.

480. iCudnto se pagard por cavar una bodega de 11 m. 50 de
largo, 8 m. 80 de ancho y 4 m. 62 de profundidad si la extraccién y
acarreo de 1 m. cibico cuesta 4,50 pts.?

481, iCud| es la longitud de un aljibe rectangular de 2 metros de
ancho y 2 m. 50 de alto, si su volumen es de 225 hectolitros? ]

482, ¢Cudl es la profundidad de un estanque de forma cuadra-
da que tiene 2 m. 4 de lado, y del cual se han sacado 82 metros cd-
bicos de tierra? ;

483, ¢Qué altura tiene un prisma de 5 metros citbicos 75 de vo-
lumen si su base tiene 3 m? 057

484, ¢Cudl seri la profundidad de un pilén rectangular de 48
centimetros de largo v 36 de ancho si ha de contener 56 litros?

485. En una zanja de 4 m. 10 de largo por 3 m. 50 de ancho,
han de caber 24 m. de cal; ;cudl serd su profundidad?

486. ¢Cudntas herraduras se pueden fabricar con una barra de
hierro de 3 m. 50 de largo por 25 milimetros de espesor y de ancho?
Una herradura pesa 450 gr. y la densidad de! hierro forjado es de 7,78.

487. Se emplea la décima parte de un metro ctibico de cal viva
para revocar 300 m® .;A qué altura, en una zanja de 1 m. 50 de
largo por 1 m. 20 de ancho, se elevard la cal viva necesaria para
revocar 3.500 m?*?

488. §Guintos hectolitros de trigo puede contener un granero de
8 m, 67 de largo y 5 metros de ancho, cuando sélo estd lleno hasta
una altura de 30 centimetros? Exprésese en kilogramos el peso que
sostiene el piso, si un hectolitro de trigo pesa 70 kilogramos.

489. En la construcciéon de una via férrea se extrae un montén
de tierra de 186 metros de largo’ por 6 de alto. La zanja tiene 20
metros de ancho en la parte superior v 7 m. 50 en la inferior. Este
montén- se esparce en capas iguales en un terreno de 24 dreas. jEn
cudnto aumentard la altura de ese terreno?

. 490. ;Cudnto pesa el aire contenido en una sala de 6 m. 20 de
largo por 2 m. 75 de ancho y 2 m. 88 de alto, si un litro de aire pesa
gy, 2937

491, En una pared de ladrillos, los espacios vacios estin avaluados
en un 20° de| volumen total. ;Qué cantidad de argamasa se necesjta-
ra para llenar estos vacfos, si la pared tiene 2 m, 40 de alto, 9 m. 50
de largo y 20 centimetros de espesor?

497, Para una construccién se necesitan 5.424 metros lineales de
madera. Un tercio de esta madera tiene una seccién rectangular de
16 centimetros por 20, otro tercio tiene una seccién de 15 centfmetros
por 16, un sexto de 20 centimetros por 22, y el dltimo sexto de 12
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centimetros por 15. El carpintero recibe por cada metro lineal 1 pta. 10.
¢Cudl serd su beneficio o su pérdida si el metro clbico, contado el
transporte, le cuesta 22 pesetas?

493. Un ladrillo mide 25 centimetros de largo, 12 de ancho y 65
milfmetros de espesor, jCudl es su volumen? ¢Cudntos ladrillos se
necesitarfan para construir una pared de 5 m. 20 de largo, 1 m. 15
de alto y 56 centimetros de espesor, descontando para las junturas un
30°, del volumen?

494, Una sala tiene-la forma de paralelepipedo rectingulo, la dia-
gonal mide 14 m. 50, y las tres dimensiones son entre si como los
ntimeros 3, 6 y 7; pregintase qué volumen de aire contiene.

495, El volumen de un ptisma exagonal regular es de 71 metros
clibicos 112; el lado del exdgono mide 2 m. 34; calcular:

19 La superficie de la base; ‘
2° La altura del prisma. ;

496. Se fabrica con oro unas hojas que tienen una diezmilésima
de espesor. (Qué superficie se podrfa cubrir con 5 gr. de estas hojas?
Densidad del oro: 19,50.

497, ¢Cudl es el peso y cudl el precio de un tronco rectangular
de caoba de 2 m. 75 de largo, 35 centimetros de espesor y 2 metros 25
de ancho, si | metro clibico pesa 12 quintales y cuesta 285 pesetas?

498, ¢Cud] es la arista de un cubo de 216 centimetros ciibicos de -

volumen?

199, 4Cudl es el peso de un prisma cuadrangular de hierro co-
lado de 5 metros 27 de alto, y cuyos lados tienen 12 y 16 centfmetros?
La densidad del hierro colado es de 7,25.

500. ;Cudnto pesa la hulla que ocupa un espacio de 6 metros de
largo, 4 metros de ancho y 1 m. 80 de alto, si la densidad de la hulla

(€ 1.4, y si se descuenta por los vacios un 159/ del volumen?

501. La arista de un cubo es de 1 metro; calcular la superficie de
una seccién trazada segin dos aristas opuestas,

502. La densidad del ore fundido es de 19,258, la del cobre 8,788
si se hiciera un cubo cont el oro puro contenido en un millén de mone-
das de 20 pesetas, y otre con el cobre contenido en las mismas, icud-
les serian las aristas de estos dos cubos?

503. Un sillar mide 3 metros de largo, 1 m. 80 de ancho y
2 m. 40 de alto. ;Cudl seria la arista de una piedra clbica de igual
volumen?

504. ;Cudl serd la arista de una zanja clbica cuyo volumen ha de
ser el doble de otra que mide 2 m. 20 de lado?

505. Se quiere fundir en uno solo dos cubos de latén cuyas aris-
tas respectivas miden 15 y 24 centimetros; jcudl serd la arista del cubo?

506. La tierra de miga de una bodega d2 7 . 60 de largo, 5 m. 75
de ancho y 2 m. 80 de profundidad se ha transportado en carretas

que conticnen () metros cabicos 450. 51 ¢] volumen de la tierra firme
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es al volumen de la tierra de miga como 10 es a 17, y si los obre-
ros reciben 1,75 pesetas por la extraccién y transporte de 1 metro cd-
bico de tierra firme, preglntase:
19 Cudntos metros ciibicos de tierra firme han transportado
-los cbreros; )
2° QCuéntos metros clbicos de tierra de miga;
3% Cudntas carretas se han- llenado;
Cudnto ha pagado el propietario;
Cudnto habrfa tenido que. pagar de mds, si hubiera
pagado el metro cubico de tierra de mlga a igual precio
que el de’ ttcrz‘a firme?
507. ;Cudnto pesan 50 metros lineales de hierro forjado de 12
milimetros de espesor por 56 milfmetros de ancho, si la densidad del
hierro forjado es de 7.78?

508. ;Cudl es el peso de un bloque de hielo de 6 m. 80 de largo,
3 m. 20 de ancho y 75 centimetros de espesor, si el peso del agua y
el del hielo estén en la relacidn de 16 a 157

509, Un montén de greda es dos veces tan ancho y cuatro veces
tan largo como alte. Su velumen es de 2 metros ciibicos 16. ;Cudles
son sus dimensiones?

310. Caleular la diagonal de una caja de forma clibica que ticne
un metro de lado.

511. Calcular la diagonal de un cubo que tiene 1 m? de 4rea total.

512. El volumen de un paralelepipedo rectingulo es de 4.762 cen-
timetros cibicos, sus aristas son entre sf como los ndimeros 3, 5, 7.
¢Cudl es, en centimetros, la longitud de estas aristas?

513. Sabiendo que todo cuerpo sumergido en el agua pierde de
su peso una parte igual al peso del volumen de agua que desaloja,
icudnto pesa en el agua un cuerpo de 400 kgrs., si sus dimensiones
son 1 m. 20, 62 centimetros y 40 centimetros?

5!14. Un tablén paralelepipedo de madera de haya que tiene 20
centimetros de alto flota sobre el agua; ¢cudl es el espesor de la parte
que sobrenada, si la densidad del haya es de 0.807

515. Un paralelepipedo rectingulo de hielo de 10 m. 50 de alto
estd sumergido en agua de mar, La densidad del hielo es 0,93 y la
del agua de mar 1,026. ;Cudl serd la altura de la parte del parale-
lepipedo que sobrenade?

10

50

DESARROLLO DEL PRISMA

516. Construir el desarrollo de la superficie total de un prisma
triangular regular de 60 milimetros de alto, si la arista de la base tiene
1 centimetro.

517. Construir el d llo de la superficie total de un cubo de

. 2 centimetros de lado.
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518, Construir el desarrollo de la superficie total de un*paralele-
pipedo recto cuya altura sea de 6 centimetros y la base un cuadrado
de 1 centimetro de lado.

519, Construir el desarrollo de la superficie total de un prisma
recto de 60 milimetros de alto, y cuya base es un pentigono regular
de 10 milimetros de alto,

520. Hégase lo propio con una prisma exagonal regular recto de
60 milimetros de altura y 10 milimetros de lado.

521. En los ejercicios 516, 517, 518, 519, 520, afiddase 1 centime-
tro a las dimensiones 'y bilsquese el desarrollo gréficamente. En una
de las caras, escribase, con férmula y solucién, la superficie total; en
otra, con férmula y solucién, el volumen de] sélido; después cértense
y jintense las caras.

AREA DE LA PIRAMIDE

iCuil es el drea lateral de una pirdmide regular que tiene
por base un tridngulo equilitero de 5 metros de lado, si el apotema
de las caras mide 8 m. 165?
23. ¢Cudl es el édrea total de la misma?
24, §Cudl es e] 4rea total de una pirdmide que tiene por base

un tridngulo equildtero, siendo la arista de la base de 8 metros y la
lateral de 10 metros?

Jr \n

525, El lado de la base de una pirdmide cuadrangular regular tie-
ne 5 metros. Determinar el 4rea de esta pirdmide, siendo su apote-
ma de 8§ metros.

526. La base de una pirdmide regular es un cuadrado de 10 metros
de lado, las aristas laterales tienen también 10 metros; jcudl es el
drea total de esa pirdmide?

527. ¢Cudl es el 4rea lateral de una pirdmide pentagonal regular
en la que el lado de la base tiene 5 m. 25, y el apotema de las caras
6 m. 56? : 4

528. En una pirdmide pentagonal regular de 4 m. 80 centimetros
de lado las aristas laterales tienen 5 m. 25. Hallar el drea lateral.

529, Cada arista lateral de una pirdmide exagonal regular mide
15 metros. Determinar:

1: El 4rea lateral, si el lado del exdgono tiene 8 metros;
29 El drea total,
530. ¢Cual es el 4rea total de un tetraedro regular de 4 metros
" de lado? E:
531, La altura de una pirdmide exagonal regular tiene 8 metros;
icudl es el 4rea lateral si el exdgono de la base tiene 6 metros de lado?




LIBRO VI, - EJERCICIOS ’ 211

VOLUMEN DE LA PIRAMIDE

532, ;Cudl es el volumen de una pirdmide si la superficie de la
base tiene 4 m? 36, y la altura 1 m, 80?

533. La altura de una pirdmide tiene 9 metros; la base, que ps
un octégono regular, mide 11 m? 24; jcud] es su volumen?

534. jCudl es el volumen de una pirdmide de 2 m. 40 de alto, si
su base es un decdgono regular de 4 m?® de 4rea?

535. La base de una pirdmide es de 25 m?, y su altura de 7 m. 20;
dcudl es su volumen?

536. gCual ¢s ¢l volumen de una pirdmide tnangular de 2 m. 55
de alto, si el tridngulo de la base tiene 75 centimetros de alte por 80
de base?

537. La altura de una pirdmide tiene 3.m. 60 y la base, de forma
triangular, tiene 3 m. 24 de base por 2 m. 75 de altura. Hallar el
volumen.

538. iCuél es el volumen de una pirdmide triangular regular de
2 metros de alto, si el lado de la base tiene 80 centimetros?

539, ¢Cudl es el volumen de una pirdmide triangular de 3 metros
de alto, si los tres lados de la base miden 1 m. 50, 1 m. 90 y 2 m. 60?

540. ¢Cudl es el volumen de un monolito piramidal cuya base
cuadrada tiene 1 m. 89 de lado; la altura de la piramidc tiene 4 m. 127

541. Amontonando piedras en forma de pirdmide rectangu!ar, los
lados de la base miden 4 m. 50 y 3 m. 30, y la altura del montén 7 m.
¢Cuéntas carretadas se llevardn si en cada una cabe 0 m?® 7507

542, iCuil es el volumen de una pirdmide de 4 metros de alto, si
la base es un trapecio cuyos lados paralelos ticnen 5 m. 72, 5 m. 80,
y la altura 8 m. 19?

543, iCudl es el volumen de una pirdmide exagonal regular de
3 m. 60 de alto si el lado del exdgono es de 3 m. 60?

544. ;Cudl es el volumen de una pirimide exagonal regular si el
lado del exdgono dene 1 m. 60 y las aristas laterales del sélido 4 metros?

545. La base de una pirdmide regular es un exagono de 6 m. 12
de perimetro; la altura de la pirdmide es igual a los 24 del perimetro.
Jcudl es su drea total y cudl su volumen?

AREA DEL TRONCO DE PIRAMIDE

-546. Calcular el 4rea lateral de un tronco de pirimide triangular
de bases paralelas, en el que los tres lados de la base mayor son de
2, 3 y 4 m. 25. E| primer lado de la base menor tiene 95 centimetros,
y las alturas de los tres trapecios 5, 6 y 6 m. 45.

547. ¢Cudl es el 4rea total de un tronco de pirimide regular de
bases paralelas que son cuadrados de 4 y 2 metros de lado? La altura
del tronco es de 4 metros.

548, ;Cudl es el 4rea lateral de un tronco de pirimide regular de
bases paralelas con siete lados, si los poligonos de las bases tienen

1 m. 64 y 1 m. de lado, y la altura de los trapecios 2 m. 257
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VOLUMEN DEL TRONCO DE LA PIRAMIDE

549, ;Cudl es el volumen de una pirdmide truncada cuya base
mayor es de 114 m?, la base menor 81 m® y la altura 15 metros?

550. ¢Cuil es el volumen de un tronco de pirdmide de 8 metros
de alto siendo la superficie de las bases paralelas de 2 m? 30 y 0 m? 807

551. Las bases paralelas y cuadradas de un tronco de pirdmide re-
gular tienen de lado 9 y 4 decimetros, la altura del tronco es de
15 decimetros. Calcular su volumen.

552. ¢{Cuél es e] volumen de un tablén.de 3 metros de largo que
tiene secciones paralelas cuadradas de 58 y 28 centimetros d= lado?

553. Las dos bases de un tronco de pirdmide son cuadradas y
paralelas, sus lados miden 9 y 8 metros, la altura del tronco 3 me-
tros; calcular su volumen.

554, La base mayor de una viga tiene 30 decimetros cuadrados: la
base menor es los % de la mayor, y la longitud de la viga es de 4
metros. ¢(Cud] es su volumen?

555, ¢Cudl es en litros la capacidad de una artesa de 1 m. 40 de
prefundidad y cuya forma es la de una pirdmide truncada, pero in-
vertida? La abertura superior es un cuadrado de 1 m, 15 de lado,
y cada lado de la base inferior mide 86 centimetros.

556. {Cudl es el volumen de un tronco de pirdmide exagonal
regular de bases paralelas de 70 y 20 centimetros de lado, si la altura
tiene 2 metros?

557. ¢Cudl es el volumen de un tronco de piramide exagonal re-

gular de-3 m. 80 de alto, siendo los radios de las bases de 40 y 20
"centimetros?

558. El 4rea lateral de una pirmide triangular regular tiene 45
metros cuadrades; determinar la longitud de la arista si ¢l .apotema
es de 6 metros. '

559, iCudl es la longitud de la arista de un tetraedro regular cuya
drea total es de 36 m??

560. ¢Cudl es la altura de un tetraedro regular que tiene 1 m? de
drea total?

561, El 4rea lateral de una pirdmide exagonal regular es de 180 m?®
v el lado de la base tiene 6 metros, calcular:

1?2 El apotema de las caras;

2° La altura de la pirdmide;

32 La longitud de una arista lateral;

4? La pendiente del apotema de las caras;
5¢ La pendiente de una arista lateral.

562, ¢Cudl es la base de una pirimide de 5 m® 445 de volumen
y 3 m. 3 de alto?
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563. Una pirdmide cuyo volumen es de 68 m® tiene 12 m. 75 de
altura; gcudl es el drea de la base?

564. El volumen de una pirdmide pentagonal es de 86 m® 85;
Jcudl es su altura si el poligono de la base tiene 17 m?* 37?

565. ¢Cuél es la altura de una pirdmide cuyo volumen es de
1 m® 35, y la superficie de la base de 3 m??

566. Una pirdmide tiene 27 m? de volumen. La base de forma
trapecial tiene 17 metros por sumas de los lados paralelos que distan
3 metros. Calcular la altura de la pirdmide.

567. ¢Cual es la altura de una pirdmide triangular de 8 m?® 6,957
de volumen, si los tres lados de la base miden respectivamente 2 metros,
2 'm. 15 y 1 m, 85

"568. ;Qué arista se ha de dar a un tetraedro regular para que su
volumen sea de un decimetro ctbico?

569. Un tronco piramidal regular tiene 1 decimetro ciibico de
volumen y 15 centimetros de alto; una de las bases, de forma cuadra-
da, tiene 6 centimetros de lado; calcular el lado de la otra.

570. iCudl es la profundidad de una zanja en forma de tronco
de pirdmide cuadrangular regular, si el lado de la ‘abertura tiene
2 m. 30, el del fondo I m, 40, y el volumen 36 m® 40?

571. Un tronco de pirdmide tiene 1 decimetro ciibice de volumen,

y sus bases son tridngulos equildteros de 12 y 18 centimetros de lado;
calcular la altura.

572. El volumen de un obelisco es de 128 m?® 102; este obelisco
tiene la forma de un tronco de pirimide de bases cuadradas y para-
lelas de 2 m. 40 y 72 centimetros de lado. Calcular:

19 Su altura;
2° La longitud de una arista lateral.

573. jCul es la longitud de uma viga cuyas extremidades son
recténgulos paralelos que tienen el uno 33 centimetros por 28, y el
otro 28 centfmetros por 0 m. 2375, si esfa viga se paga en 42 pts,,
a razon de 30 pts. el m*? §

574. ;Cudl es el peso de una pirdmide de asperén de 4 m? de base
y 3 metros de alto, si su densidad es de 2,27 :

575. ¢;Cuil es el peso de una pirdmide cuadrangular regular de
hierro de 2 m. 59 de alto, si el lado de la base tiene 58 CEﬂUmCUOSP
Densidad de! hierro: 7,788.

576. Una pirdmide de base cuadrada tiens 23 m. 48 de lade y
46 m. 18 de altura. Suponiendo que esta pirdmide sea de piedra de
una densidad igual a 2,75 calcular su peso,

577. Calcular el peso de un pedrusco de gram[o cuya forma es
la de un tronco de pirdmide de bases que tienen respectivamente
3 m? 55 y 0 m® 78, si la altura del tronco mide 2 m. 80 y la densi-
dad del granito es de 2,780.
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578. Un mausoleo tiene la forma de una pirdmide truncada de
sicte caras y de bases paralelas de 2 m? 50 y 1 m? 80. ;Cudnto pesa
este mausoleo si la altura es de 3 metros y la densidad de la pie-
dra 2,419?

579, ¢Cuél es | peso de una viga de encina de 4 m. 60 de largo,
si la suma de las bases es de 1 m? 09, y su diferencia 0 m? 257 Den-
sidad de la encina: 0,690.

580. ¢Cudl es el volumen de un tetracdro regular de 1 decime-
tro de arista?

581. Un tronco de pirdmide regular de 4 metros de alto tiene
bases cuadradas y paralelas de 3 y 5 metros de lado. Calcular:
1?2 La longitud de las aristas laterales de la pirdmide;
29 La altura de los cuatro trapecios.
582, Las aristas laterales de un tronco de prisma triangular regu-
lar miden 2 m. 50, 2 m. 60, y 2 m. 65, y la base tiene 38 centimetros
de lado. Hallar la altura de una pirimide equivalente y de base igual.

583. Una pirdmide estd limitada por una base cuadrada de 40

centimetros de lado y por cuatro tridngulos equildteros. Calcular:
19 Su superficie total;
2?2 Su altura;
32 Su volumen.

584. Una pirdmide de nogal de forma exagonal regular, tiene 40

centimetros de altura, y el lado de la base 15 centimetros. Calcular:
1?2 Su superficie total;
29 Su volumen;
32 Su peso, si la densidad del nogal es de 0,600.

585. Una pirdmide cuadrangular regular de granito tiene 3 m. 60
de alto y pesa 18,316 kilogr. 8. jCuél es la arista de la base? Densi-
dad del granito: 2,65.

586, Las dos bases de un tronce de pirdmide miden respectiva-
mente 8 y 2 m? Construir un prisma equivalente de igual altura y
de base cuadrada, ¢Cud] sera el lado de esta base?

587. El techo de un pabellén tiene la forma de una pirimide exa-
gonal regular. jCudntas tablas de 4 metros de largo por 24 centime-
tros de ancho se necesitarin para cubrirlo, si el lado de] pabellén tiene
.3 metros y la altura del techo 4 m. 457

588, Hallar el volumen de la més alta de las pirdmides de Egipto
cuya base es un cuadrado de 230 metros de lado, sabiendo que las
caras laterales son tridngulos equildteros.

589. En un circulo de 10 metros de radio se inscribe un tridngulo
equildtero. ¢Cudl serfa e| volumen de una pirimide que tuviera ese
tridngulo por base, y de altura 12 metros?

590. La aguja de un campanario es una pirimide cuadrangular
que se ha de retejar con pizarras de 24 centimetros de largo por 20
de ancho, de modo que se cubran entre si en 14 de su superficie:
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1?2 ;Cudntas pizarras se necesitaran, si la aguja tiene 10 m. 50
de arista y la base 2 m. 80 de lado?
29 :Cudl es la altura de la aguja?

591. Un obelisco de granito que tiene la forma de un tronco de
pirdimide de bases cuadradas tiene por coronamiento una piramidita.
Las bases tienen de lado respectivamente 2 m. 42 y 1 m. 50, y su
distancia es de 21 m. 60. Hallar el peso de este obelisco que tiene
22 m. 80 de altura total. Densidad del granito: 2,75.

592. Hallar la altura de una pirdmide regular con base cuadrada
de 6 m? 783 de superficie, si cada arista tiene 3 m. 89.

593. Las dos bases de una chimenea forman cuadrados de 1 m. 40
y 0 m. 60 de lado, la altura es de 12 m. 50. Hallar el volumen de la

mamposteria, descontando el vacio interior que es de 44 centimetros
por 38.

DESARROLLO DE LA PIRAMIDE Y DEL TRONCO DE PIRAMIDE

594. Trazar el desarrollo de la superficie de un tetraedro regular
de 12 milimetros de lado.

595, Trazar el desarrollo de la superficie de una pirdmide re-
gular de 40 milimetros de arista y cuya base es un tridngulo equild-
tero que tene 20 milimetros de lado.

596. Trazar el desarrollo de la superficie de una pirdmide regular
cuya arista tiene 40 milimetros, y cuya base es un cuadrado de 20
milimetros de lado.

597. Trazar el desarrollo de la superficie de una pirdmide regular
cuya arista tiene 40 milimetros y la base es un exdgono regular que
tiene 20 milimetros de lado. '

598. Trazar el desarrollo d= la superficie de un tronco de pira-
mide triangular regular cuya arista tiene 15 milimetros; el lado del
tridngulo de la base mayor es de 80 milimetros y el del tridngulo de
la base menor 30.

599, Trazar el desarrollo 'de la superficie de un tronco de pird-
mide regular cuya arista tiene 40 milimetros; las bases que son cua-
drados tienen de lado respectivamente 20 y 5 milimetros.

600. Trazar el desarrollo de la superficie de un tronco de pirdmide
regular, cuya arista es de 45 milimetros y las dos bases que son exi-
gonos regulares tienen 20 y 5 milimetros de lado.

POLIEDROS SEMEJANTES
C('VBO

601. ¢Cuél serd el 4rea de un cubo si se duplica, triplica, cuatri-
plica la arista?

602, ¢Cul serd el drea de un cubo si se divide su arista en dos,
tres o cuatro partes iguales?
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603, ¢Cudl serd el drea de un cubo si se multiplica su arista por
%i %a %: %? *
604. ¢Cudl serd el volumen de un cubo si se duplica, triplica,
cuadruplica la arista?
605, ¢Cudl serd el volumen de un cubo, cuando s¢ divide su
arista en 2, 3 6 4 partes iguales?

606. ¢Cudl serd el volumen de un cubo cuando se multiplica su
arista por %, %, 3, %?

607. ¢Cudl serd el 4rea de un cubo si se divide el volumen por
2,364

608. {Cudl serd el volumen de un cubo si se duplica, triplica,
etc., su superficie?

609. ¢Cudl serd el volumen de un cubo cuando se divide su drea
por 2,3 6 47

610. ¢Cudl serd el volumen de un cubo cuando se multiplica su
drea por %, 6 %, 6 35, 6 %4?

611. ¢Cudl serd la arista de un cubo cuando se duplica, triplica,
etc,, su superficie?

612, ¢Cudl serd la arista de un cubo si se divide el drea por 2. 3 6 4?

613, ¢Cudl serd la arista de un cubo si se duplica, triplica, cua-
druplica, el volumen?

614_p ¢Cudl serd la arista de un cubo si se divide el volumen por
2,364

615, Una arista de un sélido mide 1 metro, geudl serd la longitud
de la arista homéloga en un sélide semejante cuyo volumen es el
doble del primero?

616, ¢Cudl serd el volumen de una caja si se duplica, triplica,
solo una dimensién?

617, ¢Cudl serd si se duplican, triplican dos dimensiones?

618, ¢Cudl si se duplican, triplican, las tres dimensiones?

PRISMAS SEMEJANTES

619, El 4drea de un prisma tiene 22 m? 04; jcudl es el 4rea de
un prisma semejante cuyas dimensiones son la mitad de las primeras?

620. ¢Qué lado se ha de dar a un cubo para que su 4rea sea la
mitad de la de otro de 16 metros de lado?

621 Un prisma tiene 12 m? 25 de drea lateral; jcudl es el 4rea
de otro semejante cuyas aristas tiemen una longitud tres veces mayor
que las del primero?

622, Se trata de reducir un prisma triangular de 3 m. 50 de alto
y 2 m? de base a otro semejante que tenga s6lo un metro de alto;
dcudl serd el 4rea de su base?

623, ¢En qué proporcién estin las idreas y volimenes de dos
cubos que tienen respectivamente 2 y 4 metros de lado?
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624. Si se hacen los planos de un edificio segin la escala de 1
centimetro por metro, Jcudles serfan, con relacién a este plano, las
dimensiones, 4reas y volimenes verdaderos?

625. Un aprendiz de carpintero tiene que hacer una caja seme-
jante a otra cuyas dimensiones son: altura, 30 centimetros; anchura,
48 centimetros; longitud 60. Esta caja ha de tener 4 centimetros me-
nos en la altura, y el aprendiz hace la caja con 4 centimetros menos
en cada dimensién. JCudl es el error cometido? -

626, La arista de un cubo es de 0 m. 37; jcudl es la arista de
un cubo doble? . s E

627. Un paralelepipedo tiene 16 m® de volumen; gcudl serd el
volumen de otro semejante de aristas tres veces mayores?

628. :Cuiles son las dimensionss de una caja en forma de pris-
ma regular de base cuadrada cuya capacidad es de 4 m?, y su altura
el triple de] lado de la base?

629. Las dimensiones de dos paralelepipedos de madera son: al-
‘tura, 2, y 3 metros; longitud, 6 y 7 metros; anchura, 3 m. 5 y 4 m. 5;
ison semejantes? En caso contrario, jqué se ha de medificar en la
longitud y anchura del menor para hacerlos semejantes, sin mudar
la altara?

630. Un paralelepipedo tienz 5 metros de largo, 4 de ancho y
3 de alto; otro semejante tiene 6 metros de ancho. (Cudles serdn sus
demds dimensiones?

631. Tres cubos tienen de lado respectivamente 3, 4 y 5 metros.
Hallar ¢l lado de otro cubo equivalente a los tres primeros.

632. El pefién errdtico de Pravolla, en los Alpes, tiene 17.000 m?
de volumen; jeudles serian sus dimensiones si se quisiera labrar con
él un paralelepipedo de bases cuadradas y de altura doble del lado
de las bases? Se concede que para esta operacion el volumen de] pe-
fion se reduce a los ¥, del volumen primitive.

PIRAMIDES SEMEJANTES
633. Hallar el lado de un tetraedro regular de 10 m® de volumen.
634, Un tetraedro regular de 1 metro de lado tiene un volumen

igual a 0 m? 117,851. Hallar el volumen de los tetraedros regulares
cuyos lados miden:

19 50 centimetros;
29 10 centimetros;
3¢ 4 m 38

'635. Una pirdmide triangular regular tiene de altura 4 m. 50 y
por lado de la base 2 m. 25. Hallar la longitud del lado de la base
de otra semejante que tenga 3 metros de alto.

636, Hallar la altura y el volumen de dos pirdmides semejantes
cuyas bases cuadradas tienen 2,025 y 1,681 m? de superficie, supo-
piendo que la pendiente de sus aristas laterales es de 3 m. 130
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637, Se quiere hacer seis zécalos de piedra de sillerfa superpues-
tos en gradas de igual altura que es de 1 m. 80 para los seis zécalos.
El primero debe tener 6 metros de lado e introducirse 42 centimetros
en el que le sigue y asi sucesivamente. Hallar la altura de cada zé-
calo, la longitud del lado de la base de cada uno, y el volumen total.

638. ¢A qué distancia del vértice debe cortarse una pirimide pa-
ralelamente a la base para que resulten dos partes equivalentes?

639. Un tronco de pirdmide tiene 1 decimetro® de volumen, y
15 centimetros de altura; la base menor es un cuadrado de 6 cen-
timetros de lado. Hallar el volumen de la pirdmide total.

640, Un tronco de pirdmide tiene por volumen 1 decimetro®, y
sus bases son tridngulos equildteros de 12 y 7 centimetros de lado.
Hallar la altura y el volumen de la pirdmide total.

641, Por un plano que pasa por el tercio de las aristas a contar
desde el vértice, y paralelo a la base, se corta una pirdmide. (Cuintas
veces contiene la pirdmide primitiva a la pirdmide deficiente?

642, Una pirdmide de 36 centimetros de altura tiene por base
un exdgono regular de 12 centimetros de lado. jA qué distancia del
vértice se halla una seccién paralela a la base, si ¢l 4rea de ésta es
de 1 decimetro®?

643. En la misma pirdmide ;a qué distancia se halla la seccidn
si el volumen del tronco restante es de 2 decimetros®?

644, La parte principal del obelisco de Lucsor, que se halla en
Parfs, es un tronco de pirdmide de 21 m. 60 de altura. Las bases
cuadradas tienen respectivaments 2 m. 42 y 1 m. 54 de lado. ;Cual
serfa la altura si estuviese entera la pirdmide?

645. Una estatua maciza de bronce, de tamafio natural, pesa
482 kgs.; icudnto pesard otra estatua cuyo tamafio sea la cuarta parte
del de la primera?

646. Las chapas de blindaje, fabricadas en el Creusot, pesan hasta
7.000 kgrs. ;Cuiles son las dimensiones de una de ellas de forma
paralelepipédica, si las aristas son entre si como los nimeros 6, 80 y

120? Densidad del hierro: 7.788.

%47, En la fdbrica de Essen, donde se funden los cafiones Krupp,
se obtienen masas de acero fundido que pesan hasta 37.000 kgrs.
{Cudles serian las dimensiones de una de ellas de forma prismitica
con base rectangular y cuyas aristas fueran entre si como los nlime-
ros 3, 4 y 5? Densidad del acero: 7.829. '

648, En la misma fibrica funciona un martinete que pesa 50.000
kgrs. ¢Cuiles son sus dimensiones, rabiendo que tiene forma de una
pirdmide truncada de base cuadrada, cuyos lados son entre si como
4y 3 15 y cuya altura es igual a dos veces y media el lado de
la base mayor? Densidad del hierro: 7.788.
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649, Un martillo de hierro colado tiene las dimensiones expresa-
das en la figura 1¥, y la forma de un prisma cuadrangular que ter-
mina por otro de base trapecial. iCudl es el
volumen de este martillo y cudles serian las
dimensiones de otro semejante que pesase
10 kg. 2907 Densidad del hierro colado:
7.202,

650. Con la hulla extraida durante el
afio 1875 se hubiera podido construir una
pirimide exagonal regular de 10 kilgmetros
de lado, y de 200 millones de toneladas de
peso. iCull serfa la altura de esta pirdmi-
de? Densidad de la hulla: 1.135.

~ 651, ¢Cuiles serfan las dimensiones de
S S—s—ws = una pirimide semejante a la anterior, cons-

Fig. 1* truida con el cobre extraido durante el mis-

mo afo, si la produccién total se evaliia en

70.000 toneladas? Densidad del cobre: 8.788.

POLIEDROS REGULARES

{Cudl es el niméro de aristas de un octaedro regular?
{Cudl es el drea de un octaedro regular de 3 centim. de arista?
¢Cémo puede descomponerse el volumen el octaedro regular?
iCudl es el volumen del mismo?

¢Cud] es el nimero de aristas de un icosaedro regular?

¢Cudl es el drea de un icosaedro de 3 centimetros de arista?
{Cuil es la arista de un icosaedro regular de 1 decim.? de 4rea?
{Cudl es el niimero de aristas de un dodecaedro?

660. ¢Cudl es el drea de un dodecaedro de 3 centimetros de lado?
661. ¢Cudl es la arista de un dodecaedro de 1 decimetro® de 4rea?
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DESARROLLO
662. Trazar el desarrollo de la superficie total de un octaedro regular
de 1 centimetro de lado.
663, Trazar el desa-

- IR \ rrollo de un icosaedro de
*‘*_" 1 centimetro de arista.
; A 66+, Trazar el desa-
4 Vi /LI\/N rrollo de un dodecaedro
- Fig. 2* de 1 centimetro y medio
de arista.

665. Cortar, ensamblar y encolar estos varios desarrollos,

666. Trazar el desarrollo de la superficie total del sélido de Ar-
quimedes, y calcular esta superficie cuando la arista es de 1 centi-
metro 5 milfmetros.

Este desarrollo consta de 18 cuadrados 1guales y de 8 tridngulos
equildteros iguales.
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DEMOSTRAR LAS SIGUIENTES PROPOSICIONES
Las diagonales de un paralelepipedo se cortan en sus mitades.

668. El volumen de un prisma triangular es igual al producto de
una cara lateral por la mitad de la distancia de esta cara 'a la arista
opuesta.

669. El volumen de un prisma regular es igual al producto del
drea lateral por la mitad del apotema de la base.

670. En un cubo, el plano que pasa por el punto medio de tres

aristas no paralelas y no concurrentes corta el sélido seglin un exé-
gono regular.

671. JA qué distancia, desde el vértice, hay que cortar una pi-
rdmide, paralelamente a la base, para que las dos porciones resulten
equivalentes?




LIBRO VII

LOS TRES CUERPOS REDONDOS

NOCIONES PRELIMINARES

Se da el nombre de sdlido de revolucién al cuerpo engen-
drado por una superficie plana que gira alrededor de un eje situado
¥ en su plano, v. gr.: fig., 381.

La superficie de revolucidn es la superficie en-
gendrada por una linea que gira alrededor de un
eje. :

La figura que gira se llama figura generatriz;
cada uno de sus puntos describe una circunferencia
cuyo plano es perpendicular al eje, y cuyo centro es-
td en el mismo.

La linea que limita la figura generatriz que
engendra al cuerpo de revelucién, engendra tam-

Fig. 381 bién a la superficie- lateral o de revolucién del sé-

lido. Asi, la superficie MABCDN (fig. 381) en-

gendra al volumen, y la linea ABCD engendra a la superficie de
revolucion.

Si se corta un sdlido de revolucion por un plano perpendicular
al eje, la seccidn que resulta es un circulo.

{517.) Los principales sélidos de revolucién son: el ailindro, el cono
y la esfera, que se conocen con el nombre de cuerpos redondos.

A

CAPITULO 1
CILINDRO

DEFINICIONES

[5_1_8_? Cilindro de revolucidn o clindro circular recio es el s6-
lido engendrado por la revolucién completa de un rectingulo alre-
dedor de uno de sus lados (fig. 382).

El lado 4, alrededor del cual gira el rectdngulo generador, s a
la vez eje y altura,

El lado / opuesto al eje se llama generatiiz del cilindro; este lado

engendra a la superficie lateral del cilindro.

Los otros dos lados del recténgulo generador
son radios del cilindro, y engendran a los circu-
los que son las dases del sdlido. Estas bases son
perpendiculares al eje.

Se puede considerar el cilindro como
el limite de un prisma regular inscrito en el
cual el nidmero de cavas va duplicindose inde-

Fig. 382 finidamente.
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Llimase tronco de cilindro a la parte de cilindro compren-
dida entre una base y una seccién oblicua a ésta,

Teorema.

Area lateral del cilindro. El drea lateral de un cilindro de

revolucion es igual al producto de la circunferencia de su base por
st altura.

A En efecto, siendo el cilindro recto el li-
mite de un prisma regular inscrito en que
el ntimero de caras va aumentando indefini-
M damente, se encontrard su 4rea lateral mul-
tiplicando la altura por el perimetro (IN° 478),
esto es por la circunferencia de la base; luego:
[~ Area lat. = 27ra.

[522.] Escolio. El drea total del cilindro
se compone del 4drea de los circulos que le
sirven de bases, sumada con el drea lateral:

Area tot. = 2mra -+ 2mr2 = 2mr (a + ).
Teorema.

(23] Volumen del cilindro. El volumen de un cilindro de re-
volucidn es igual al producto de su base por su altura.

En efecto: siendo el cilindro de revolucién el limite de un pris-
ma regular inscrito, cuyo nimero de caras va duplicindose indefini-
damente, su volumen tendrd por expresion B a; Y, como la base es
un circulo, el volumen seri:

Fig. 383

V = zr?a.
Escolio. El volumen de un cilindro cualquiera es igual al
producto de la seccidn recta por la generatriz.

CAPITULO II
CONO
DEFINICIONES,

Lldmase cono de revolucidn al sélido engendrado por la
revolucién completa de un tridngulo rectingulo alrededor de uno
de sus catetos (fig. 384).

El cateto a cuyo derredor gira el tridngulo
rectdngulo generador ev a la vez ejé v alturg del
cono.

La hipotenusa es la generatriz del cono;
este lado engendra a la superficie lateral del
cono.

El otro cateto del tridingulo generador es el
radio del cono, y engendra al circulo que le sir-
ve de base.
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El cono de revolucidon puede considerarse como el limite

de una pirdmide regular inscrita en que el nimero de caras va au-
. mentando indefinidamente.
Agem® Tronco de cono de revolucion de ba-
ses paralelas es la porcién de cono de revolu-
cién comprendu:la entre la base del mismo y una
seccién paralela a ésta.

El tronco de cono de revolucién de bases pa-
ralelas (fig. 385) puede considerarse como en-
p gcndrado por el trapecio rectdngulo ABCD que

gira alrededor del lado DC perpendicular a las

S 08 bases.

DC o a es la altura; AB o [ es la generatriz.

Teorema.

[528] Area lateral del cono. El drea lateral de un cono de re-
volucidn es igual a la mitad del producto de la generatriz por la
circunferencia de la base.

En efecto, siendo el cono de revolucién el limite de una pirimide
5 regular inscrita cuyo nimero de caras va aumentan-
do indsfinidamente, en el limite, el perimetro de la
base se confunde con la circunferencia, y el apote-
ma, con la generairiz. Luego, el 4rea lateral de
dicho cono serd igual a la mitad del producto de
la generatriz. por la circunferencia de la base.

Llamando / a la generatriz y r al radio de la
base, €l 4rea lateral del cono se expresard como si-

gue:

1
Fig. 386 Area lat. = — 277l o wri.
: g 2
Escolio. E! drea total es igual al 4rea lateral sumada con la
del circulo de la base,
Area tot. = mrl ++ ar?> = ar (I +r).
Teorema.

Volumen del cono. El volumen de un cono de revolucién
es igual al tercio del producto de su base por su altura.
En efecto: siendo el cono de revolucién el limite de una pirdmide
regular inscrita cuyo nidmero, de caras va aumcntanclo indefinida-
Ba

mente, su volumen tendra por expresion ; ¥y como la base es un

circulo, el volumen seri: .
mr’a 1



GEOMETRIA DEL ESPACIO. - LIBRO VII

531) Escolio. E! volumen de un cono es el tercio del volumen
de un cilindro de igual base y altura.

Advertencia. Todo plano paralelo a
la base de un cono determina otro cone seme-
jante al propuesto.
¢ D ~ Sea ¢l cono SCD semejante a otro SAB.
Estos conos semejantes son proporcionales a
los cubos de las lineas homdlogas.

A » Cono SCD SC3 SO’ i
o Cono SAB SA® SO° RS

Las superficies de estos conos son pro-
porcionales a los cuadrades de las dimensiones homdlogas:

Superf. SCD SGs SOe 2

Superf. SAB ' SAT SOT R®
Teorema,

[:i_ﬁ Area lateral del tronco de cono. El drea lateral de un tron-
co de cono de revolucidn de bases paralelas es igual al producto de
la generatriz por la semisuma de la circunferen-

cia de sus bases.

Un tronco de cono puede considerarse como
el limite de un tronco de pirdmide regular cuyas
i bases son poligonos en los ctales el nimero de
lados se duplica indefinidamente, luego se ex-
presard su drea lateral como la del tronco de
pirdmide regular (N 492):

2ar + 2w
Fig. 388 Area lat = =i — e (¢ 1) L
2

E"‘—ﬂ Escolios. 1. El drea lateral de’ un tronco de cono de revo-
lucion es también fgual al producto de la circunferencia media por la
generatriz.

v 2or + 2mi’
— ", resulta e N
2

De que

(B8]

multiplicando ambos miembros por /:
Area lat. = w (r 4+ 1") 1= 2m"l.
II. El drea total del tronco de cono se compone del drea

de los cfrculos de las bases sumada con el drea lateral.

Area tot. = =i (v 4 1) 4 wr w2
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Teoren:
Volumen del tronco de cono. El volumen de un tronco de
cono de revolucidn es igual al tercio del producto de su altura por

la suma de sus bases y de la media proporcional entre ‘estas dos
bases.

El tronco de cono de revolucién es el limite de la pirdmide trun-
cada regular inscrita, cuyo nimero de lados se duplica indefinida-
mente. En el limite, los poligonos de las bases se confunden con
los circulos circunscritos; por lo tanto el volumen del tronco de cono
sera igual al tercio del producto, por la altura, de la suma de los circu-
los de las bases y de la media proporcional entre ellos (N? 500).

Escolio I. Llamando # a la altu-
ra de un tronco de cono, r y # a los radios
de las bases, la férmula:

a
V =—(B+ B’ 4/ BB) (N? 500)
3

se transformard en la siguiente:

a
V=— (w2 o2 /o2 ar?),
3

L ma
o V=—— ().
3

530 | Escolio Il La férmula anterior puede escribirse también:
1 1 1
V=al—m?+ —ar? f — ™ )5
5 3 3

de donde se infiere que #n tronco de cono es equivalente a la suma
de tres conos cuya altura comin es la del tronco, y cuyas bases son
la base inferior, la superior y la media. geométrica entre ambas.
CAPITULO III
ESFER/

DEFINICIONES

|539.] Esfera es un sélido que termina por una superficie cuyos
puntos equidistan de otro interior llamado centro.

Puede definirse también diciendo: esfera es un sélido engendra-
do por la revolucién completa de un semicfrculo alrededor de su

didmetro.
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En la rotacién, la semicircunferencia describe la superficie de
la esfera.

El centro, radio y didmetro del semicirculo generador son el
centro, radio y didgmetro de la esfera.

Toda recta trazada por el centro de la esfera, y que por ambos ex-
tremos termina en la superficie, es un didmetro.

Un plano es tangente a una esfera cuando tiene con ella
sélo un punto comtn que se llama de contacto.

Dos esferas son tangentes cuando sus superficies tienen un solo
punto de contacto. Pueden ser tangentes ya exterior o interiormente,
asi como también pueden ser exteriores, secantes, interiores y con-
céntricas.

Teorema.
Toda seccion de la esfera por un plano es un circulo.

Sea el plano MN que corta a
una esfera cuyo centro es O. Tra-
cemos la recta OI perpendicular
al plane secante, v los radios OA,
OB, OC, a varios puntos de la in-
terseccion del plano con la super-
ficie de la esfera; tracemos también
las rectas TA, 1B, IC,

Los radios OA, OB, OC son
oblicuas iguales; luego 1A =1IB =
IC (N¢ 425, 29). Equidistando el
punto I de todos los puntos del perimetro ABC, dicho perimetro
serd una circunferencia, y la seccién un circulo.

Luego, toda seccidn.

Circulo maximo y circulo menor. Circulo mdximo es una
seccién cuyo plano pasa por el centro
de la esfera; y circulo menor, la sec-
ciébn cuyo plano no pasa por el cen-
tro.

Todos los circulos mdximos de una
misma esfera son iguales.

Polos. Lldmase polos de un
circulo de la esfera a los extremos del
didmetro perpendicular a su plano. Los

AOB digmet
il el mkting, puntos Py P’ (fig. 390) son los polos
MO'NP crjxrcu%‘glm'mf- de] circulo ABCI.

g. 391 =

Los polos de un circulo equidistan de todos los puntos de la cir-
cunferencia de dicho circulo.
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Compas esférico. Para trazar arcos en la superficie de una es-
fera, se usa un compds a propésito, lla-
" mado compds esférico, cuyas ramas son

curvas (fig. 392).

Desde un mismo polo pueden des-
cribirse infinitos circulos, paralelos entre
si, por ser perpendiculares a la linea de
los polos.

Para describir en la superficie de
una esfera un arco de circulo mdximo
(fig. 392), se toma una distancia polar

Fis, 352 igual a la cuerda de un cuadrante o sea

PB=r/7.

Teorema,
Todo plano tangente a una esfera es perpendicular al ra-
dio en el punto de contacto.
~ Sea MN un plano tangente a la es-
fera O, y sea Ol ¢l radio trazado al punto
de contacto,

Siendo I el tinico punto comtin al pla-
no y a la esfera, cualquier otro, K, del
plano estard fuera de la esfera, y la dis-
tancia OK serd mayor que OI, Luego
OI es perpendicular a] plano MN (N¢
425, 19).

Reciproco. Todo plano perpen-

dicular al radio, en su extremo, es tangente a la esfera.

Fig. 393

Problema.

Hallar el radio de una esfera.

Desde dos puntos cualesquiera A y B, tomados como polos, se
describen arcos para determinar tres pun-
tos C, D, E, equidistantes de ellos.

Estos tres puntos determinan un plano
perpendicular a la cuerda AB en su punto
medio, y que pasa necesariamente por el
centro de la esfera por ser el lugar geomé-
trico de los puntos que equidista de A y B
(N9 539), y por lo tanto, corta a la esfera
seglin un circulo méximo.

¥ig. 394 En seguida, basta medir las distancias

CD, CE, DE y construir un tridngulo con

estas tres distancias; el radio del circulo circunscrito a este tridngulo
serd el de la esfera dada.
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]

Para hallar el didmetro de la esfera se puede emplear el compds
esférico (fig. 395), o también si se quiere, el procedimisnto indicado
en la fig. 396. I*a linea AB representa el didmetro buscado.

¥

AREA DE LA ESFERA S

Fig. 395
DEFINICIONES

Zona es la porcion de superficie estérica comprendida entre
dos planos paralelos; v. gr.: la superficie comprendida entre los planos
que pasan por A y por B (fig. 397).

La altura de una zona es la distancia 2" de los planos que la de-

terminan,

Fig. 397

Fig, 398
Casquete esférico es la porcién de superficie esférica comprendi-
da entre dos planos paralelos, cuando uno de ellos es tangentz a la
esfera; v. gr.. AMD (fig. 403).
Huso esférico es la porcién de superficie esférica limitada por
dos semicircunferencias mdximas (fig. 398). '

Teorema.
Cuando wung recta, de longitud

determinada, y un eje se hallan en un mis-
mo plano, la superficie engendrada por la
recta que gira alrededor del eje equivale a
la de un cilindro que tiene por altura la
proyeccion de la recta sobre el eje, y por ra-
dio de su base la perpendicular levantada a
dicha recta en su punto medio, y prolonga-
da hasta encontrar al eje.
Pueden ocurrir tres casos, en los cuales
Fig. 399 supondremos la recta a un mismo lado del
eje.
1. La recta AB no encuentra al eje MN, ni le es paralela (fig. 399).
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La superficie engendrada es la superficie lateral de un tronco de
cono cuya generatriz es AB y cuya altura es su proyeccién EF.

Sup.=—2r.CD.AB (N° 534).
Basta ahora transformar esta expresién. Sean CG la perpendicular
levantada en el punto medio de AB, y AH igual y paralela a la altura.
Los tridngulos rectingulos AHB, CDG son semejantes por tener
sus lados respectivamente perpendiculares (N? 274);

AB . AH AB a

luego = , O =

por lo tanto AB.CD=1a
v 2r AB.CD = 2qva.

Y SSS— |

Fig 400 Fig. 401
1. La recta AB encuentra al eje (fig. 400).

La superficie engendrada es la de un cono. Considerando como
en el caso anterior los dos tridngulos semejantes ABF y CDG, ten-
dremos:

AB a
poED
luego AB X CD = ra,
y Sup. =27 CD AB = 2#ra.

I La recta AB es paralela al eje (fig. 401).

La superficie engendrada es la superficie lateral de un cilindro.
La generatriz AB es igual a la altura g, y la perpendicular CD, le-
vantada en el punto medio de la generatriz, es igual al radio r. Luego

Sup. = 2arra.

Teorema.

Si una linea poligonal regular gira alrededor de un eje si-
tuado en su plano, y que pasa por su centro, la superficie engendrada
tiene por expresién de su drea el producto de la circunferencia cuyo
radio seria el apotema de la linea poligonal, por la proyeccién de di-
cha linea sobre el eje.
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Sea ABCD la linea poligonal regular,
O su centro, OI su apotema, y MN el eje
de revolucién.

En la rotacién, el trapecio rectingulo
AEFB engendra un tronco de cono cuya su-
perficie lateral es igual a

EF X Circunf. OI (N9 549).
La superficie engendrada por BC es
igual a
FG ¥ Circunf. OI,
y la superficie engendrada por CD a
GH < Circunf. OI,
Luego la superficie engendrada por ABCD serd:
Circunf. OI. (EF + FG + GH),
y su drea tendrd por expresidn:
A = Circunf. OI EH.
Luego, si una linea poligonal. ..

Fig. 402

Teorema.

Area de la zona. E] drea de una zoma es igual al pro-
ducto de la circunferencia de un circulo mdximo por la altura de
dicha_zona.

La zona ABCD estd engendrada por la revolucién del arco AIB

alrededor del didmetro MN.

Pero este arco puede considerarse
como una linea poligonal regular ins-
crita cuyo nimero de lados va au-

\ mentando  indefinidamente, llegando
el apotema a confundirse con el radio
de la esfera.

Luego podemos aplicar el teore-
ma anterior (N? 550), y decir que el
dreq de la zona es igual al producto
de la circunferencia de un circulo md-

Fig. 403 ximo por la altura de la zona.

A = 2ara.

_ Escolios. I. De la férmula anterior resulta que una zona
cualquiera es equivalente al drea lateral de un cilindro cuya altura
sea la de la zona, y su radio el de la esfera.

II. En una misma esfera, o en esferas iguales las zonas que tie-
nen lag misma altura son equivalentes, y dos zonas cualesquiera son
proporcionales a sus alturas.
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III. El drea de un casquete esférico es igual al drea de un circulo
cuyo radio fuera la cuerda del arco
generador. de dicho casquete.,

1] Stendo el casquete esférico una
zona, tenemos:

" 4 Area = 2nra.
/ < \ Pero tenemos también (N¢ 308):
ADZ=2r CD = 2ra.
Multiplicando por :
. WE?: 2wra,
s o A== AD?
Teorema.
Area de la esfera. El drea de una esfera es igual al produc-

to de su circunferencia por su dig-
metro.

En efecto, la esfera de radio r es
una zona cuya altura es igual al dii-
metro 2r.

Luego su drea serd (N© 551):

A =2mr a="2mr X 2r =4mr

Escolios. I. El drea de la es-
fera es équivalente:

12 A cuatro circulos mdximos;

N 29 Al circulo cuyo radio sea el
Fig. 405 didmetro de la esfera; pues
4r® = md>.

II. El drea de la esfera es equivalente al drea lateral del cilindro

circunscrito g la misma; pues
4t = 2mrr ..

II1. El drea total del cilindro circunscrito a la esfera es igual a 6

veces ¢l drea de un circulo miximo.
darr® - 2o = 6mer.

Corolario. Las dreas de dos esferas cualesquiera son propor-

cionales u los cuadrados de los radios o de los didmetros. Porque te-

nemos:
A 42 2
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560 Area del huso. El drea de un huso esférico es igual al drea
de la esfera multiplicada por la relacion entre el dngulo del huso y 360°,
Llamando 7 al 4ngulo del huso, su drea serd:

41,—]'211 wrin
A= =
360 20
VOLUMEN DE LA ESFERA
DEFINICIONES

Sector esférico es el volumen engendrado por un sector cir-
cular que gira alrededor de un didmetro situado en su plano, pero
que no atraviesa a la superficie generatriz.

Segmento esférico es la parte de volumen de la esfera compren-
dida entre dos planos secantes paralelos.

Cufia esférica es la parte de la esfera comprendida entre dos se-
micirculos méximos. Su dngulo es el diedro formado por los mismos.

; Teorema,

5581 EI volumen engendrado por un tridngulo que gira alrededor
de un eje trazado por uno de sus vértices, en su plano y sin cortarlo,
es igual al tercio del producto de la superficie engendrada por el
lado opuesto al vértice situado en el eje, multiplicado por la altura
correspondiente g dicho lado.

Sea un tridngulo ABC que gira alrededor del eje MN; bajemos
la altura BH, y demostremos que:

1
Vol. (ABC) = —sup. (AC) X a.
3

Pueden ocurrir tres casos:

I. El eje MN coincide con un lado BC del tridgngulo (fig. 406).
% Tracemos AD —=#; llamemos m al seg-
y mento BD, » a] segmento DC, y 4 a la recta
BC El volumen engendrado por ABC es la

suma de los conos engendrados por los tridn-

Ny

" oI gulos rectdngulos BAD y CAD:
/ b 1 1
'," . ;"‘ Vol. (ABC) = — g2 (m -+ 7n) = — xr2b.
S 5 - 3 3
™ \ ‘ En esta igualdad podemos sustituir 75 por
1 ‘ la, por ser ambos productos iguales al duplo
de la superficie del tridngulo ABC, y tendre-
Fig, 406 mos:

1
Vol. (ABC) = — mla.
3
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Pero wrl es la expresién de la superficie engendrada por el lado
AC (N¢ 528); por lo tanto:
1

Vol. (ABC) = —sup. (AC) X a.
3

II. El eje MN encuentra la prolongacién
del lado AC (fig, 407).

El volumen engendrado por ABC es la
diferencia de los voliimenes engendrados por
los tridngulos BAD y BCD que tienen la mis-
ma altura BH.

1 1
Vol. (ABC) = —sup. (AD) X a ——sup. (CD) X a
3 3

N
Fig. 407

=1 1
=—a [sup. (AD) — sup. (CD) ]: -;a X sup, (AC)
3

III. El eje MN es paralelo al lado AC del tridngulo (fig. 408).

Tracemos la altura BH y las perpendicu-
lares AF y CE. Segiin que el punto H caiga
sobre la base AC o sobre su prolongacién, el
volumen engendrado por ABC seri la suma
o la diferencia de los voliimenes engendrados
por los tridngulos BHA y BHC.

Pero como cada uno de ellos es equiva-
lente a los dos tercios del cilindro engendrado
por uno de los rectdingulos BHAF o BHCE
(N? 531), en la fig. 408 tenemos: \

2 2
Vol. (ABC) = — #4*HC — — 7a*HA

3 3
2 2

= —ma* (HC—HA) = — #7a®l
3 3
1 1

= — 2ma* ] = —drea (AC) X a.
3 3

Teorema.

E%E_:] El volumen engendrado por un sec-
tor poligonal regular que gira alrededor de
un didmetro exterior al mismo es igual al ter-
cio del producto de la superficie que engendra
la linea poligonal regular por el apotema de la
misma.
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Sea el sector poligonal regular OABCD que gira alrededor del
didmetro MON. El volumen total es la suma de los volimenes engen-
drados por los tridngulos OAB, OBC. . ., etc., cuya altura comin es
el apotema OI. Luego, tendremos:

1 1
Vol. (OABCD) = —sup. (AB) X OI 4 —sup. (BC) x OI 4-
: 3 3

1
-+ —sup. (CD) x OL
3

1
= ;—- OI'| sup. (AB) 4 sup. (BC) - sup. (CD).

1
= —sup. (ABCD) X OI.
3

Advertencia. Llamando S a la superficie engendrada por
el sector poligonal, y @ al apotema, el volumen engendrado por el
mismo tendrd por expresién:

1
Vol.=—S8 X a.
3

Teorema.

561.] Volumen del sector esférico. El volumen de un sector es-

= férico es igual al tercio del producto de la

zona correspondiente por el radio de la es-
i fera.
E e
T Sea el sector esférico engendrado por la
| revolucién de] sector circular OAB alrededor
! OT del didmetro MN,
l Demostremos que su volumen tiene por
¥ expresion:
I8 1
Fig. 410 V=—12r
3

en la cual Z representa ¢l drea de la zona AIB, y r el radio de la
esfera.

Siendo el sector circular OAB el limite del sector poligonal ins-
crito cuyo namero de lados va aumentando indefinidamente, el vo-
lumen engendrado por el primero serd también e limite del volumen
engendrado por el segundo.

El volumen engendrado por el sector poligonal tendri por ex-
presién (N¢ 559):
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1
Vol.=—S8 X a.
3
En el limite, la superficie S serd igual a la zona correspondiente
al sector circular, y el apotema g, al radio r. Luego
1
Vol.=—Z X r.
' 3
Corolario. El sector esférico es equivalente a los 24 del ci-
lindro cuyo radio es el de la esfera, y cuya altura es la de la zona
correspondiente.
Porque si la altura de la zona es 4, su 4rea serd (N? 551):
Z = 2zra,
y el volumen del sector esférico (N© 561):

V=—X2nra X r—=—mr2a.
3 3
Siendo mr%z la expresién del volumen de] cilindro, ya se ve que
el volumen del sector esférico es igual a los 24 del mismo.

Teorema.

Volumen de la esfera. El volumen de la esfera es igual al
tercio del producto de la superficie esférica por el radio.

En efecto, puede considerarse la esfera como un sector esférico
cuya zona se extiende a la superficie entera de la misma.

Si representamos por S la superficie de una esfera de radio r,
tendremos:

1
V=—8.r
. 3
Pero siendo S igual a 4ar® (N9 553), el volumen seri:
1 4
V=— 4 X r=—ur’
3 3

Norta. La misma férmula puede hallarse también consi-
derando la esfera como el limite de un poliedro regular cuyo ndmero
de caras se duplica indefinidamente. Este poliedro puede descompo-
nerse en piramides cuyas bases sean las caras del poliedro, y su vér-
tice comiin el centro de la esfera. En tal caso, siendo el volumen de
cada una de estas pirdmides el producto de su base por el tercio de su
altura, el volumen del. poliedro total, y por lo tanto el de la esfera,
serd_igual al producto de su drea por el tercio del radio.

Escolio I. En funcién del didmetro e] volumen de la es-

4 d 4 43 1
fera serd: —w [ — :*:—w.—:—vrdx.
3 2 3 8 6
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los cubos de sus radios o de sus didmetros, porque:

Esf. S 4 wr® s

Esf. & o wr'® P8
BES - D
y = =

Est. 8 l4ad® d% .
Luego, todas las esferas son solidos semejantes.
1567.] Volumen de la cufia esférica. El volumen de una cuiia es-

férica es igual al producto del volumen de la esfera por la relacidn de su
dngulo a 360°,
M

4 n wrin
V= Y — = ——
3 360 270

Volumen del anillo esférico. El
volumen engendrado por un segmento cir-
cular girando alvededor de un didmetro ex-
terior a este segmento es igual a la sexta
parte del volumen de un cilindro que tiene
por radio la cuerda del segmento, y por al-
tura la proyeccion de esta cuerda sobre el

eje.
R —
Vol. (AKB) = — = AB*.a.
6
" Teorema.
" Volumen del segmento esférico.

El volumen de un segmento esférico es
igual a la esfera que tenga su altura por
didmetro, mds el cilindro de igual altura
‘ y cuya base sea la semisuma de lag dos bas
it ses del segmento.

wllad 12 Segmento de dos bases. El segmen-
to engendrado por la figura AEFBK se com-
pone del volumen engendrado por el seg-
g mento circular AKB y del tronco de cono
Fig. 412 engendrado por el trapecio EABF.

| Bt S | i,
Vol. (AKB) —=—=.AB*.a=—ma (AC* 4+ BC¥) (N° 568)
6 6

1
=—ma [a* + (m—n)*]
6
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1 1
= —ma® -+ —ma (m* + n® —2mn). (1)
6 6
1
Vol (EABF) = —ma (m*+ n® 4 mn) (N® 537)
3
1
o sea: —xa (2m* 4+ 2n* + 2mn). (2)
6
| : 1 1
‘ Vol total ={[(1)+4(2)] =—na® + —ma (3m? 4 3n2)
6 6
1 1 -
o sea: V=—ma® + — (7m* + nn?) a. (3)
6 2

29 Segmento de una base. E| segmento de una base no es mis
que un caso particular del segmento de dos bases; uno de los radios,

n por ejemplo, se anula; entonces la férmula (3) se simplifica en la
siguiente:

1 1
V=—ma® + —mrm.
6 =kl

TEOREMA DE ARQUIMEDES
19 El drea de una esfera es los dos tercios del drea total del
cilindro circunscrito;

20 El volumen de la esfera es los dos
tercios del volumen del cilindro circuns-
crito.

Sea una esfera de radio », y el cilin-
dro circunscrito EFGH.

12 El 4rea total del cilindro es:
271 X 2r = 27 = Gwr®.
Por lo tanto tenemos:

drea esf. 472

drea cilind, Gmrr?

-2
3
22 El volumen del cilindro circunscrito es
ar® X 2r = 2ar®
Vol. esf. Hymr? 2

Luego = =—
Vol. cilind.  2m?® <)




APLICACIONES

LOS TRES CUERPOS REDONDOS

CILINDRO

[571.] El desarrollo de la superficie lateral de un cilindro es un
rectangulo que tiene por altura la del cilindro y por base la circun-
ferencia del mismo.

Fig. 414
CONO
El desarrollo de la superficie lateral del cono es un sector

Fig. 415
circular que tiene por radio la generatriz del cono y cuyo arco es igual
a la longitud de la circunferencia de la base del cono.

y Fig. 416

El desarrollo de la superficie lateral del #ronco de cono for-
ma un segmento de corona circular; los dos arcos son iguales a las
circunferencias de las bases del tronco de cono.

ESFERA

La superficie de la esfera no puede desarrollarse con exac-
titud; pero si se descompone en husos, ficilmente se logra desarrollarla
en la prictica con una aproximacién suficiente como sucede por ejem-
plo para la construccién de globos.

Sea desarrollar la superficie de una esfera de 7 mm. de radxo
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L"’ﬂs

Supongamos la esfera descompuesta en 12 husos iguales.
La circunferencia de un circulo miximo es igual a:
2ar =2 % 3,1416 X 7 = 44 mm.
44
Se construye un rectdngulo ABCD de 44 mm. de base y —— mm.
2
de altura. Desde el punto E, mitad de AD, se traza EF paralela a AB,

Luego se divide EF en 12 partes iguales y en medio de cada
divisién se traza una perpendicular hasta encontrar AB y DC; por
tlimo se une los extremos de cada perpendicular por medio de dos
arcos de circulo.

\ EJERCICIOS

AREA DEL CILINDRO

672, ¢Cudl es el drea lateral de un cilindro, si el didmetro tiene 4
metros y la altura 3 m. 757
673. El radio de la base de un cilindro es de 2 m. 80, la altura
es igual a los 34 de la circunferencia de la base; jcudl es el area
lateral de este cilindro?
674. El radio de una columna cilindrica tiene 58 centimetros y
4 metros de altura; Jcudl es el drea lateral?
675. El 4rea de la base de un cilindro es de 3 m® 08. Hallar el
4rea lateral, sabiendo que la altura es igual a 3 veces el radio de la base.
676. El radio de la base de un cilindro tiene 35 centimetros; la
altura es el duplo del didmetro; hallar:
19 El 4rea lateral del cilindro;
29 El drea de las bases,

VOLUMEN DEL CILINDRO

677. :Cudl es el volumen de un cilindro que tiene 85 centimetros
de altura, y cuya base tiene 35 centimetros de radio?
: 678. (Cudl es el volumen de un cilindro cuya base ticne 2 m?
"y la altura 1 m. 467

679, ¢Cudl es el volumen de un cilindro cuya circunferencia de
la base mide 3 m. 08 y la altura 1 m. 50?
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680, ¢Cudntos litros contiene una cuba cilindrica de 4 m. 80 de
didmetro y 1 m. 96 de profundidad?

681. Se echa una piedra en una vasija cilindrica de 8 decimetros
de didmetro, en parte llena de agua; ¢cudl es el volumen de la pie-
dra, si después de la inmersién, sube el agua a 483 milimetros mds
que antes?

DIMENSIONES DEL CILINDRO

682, Hallar la altura de un cilindro de 2 m* 7 de volumen y
3 m? 25 de base.

683. La capacidad de un depédsito es de 7.640 hectolitros; scudl
es su profundidad si el radio de la base mide 12 metros?

684. Un tonelero tiene que hacer una cuba cilindrica de 2 m. 60
de profundidad. ;Cudl serd el didmetro, debiendo ser la capacidad de
150 hectolitros?

685. ¢Cud] es la superficie de la base de un cilindro cuyo volumen
es de 248 decimetros®, y la altura de 1 m. 207

686. iCudl es el radio de la base de un depésito cilindrico de
5.000 hectolitros de capacidad, y cuya profundidad es de 5 metros?
587, De un depésito cilindrico cuyo didmetro mide 8 m. 8 salen
dos litros de agua por segundo; jde cudnto habrd bajado el nivel al
cabo de 34 de hora?
4% Hallar la altura de un cilindro cuya base mide 84 m?2, si
esta altura es la mitad de| didmetro,
{Cudl es la superficie de la base de un cilindro cuyo volu-
men tiene 3 m® 60 y la altura 1 m. 507
690. El agua contenida en un vaso cilindrico de 35 centimetros
de didmetro y de 1 metro de altura ha de envasarse en otro también
cilindrico y de 80 centimetros de didmetro. jHasta qué altura subird
el agua?
691, En un tubo cilindrico de 10 centimetros de didmetro interior
-se vierten 4 kilogramos 04.481 de leche cuya densidad es igual a
1,03. ¢Qué altura alcanza el liquido?
692, Un cilindro de 1 m? de volumen tiene el didmetro doble de
la altura:
1?2 ;Cudl es ese didmetro?
29 ;Cudl la altura?
39 ;Cudl la superficie total?
693. Un cilindro cuya altura es igual al didmetro tiene por super-
ficie total un metro cuadrado: :
17 ¢Cudl es su altura?
29 ;Cudl su volumen?
694, Las medidas de capacidad usadas en el comercio por mayor
son cilindros cuya profundidad es igual al didmetro. ;Cuil es el dié-
metro de las medidas siguientes:
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19 Del doble hectolitro; *
22 Del hectolitro;
3° Del medio hectolitro;
49 Del doble decalitro;
59 Del decalitro; i %
6° Del medio decalitro? .
695. ;Cudl es la superficie total de una cisterna cilindrica de
1.200 m® de capacidad, si su altura es igual al didmetro?
696. Hallar en metros ctbicos la cantidad de materiales que ne-
cesité la construccién de una torre cuya circunferencia exterior tiene

24 metros, siendo el espesor de la pared de 1 metro, y la altura de
13 m, 50.

697. La circunferencia exterior de la mamposterfa de un pozo
tiene 6 metros; la circunferencia interior 3 metros y la profundidad
es de 15 metros. (Cudnto habrd costado la mamposteria, a razén de
18. pesetas el metro cibico?

APLICACIONES

.'698. Hallar ¢l peso de un tubo de plomo de 2 m. de largo,
18 centimetros de didmetro interior y cuyo espesor mide 8 milimetros.
Densidad del plomo: 11,4,

699. ¢Cuil es el peso de un tronco de 4rbol cilindrico que tiene
10 m. 02 de largo y 374 milimetros de didmetro? Densidad de la
madera: 0,6,

700. ;A cudntos kilogramos equivale la presion del agua en el
fondo de una cisterna cilindrica de 5 m. 75 de didmetro, si el agua
llega a una altura de 3 m. 47

701. Calcular el peso de la leche contenida en un vaso cilindrico
que tiene 40 centimetros de didmetro interior y 50 centimetros de alto.
Densidad de la leche: 1,03.

702. Un cilindro lleno de un liquido cuya densidad es igual a
0,915 tiene 25 centimetros de altura y 20 de didmetro interior. Hallar
el peso total si el vaso tiene | milimetro de espesor. Densidad de la
envoltura: 4,4.

703. La altura de un vaso de zinc de 1 litro de capacidad y de
“forma cilindrica es el doble del didmetro, y su espesor es de 5 mili-
metros; hallar su peso. Densidad de| zinc: 7,19.

704. La densidad del vapor de agua es los 9% de la densidad
del aire, y un litro de aire para 1 gr. 293 en Paris. Hallar el peso del
vapor contenido en el cilindro de una caldera que mide 50 centimetros
de didmetro y 80 de largo.

705. Tres piezas cilindricas de varias clases de madera miden
4 m. 60 de largo y 34 centimetros de didmetro, y tienen respectiva-
mente por densidad 0,750, 0,560, 0,690. Hallar su peso total,
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706. Seis columnas de asperén miden cada una 56 centimetros de
didmetro y 4 metros de altura. Hallar su peso total si la densidad del
asperén es de 2,35, ;

707. Un cilindro ‘de hierro colado tiene 1 m. 40 de largo y 86
milimetros de didmetro. Después de pasado al torno, su didmetro se
disminuye de 3 mm. 5. Hallar el peso que se ha disminuido. Densidad
del hierro colado: 7.25.

708, Una cuba cilindrica de 1 metro de didmetro pesa 45,350 gra-
mos, Después de puesta en un estanque, se envasan en ella 151 litros
de agua, ;Cudntos centimetros se hundiri?

709. Un cilindro de corcho tiens 40 centimetros de altura y 60
de didmetro. Hallar su peso, sabiendo que la densidad del corcho es
14 de la del agua. jCon qué peso serd necesario cargarlo para que
se hunda por completo en ¢| agua?

710. Un tubo cilindrico de bronce tiene 75 centimetros de largo
y 36 centimetros de didmetro interior. Siendo de 8 centimetros el
espesor del metal, hallar:

1° El peso del tubo vacio;
29 El peso del tubo lleno de agua. Densidad del bronce: 8,46.

711, éCudnto se pagard por labrar un cilindro de asperén que
tiene 66 centimetros de didmetro y 2 m. 40 de largo, a 7,5 pesetas
el metro cuadrado?

712, Hallar el valor de un cilindro macizo de latén de 38 cen-
timetros de largo y 9 de didmetro, a- razén de 6 pts. el kilogramo.
Densidad del ‘latén: 8,750.

713. Un tronco de roble de 5 m. 75 de largo y 76 centimetros de
didmetro vale 85 pts. jCudl es el precio del metro ciibico?

714. Una columna cilindrica de madera de 5 metros de’altura y
25 centimetros de didmetro ha de cubrirse de una chapa de hierro
batido de 2 milimetros de espesor cuyo precio es de 50 pts. el quintal.
¢{Cuinto costard este trabajo, si se paga 5 pts. por la hechura? Den-
sidad del hierro: 7,80. ;

715, ¢Cud] serd el precio de la cal necesaria para blanquear una
torre de 6 m. 80 de didmetro y 25 metros de altura? — Sibese que
con un hectolitro de cal que vale 3,45 pts. se pueden blanquear 10 m2,

716. En la catedral de Cdrdoba hay 1.000 columnas de 1 m. 5
de didmetro y 35 de altura. ;Cudl es el volumen de cada columna,
y cudl el volumen total? 7

717. ¢Cudnto se pagard por cavar un pozo de 15 metros de
profundidad y 2 m. 30.de didmetro?- Sg¢ sabe que hasta 3 metros de
profundidad se pagan 50 céntimos por metro ciibico; desde 3 hasta
6 metros se pagan 30 céntimos més por metro ciibico, y asi sucesi-
vamente, :

718. Un chapa rectangular de hierro barido que tiene 1 m. 75
por 80 centimetros puede ser enrollada en_forma de tubo por lo
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largo o por lo ancho. Hallar el didmetro y el volumen en ambos ca-
s0s,"y el peso del tubo, si el metro cuadrade de hierro batido pesa
8 kgrs. 25; hallar también el precio del tubo si el medio kilogramo
de hierro batido vale 65 céntimos.

719. ;Cudl es el lade de un cubo cuyo volumen es equivalente 4l
de un cilindro de 1 m. 40 de altura. y 10 centimetros de didmetro?

720. {Cuél es la superficie total de un cilindro que tiene 1 metro
de altura y de didmetro? jCuil serfa el lade de un cube de igual
superficie?

721. Hay que agotar un pozo de 8 m. 60 de profundidad por
2 m. de didmetro, con una bomba que saca 10 litros cada dos mi-
nutos. ;Cudnto tiempo se necesitard para agotarlo?

722. iCudl es ¢l volumen de una béveda semicilindrica que mide
6 metros de largo y 5 m. 80 de didmetro interior, siendo de 86 cen-
timetros el espesor de la obra? ¢Cudnto costard la construccién de esta
béveda a razén de 40 pts. el metro ciibico?

723. Un cilindro de 1 metro de didmetro estd circunscrito a un.
cubo. {Cudl es la diferencia.de volimenes entre los dos sélidos?

724. Un cubo cuya arista tiene 1 metro estd circunscritoc a un
cilindro. Hallar la diferencia de volimenes entre los dos sélidos.

725. Un depésito circular tiene 5 m. 4 de didmetro y 1 m. 40 de
profundidad; jen cuénto tiempo lo llenard un grifo que da 0 litros 4
por segundo? >

726. Un depésito cilindrico tiene 2 m. 30 de altura y 3 m. 50
de didmetro; jcudntas veces ha de verterse en él, para llenarlo, el con-
tenido de un vaso cilindrico que mide 43 centimetros de altura y 32
de didmetro?

727. Se quiere forrar completamente con bramante de 2 mm.
de didmetro la superficie lateral de un cilindro de 80 centimetros de
didmetro y 1 m. 20 de largo; jcudntos metros de bramante serin
menester?

728. iQué cantidad de agua sacard a cada movimiento del émbo-
lo una bomba cuyo tubo tiene 16 centimetros de didmetro, siendo de
46 centfmetros la altura debajo del émbolo?

729. iCul es el volumen del “Drago de Orotava” si su circun-
ferencia media es de 24 metros y la altura de 24 metros, suponiendo
. que es un cilindro perfecto?

730, Un rectdngulo de 40 centimetros de largo por 5 de ancho
gira tanto alrededor de su lado mayor como al de su lado menor.
Hallar el volumen y la superficie total engendrados cada vez.

731. ¢Cuéntos ladrillos se necesitardn para construfr un pozo de
3 m. 45 de profundidad y de 1 m. 10 de didmetro, si los ladrillos tie-
nen 12 centimetros de ancho y 6 centimetros de alto (contando las

junturas)? La largura del ladrillo representa el espesor de la pared.
; 732.8e corta a escuadra un cilindro de madera que tiene 5 metros
de largo y 60 centimetros de didmetro. Hallar:
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12 El volumen de la madera cortada;
2° La superficie tota] de los cuatro segmentos.

733. Si se necesita un centimetro® de oro para dorar la super-
ficie lateral de un cilindro de 75 centimetros de altura y 20 centi-
metros de radio, Jcudl serd el espesor de la capa de oro que supo-
nemos igual en todo el cilindro?

734. Dos hojas de zinc rectangulares tienen ambas 1 m. 60 por
60 centimetros. Se enrolla la primera a lo largo, ajustando los bordes,
y la segunda del mismo modo, pero a lo ancho. Hallar la diferencia
de capacidad de los cilindros resultantes.

735, Un tubo metélico tiene 1 m. 50 de largo, 40 centimetros de
didmetro exterior, y pesa 700 kgrs. 969. Hallar el espesor de sus pa-
redes si la densidad del metal es de 7,7.

736. Calcular el volumen de la mamposteria de un depdsito elip-
tico cuyo eje mayor tiene interiormente 5 m. 80, el eje menor 4 m. 90,
y cuya profundidad es de 85 centimetros; e] espesor de las paredes es
de 33 centimetros y el del fondo 20 centimetros.

737. ¢Cudl es la capacidad de una bafera de 1 metro de altura,
y de base eliptica cuyos ejes tienen 1 m. 85 y 64 centimetros?

738. A un cilindro de 1 metro de alto y 35 centimetros de dia-
metro se le quitz un sector cuyo 4ngulo central tiene 140°. Hallar el
volumen de este sector y su superficie total.

739. A un cilindro de 1 metro de largo y 30 centimetros de dia-
metro se le quita un prisma triangular cuya base es un tridngulo
equildtero inscrito. Hallar el volumen de este prisma y el de la
parte restante,

740, En un cilindro de I m. 50 de largo y 40 centimetros de
didmetro se inscribe un prisma exagonal regular. Hallar el volumen
de la parte restante del cilindro.

* 741. Una béveda semicilindrica de 5 m. de largo tiene su did-
metro interior de 2 m. 05, y el exterior de 2 m. 62. Hallar" el volu-
men de la mamposterfa.

742. Una béveda tiene 7 m. 40 de largo y 42 centimetros de es-
pesor; su arco interior pertenece a un circulo-de 4 m. 30 de radio,
y corresponde a un dngulo central de 135°. Hallar el volumen de la
mamposterfa de esta béveda.

743, Trazar el desarrollo de la superficie total de un cilindro
recto de 80 milimetros de altura, cuya base es un circulo de 15 mi-
limetros de radio; cortar y encolar,

744, Hillese la férmula del 4rea total del cono circular recto,
con relacién al radio y a la generatriz.

745. Héallese la férmula del Area lateral del cone circular recto,
con relacién al radio y a la altura.

/46, Héllese la férmula del 4rea total del cono circular recto, con
relacién al radio y a la altura.
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747. Hallese la férmula del 4rea lateral del cono circular recto,
con relacién a la altura y a la generatriz.

748. Hillese la férmula del 4rea total del cono circular recto, con
relacién a la generatriz I y a la altura a.

749. iCud| es el 4rea lateral de un cono recto cuya generatriz
tiene 4 m. 50, y la circunferencia de su base 6 m. 25?

750. ¢Cudl es el 4rea lateral de un cono recto cuya generatriz es
de 3 m. 75 y el radio de su base 1 m. 89?

751. Calcular el drea total del mismo.

752, ¢Cudl es e] drea latera] de un cono recto cuya altura mide
3 m. 25, y el radio de la base 1 m. 257

753. Caleular e| 4rea total del mismo.

754 iCudl es el 4rea lateral de un cono recto que tiene 2 m. 08
de altura y 1 m. 04 por radio de su base?

755. ¢Cuél es el 4rea total de un cono cuya altura sea de 10 m.,
y la circunferencia de su base de 314 decimetros?

756. Un cono recto cortado por un plano que pasa por el eje
tiene por seccibn un tridngulo rectdngulo isésceles cuya hipotenusa
mide 1 m. 80. ;Cuél es el 4rea lateral del cono?

757. Hallar el 4rea total de uno de los sectores del mismo cono.

758, iCudl es el drea lateral de un cono recto cuya altura mide
4 m. y la generatriz 5 metros?

759. ¢Cudl es el drea total de un cono recto que tiene 3 m. 69
de altura, y 4 m. 95 de generatriz?

760. ;Cudl es el 4rea lateral de un cono recto que tiene 5 m. 25
de altura y 4 m. 62 la circunferencia de su base?

761, ¢Cudl es el drea lateral de un cono recto cuyo radio de la
base tiene 1 m. 40, y cuya generatriz es los % de la circunferencia
de esta base?

762. ¢Cudl es el 4rea lateral de un cono recto cuya generatriz tie-
no 2 metros, siendo el didmetro de la base el doble de la altura?

763. ;Cudnto pesa e| tejado de zinc de una torrecilla cuyo re-
mate es un cono de 3 metros de lado y 2 m. 70 de didmetro? Se sabe
que la hoja de zinc tiene 1 milimetro de espesor y que su densidad
es de 6,86.

VOLUMEN DEL CONO

764. Hillese la férmula del volumen del cono en funcién de la
generatriz y del radio. '

765, Hillese 1a férmula del volumen del cono en funcién de la
generatriz y de la altura.

766, ¢Cudl es ¢l volumen de un cono cuya altura es de 1 m, 35
y la superficie de la base 3 m.? 40?

767. ;Cudl es el volumen de un cono cuya altura mide 2 m. 10
y el radio de la base 56 centimetros?
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768, ¢Cuil es el volumen de un cono cuyo didmetro de la base
tiene 32 centimetros y la altura 24 centimetros?

769. Cudl es el volumen de un cono cuya altura mide 4 metros
y el lado 5 metros?

770, ¢Cudl es el volumen de un cono cuya generatriz mide 1 m. 60
y la altura 1 m. 027

771, ¢Cudl es el volumen de un cono cuya circunferencia de la
base es de 1 m. 98 y la altura de 1 m. 23?7

772. Cuil es el volumen de un coro cuya generatriz tiene 5 m, 25
y el didmetro de la base 4 m. 13?

773. ¢En qué proporcidn estdn los volumenes de dos conos de una
misma altura y cuyos didmetros respectivos tienen 56 centimetros y
1 m, 12?

774. Una barra cilindrica de hierro de 2 metros de largo ter-
mina por sus extremos en punta cénica. Cada uno de estos conos
tiene 25 centimetros de altura, y su didmetro, que es el de la parte
cilindrica, tiene 9 centimetros. Hallar el volumen de la barra y su
peso, si la densidad del hierro es de 7,788.

775. Un cono y un cilindro tienen iguales las bases y las alturas.
¢En qué proporcién estdn sus volimenes?

AREA DEL TRONCO DE CONO

776. Hallar la férmula del 4rea total del tronco de cono en fun-
cién del lado y de los radios.

777. Hallar una férmula para e] 4rea total del tronco de cono en
funcién de la altura y de los radios.

778. ¢Cudl es el 4rea lateral de un tronco de cono cuya generatriz
tiene 3 metros y los radios de las bases paralelas 2 m. 10 y 2 m. 807

779. iCudl es la superficie lateral de una cuba si el didmetro del
foado mide 2 m. 10, el de la abertura 2 m. 30, y la generatriz 3 m. 84?

780 ¢Cudl es el 4rea de un tronco de cono si la generatriz es de
6 metros y la suma de las circunferencias de las bases paralelas 8 m. 482

781. ¢Cudntos metros cuadrados de hoja de lata se necesitan para
hacer un vaso cuya forma es la de un tronco de cono con tapa; las dos
" bases tienen 30 y 40 centimetros de radio y la profundidad 50 cen-
timetros?

782. Hallar la superficie interior y exterior de una chimenea que
mide 22 metros de altura y cuyos radios interior y exterior de la
base superior tienen 30 y 40 centimetros y los de la base inferior
1 metro y'1 m. 20. ,

783. En un cono de 6 metros de altura y 4 metros de radio se
hace a 2 metros del vértice una seccién paralela a la base. Hallar
la superficie lateral del tronco de cono que resulta.
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VOLUMEN DEL TRONCO DE CONO

784, ;Cuél es el volumen de un tronco de cono de bases paralelas,
si la base inferior tiene 2 m.? 25, la superior 1 m.2 21, y la altura
del tronco 90 centimetros?

~ 785, ;Cudl es el volumen de un tronco de cono de bases paralelas

cuyo radio de la base superior mide 42 centimetros, el de la base in-
ferior 63 centimétros y la altura del tronco 2 m. 107

786. iCul es el volumen de un 4rbol de 9 m. 25 de largo, si

las circunferencias de los extremos miden 1 m. 50 y 55 centimetros?

787. ¢Cusl e el volumen de un 4rbol cuya longitud es igual a
12 veces la suma de las circunferencias de sus extremos, si sus did-
metros respectivos tienen 50 y 12 centfmetros?

788. Los radios de un tronco de cono miden respectivamente 90
y 40 centimetros y la altura es igual al duplo de la media geométrica
de estos radios. ¢Cuél es el volumen?

789. Los radios de un tronco de cono miden respectivamente 90

y 40 centimetros, y el lado es igual a la suma de los radios. ¢Cudl es
el volumen?
5 790. Una ciiba llena de vino tiene la forma
hi de un cono truncado de 1 metro de profun-
didad; el didmetro del fondo mide 85 centime-
tros, el de la abertura 1 m. 25. ;Cuintos tone-
les de 108 litros de capacidad se podrin llenar
con este vino?

791. Un hojalatero tiene que. hacer una al-
cuza de forma andloga a la de la figura 1%, y
con las dimensiones indicadas en la misma, Ha-

el Har la superficie lateral y el volumen de esa
2 Fig. 1 * alcuza,

)

i 7

|
|
S

CONO Y TRONCO DE CONO

792. §Cudl es la férmula que permite hallar la generatriz  de un
cono, en funcién de la altura y del radio?

793. Hallar la altura de un cono en funcién de la generatriz y
del radio.

794. Calcular el radio de un cono en funcién de la generatriz y
de la altura,

795. iCudl es la generatriz de los conos que tienén las dimen-
siones respectivas siguientes: alturas 6, 9 y 12 metros; radios 4, 3 y
4 metros? g

796, jCudl es la altura de los conos que tienen las siguientes di-
mensiones respeetivas: generatrices 12, 16 y 20 m.; alturas 4, 5y 6
metros?

797. eCual es el radio de los conos que tienen las siguientes dimen-
siones respectivas: generatrices 6, 9 y 12 m.; alturas 5, 6 y 4 metros?
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798. ¢Cudl es el lado de un cono recto cuya érea lateral tiene
30 m? 80 y el radio de ld base 2 m. 109?

799, ¢Cudl es la circunferencia de la base de un cono cuya 4rea
latera] mide 28 m? y el lado 7 metros?

800, ¢Cuél es la altura de un cono que tiene 3 m? 077 de vo-
lumen y 35 centimetros de radio de la base?

801, ¢Cudl es la altura de un cono cuyo volumen es de 0 m? 13865
y la circunferencia de la base, 1 m. 54?

802, {Cul es la altura de un cono cuyo volumen tiene 4 m?, y
la base 3 m® 602

803. ¢Cudl es la base de un cono cuyo velumen mide 1 m?® 60,
y la altura 80 centfmetros?

804, Un embudo de 20 centimetros de didmetro ha de tener 2 li-
tros de capacidad; jcudl serd su altura?

805. ¢Cudl es el didmetro de un cono de estafio que tiene 25 cen-
timetros de altura y cuyu peso es de 19 114 gr.? Densidad del esta-
fio: 7,3.

806. El radio de la base de un cono recto mide 2 m. 10, y la ge-
neratriz es los %4 de la circunferencia de la base; hllese:

12 El 4rea lateral del cono;
29. La altura del mismo.

807. Un embudo tiene 13 litros de capacidad; hallar su didme-
tro y su profundidad, siendo ésta el duplo de] didmetro.

808. Hallar el radio de la base de un cono que tiene 1 m® de
volumen y 3 metros de altura,

809, Hallar la altura de un cono truncado en funcién del volu-
men y de los radios. -

810, ¢Cudl es el radio de la base inferior de un tronco de cono
recto que tiene 24 m. 5 de 4rea lateral, 1 m. 95 de generatriz, si el
radio de la base superior es de 1 m. 40?

811, ¢Cual es la altura de un tronco de cono que tiene 84 m?
de volumen, si la base superior mide 3 m? y la inferior 12 m2?

812, ¢Cudl es la profundidad de un vaso de 12 litros de capa-
cidad y cuya forma es la de un cono truncado, sabiendo que el dis-
metro superior mide 24 centimetros y el inferior 287

813, Un cono tiene 2 m. 25 de radio y 3 metros de altura; jcuil
es por metro la inclinacién de la generatriz?

814, Un cono tiene 3 metros de altura y 4 de didmetro; jcudl es
el dngulo formado por la altura y la generatriz?

815. ¢Cudl es el precio de 4 troncos de 4rbol de 4 metros de lar-
go sabiéndose que los radios de los extremos de cada uno tienen 34 y
26 centimetros y que el metro ciibico vale 49 pesetas? (Cudl] seria la
diferencia de precio si se consideraran como cilindros cuya base fuera
la media aritmética de las bases dadas?
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816. Dado un cono truncado cuyos radios de las bases miden 6
y 4 metros, hallar el radio de un cilindro de igual altura y cuyo
volumen es equivalente al del troncoe propuesto.

817, Desde un 4ngulo de una hoja de lata rectangular (fig. 2%),

B

[
Fig 2 *

se describe un arco de circulo con un radio igual
al lado menor, y se hace un cono con el sector asi
trazado. Buscar la altura y el volumen de este cono.

§18. Un hojalatero hace semejante operacién
en una hoja cuadrada cuyo lado mide 40 centime-
tros. Siendo el sector quitado 14 de un efrculo
de 40 centimetros de radio, digase si en lo so-
brante hallard el hojalatero lo necesario para ha-
cer la base de este cono.

819, Tres conos macizos de latén, de 50 centi-
metros de altura, tienen por didmetro 12, 24 y
36 ceatimetros. Hallar la arista del cubo equiva-
lente a estos tres conos, :

820. Dos vasos de forma cénica, y de peso igual, miden 25 cen-
timetros de altura interior y 12 centimetros de didmetro. Se llena el
uno con éter cuya densidad es 0,71, y el otro con 4cido sulfdrico cuya
densidad es 1,84, Héllese la diferencia de peso de los dos vasos.

8§21, Las dos bases paralelas de un tronco de cono son de 22 y

Fig. 3

gulo gira alrede

A

40 decimetros cuadrados. Hallar el didmetro que

ha de darse a un cilindro de igual altura y de
volumen equivalente,

822, Se ha plantado verticalmente en el sue-
lo, cerca de un 4rbol cuya sombra tiene 34 me-
tros, un palo de 1 m. 40 de alto y cuya sombra
mide 2 m. 10. Hallar:

19 La altura del drbol;

22 Su volumen, siendo de 1 m. 20 la cir=

cunferencia de la base,

823, El tridngulo ABC (fig. 3*) gira alre-
dedor de BC; buscar:

1?2 La superficie total engendrada;

22 El volumen.

#24. Hallar la superficie total y el volumen, si el mismo tridn-

dor de AB.

825. El trapecio ABCD (fig. 4*) gira alrede-
dor de BC. Hallar la superficie engendrada por
AD, y el volumen engendrade por la superficie
entera,

826, Hallar la superficie total engendrada vy

el volumen, si el mismo trapecio gira alrededor
de DC.
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827. El agua contenida en un vaso cénico de 18 centimetros de
altura y 24 centimetros de didmetro se vierte en un vaso cilindrico
de 10 centimetros de didmetro. ;Hasta qué altura subird el agua?

828 Una cuba tiene la base eliptica; los ejes del fondo miden
respectivamente 1 m. 80 y 1 m. 20; los de la abertura tienen 2 m. 08 y
1 m. 50. ;Cuél es su capacidad si la altura es de 86 centimetros?

829. Hallar el 4ngulo del sector formado por el desarrollo de
la superficie lateral de un cono de 4 metros de circunferencia y 5
metros de lado.

830. En un circulo de hoja de lata de 86 centimetros de radio,
se corta un sector de 150° para hacer un cono. Hallar: ~

19 El radio de la base de este cono;
29 El volumen.

831. En el problema anterior gcudl serfa el volumen del cono

hecho con lo sobrante de la hoja?

DESARROLLO DEL CONO

832, Trécese el desarrollo de la superficie lateral de un cono recto
cuya generatriz mide 60 milimetros y el radio de la base 10 milimetros.

833. Tricese el desarrollo de la superficie lateral de un cono recto
de 50 milimetros de altura y 15 de radio.

834. Tricese el desarrollo de la superficie lateral de un cono trun-
cado recto cuya generatriz mide 70 milimetros y los radios de las
bases 40 y 80 milimetros. i

835. Trdcese el desarrollo de la superficie lateral de un tronco
de cono recto que tiene 30 milimetros de lado, y cuyos radios de las
bases son de 6 y 15 milimetros.

AREA DE LA ESFERA

836. Una esfera tiene 3 m. 08 de radio; Jcudl es:
12 La circunferencia de un circulo méximo;
29 El drea de la esfera?
837. iCudl es el drea de una seccién central en una esfera de
2 m. 40 de radio?
838. Expresar en funcién del radio y de una esfera e]l 4rea total
de un hemisferio y de. su base.
839. ;Cuil es el drea de una esfera, si la circunferencia de un
circulo maximo tiene 4 m. 847
840. Expresar el radio de una esfera en funcién del 4rea.
841. ;Cudl es el radio de una ésfera que tiene 6 m* 16. de 4rea?
842. Expresar la circunferencia de un circulo méximo de una
esfera en funcién de la superficie S, de esta esfera.
§43. ¢Cudl es la circunferencia de un circulo miximo de una
esfcra que tiene 12 m® de édrea?
844, iCuil es en funcién del didmetro exterior D y del espesor a:
la superficie interior y exterior de una esfera hueca?
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845. ;Cual es la superficie exterior e interior de una esfera hueca
de 35 milimetros de espesor, si el didmetro exterior tiene 1 m. 057

846. ¢Cusl es en decimetros cuadrados la superficie de una bala
de cafién cuyo radio mide 10 centimetros?

847. iCuél es el espesor de una esfera hueca cuyas superficies
interior y exterior miden 3 m* y 3 m* 127

848. iCuél es el drea total de un cilindro, de un cono y de una
esfera, siendo r el radio de estos tres cuerpos y 2r la altura de los
dos primeros?

849. Aplicacién al caso-en que r = 25 centimetros.

850. ¢Cudl es el 4rea total de un casquete esférico de 80 centi-
metros de altura en una esfera de 2 m. 10 de ‘radio?

851, Expresar la altura de un casquete esférico en funcién de
su drea y del radio de la esfera. \

852. ¢Cuél es la altura de un casquete esférico de 3 m® en una
esfera de 1 metro de radio? :

853. iCudl es el radio de una esfera en la cual un' casquete de
35 centimetros de altura tiene un 4rea igual a 2 m??

854. El drea de un casquete esférico es de 2 m? 85; hallar el drea de
la esfera correspondiente si la altura del casquete es de 45 centimetros.

855. JCudl ha de ser la altura de un casquete tomado en una
esfera de 9 metros de radio para que tenga 169 m* 6.464 de drea?

856. Una esfera cuyo radio tiene 4 metros estd cortada por dos
planos que pasan al mismo lado, a 2 y a 3 metros del centro. Se
pregunta: 2

19 ¢Cuil es el drea de la zona resultante?
22 ;Cudles son las dreas de las dos bases de esta zona?

857. Una esfera tiene 1 m. 80 de radio. jCudl serfa el radio de
un circulo equivalente a una zona de esta esfera, cuya altura fuera de
20 centimetros?

858. En una esfera de 1 m, 30 de radio se considera una zoma
de dos bases; la base més cercana al centro se halla a la distancia de
50 centimetros y la superficie de la zona es igual a 12 m® Hallar
la superficie de las bases de esta zona.

859 En una esfera de 42 centimetros de radio se trazan, a un
mismo lado del centro, planos paralelos, a 14 centimetros de distan-

cia. Hallar los radios de las bases de las zonas y del casquete que
resultan,

* .

860. ¢Cudl es la superficie convexa de un huso de 80° en una
esfera de 88 milimetros de radio?

861. iCudl es la superficie total de un huso de 25 en una esfera
de 88 centimetros de radio?

862. iCudl es ¢l radio de una esfera en la cual la superficie de
un huso de 45¢ mide 1 m*? :

863. ¢Cudl es el dngulo de un huso esférico cuya superficie tiene
101 m2 72, si el radio de la esfera es de 10 metros?
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Una caldera de vapor de forma cilindrica termina en sus
extremos en una media esfera de 40 centimetros de radio. Hallar la
superficie externa de esta caldera si el cilindro tiene un radio igual
al de las esferas y la longitud es doble del didmetro.

865. ¢Cudnto costara el dorado de una bola de 25 centimetros de
radio, si el metro cuadrado de ese dorado vale 53 pesetas 507

866. Siendo de 1 kgr. 026 la presién del aire scbre un centimetro
cuadrado, calcular la fuerza necesaria para separar dos hemisferios
de Magdeburgo de 6 centimetros de radio.

/OLUMEN DE LA ESFER/

867. ¢Cudl es el volumen de una esfera de 84 centimetros de radio?

868, ¢Cudl es el volumen de una esfera de 4 centimetros de dié-
metro?

869, ¢Cuél es el volumen de una esfera cuya superficie mide
55 metros® 44?7

870, ¢Cudl es el volumen de una esfera en la cual la circunfe-
rencia de uno de sus circulos méximos mide 4 m. 62?

571, §Cudl es ] volumen de una esfera en la que un circulo mé-
ximo tiene 6 m® 167

872. ¢Cudl es el radio de una esfera en funcién de su volumen?

873, {Cudl es el radio de una esfera cuyo volumen es de 179

decimetros®?
874. ¢Cudl es el didmetro de una esfera en funcién de su volumen?

875. ¢Cudl es el didmetro de una esfera de 40 decfmetros® de
volumen?

876, ¢Cudl es la superficie de una esfera de 1 m® de volumen?

877. ¢Cudl es la circunferencia de un circulo miximo de una es-
fera que tiene de volumen 14 centimetros?

478, Se corta una esfera de 1 m. 20 de radio por dos planos pa-
ralelos distantes 90 centimetros, que pasan a ambos lados del centro.
Hallar el volumen del segmento esférico que resulta.

La altura de un casquete esférico mide 25 centimetros; el ra-
dio de la esfera 84 centimetros. Hallar el volumen del sector esférico.

880, Un sector circular de 60 centimetros de radio, y cuyo dngulo
tiene 30°, gira alrededor de uno de sus radios. Hallar:

19 El volumen del sector esférico engendrado;

29 La superficie total de este sector.

El radio de una esfera es.de 1 m. 50; uno de sus sectores
esféricos tiene 1 m® 545. Hallar la superficie de] casquete que le
sirve de base.

752, ¢Cudl es el radio de la esfera en la cual un sector esférico
de 0 Mm® 633 tiene por superficie un casquete de 1 m? 27

343, En una esfera de 1 metro de radio las alturas de dos cas-
quetes opuestos son de 4 y de 6 decimetros. Calcular el volumen:
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12 Del sector correspondiente a cada casquete;

29 Del cono correspondiente a cada casquete;

3% Del ssegmento correspondiente a cada casquete;

49 Del segmento esférico comprendide entre los dos seg-
mentos,

884, En la figura 5%, BO — 20 centimetros, Al _5 centimetros,
calcular el volumen:
19 Del sector BACO;
- . "292 Del cono BICO;
' . 39 Del segmento BAC.

885. En la misma figura, con las mismas
dimensiones, se hace OL = 10 centimetros y
JN =5 centimetros. Hallar el volumen del
segmento de dos bases EFGH.

886. jCudl es el volumen de una cuna es-
férica que pertencce a una esfera de 1 m?, si
el 4ngulo del huso es de 2577

887, iCudl es el volumen de una cufa
esférica si el radio de la esfera mide 12 decimetros, y el 4ngulo del
huso es de 51° 39" 45”7

888, iCudl es el radio de una esfera si una cufia esférica es de
21 decimetros® y el 4ngulo de|l huso 15°?

88Y9. En un cilindro cuya altura es igual al didmtro se inscriben:
19 una esfera; 22 un cono. Calcular la razén de los voldmenes de
estos tres cuerpos.

890. El radio mayor de una esfera hueca tiene 25 centimetros.
dCuil es el espesor de la envoltura si su volumen es de 4 decimetros®?

891. 4Cudl es el volumen de una envoltura esférica de 2 centi-
metros de espesor, si el didmetro exterior mide 2 m. 22?

892. iCudl es el peso de una enveltura esférica de cobre de 25
milimetros de espesor, sabiéndose:

1?2 Que el didmetro exterior es de 1 m. 35;

29 Que la densidad del cobre es de 8,787
893, ¢Cudl es el espesor de la pared de una bola de jabén, si una
de agua cuyo didmetro mide 2 milimetros, produce una bola
de 15 centimetros de radio?
894. Una esfera hueca tiene 43 centimetros de radio exterior y 4
espesor. Hallar el radio de otra esfera maciza de igual volumen.
895. Hallar el peso de una bola de madera de 35 centimetros de
etro, sabiendo que metida en el agua se sumerge 6 centimetros.
896. Un cubo y una esfera tienen igual superficie, que es de
m.? 4; jqué diferencia de volumen hay entre ambos cuerpos?
897. Un cubo de madera de 36 centimetros de lado se tornea para
una bola. Hallar lo que pierde de su peso, siendo la densidad

la madera 0,57.

A ‘.wi_ugguuuumflf’

Fig. 5 *

E
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898. Hallar el peso de una bola de billar de 14 centfmetros de
- circunferencia; densidad del marfil: 1,9.

899, iCudl es el didmetro de una bola de oro que vale 350.000
pesetas, si el 14 kilogramo vale 1.687 pts. 507 Densidad del oro: 19,20.

900. En un vaso cilindrico de 68 centimetros de’ didmetro, en parte
lleno de agua, se echan 80 bolas de igual didmetro. Si el nivel del
agua sube 20 centimetros, hallar el didmetro de una de las bolas.

901. Se funde un cubo metédlico de 80 centimetros de lado y se
lo transforma en una esfera. Hallar:
12 Su didmetro;
2? En cudnto la superficie del cubo excede a la de la esfera.
902. Se inscribe un cubo en una esfera; expresar su arista en
funcién del radio de la esfera.
903. ¢Cudl es el volumen del cubo inscrito en una esfera de 800 de-
cimetros?
904. ¢Cuil es el peso de una bola de 20 centimetros de didmetro,
sabiéndose que cuando se mete en el agua, el nivel del liquido de-
termina en ella una circunferencia de circulo maximo?

905. Una esfera de cobre de 18 centimetros de radio contiene otra
de platmo de 5 centimetros de radio, de modo que no hay ningin
vacio entre las esferas. jCuil es el peso de la masa resultante? Densi-
dad del platino: 21,5; densidad del cobre: 8,85. :

906.'Un cubo, un cilindro y una esfera que tienen el didmetro
igual a la altura, miden cada uno 1 m? de superfme hallar el volu-
men de cada uno de estos tres cuerpos.

907. Un cubo, una esfera y un cilindro cuya altura es igual al
didmetro miden cada uno 1 m® de volumen. Hallar la razén de sus
superficies.

908. Tres bolas metédlicas que tienen por diimetro respectivamen-
te 1 m. 20, 30 centimetros y 40 centimetros, han de fundirse en una
sola; jcudl serd su didmetro?

909 La circunferencia exterior de una bola hueca tiene 72 cen-
timetros 'y su espesor 24 milimetros. jCudl es su capacidad y cudl
el volumen de la envoltura?

910. Una béveda semiesférica tiene por didmetro interior 4 m. 80
y su espesor es de 70 centimetros. Hallar el volumen de la mamposteria.

911, Un objeto macizo dc hierro colado consta de tres partes:

19 De un cubo cuya arista mide 42 centimetros;

22 De un cilindro de 1 m. 20 de altura y 28 centimetros
de didmetro;

32 De’una esfera de 60 centimetros de radio. Hallar el volu-
men y el peso de este objeto. Densidad del hierro co-
lado: 7,25.

912, Una bala de caiién de hierro colado pesa 12 kilogr. Calcular:
12 Su radio;
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22 El peso del oro necesario para formar una capa de %,
de milimetro de espesor alrededor de ella. Densidad del
oro: 19,26; densidad de] hierro colado: 7,25.

913, Siendo 544 la densidad media del globo terriqueo, hallar
el peso de la tierra, tomando el millén de toneladas por unidad. ;

914, ¢Cuéntas balas de plomo se fabricarin con un kg. de este
metal, siendo su didmetro de 2 centimetros? Densidad del plomo: 7,25.

915, ¢Cudl es el peso de una esfera de vidrio llena de agua,
siendo de 30 centimetros el didmetro interior, de 1 milimetro e} “es-
pesor del vidrio, y de 2,64 la densidad del mismo?

916. (Cudl es el volumen de la capa atmosférica que envuelve a
la.tierra, siendo su espesor 14, del radio terrestre?

917. Se ha dorado por galvanizacién una esfera de 9 centimetros de
radio y 850 gr. de peso, y al sacarla dzl bafic su peso ha aumentado
con 12 gr. Siendo 19,258 la densidad del oro,
hallar el espesor de la .capa de este metal.

918, La figura 6* representa un sélido en
el cual AC es la generatriz de un cono ACBE
tangente a la esfera AQ, de 11 centimetros de
radio. Si OC tiene 25 centimetros, calcular.

12 La tangente AC;

2?2 Ia cuerda AB;

3° La altura de] cono ACB;

49 El volumen del mismo;

5% El volumen del sector esférico AOBD;

6° La superficie total del sélido;

79 El volumen total del sohdo

82 El 4ngulo AOB.

919, La figura 7* representa dos conos ACD y BCD de igual
base que tiene 16 centimetros de radio, y cuya altura tota] es dc 43
ccnttmetros Hallar el radio de una esfera equivalente.

920, Un globo de tafetin barnizado mide
10 metros de didmetro y pesa 250 gr. el me-
tro cuadrade. Hallar:

12 El peso de la envoltura;

29 El volumen del globo.

921. El vacfo de una esfera de plomo hue-
ca, cuyo didmetro mide 5 centimetros, es de
5 centimetros® 45. Hallar €] peso de esta es-
fera si la densidad del plomo es de 11,35.

622, El didmetro de una esfera mide 60
centimetros. (Cudl es el didmetro de la base de un cono de volumen
equivalente y de 30 centimetros de altura?

923, Una bola de madera de 128 milimetros de didmetro se hunde
44 milimetros en el agua pura; jcudl es la densidad de la madera?
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924. Una caldera de vapor de forma cilindrica mide 4 m. 80 de
largo y 90 centimetros de didmetro y termina en sus extremos por
una semiesfera, Calcular:

12 El ntmero de litros de agua necesarios para llenarla has-
ta los 7%;

29 La presién en su superficie cuando el vapor ejerce en
cada centimetro cuadrado una presién de 6 kgr. 18.

925. Calcular en funcién de la arista @ de un tetraedro regular, el
radio, la superficie y el volumen de la esfera inscrita y de la esfera
circunscrita,

926. Higase lo mismo respecto del exaedro.

927. Resuélvase el mismo problema respecto del octaedro.

928. El lado de un tetraedro mide 1 m 20; ;cudl serd el radio de
las esferas inscrita y circunscrita?

929, El lado de un’ octaedro mide 1 m. 20; jcudl es el radio de
las esferas inscrita y circunscrita?

930. De una esfera que tiene 2 m. 40 de radio se quiere sacar el
tetraedro mayor. Calcular la arista de este tetraedro.

931. Calcular la arista de un octaedro inscrito en una esfera de
2 m. 40 de radio.

CILINDROS Y CONOS SEMEJANTES

Digase en qué casos son semejantes dos cilindros.

933, sEn qué proporcién estdn las superficies de dos cilindros
semejantes? ,

934. ¢En qué proporcién estdn los voliimenes de dos cilindros se-
mejantes?

935. 4En qué proporcién estdn las alturas y los radios de dos cilin-
dros semejantes, conociendo las superficies y los volimenes?

936, JQué aumento tiene el volumen de un cilindro si se mul-
tiplica por 2 la altura y el didmetro?

937. iQué ocurrirfa si se multiplicara sélo la altura?

938, 1Qué, si se multiplicara sélo el didmetro?

39. Dos cilindros son semejantes: el primero tiene 2 m® de 4rea
total y 50 centimetros de altura; el segundo tiene 1 m* de 4rea total.
Hallar las dimensiones de ambos cilindros. ‘

940. Dos cilindros semejantes tienen: el primero 40 centimetros de
radio y 50 centimetros de altura; el segundo 1 m* 80 de drea total.
Hallar las dimensiones de este segundo cilindro.

941. Des cilindros semejantes tienen: el primero 30 centimetros
de radio y 1 m* de volumen; el segundo 1 m* 500, ¢Cudles son las
dimensiones de ambos cilindros?

942. Un cilindro tiene 16 decimetros de didmetro y 24 decimetros
de altura; caleular el radic y la altura de otro cilindro semejante cuyo
valumen fuera la mitad del primero.

943. ;En qué casos son’ semejantes:
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12 Dos conos;
22 Dos troncos de cono?
944, ¢En qué proporcién estin:
12 Las 4reas;
22 Los volimenes;,
3% Los radios y alturas de dos conos semejantes?
¢Qué llegarfa a ser el volumen de un cono si se duplicara:
1° La altura;
2° El didmetro;
32 La altura y el didmetro?

746, Dos conos semejantes tienen: el primero, 25 centimetros de
radio y 8 500 centimetros® de superficie total, el segundo tiene 600
centimetros® de superficic total. ;Cudles son las dimensiones y los
volimenes de ambos conos?

947, En la figura 8% que representa un cono decentado:
a = 42 centimetros
r =10 centimetros
arco ABCD = 47 centimetros.
Calcular:
12 El volumen de la parte quitada;
2¢ La generatriz del cono;
3% El 4rea total de lo restante;
4° El é4ngulo AOD.
548, El radio de la base de un cono tiene
5 metros, y la altura 10 metros, Hallar a qué
distancia de la base ha de pasar un plano pa-
ralelo a ella para que el volumen del cono qui-
tado sea de 20 m3.

Un cono recto tiene 20 metros de altura y 387 m?® de vo-
lumen; ¢a qué distancia del vértice ha de pasar un plano paralelo
a la base para que el cono quitado sea de 95 m3?

50, Un cono tiene 90 centimetros de radio y 27 de altura. Calcu-
lar el radio y la altura de un cono semejante cuyo volumen fuera tres
Veéces menor.

05 ¢Qué dimensiones han de darse a un cono para que su vo-
lumen sea igual a I m® 350, sabiéndose que el radio
de la base debe ser los 24 de la altura?

57 Por la mitad de las generatrices de un cono
se traza un plano paralelo a la base. ;Cudntas veces
el cono asi formado estard contenido en el cono total?

53 Una regadera cénica (fig. 9*) de 20 cen-
timetros de altura, estd llena de agua, ¢Hasta qué
altura subird el agua cuando se haya derramado la
mitad?
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954, En una copa (fig. 10*) de 15 centimetros de altura y 10
de didmetro, se echan 120 gr. de mercurio y 25 gr. de agua. Calcular

las distancias que hay desde los niveles de los
~ liquidos hasta el fondo del vaso. Densidad del
| mercurio: 13,60.
955. Se ha dorado un cono de 2 m? 05 de su-
vt perficie lateral, hasta la tercera parte de la altura
a contar desde el vértice. ;Cudntas hojas de oro
* se han empleado, si cada una forma un cuadrado

de 5 centimetros de lado?

956, Una copa de forma coénica tiene 1 litro

Fig. 10 de capacidad y 25 centimetros de didmetro. Se

la llena con agua y mercurio. §Cudl es el espe-

sor de la capa de agua, siendo igual el peso de ambos liquidos?

957. Los radios de las bases de un tronco de cono tienen 3 m. 50

y 7 m. 8, y la altura del tronco 2 metros. Calcular el area y el volu-
men del cono entero.

958, Un vaso de forma cénica (fig. 11*) y de 6 centimetros de
didmetro interior, se llena con mercurio, agua y aceite de modo que
cada capa tenga 5 centimetros de espesor. Calcular el
peso del ‘mercurio, del agua y del aceite. Densidad
del mercurio: 13,6; densidad del aceite: 0,92.

959. Un plato tiene la forma de un cono trun-
cado y los radios de sus bases miden 19 centimetros
y 24 centimetros y la altura 4 centimetros 8. iCuales
son las dimensiones de otro plato de 25 centilitros
mds de capacidad?

960, ¢En qué caso son semejantes:

1?2 Dos casquetes;

22 Dos zonas;

32 Dos husos esféricos?

961. {En qué proporcién estdn las dreas de dos esferas o partes
semejantes de esfera?

962. ¢En qué proporcion estin los volimenes de dos esferas o
partes semejantes de esfera?

963. ¢En qué proporcién estin los radios de dos esferas o partes
semejantes de csfcra, dadas las dreas?

964, ¢En qué proporcién estin los radios de dos esferas o par-
tes semejantes de esfera, dados los volimenes?

965, iQué radio ha de darse a una esfera para que su volumcn
sea 4 veces menor que el de otra, cuyo radio mide 1 m. 92°?

966. ¢Qué radio ha de darse a una esfera para que su 4rea sea 4
veces menor que la de otra esfera cuyo radio mide 3 m. 20?

967. El didmetro de una esfera tiene 40 centimetros y el de otra
1 m, 20. ¢En qué proporcién estin:
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1?2 Sus dreas?
29 Sus volimenes?

968. En un armario caben 4.580 bolas de 48 milimetros de dii-
metro. Digase cudntas cabrian si el didmetro fuera de 60 milimetros,

969. Por medio de un plano se quita un casquete de 0 m? 5655
a una esfera de 60 centimetros de radio. ;Cudl serfa la altura de otro
casquete semejante pero de drea triple?

970. El 4rea de la zona comprendida entre
dos planos paralelos distantes 40 centimetros es de
1 m? 25. Hallar el radio de la esfera en la que
“una zona semejante tiene una 4rea 10 veces mayor.

971. Un sector correspondiente a una esfera
de 4 decimetros de radio tiene 67 decimetros® de
volumen. ¢Cuidl serd el de un sector semejante to-
mado en una esfera cuyo radio es los 24 del an-
terior?

renis 972. En la figura 12%, AB es el didmetro de
un semicirculo que tiene O por centro. Sobre cada uno de los radios
OA y OB se describe un semicirculo. Hallar con relacién al radio el
volumen engendrado por la superficie comprendida entre los tres
semicirculos, cuando la figura da la vuelta completa alrededor de AB.
Calcular este volumen suponiendo que AB tiene 40 centimetros.

A




LIBRO VIII
CURVAS USUALES

NOCIONES PRELIMINARES

375

Llidmase curva plana aquella cuyos puntos todos estdn si-
tuados en un mismo plano.

Eje de una curva es una recta que la divide en dos partes simé- *
tricas, es decir, en dos partes que coinciden cuando se dobla el plano
por dicha recta.

Vértice es el punto en que el eje encuentra a la curva.

Centro de una curva es el punto que divide en dos partes iguales
a todas las cuerdas que pasan por él.

p76.4 Tangente a una curva
es el limite MT de las posi-
ciones de una secante MM’ que
se mueve al rededor del punto
M, de modo que el segundo
punto de intersecciéon M’ se va-
ya acercando indefinidamente al
primero.

Fig. 418+

Lldmase normal de una cur-
va la perpendicular a la tangen-
te en el punto de contacto; v. g. MN.

Coordenadas rectilineas. Para determinar la posicién de un
punto en un plano, se trazan por él

vi paralelas a dos rectas perpendiculares,
i dadas en el mismo plano.

Q- <=9 .
Sea M un punto situado en el

plano de las rectas perpendiculares
X —% X'OX, Y'OY. La distancia PM u
OQ es la ordenada de] punto M; QM
u OP es su gbscisa: estas distancias
son las coordenadas del punto M.

v Las rectas OX, OY se llaman ejes

Fig. 419* coordenados; su interseccién es el ori-
gen de las coordenadas.
Las ordenadas se consideran como positivas cuando se hallan en-
cima del origen, y negativas cuando debajo. Las abscisas son positivas
a la derecha del origen y negativas a la izquierda.
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CAPITULO 1

ELIPSE
DEFINICIONES

578.1 Elipse es una curva plana y cerrada en la que es cons-
tante la suma de las distancias de cada uno de sus puntos a otros dos
fijos llamados focos, y situados en su plano,

Radios vectores son las rectas que unen un punto cualquiera de
la curva con los dos focos. Las rectas
MF y MF" son los radios vectores del
punto M.

Sea AA’ una longitud constante,
F y F’ dos puntos fijos; si, para cada
punto de la curva MM, resulta MF -+
MF’ = AA’, esta curva es una elipse.

La suma constante se representa por
2a.

La distancia FF' llamada distancia

Fig. 420 focal, se representa por 2.
F. F* focos. i i4
Kar a ]E’ara que sea posible el tridngulo
BB’ eje menor. MFF’, es preciso que salga:
niro.
MF + MF = AA”. FF' < MF -+ MF, esto es 2¢c < 2a.

Lldmanse circulos directores de la elipse las circunferencias des-
critas desde cada foco como centro, con un radio igual a 2a.

La elipse tiene dos circulos directores.

579.] Construccién de la elipse. Para esta construccién se pueden
emplear varios procedimientos:

ler. Procedimiento. Por un mouvi-
miento continuo.

Fijando en los puntos F, F’ los ex-
tremos de un hilo cuya longitud sea igual
al eje mayor, se estira el hilo por medio
de un ldpiz; se hace resbalar la punta
del lipiz, teniendo el hilo siempre bien
tirante; y este movimiento ird describien-

do la elipse.

SR TR e gavds 2% Procedimiento. Por medio
de puntos, dados los focos y el eje ma-
yor AA’ = 2a,

Se unen los focos por medio de una recta, y se encuentra el pun-
to O levantando una perpendicular en medio de FF’.
1
Se toma: OA =0A"'=—AA’",
2
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Desde el foco F, con un radio igual a la nitad de AA’, se des.
criben dos arcos que determinan los puntes B y B’, extremos del
eje menor, y por consigulente pun-
tos de la curva. Para obtener otros
distintos puntos de la misma, se se-
nala sobre AA’ el punto D compren-
dido entre los focos; desde F, F’' con
los radios respectivos A'D y AD se
trazan arcos de circulo que se corta-
rin en los puntos M, M/, N, N’ per-
tenecientes igualmente a la curva.

. : ‘ De este modo, se pueden obtener
Fig.4:2 ¢ B < cuantos puntos se desee de {2 curva
pedida, y uniéndolos por una linea continua trazada a pulso, tendre-
mos la elipse deseada?.

-

' Teorema.

Si un punto estd dentro de la elipse, la suma de sus dis-
tancias a los focos es menor que el eje mayor; y si un punto estd
fuera de la elipse, esta suma es mayor que el eje mayor.

12 Unamos los focos con un punto
interior C; prolonguemos F'C hasta M,
y tracemos MF; tenemos:

CF + CF’ < MF 4 MF,
o sea < 2a.
22 Unamos los focos con un punto
exterior D, y tracemos FN; tenemos:
DF 4 DF’ > NF + NF/,
A o sea > 2a.
Fig. 423 Luego, si un punto...

Teorema.

La elipse tiene por ejes la recta que pasa por los focos, y
la perpendicular levantada en el punto medio de la recta que une
los mismos; su centro es el punto
de interseccidn de los ejes.

Sea M un punto cualquiera de
la elipse. Prolonguemos las perpen-
diculareés MP y MV y la recta MO;
tomemos PM’=PM, VN =VM,
ON’' = OM, y asi determinaremos
los puntos simétricos de M con re-
lacién a AA’, a BB’ y al punto O;
basta demostrar que estos puntos
pertenecen a la curva,

Fig. 424

1 Véanse a continuacién, Nes. 592 y 583, otros procedimientos.



CAP. I. - ELIPSE 263

12 FF’ es perpendicular en el punto medio de MM’;
luego MF = M'F, y MF' = M'F;
de donde - M'F 4+ M’F' = MF |- MF' = 2a;
luego M’ es un punto de la elipse (N? 578).

29 Los trapecios rectingules OFMV y OF'NV se pueden sobre-
poner, siendo iguales sus bases; luego MF = NF’, y los 4ngulos en
F y F' son iguales. Los tridngulos FF'M y FF'N son iguales por
tener un dngulo igual comprendido entre lados iguales; luego NF —
MF/, y ya que NF' = MF, tene-
mos NF -+ NF' = MF + MF'
2a; por lo tanto el punto N perte-
nece a la elipse.

32 Las rectas MN’ y FF’ se
cortan en sus puntos medios; por
lo tanto, la figura MFN'F’ es un
paralelogramo, y tenemos:

NF + N'F' = MF 4+ MF’ —
2a; luego el punto N’ pertenece a

Fig. 425 la curva.

Por consiguiente AA’” y BB’ son los ejes, y su punto de intersec-
cién O es el centro de la curva.

Escolio. 1° Lz elipse tiene cuatro vértices,

El eje focal FF' encuentra a la curva en dos vértices A, A’, cuya
distancia se llama longitud del eje mayor de la elipse.

El eje perpendicular a FF corta a

R la elipse en los dos vértices B, B’, cuya
A \ distancia se llama longitud del eje me-
*\ nor.
WA Se escribe:
- BAT—7q: BB'—=7b; FF' —2¢
3 El tridngulo rectingulo BOF da la
relacién:
et . a®? =5+~
Fig. 426 2° Una elipse se determina por sus

ejes AA’, BB
Para determinar los focos, conociendo los ejes, hay que tomar
por centro el punto B, y describir un arco de circulo con @ por radio;
Ia interseccién de este arco con AA’ dard F y F'.
Excentricidad. Llimase excentricidad de la elipse la relacién entre
c
la distancia focal y el eje focal, esto es, la razén —
a -
Siendo el segmento FF’ siempre interior a AA’, la excentricidad
de la elipse no puede variar sino entre 0 y 1.
Cuando b = a, la excentricidad es nula, y la elipse es un circulo.

tf\

N
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Cuando & =0, la excentricidad es igual a 1, y la elipse se reduce
a su eje mayor.

Teorema

B84 1, tangente a la elipse forma dngulos iguales con los ra-
dios vectores del punto de contacto.

Consideremos una secante cualquiera MM’; desde uno de los fo-
cos tracemos la perpendicular FC, y tomemos CFy, igual a CF; tra-
cemos F'Fi, unamos el punto D con el foco F, y el punto M con los
tres puntos F', F, F1.

Demostremos primero que el punto
D estd situado entre los puntos de inter-
seccion M y M, y en seguida, que la se-
cante MM’ forma d4ngulos iguales con
DF y DF".

12 Tenemos:

MF; = MF y DF; = DF;
luego DF’ 4 DF = F'F.
Flg. 427 Pero MF’ 4+ MF; = MF’ - MF = 2g,
-y F'Fi es menor que MF’ -+ MF; o 2z;
luego DF’ 4 DF < 2a.

Siendo menor que 2z la suma de las distancias de] punto D a
los dos focos, este punto estd dentro de la elipse; por lo tanto se halla en-
tre M y M'.

22 Los dngulos FDM y F'DM’ son iguales, siendo cada uno igual

al dngulo MDF,.

Estos resultados son verdade-
ros para cualquier secante, y por lo
tanto por mds préximos que estén
los puntos M y M’; pero en el li-
mite, cuando M’ se confunde con
M, la secante llega a ser tangente.

Luego, la tangente. ..

Corolarios. 1. La normal

Fig. 428 MN es bisectriz del dngulo de los
radios vectores en el punto de con-
tacto; pues los 4dngulos que forma

con MF y MF’ tienen por complementos los dngulos iguales que la
tangente forma con los mismos radios.

1. La tangente MT es perpendicular en el punto medio de FFy.

Fy

III. La recta F'F1 que une un foco con el punto _simétrico del otro
respecto a la tangente, pasa por el punto de contacto.



CAP. I, - ELIPSE 265

El lugar geométrico del punto simétrico de un foco, con re-
lacién a una tangente cualquiera, es el
circulo director descrito desde el otro
foco.

i Sea Fi el punto simétrico del fo-
: co F, con relacién a la tangente MT,
la recta F'Fy pasa por el punto de con-
tacto (N® 585, III); y ya que la tan-
gente es perpendicular en el punto me-
dio de FFy, la recta

FF1 = MF’ 4~ MF = 2a.

Luego el punto Fy, simétrico del
foco F, estd en el circulo director des-
crito desde el foco F’.

,
-

Fig. 429

Problema.

Trazar una tangente a la elipse en un punto de esta curva.

Sea M un punto. de la curva. Tra-

cemos los radios vectores del punto de

. 4 \e contacto; prolonguemos FM y tracemos

\ la bisectriz del 4ngulo exterior F'MC.

Esta bisectriz es tangente, pues los 4n-

gulos FMT y F'MT’ son iguales (N©
584).

Escolio. Para encontrar la nor-

mal en un punto M de la curva, basta
trazar la bisectriz del dngulo FMF’ de
Fig. 430 los radios vectores (N¢ 585, I).

Problema.

| Trazar una tangente a la elipse por un punto dado fuera
de la curva.

Sea P el punto exterior dado, y CD
el circulo director relativo al foco F; la
circunferencia descrita con el radio PF
corta al circulo director en los puntos C
y D, unamos estos puntos con ¢l foco F;
las perpendiculares levantadas en el pun-
to medio de FC y de FD) son tangentes
(N© 585, II), y pasan por el punto P,
centro de los arcos CF y FD); las rectas
Fig. 431 FC y F'D determinan los puntos de
contacto (N 585, III).
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Teorema.
m El drea de la elipse es rguai al producto de sus semi-ejes por

el nimero constante .

Por medio de unos teoremas que
no incluimos, se demuestra que la
proyeccién de un circulo sobre un pla-
no es una elipse.

Consideremos varias ordenadas
equidistantes.

Por los puntos C y M tracemos
paralelas a AA'.

La elipse es el limite de la suma
de los rectdngulos andlogos a MPVN,
y el circulo, el limite de la suma de
los rectingulos tales como CPVG Pero, teniendo los dos rectdngulos

b
igua] altura VP, serin entre si como sus bases MP y CP, o sea —.
a

Lo mismo ocurre con los limites a que se aproximan las sumas
de estos rectingulos.

Fig. 432

elipse b
Luego: T
circulo a
b b
elipse = circulo X — = wa® 4+ — = nab
a a

Corolarios I. Para valuar una 4rea limitada por un arco de
elipse, por ejemplo el sector OHIJ, se busca el drea correspondiente en
el circulo principal, esto es, el circulo descrito desde el centro de la

b
elipse con @ por radio, y se la multiplica por la relacion —.
a
Asi el drea del sector eliptico sera:
xR2n b
360 @

II. La elipse wab es media proporcional entre los circulos ma® y
wb? descritos sobre los ejes; pues
.wb* = mwab.

Problema.

[592.) Trazar una elipse por medio de las circunferencias descri-
tas con los ejes por didmetros.
Se describen dos circunferencias concéntricas, cuyos didmetros sean
respectivamente iguales a los ejes dados, se traza un radio cualquiera,
N 5
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ON por ejemplo, y donde corte a la
circunferencia menor, se traza LM pa-
ralela al eje mayor; y luego NM para-
lela al eje menor por el punto donde
el mismo radio corte a la circunferen-
cia mayor.

La interseccion M de estas dos
lineas serd un punto de la elipse pe-
dida.

Fig. 433 Del mismo modo se procede pa-

: ra hallar cuantos puntos se quiera,
los cuales unidos por medio de un trazo continuo darin la elipse
pedida.

Problema.

Trazar una elipse por medio de una tira de papel.

Dados los ejes AA” y BB, se to-
ma sobre una tira de papel MM’ —
OA, y NM’'=OB. Luego se aplica
la tira de medo que el punto M per-
manezca siempre sobre BB', y el pun-
to N sobre AA’”. El punto M’ serd un
punto de la curva. De este modo pue-
den obtenerse cuantos puntos se quie-
ra de la misma, los cuales unidos a
pulso por medio de una linea conti-
nua, dardn la elipse pedida.

CAPITULO II
PARABOLA

DEFINICIONES

[594.] Pardbola es una curva plana y no cerrada, con una sola
rama que- se extiende indefinidamente, y
en la cual cada punto equidista de un pun-
to fijo y de una recta fija dados en su plano.
El punto fijo se llama foco, y la recta
dada, directriz.
Lldmase radio vector la recta que une
el foco con un punto cualquiera de la curva.
Sean F un punto fijo, y CD una recta
fija; si, para cada punto de la curva MAM’,
tenemos MF — MC, dicha curva es una pa-
- rabola.
Fig. 435 El punto A, mitad de la perpendicular
FD, pertenece a la curva. La pardbola no
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1 del foco.

MY
Fig. 436

puede extenderse al lado de la directriz opuesto al foco; pues todo
punto E, tomado por este lado, estdi mds cerca de la directriz que

La distancia FD del foco a la directriz se llama pardmetro y se
representa por p.

Construccion de la parabola. Para construir la pardbola por

un movimiento continuo, conociendo la di-
rectriz y el foco, se coloca el cartabén de
modo que uno de los catetos coincida .con
la directriz; se fijan los extremos de un
hilo, cuya longitud sea igual al otro cateto
del cartabén, uno en el foco F, y el otro
en el vértice G del cartabén.

Si se hace correr el cartabén a lo largo
de la directriz, la pua con que se traza,
que pondrd el hilo tirante al aplicarlo con-
tra CG, describe una porcién de la pardbola,
pues s1empre tenemos:

MF = MC.

[596.} Trazar la paribola por medio de puntos, conociendo la di-

rectriz y el foco:

Desde el foco, bajemos la perpendicular FD a la directriz, y to-

Fig. 437

memos el punto medio A del parime-
tro FD; tracemos una recta cualquiera
MM’ paralela a la directriz, y desde el
foco F como centro, con un radio igual
a la distancia DG de la directriz a su
paralela, describamos una circunferencia;
los puntos de interseccién de esta circun-
ferencia con la recta MM' pertenecen a
la pardbola.

Teorema,

50..1 Todo punto dentro de la pa-
rdbola se acerca- mds al foco que a la

directriz, y todo punto fuera de ella se aleja mds de él.

Fig. 438

12 Desde el punto interior B, tracemos
BC perpendicular a la directriz, y unamos
el foco con los puntos M y B.

Tenemos:
BF < BM +4 MF o BF < BM + MC
o sea BE < BC:

2° Desde el punto exterior G, tracemos
la perpendicular GE, y unamos el foco con
los puntos N y G. :
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Tenemos: GF > NF — NG, 0 GF > NE — NG,
o sea GF > GE.
Luego todo punto. ..

Escolio. Segiin la distancia de un punto al foco sea menor
o mayor que la distancia de este mismo punto a la directriz, o igual
a ella, este punto estard dentro o fuera de la pardbola, 0 pertenecerd
a la curva; por lo tanto, lz pardbola es el lugar geométrico de los puntos
equidistantes de una recta y de un punto dados.

Teorema.

La pardbola tiene por eje la perpendicular bajada a la di-
rectriz desde ¢l foco.

Sea M un punto cualquiera de la pari-
bola; bajemos la perpendicular MP, y tome-
mos PM’ = PM.

Demostremos que M’, simétrico del pun-
to dado, pertenece a la curva. Para ello, tra-
cemos MF, MC, M’F, M'C’, distancias de
los puntos M y M" al foco y a la directriz.
Ya que DP es perpendicular a la directriz
.y a MM, en su punto medio P, tenemos:

- FM’ = FM, M'C' = MC;
luego M'F = M’C’, y por lo tanto, el punto

M’ pertenece a la pardbola (N° 598).

Luego, la perpendicular FD es un eje (N2 575).

I600.i Escolio. E| punto A es el tinico zértice de la curva. La pa-
rdbola no tiene centro.

Fig. 439

!6_0_1_14 La tangente a la pardbola forma dngulos iguales con el
radio vector del punto de contacto y la pa-
ralela al eje trazada por este mismo punto.

Consideremos una secante cualquiera
MM'; desde el foco, bajemos la perpendi-
cular FC, y tomemos CF;=CF; por el
punto Fj, tracemos una paralela al eje; es-
ta paralela corta a la secante en el punto D;
tracemos las rectas que indican las distan-
cias de los puntos M y D al foco y a la di-
rectriz.

La circunferencia descrita desde el pun-
to M, con el radio MF o MP, es tangente
a la directriz en P, y encuentra a DH en el
" punto F; simétrico de F; luego este punto F; estd situado entre la di-

rectriz y el foco; por lo tanto,
DFi < DH:

Fig. 440
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Las oblicuas DF y DF; son iguales; luego DF es menor que
DH. El punto D se hallard dentro de la curva por estar mds cerca
del foco que de la directriz (N© 598); y la paralela FiDD pasa siem-
pre por cntre los puntos de interseccién M y M’; ademds, los édn-
gulos M'DG, MDF,, MDF son iguales, lo que ocurre por préximos
que estén los puntos M y M’; pero en el limite, cuando M’ se con-
funde con M, la secante llega a ser tangente (N? 576).

Luego, /a tangente. ..

602.§ Corolarios. I. La normal MN es bisectriz del dngulo forma-
do por el radio vector del punto de contacto y por la paralela al efe
trazada por este mismo punto; pucs los dngulos que forma con MF
y MC tienen por complementos los d4ngulos iguales que forma la tan-
gente' con estas mismas lineas.

II. La tangente en un punio M de la
pardbola es perpendicular en la mitad de
la recta FFy que une el foco con la pro-
yeccion del punto de contacto sobre la
directriz; porque el tridngulo FMF; tie-
ne dos lados iguales, y la tangente es bi-
I =" sectriz del dngulo del vértice (N9 601).

~ 1. La paralela al eje, trazada por el

punto Fy simétrico del foco respecto a la

tangente, pasa por el punto de contacto.
Teorema.

El lugar geométrico del pun-
to simétrico del foco, respecto a una tan-
gente cualquiera, es la divectriz de la pa-
rabola.

Sea Fi el punto simétrico de F res-
pecto a la tangente MT; la paralela al
eje trazada por el punto Fi pasa por el
punto de contacto (N? 602, III); ya que
o la tangente es perpendicular en el pun-
Fig. 442 to medio de FFi, la recta MF' = MF;
luego el punto Fi, simétrico de| foco, es-
td sobre la directriz.

Luego, ¢l lugar. ..

Problema.

Por un punto dado en la

. curva, trazar una langente a la pa-
rdbola.

Sea M el punto dado en la
curva. Proyectemos M sobre la di-
rectriz, unamos M con el foco, tra-
cemos la bisectriz del 4ngulo FMF;,

o levantemos una perpendicular en el punto medio de FFi.

Fig. 443
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Problema.

Por un punto dado fuera de la curva, trazar una tangente
a la pardbola.

Sea P el punto exterior dado; des-
de este punto como centro, y con PF
por radio, describamos una circunfe-
rencia, la cual corta a la directriz en
dos puntos. La perpendicular levan-
T 7 tada en el punto medio de BF es tan-
, i e gente, y pasa por el punto P, centro
del arco BF; la paralela al eje deter-
mina ¢l punto de contacto M.

Hay otra tangente PN,

CAPITULO III
HIPERBOLA

DEFINICIONES
Hipérbola es una curva plana no cerrada, formada de dos
ramas que se extienden al infinito y en sentido contrario, y tal que
la diferencia de las distancias de cada uno de sus puntos a dos puntos
fijos situados en su plano es constante.
Los puntos fijos se llaman focos.
Llimanse radios vectores las rectas que unen un punto cualquiera
de la curva con los dos focos.
Sean AA’ una longitud constante, F, F dos puntos fijos; si pa-
ra cada punto M o N de la curva re-

- u sulta:
L MF' — MF = AA/,
o NF —NF = AA’.
la curva es una hipérbola.
8 # ' La diferencia constante AA’ se re-
N———— .4 presenta por 2a.
Fig. 445 La distancia FF’ de los focos es la

distancigz foral y se representa por 2e.
Para que los tridngulos MFF’ y NFF’ sean posibles, se debe tener
FF' > MF'—MF y FF’ > NF —NF’, esto es, 2c > 2a.
Lldmanse circulos directores de la hipérbola los circulos descritos
desde cada foco como centro, con 2¢ por radio.
La hipérbola tiene dos circulos directores.
Construccién de la hipérbola. Para construir una hipérbola
por un movimiento continuo, conociendo los focos y 22, se toma una
. regla, mayor que la distancia focal, y un hilo igual a la longitud de
la regla, menos 2a; se fijan los extremos del hilo en C (sobre la regla)
y en F. Puesto bien tirante el hilo a lo largo de la regla, y haciendo
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girar el extremo de ésta alrede-
dor de F/, la plia con que se
traza describird una parte de la
curva, pues siempre resulta:

MF’ — MF =2a.
AP "\F ' Fijando ¢l hilo en F’ y co-
/ | locando la regla en F, resulta la

-

B g Fig. 446

segunda rama de la curva, situa-
iy da a la izquierda de la perpen-
dicular OY.

[608) Se puede trazar la hipérbola por puntos, conociendo los

focos y 2a. Desde el punto O, mi-
tad de la distancia focal, tome-
mos:
OA=0A"=a
Sea D un punto cualquiera de
AA’, pero fuera de los focos; con
* los radios' DA y DA’ cuya dife-

Fig. 447

rencia es igual a 2, describamos
dos circunferencias, la una desde
el punte F por centro, y la otra
desde e] punto F'.

Los puntos de interseccién per-
tenecen a la hipérbola,

Para cualquier punto interior de la hipérbola, la diferencia
de las distancias a los focos es mayor que 2a, y menor que la para

cualquier punto exterior.

Fig. 448

Un punto es interior cuando se ha-
llaen una de las dos partes del plano
donde estdn los focos, y exterior cuando
estd entre las dos partes separadas de la
curva.

12 Unamos el punto interior C con
los dos focos, y tracemos MF.

Tenemos: CF < CM + MF,
luego CF'—CF > CF'— (CM + MF),
o CF’ —CF > MF’' — MF,
Luego CF'—CF > 2a.

29 Unamos el punto exterior D con los dos focos y tracemos F'N.

Tenemos: F'D < NF' 4- ND,
luego F'D —DF < NF’ 4~ ND —DF,
0 F'D — DF < NF*— NF,

por lo tanto

F'D— DF < 2a.

Luego, para cualquier punto. ..




CAP. IIl. - HIPERBOLA 273

Lga hipérbola tiene por ejes la recta que pasa por los focos,
v la perpendicular levantada en el punio medio de la recta que une
los mismos; su centro es el punto de interseccién de los ejes.

Sea M un punto cualquiera de la hipérbola. Prolonguemos las
perpendiculares MP y MV, y la recta MO; tomemos:
PM’' = PM, VN = VM, ON’ = OM;
M, N y N’ son puntos simétricos de M con relacién a AA’, a BB’
y al punto O, basta demostrar que estos puntos M’, N y N’ pertene-
cen a la curva.
19 FF’ es perpendicular en el punto medic de MM’'; luego
M'F =MF, y M'F' = MF,
de donde M'F' —M'F = MF' — MF = 2¢;
luego M’ es un punto de la hipérbola (N° 606).

22 Los trapecios rectingulos
OFMV y OF'NV pueden superpo-
nerse por ser iguales sus bases; lue-
go NF'=MF, y los 4ngulos en
F y F' son iguales. Los tridngulos
FF'N y FF'M son iguales por te-
ner un 4ngulo igual comprendido
entre lados iguales; luego NF =
MF’; y ya que NF' = MF, tene-
mos:

NF — NF’ = MF' — MF = 2,
luego N pertenece a la hipérhola.

32 Las rectas MN’ y FF' se
cortan en sus mitades, por lo tanto la figura MFN'F" es un paralelo-
gramo, y la diferencia de dos lados adyacentes es igual a la dife-
rencia de los otros dos lados; luego

NF—NF =MF — MF= 2a.

Luego AA’ y la perpendicular YY’ son los ejes, y su interseccidn
es e] centro de' la curva.

Fig. 449

[611.] Escolio. El eje FF’ (fig. 449) se llama eje transversal por-
que encuentra a la curva en dos puntos AA’. Su longitud AA’" es
igual a la diferencia constante 2a.

El otro eje, que no encuentra a la curva, se llama eje no #rans-
versal; su longitud se representa por 25; luego

b=/ —a’

La hipérbola tiene dos vértices: A y A’.

[612] La hipérbola equilitera es aquella en que son iguales los
dos ejes; en cuyo caso ¢ =24% y c =a\/2
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Teorema.

La tangente g la hipérbola es bisectriz del dngulo de los

radios vectores en el punto de contacto.

Consideremos una secante cual-
quiera MM’; desde uno de los focos
bajemos la. perpendicular FC, y to-
memos la linea CF; igual a CF; tra-
cemos F'Fy y unamos el punto D con
el foco F, y el punto M con los tres
puntos F, F' y Fy.

Demostremos primero que el pun-
to D estd situado entre los puntos de

interseccién M y M, y luego, que la
secante. MM’ forma 4ngulos iguales

con DF y DF".
12 Tenemos: . MF = MF; y DF; = DF,
luego DF' — DF = F'F;.
Pero MF’ — MF; = MF’' — MF = 2q,
y FFi>FM—MF; o 22,
luego : DF’—DF > 2a.

Siendo mayor que 2z la diferencia de las distancias de] punto D
a los dos focos, el punto estd en el interior de la hipérbola (N¢ 607),
y por lo tanto entre M y M’

22 Los 4ngulos FDM y F'DM" (fig. 450)/son iguales por ser igual
cada uno al dngulo MDF,.

Estos resultados se verifican pa-
ra cualquier secante, y por lo tan-
to, por mds préximos que estén los
puntos M y M’, pero en el limite,
cuando M’ se confunde con M, la
secante llega a ser tangente (N?
576).

Luego, la tangente. . .

m Corolarios. 1. La normal
MN (fig. 451) es bisectriz del dn-
gulo exterior formado por los ra-
dios vectores en el punto de contacto, pues es perpendicular a la bi-
sectriz interior,

II. La tangente MT es perpendicular en el punto medio de FFi..

NI, La recta F'Fy1 que une un foco con el punto simétrico del
otro respecto a la tangente, pasa por el punto de contacto.
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Teorema.
El lugar geométrico del punto simétrico de un foco, res-
pecto a una tangente cualquiera,
es el circulo director descrito des-
de el otro foco.

Sea Fi el punto simétrico
del foco F respecto a la tangen-
te MT. la recta F'F; pasa por
el punto de contacto (N® 614,
III), v ya que la tangente es
perpendicular en el punto me-
dioc de FFj, tenemos:

F'Fi = MF' — MF = 2a.
Luego el punto Fi, simé-
trico del foco F, estd en el circu-

lo director descrito desde el fo-
co F'.

Fig. 452

ASINTOTAS DE LA HIPERBOLA

DEFINICIONES

Lldmanse asintotas de la hipérbola las tangentes cuyo pun-
to de contacto se encuentra indefinidamente lejos del vértice de la
curva.

Teorema.
La hipérbola tiene dos asintotas, y estas lineas pasan por
el centro de la curva.

La recta FFy que une el foco F con un punto cualquiera Fy del
circulo director relativo a F’, puede llegar a ser tangente de este circu-
"~ lo, sea FG esta posicién parti-
cular.

La perpendicular HD, le-
vantada en el punto medio de
esta recta, es tangente a la hi-
pérbola (N® 614, II); se deter-
mina el punto de contacto pro-
‘longando el radio F'G (N? 614,
IIT); pero las rectas HD y F'G,
perpendiculares a FG, son para-
lelas entre sf; luego el punto de
contacto se halla infinitamente
lejos del vértice A, y la linea HD es asintota de la rama AM.




EJERCICIOS DE RECAPITULACION

GEOMETRIA DEL ESPACIO

973. Para respirar como es debido, cada persona necesita 8 metros
clbicos de aire. Calcular la longitud de una sala que ha de dar
cabida a 135 personas, si la altura es de 3 m. 75, y la anchura de
8 m. 694.

974. En un dfa de lluvia ha caido | milim. 3 de agua; ;qué can-
tidad en litros podrd recogerse en un vaso cuya abertura es un cuadra-
do de 1 m. 25 de lado?

975. Un terreno de 84 4reas de superficie se cubre con una capa
de mantillo de 25 centimetros de espesor. ;Cudl seria el espesor si con
la misma cantidad de mantillo se cubriera un terreno de 3 hectireas
y media?

976. ;Cuéntas -pastillas de jabén de base cuadrada cuyo lado
mide 13 centimetros, y 29 centimetros la altura, podrin caber en una
caja cuyas dimensiones son las siguientes: 1 m. 17, 90 centimetros y

1 m. 04, debiendo reservar los 345 del volumen de la caja para el
embalaje?

/+ Una pradera de forma trapecial tiene las dimensiones si-
guientes: base menor 125 m., altura 60 m.; los lados oblicuos tienen
65 y 75 m. Calcular: 1° el drea de esta pradera, 2° el volumen del
agua necesaria para inundarla con una capa de 10 centimetros de al-
tura, -

778 ;Cuil es el drea que se cubrirfa con el desarrollo de las
caras de un cubo cuya arista mide 50 centimetros?

78. Un pozo tiene 12 m. 60 de profundidad y 84 centimetros de
didmetro. ;Cudnto tiempo tardari en llenarlo un manantial que da
12 litros 50 por minuto?

780. En un vaso cilindrico cuya base mide 2 dm2, ¥ que contiene
agua, se echa una piedra cuyo volumen es de 3 decimetros cdbicos y
que E?gt}é enteramente sumcr_glda. ¢Cuanto ha subido el nive| de] agua?

* Calcular la capacidad de un depésito cuya forma es la de
un prisma octogonal regular, y que tiene 12 m. 34 de lado y 2 m. 25
de altura.

“ Se quiere construfr una cisterna cibica; jcudles son las di-
mensiones que se le han de dar para que, llena hasta los 34, pueda
conteper 677 hectolitros ¥ de agua? .

* iCudl es el volumen de un cubo que tiene de superficie total
3 m2_1974? '

%% Una pirimide de base cuadrada pesa 50 kilogramos. Calcd-
lese su altura, si un lado de la base tiene 25 centimetros; esta pirimide
es de bronce, y un centimetro clbico de este metal pesa 9 gramos.
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985. Por un plano paralelo a Ja base se corta la pirdmide SABC
(fig. 1*) en el tercio de la arista a contar desde
el vértice. ;Cudl serd el volumen del tronco de
piramide ABCDEF, si la pirdmide deficiente
SDEF, tiene 3 m. ctbicos?

986. Un dique de granito descansa sobre
una base rectangular de 64 m. de largo y 4 de
ancho. Por un lado es vertical y su altura mi-
de 5 m. y por el otro lado estd en forma de
plano inclinado, de modo que este dique tiene
s6lo 2 m. de ancho en la parte superior. Hallar
su volumen.

987, ¢Cudl es la arista de un cubo equiva-
lente a la suma de otros tres cuyas aristas tie-
nen respectivamente 30, 40 y. 50 centimetros?

988. En una caja cuya anchura es los 25 de la longitud se echa
agua hasta la altura de 28 centimetros; entonces la caja contiene 2.940
litros de agua. Calcular la longitud y la latitud.

989. Un paralelepipedo rectingulo mide de largo 2 m. 40, de
ancho 1 m. 60, y de alto 1 m. 30. Hallar la longitud de cada una de
sus diagonales.

990. Calcular el volumen de un tronco de prisma triangular cu-
yas aristas miden, 33, 38 y 42 centimetros. Se sabe que una de las
bases es perpendicular a las aristas y que tiene la forma de un tridn-
gulo equilitero de 13 centimetros de lado. Calcular también la super-
ficie de la segunda base. :

991, Se quiere construir un aljibe de 1.299 HI. 375 de capacidad;
este aljibe ha de tener la forma de un paralelepipedo cuyas dimensio-
nes sean entre si como los nimeros 4, 7 y 11. Calcular estas dimen-
siones.

992, Hallar el valor de un tetraedro regular macizo de oro puro
cuya arista mide 6 centimetros. Densidad del oro: 19,26; valor de un
‘grano de oro puro: 3 pesetas 437.

993, ¢Cudl es en kgr. la presién atmosférica sobre una superficie
octogonal regular de 3 centimetros de lade, cuando el barémetro mar-
ca 76 centimetros? Densidad del mercurio: 13,6.

994. ¢Cudi es el lado de un cubo equivalente a una pirimide que
tiene por base un tridngulo equilitero de 4 centimetros de lado vy
por altura la del tridngulo equilitero que le sirve de base?

995, Un cartén cuya forma es la de un tridngulo equilitero de
24 centimetros de lado se pliega en sus tres dngulos para obtener un
tetraedro regular. Hallar el volumen de este tetraedro.

996, El lado de un tetraedro regular tiene 24 m. 96. Calcular su
volumen y ¢l radio de la esfera inscrita. .

997, Una piedra que pesa 75 kgr. y cuya densidad es 2,50, tiene
la forma de un prisma exagonal regular de 30 centimetros de altura.

Fig. 1*
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Se le hace un hueco cilindrico cuyo eje es el del prisma y cuyo dii-
metro es igual a los 75 del lado de] exigono de la base. Calcular este
lado.

Se construye un pabellon cuya forma es la de un prisma
exagonal de base regular, que remata en una pirdmide regular cuya
base es la base superior del prisma. Toda la superficie exterior del
pabellén se ha pintade a razén de 2 pesetas el metro cuadrado. Se
sabe: 19 que el gasto total por esta pintura es de 2.916 pesetas; 2°
que la altura del prisma es el duplo del lado de la base; 3° que la
altura de uno de los tridngulos isésceles que forman las caras laterales
de la pirdmide es los %4 de la alturaz del prisma. Calcular: 12 el lado
de la base; 29 la altura del pabellén.

Y99, Con cartén se quiere hacer una cesta cuya forma es la de
una pirdmide truncada regular de bases paralelas. La base inferior es
un pentdgono regular inscrito en un circulo de 3 centimetros de ra-
dio; las caras laterales son trapecios iguales, en los cuales la base

-

mayor mide 7 centimetros y la altura 35 milimetros.

Trazar la base y. las caras laterales que se suponen desarrolladas
en el papel, como si se tratara de hacer la cesta; calcular en milimetros
cuadrados la superficie de cartdn que se necesitari.

1000, Calcular el volumen de un tronco de pirimide regular de
bases paralelas; la base inferior es un exdgono de 80 centimetros de

lado. E] lado de la base superior mide 40 centimetros y la altura del
tronco 12 centimetros;

1001, Un obelisco tiene la forma de un tronco de pirdmide de
base cuadrada. La base inferior tiene 1 m. 20 de lado, la superior 70
centimetros y la altura 15 metros. Este tronco remata en una piré-
mide regular cuyas caras laterales son tridngulos equildteros. Hallar
el volumen del obelisco. /

1002, Una barra de oro puro tiene la forma de una pirdmide re-
gular cuya base es un exdgono regular de 5 centimetros de lado, y
cuya superficie lateral es igual a 7 veces la de la base. Calcular la al-
tura de la pirdmide, su volumen, su peso, su valor. Densidad del
oro: 19,36.

1003. La altura de una pirdmide es de 5 m. 40, la base es un
cuadrado de 2 m. 25 de lado. Paralelamente a la base se traza un
plano que determina en la pirdmide una seccién de 3 m® 24, Hallar
la distancia de esta seccién a la base.

El fondo de un foso es un rectangulo de 2 m. 10 de largo
y 1 m. de ancho; la cara superior, también de forma rectangular, tie-
ne 3 m. 15 de largo y 1 m. 50 de ancho. Calcular su capacidad en
hectolitros si la altura mide 1 m. 50, y demostrar que este foso tiene
la forma de un tronco de pirdmide de bases paralelas.

1005, Dado un tronco de pirdmide triangular cuyas bases tienen
10 m? 24 y 6 m* 25, y cuya altura es de 4 m. 20, hallar el volumen
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de la pirdmide formada por la base menor y la prolongacién de las
caras laterales del tronco.

1 Calcular el peso de una barra de metal de 11,35 de den-
sidad, si su forma es la de un cono recto cuyo lado tiene 36 centi-
metros y la circunferencia de la base 84 centimetros.

1007, Con oro se hace una pirdmide cuadrangular regular cuya
base tiene por radio 86 centimetros y cuyo apotema mide 5 m. 76, ;Cudl
es su peso si el oro tiene por densidad 19,257 ;Cudl serfa el radio de
la base de un cono recto de 1 m. 86 de altura y cuyo volumen fuera el
de la pirdmide?

1008, Un cilindro de 45 centimetros de didmetro y de altura en-
cierra un cono de platino de igual base y altura. Hallar: 1?2 el peso
de este cono; 29 el peso del agua que acabaria de llenar el cilindro, si
la densidad del platino es de 22.

1009, Un rectingulo ABCD (fig. 2*) girando alrededor de CB
» engendra un volumen ECDADF; el arco descrito

desde el extremo A del lade DA es igual a 30° 30';

el lado CB del rectingulo tiene 5 m. y 3 m. el
v lado AB.

Hallar e| volumen asi engendrado.

1010, Con tafetdn que, pesa 250 gr. el m? se
quiere hacer un globo esférico de 904 m. cidbicos
780 de capacidad. Hallar el peso del tafetin em-
pleado.

1011. El peso de una esfera de cobre es de
26 kgr. 364; siendo de 8,788 la densidad del co-
bre, hallar la superficie de esta esfera.

1012, Un depésito semiesférico tiene 50 hectolitros de capacidad,
calcular su didmetro interior.

[013. Un tridngulo rectingulo cuya hipotenusa es de 6 centi-
metros y uno de los dngulos agudos 60°, gira alrededor del lado
opuesto al dngulo de 60°. ;Cudl es el volumen engendrado, si el tridn-
gulo ha dado la vuelta completa?

1014, ¢Cudl es el volumen engendrado por la revolucién com-
pleta de un tridngulo equildtero alrededor de uno de sus lados, si el
lado tiene 4 centimetros?

1015, Una ctpula semiesférica tiene 7 m. 50 de didmetro interior,
y el espesor de la mamposterfa mide 50 centimetros. (Cudl es el
precio: 19 de la mamposterfa, si cuesta 16 pesetas 60 el metro cibi-
co; 29 el precio de la pintura de la clpula a razén de 6,40 pesetas el
metro cuadrado?

1016, La arista de un cubo es de 36 centimetros. Calcular: 19 la
superficie de la esfera circunscrita a éste; 29 su volumen; 39 su peso,
si es de hierro. Densidad del hierro: 7,8.

I7. E| radio de un circulo menor trazado en una esfera es de
53 milimetros; la distancia rectilinea de un punto de la circunferen-

<]

Fig. 1"
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cia de este circulo a su polo mide 65 milimetros. Calcular el radio
de la esfera.

1018. ;Cudles son las dimensiones del medio hectolitro de madera
que se usa en ¢| comercio?

1019, La circunferencia de la base de un cono recto tiene 3 m. 62
y las generatrices forman con el plano de la base un dngulo de 60°.
Calcular el volumen y la superficie total del cono.

1020. Una esfera tiene 3 centimetros de radio; ¢a qué distancia del
centro ha de trazarse un plano para que la seccién que resulte sea
V4 de la superficie de un circulo maximo?

1021, Considerando la tierra como si fuera esférica, hallar en hec-
tareas la superficie de la zona comprendida entre los paralelos situados
en el hemisferio norte, el uno a 45 y el otro a 30° de latitud.

1022. Al echar en un vaso lleno de agua 3 bolas metdlicas cuyos
didmetros son entre si como los nimeros 3, 5 y 7, se derraman 3 de-
cilitros 96 de agua. Calcular el volumen de cada una de estas bolas y
el didmetro de la menor.

1023. El cuerpo del aredmetro de Nicholson estd formado por un
cilindro que termina en dos conos de igual base; su longitud total
mide 20 centimetros -y la altura de cada cono es el tercio de la del
cilindro. Hallar ¢l radio de la base del cilindro, sabiendo que el vo-
lumen total del cuerpo del aredmetro es de 934 centimetros cib. 437504.

1024, Una caldera estd formada de un cilindro que remata en
dos hemisferios del mismo radio que el cilindro. Determirar la lon-
gitud total de la caldera que debe tener 15 hectolitros de capacidad,
si la razén de la longitud del cilindro a la del radio de las esferas
es 4. ;

1025. La seccién de un canal tiene la forma de un trapecio isds-
celes cuyas bases miden 3 m. 15 y 1 m. 46, y la altura 2 m. 58. Este
canal estd lleno hasta los %5 de su altura, y la velocidad de la corrien-
te es de 34 centimetros por segundo. Calcular e] tiempo necesario para
que el agua desviada llene un depdsito que tiene la forma de un cono
truncado de 6 m. 89 de profundidad, si los radios de las bases son
de 25 y 16 metros.

1026. ;Cémo ha de cortarse una hoja de papel para formar una
pantalla que tenga 23 centimetros de didmetro por abertura superior,
y 35 por abertura inferior, si su lado mide 18 centimetros?

1027. Las bases de un tronco de cono tienen 1 m. 25 y 86 centi-
metros de circunferencia, y la arista lateral 72 centimetros, Calcular
el volumen y el drea lateral de este tronco.

1028, Se funde una barra cilindrica de 50 centimetros de longi-
tud y 24 milimetros de didmetro para formar una esfera que ha de
cubrirse con una capa de plata de 1 milimetro de espesor. Calcular
el peso de esta capa, si la densidad de la plata es de 10,47,

1029, Un {uste de columna de 6 m. de altura estd formado de
un cilindro que remata en cono truncado cuya altura es el doble de




EJERCICIOS DE RECAPITULACION 283

la del cilindro. El radio de la base superior del tronco es los %; del de
la base inferior que es el del cilindro. Calcular e] radio de la base
del cilindro, siendo el volumen del fuste 4 m. cibices 177.

1030. La circunferencia externa de la seccién recta de una caldera
de cobre mide 3 m. 142. El largo de la parte cilindrica es de 3 m. y
el espesor, de 1 milimetro 14; la parte cilindrica termina en dos he-
misferios cuyo radio es el de la caldera. Hallar e] volumen y el peso
si la densidad del cobre es de 8,85.

Se tomard == 3,142.

1031. Dado un cono cuya altura mide 6 m., y 4 el radio de la base,
se lo corta por medio de un plano paralelo a la base, a 2 m. del vér-
tice, Calcular el drea lateral y el volumen del tronco resultante.

1032, Sobre un plano se desarrolla la superficie convexa de un
cono de 22 centfmetros de altura y 490 centimetros ctibicos de volu-
men. Calcular el radio, el 4ngulo central y la superficie del sector
circular que resulta.

1033. Hallar el volumen y la superficie total de un cono formado
con un sector circular cuyo arco tiene 45° y el radio 25 centimetros.

1034. En un tridngulo rectingulo los catetos tienen respectivamen-
te 108 y 144 milimetros. ;A qué altura desde la hipotenusa ha de
trazarse una paralela a ella para obtener un trapecio de 972 milimetros
cuadrados? Si se hace girar este tridngulo alrededor de la hipotenusa,
écudles serin el volumen y la superficie del sélido engendrado?

1035. Un vaso cilindrico vertical, de un hectolitro de capacidad,
tiene e| didmetro igual a la altura y estd lleno de agua hasta la mitad.
Se echa en €l una esfera de plomo que pesa 200 kgr. Calcular: 19 cuin-
tos centimetros subird el nivel del agua; 2? a qué distancia del nivel
se hallard el punto mds alto de la esfera si la densidad del plomo es
de 11,30.

1036. Un semi-exdgono regular de 2 m. 35 de lado gira alrededor
de] didmetro del circulo circunscrito. Hallar el radio de la esfera que
tenga una superficie equivalente a la engendrada por el perimetro del
semi-exdgono,

1037. Un cono de plomo cuyo lado es igual al didmetro de Ja
base pesa 10 kgr. Calcular las dimensiones de este cono, su superficie
lateral y total, el peso del plomo que se le ha de quitar para reducirlo
a la esfera que le estd inscrita, y el radio de la esfera que se haria con
el plomo quitado. 3

1038. El peso de un cubo de plomo es de 3 kgr. Hallar el peso del
plomo que se le ha de quitar para transformarlo en un cilindro de
base circular tan grande como se pueda.

1039, Se pinta interior y exteriormente una cuba de madera cuya
forma es la de un tronco de cono. La base superior tiene 1 m. 70 de
didmetro interior. El lado que tiene 1 m. 10 seria 14 de la arista total
del cono si se la prolongara hasta el vértice. ;Cudl es el importe del
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trabajo a razén de 0,75 pta. el metro cuadrado? Se supone que la
superficie exterior es igual a la interior.

1040. Un crisol que tiene la forma de un cono truncado de 4 cen-
timetros de didmetro en el fondo, 7 en el borde superior y 10 de al-
tura estd lleno de un metal fundido que se quiere colar en un molde
esférico, ;Cudl ha de ser el radio de esté molde para que el meta] lo
llene exactamente?

1041. En un molde cuya forma es la de un cono equilitero se
vierten 1360 kgr. de hierro fundido que lo llenan hasta los 34 de la
altura a contar desde la base. ;Cudl es el radio de la base de este co-
no?f Densidad del hierro colado: 7,2.

1042. Un vaso tiene la forma de un cono truncado de 90 centime-
tros de altura; el fondo tiene 30 centimetros de didmetro, y la aber-
tura 45 centimetros. El vaso contiene, hasta los 24 de la altura, pdl-
vora para bombas esféricas de 10 centimetros de diimetro interior.
iCudntas bombas se podrin llenar?

1043. Se quiere cortar un cartén para hacer una pantalla en forma
de un tronco de cono en el que las circunferencias de las bases ten-
gan 1 m. 005 y 189 milimetros y el lado 18 centimetros. Si se desa-
rrolla esta pantalla, jcudl es el valor del dngulo central del sector que
resultard, y la longitud del radio que termine en el arco mayor?

1044, En un crisol de forma de cono truncado que tiene 30 mi-
limetros de didmetro en el fondo, 60 en la abertura y 80 de altura,
hay acero fundido cuya superficie mide 50 milimetros de didmetro.
¢Cuél ha de ser el radio del molde en que ha de colarse todo este
acero para hacer una bala de cafién?

1045. Un vaso tiene la forma de un cono circular recto cuyo 4n-
gulo en el vértice mide 60° En este vaso se vierten 345 gr. de mer-
curio. Calcular la altura a que llegard el mercurio, Densidad del mer-
curio: 13,59.

1046. Un cono de plomo cuya altura es igual al didmetro de la
base pesa 2 kgr. y se corta en dos partes de igual altum, por medio de
un plano” paralelo a la base. E| tronco de cono asi obtenido se funde
para darle: 1° forma esférica; 2¢ forma de un cilindro de didmetro
igual a la altura. Calcular la superficie de esta esfera y la superficie
total del cilindro. Densidad del plomo: 11,3,

1047. Un sector circular ACR (fig. 3*), cuyo arco tiene 60°, gira

alrededor de] radio CA; jcudl serd el volumen
engendrado si el radio del circulo a que per-
tenece este sector mide 3 centimetros?
B 1048, L4 longitud de un cateto de un tridn-
gulo rectingulo mide 28 m. Sabiendo que la
suma de los otros dos lados es igual al duplo
del primero, calcular la arista del cubo equi-
valente al cono engendrado por este tridngulo
girando alrededor del lado conocido.

Fig. 4"
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1049. Un vaso cuya forma es la de un tronco de cono contiene
agua. El radio de la base inferior mide 60 centimetros; la superficie
del agua tiene 80 centimetros de radio, y su profundidad 2 m. 50. En
este vaso se echa un cubo de mdrmol cuyo lado mide 60 centimetros.
¢A qué altura subiri el agua?

1050. Se tiene un tronco de cono en el que la esfera tangente a
sus bases lo es también a la superficie lateral. Hallar su volumen, si
las bases tienen 16 y 36 centimetros de radio.

1051. En un semicirculo de hierro batido se juntan borde con
borde las dos mitades del didmetro para formar un cono recto de
base circular, y de un litro de capacidad. Calcular el radio del semi-
circulo.

1052. A una esfera metdlica de 9 centimetros de radio se la so-
mete al dorado galvinico; después de algin tiempo de inmersidn su
peso ha aumentado con 12 gr. Hallar el espesor de la capa de oro
si la densidad de este metal es de 19,26.

1053, ¢Cudl ha de ser el espesor que tendrd una esfera de cobre
hueca para mantenerse en equilibrio en el agua de modo que el nivel
del liquido se halle a la altura del centro? El didmetro exterior de la
esfera tiene 20 centimetros y la densidad del cobre es de 8,8.

1054. Un cono circular de madera tiene por radio de la base 40
centimetros y pesa 100 kgr.; por medio de una seccién paralela a la
base se lo corta en dos partes de igual altura. Calcular Jos pesos, los
volimenes y las superficies laterales de las dos partes asi obtenidas;
densidad de la madera: 0,6.

1055. En un vaso de forma cénica, lleno de agua hasta los 34 de
su altura a contar desde el fondo, se vierte mercurio hasta que se llene
con el agua contenida. Calcular el espesor y los pesos de las dos ca-
pas liquidas superpuestas, suponiendo que el vaso tenga 15 centime-
tros de profundidad y 6 de abertura. Densidad del mercurio: 13,59.

1056. Un aeronauta ha alcanzado la altura de 10 kilémetros; cal-
cular la parte de la superficie terrestre que puede divisar desde esa
altura, suponiendo que la tierra es esférica y que su radio es de
6.366 kilémetros. :

1057. Demostrar que si se tiene un cilindro y un cono equildtero
circunscritos a una esfera: 12 la superficie total del cilindro es una
media geométrica entre las de la esfera y del cono; 29 el volumen del
cilindro es también una media geométrica entre los volimenes de la
esfera y del cono.

1058. El estanque del Retiro de Madrid, cuya forma es la de un
paralelepipedo recténgulo, tiene 330 m. de longitud, 145 m. de lati-
tud y 4 m. de profundidad. Calcular su capacidad en metros chbicos.
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NOCIONES DE
AGRIMENSURA Y NIVELACION

SECCION 1
AGRIMENSURA
CAPITULO I

INSTRUMENTOS TOPOGRAFICOS

1. § Agrimensura es el arte de medir la superficie de un terreno.
2. §En agrimensura se suelen emplear los instrumentos siguien-
tes: los jalones, la cadena de agrimensor, las

¢ agujas, la escuadra de agrimensor.

o d ﬁ [37})alones. Los jalones (fig. 1) son listo-

nes o estacas de madera, de 1 metro 50, a 2

metros de largo y de 3 a 4 centimetros de

grueso, pintados de blanco y encarnado, que

a veces llevan en la parte superior una tablilla

pintada de colores, o una banderola que per-

mita verlos a grandes distancias. Los jalones
tienen por contera un, regatén de hierro para
| |0 poderlos clavar en el suelo.

Eig, 1 Los jalones han de clavarse verticalmente,
y al efecto el agrimensor puede utilizar la plo-
mada (fig. 1, AB).

[[4_] Cadena de agrimensor. La cadena de agrimensor (fig. 2), lla-
mada también decdmetro, consta de cincuenta eslabones de alambre
no muy grueso, unidos por medio de anillas circulares.

20 = | 20 i 20

Fig, 2

Un eslabén y la mitad de las dos anillas adyacentes tienen 20 cen-
timetros de longitud. La cadena termina en ambos extremos por aga-
rraderas, dispuestas de manera que la distancia desde su extremo hasta
el centro de la primera anilla sea de 20 centimetros. IDe cinco en
cinco eslabones las anillas son de latén para que se distingan los
metros. E| medio de la cadena se sefala con un medio eslabon que
pende de la anilla correspondiente.
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CAPITULO II
ALINEACIONES

Lldmase alineacidn de dos puntos a la interseccién de la su-
perficie del terreno con el plano vertical que pasa por esos puntos.

En la prictica, una alineacién recibe el nombre de linea recta.

La direccién de una alineacién se indica por medio de jalones.

§ I. — Trazado de alineaciones.

Problema. Trazar la alineacién de dos puntos A y B.
En los puntos dados A y B (fig. 14) se clavan, lo mis vertical-
mente que se pueda, dos jalones o banderolas. Luego e] agrimensor

Fip. 14

se coloca tras el jalén A, y mirando en la direccién AB, hace clavar
por su ayudante o peén uno o varios jalones intermedios C, D, de
modo que la visual AB pase por dichos jalones; con lo cual se ha-
Hardn éstos en el plano vertical que pasa por A y B.

[14. ]Nora L Plantado el jalén intermedio C, el ayudante puede
con facilidad colocar otro intermedio D, poniéndose en la direccién
AC, de modo que el jalén D oculte los jalones ya colocados.

Nom II. Si el agrimensor estd solo, tiene que fijar primero
los jalones A y B (fig. 15); luego coloca el jalén C entre los dos pri-

-
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. Fig. 15
meros y vuelve al jalén A para ver si el C sigue la direccién AB.
Uno o dos tanteos bastardn para hallar la verdadera posicién del jalén
C, y entonces el agrimensor procederd como queda indicado més arriba.

Problema. Prolongar wuna alineacion en terreno accesible.
Para prolongar la alineacién AB (fig. 16), basta ir colocando suce-
sivamentt, los jalones C, D, E en la misma alineacién.
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Problema. Con auxilio de la escuadra, trazar una alineacién
determinada por dos puntos A y D (fig. 17).

!t% ?':‘L ‘;“_,;7__‘;3;}:;;5 = -‘-*L': = ——

Se coloca primero la escuadra en el punto A, y un jalén en el
punto D; luego se dirige hacia D una de las visuales y el agrimen-
sor dispone que el pedn clave sucesivamente, y en la misma visual,
los jalones B y C.

18. §Problema. Con ayuda de la escuadra colocar un jalén inter-
medio E en la alineacion determinada por otros dos A y B (fig. 18).

I.
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El agrimensor puede colocarlo sin necesidad de auxiliar; para lo
cual basta con que, después de colocada verticalmente la escuadra
en un punto E, que supone estar en la alineacién AB, dirija una
visual al jalén A, y luego mire desde el lado opuesto de la escuadra,
sin -modificar su posicidén, para ver si la misma visual pasa por el
jalén B. Si asi no ocurre, cambia la posicién del aparato; uno o dos
tanteos bastan, por lo comin, para-hallar la posicién.del jalén.

[19.] Problema. Por medio de la escuadra, prolongar una alineacion.

Sea AB (fig. 17) la alineacién que se ha de prolongar. Se coloca
la escuadra en B y se dirige una visua] hacia A; luego ek#wgrimensor
mira por ¢| lado opuesto del instrumento sin modificar”su primera
posicién, y manda se coloquen, sucesivamente los jalones C, D, etc.
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Problema. Trazar, por medio de la escuadra, una alineacidn
entre los puntos A y B separados por un obsticulo (fig. 19).

- ¢

|
(= :'-! n'ﬂ.ﬁz'ﬂm“
Fig. 19

Se coloca verticalmente la escuadra en un punto D, desde el cual
se puedan ver los jalones plantados en A y en B; luego se procede
como en e] N? 18.

Problema. Prolongar una alineacién interceptada por algiin

obstdculo. A

ler. Procedimiento. Sea AB la alineacién que se quiere prolongar

e (fig. 20). En el punto B se

F A T ~ levanta la perpendicular BE,
AN L=, T by a ésta, otra perpendicular
" | o gt EF. Por el punto F se tra-
| ol ‘,',‘.,"":'x_ Nl za CF perpendicular a EF e

Fig. 20 igual a BE, y por dltimo la

linea CD perpendicular a CF, la cual estari en la alineacién pedida.

2°? Procedimiento. Por el punto A (fig. 21) se traza una

recta cualquiera AH, y a esta recta se levantan las perpendiculares

EB, FC, HD; la primera pasa por el punto B de la alineacién dada,
A

-t — ‘ ma - |

. :.._-;._.-‘q,_'h_,_ ‘H'h'_'*i_." [

y las otras, mds alld del obsticulo, Se miden las distancias AT AR,
AH, BE, y se calculan CF y DH, por medio de las proporciones si-
guientes que resultan de la semejanza de los tridngulos ABE, ACF,
ADH.

CF AF BE X AF 24 x 108
—=—— CF= = =72m.
BE AE AE 36

DH AH BE X AH 24 % 144

— —=—=DH= = = 96 m.
BE AE AE 36

Basta tomar FC=72m. y HD=96m. y los puntos C y D
estardn en la prolongacién de la alineacién AB.
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@ Problema. Hallar la interseccidn de dos alineaciones CD y AB
(fig. 22).

El ayudante camina en direccién de la alineacién CD, y el agn-
mensor, colocado en A, le manda adelantar o atrasar hasta que esté
en la alineacién AB.

o) ““"M‘%-...\.a__ v T . G
Fig. 22

§ II. — Medida de las distancias.
- Problema. Medir en el terreno una distancia horizontal (ﬂg
23).

Primero se jalona la recta, para que sea mds ficil mantenerse en
la alineacién. Luego el agrimensor se coloca en uno de los extremos
de la almeacwn y apoya junto al jalén- A la agarradera que tiene en

1’ - ::V‘-""“::‘: — :‘:{ !

Fig. 24

nl

la mano izquierda. El peén, tomando la segunda agarradera también
en la mano izquierda y las agujas en la derecha, anda en la direc-
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cién de B hasta que la cadena esté bien tendida, entonces clava en el
suelo una aguja de modo que enrase con el extremo de la agarradera.

Luego los operadores levantan la cadena y andan en la direccidn
de B. Al llegar a la aguja clavada por el ayndante, el agrimensor coloca
la agarradera de modo que enrase con ella, como lo indica la fig 24.

El pedén sigue andando hasta que la cadena esté bien tendida;
entonces clava una segunda aguja, y asi sucesivamente.

i s |

Al dejar una estacién, el agrimensor recoge la aguja en la mano
derecha, cuando tiene diez de ellas se las devuelve al ayudante, apunta
diez_decdmetros y sigue la operacién. —

Base productiva. Lldmase base productiva de un terreno a la
proyeccién de este terreno sobre un plano horizontal 1. En la fig. 25,
CB es la base productiva de AB. Se supone que esta base produce
tanto como el terreno: segin esto, se suele medir el 4rea reducida a
su proyeccién horizontal, como lo indica la fig. 26, y no el 4rea del
terreno inclinado, puesto que, si bien éste es mayor que su proyeccién
horizontal, no produce por eso mayor cantidad de plantas, ni en él
se puede construfr un edificio de mayor extensién.

1 La proyeccion de un punto M (fig. 27) sobre un planc horizontal es

el pie m de la perpendicular bajada desde dicho punto a ese planoa.
La proyeccion de una recta AB (fig. 27) es la recta ab situada en el

M A

|

|

|

|

|

/1
Fig. 27

Fig. 28
plano ¥ determinada por las dos perpendiculares baj‘z.«dn.s desde los extre-
mos de la recta,
Ld proyeceton de un poligono ABCD (fig. 28) es la figura abed que se
obtlenie 'al bajar, sobre el plano, perpendiculares desde los vértices del
poligono,
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§ III. — Trazado de perpendiculares.

: Eﬁj Problema. Por un punto C, dado en una alineacion AB (fig.
29), levantar una perpendicular a la misma.

Se coloca la escuadra en el punto C de modo que una visual

coincida con la recta AB; se mira después por la visual perpendicular

Fig, 29 Fig 30

a la primera y se planta un jalon en D, con lo cual los puntos C y D
pertenecerdn a la perpendicular pedida.
De modo andlogo se obtiene el dngulo de 45° (fig. 30).
Problema. 4 wuna alineacién AB trazar una perpendicular que
pase por un punto exterior D (fig. 31).

- )

- & il

ST “ il

: .l Je o |
[
\
e Y

| LA e T el L T SUILLGM
Fig. 31

El observador camina con la escuadra, siguiendo la direccién AB
hasta encontrar, por tanteos, un punto C tal que una visual coincida
con la recta AB, y la otra pase por el punto D. El punto C serd el
pie de la perpendicular pedida. :

Nora. Un jalén intermedio H facilitard al observador el perma-
necer_en la alineacion AB (fig. 31). {

Problema. Por medio de la cadena levantar una perpendicu-
lar a una alineacién.

Para levantar una perpendicular a AB en el punto A, se mide
una longitud AB = 3 metros. En A se fija un extremo de la cadena,
y en B el extremo del noveno metro. Luego se toma en la cadena
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AC=4m, BC=5m, y en ¢l punto C se estiran las dos partes de
la cadena hasta que AC y BC estén bien tirantes.

Entonces, AC serd perpendicu-
lar a AB, gorque A
BC®* = AC® 4 AB®
o sea 2= 424 3°
%= 1§49,

De donde se infiere que el
tridngulo ABC es rectdngulo.

~

-

Este procedimiento es de poca
precision y no debe emplearse sino
cuando no se tiene a mano Ja es-
Fig. 32 cuadra,

» p——— e el T

CAPITULO III

MEPIDA DEL AREA DE LOS TERRENOS

§ L. — Nociones preliminares.
Medir un terreno es calcular su drea.

Antes de medir un terreno, conviene fijarse en sus limites, trazar
un croquis y plantar algunos jalones en los vértices de sus dngulos.
Este trabajo preliminar facilita la eleccién del procedimiento que con-
viene emplear para medirlo.

Los limites de un terreno pueden ser naturales o convencio-
nales.

Los limites naturales son los rios, los caminos pblicos, las zan-
jas, etc.

Los limites convencionales son las lineas que unen los mojones
entre si,

Los majones (fig. 33) son piedras de 50 a- 60 centimetros de
altura, enclavadas en el suelo de trecho
: en trecho y que indican el perimetro de
\m una propiedad. Entre dos mojones con-
e \\ secutivos €| perimetro se considera recto.
R Para distinguir un mojén de cual-
_4% \\ quier otra piedra que se encuentre en el
§ \\\\ perimetro, se suele labrar una cruz en su
A RN parte superior; en algunos paises se pone
ng 34 en la base del mojén (.iOS mitades .dc

una misma piedra, que reciben el nombre de testigos del mojén

(fig. 33).
132.] Croquis. Llimase croguis o borrador al dibujo aproximado

del perimetro del terreno que ha de medirse.
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El croquis de que hablamos mds arriba se completa con los re-
sultados de todas las observaciones y cuantos datos puedan contribuir
a la_mayor perfeccion del plano.

33.1 Varios procedimientos para valuar el drea de los terremos.

1?2 Por medio de la cadena;

22 Por medio de la cadena y de la escuadra.

.y 8 II. — Con solo la cadena.

(4.0 Para valuar el 4rea de un terreno con la cadena, se descom-
pone dicho terreno en tridngulos y se
busca separadamente el 4rea de cada uno
de ellos '
Medida de un terreno triangu-
lar ABC (fig. 34).

Se miden los tres lados y se halla su
drea con la férmula:

A=\p(p—a) (p—0b) (p—rc)
(Véase Geometria, N° 389).
gepblEs 17 4-21 4176
p= == - 27m,'80
2 2 '
(p—a)=278—17 =10,80
(p—b) =278—21 = 6,80
(p—e¢) =27,8—17,6 = 10,20

A =1/278 X 10,8 X 6,8 X 10,20 = 144 m?, 30. x

T n C

Fig. 34

820
Fig. 35 n

- Fig. 36
36 Medida de an terreno cuadrangular ABCD (fig. 35).
Primero se jalona la diagonal BD; luego se mide esta diagonal
y los lados del poligono.
Triangulo ABD =1/61,675 X 13,35 X 9,3 X 39,10 — 547 m2, 17

= BCD =1/ 80,6 X 28,2 %X 30,5 X 21,9 = 1232 m?%, 20

Area total = 1779 m*, 37
Medrda de un terreno poligonal cualquiera (fig. 36).
Sc trazan primero las diagonales AE, BE y BD; luego se miden
los lados y las diagonales, y se procede como en el problcma anterior.
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§ III. — Con Ia cadena y la escuadra.
{ Medida de un terreno triangu-
lar (fxg 37).

Con ayuda de la escuadra se deter-

|

: N mina la altura BD del tridngulo ABC;

le 27 \-\ luego con la cadena se mide esta altura

| y el lado AC; por dlimo se aplica la

I \ férmula del 4rea del tridngulo
A‘____._'IL._\.E,.NJ_ ______ i B ba 49,8 % 27 :

Fig. 37 = = —672.m?,30.
2 2

[39.1 Medida de un terreno poligonal.
ler. Procedimiento. Por triangulacién. Este procedimiento consis-
te en descomponer la superficie del terreno en tridngulos (fig. 38),
cuya 4rea se busca luego, como queda dicho, N? 38.
B

Fig. 38,

80,2 X 28,6
Tridngulo ABC = ———— — 1146,86
2
2 X 50,15
2 ACD—m———————— —2011,01
2
64,40 X 22,50
% ADH=—————= 77450
2

Area total = 3882 m?, 3

29 Procedimiento. Por descomposicidn en tridngulos v trape-
cios rectdngulos.

En este procedimiento, llamado de alineacion o directriz !, se des-
compone el terreno poligonal en trapecios y tridngulos rectdngulos, va-
liéndose de una o varias directrices.

1 La directriz es la alineacion sobre la cual se levintan perpendiculares

gue pasan por los vértices del poligono; estas perpendiculares se llaman
ordenadas.
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Se elige la directriz de modo que, siguiendo su direccién, el ob-
servador pueda ver todos los jalones plantados en los vértices del po-
ligono. Conviene dirigirla en sentido de Ia mayor dimensién del te-
rreno a fin de que las ordenadas sean lo mds cortas posible.

Fig. 39,

Sea, ABCDEF (fig. 39) el terreno que se ha de medir. Se toma
AD por directriz, se la jalona, y se levantan perpendiculares que pa-
sen por los vértices. Luego se miden las ordenadas y las longitudes
AH, HI, etc.
Los resultados se anotan inmediatamente en el croquis preparado

al efecto, para hacer luego los cdlculos.

TABLA DE LOS CALCULOS

r

.|
FIGURAS ALTURAS BASES AREAS
14,75
Tridngulo a Y3 _ 53,84
2
14,75 4226
Trapecio & 234 _ 436,99
2
22,6
Tridngulo ¢ 40,1 _ 453,13
2
162
Tridngulo d 16,2 = 131,22
2
162 4 23,7
Trapecio e 15,9 _— 3721 -
g 2
23.7
Tridngulo f =R — 458,59
; 2
§ Area total | 1850 m? 98 J
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Caso particular. A veces es dificil elegir como directriz una
diagonal de] terreno; en este caso una o varias ordenadas pueden caer
fuera del poligono, como ocurre con BM en la figura 40. .

Fig. 40

Para obtener el drea de este terreno se opera como mds arriba
queda indicado, pero calculada cI area del trapecio BMFE, se le resta
la del tridngulo BMD.

Fig. 41

Es ventajoso servirse de directrices segundarias para evitar orde-
nadas demasiado largas. En la fig. 41 empleamos las dos directrices
auxiliares CD y AE.

Para hallar el 4drea del terreno, se resta det trapecio CDGF el
drea de CDLIH.
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3er. procedimiento. Por poligonos inscritos y circunscritos.

19 Por poligonos inscritos. Para elegir el poligono, el agrimensor
ha de tener en cuenta la configuracién del terreno,

/\//

Fig. 43 Fig. 44

Los poligonos que se suelen inscribir son: el rectingulo (fig. 42),
el tridngulo (fig, 43), el trapecio rectdngulo (fig. 44).

22 Por poligonos circunscritos.
= | Se emplea este procedimiento si no
A o ) || se puede entrar ficilmente en el

1 | terreno, como por ejemplo en un

N b \ \ bosquc‘ (fig. 45); en este caso se
\ Beighs,” B 3 " determina el rectingulo ABCD, u
\,\ LA N 2 _,r’ | otro polfgono cualquiera, cuyos la-

\ /TN e . dos se miden con exactitud. Lue-
b ke R . | go, desde los vérticcs_dc los dngu-
x Fig, 45 _ los del terreno se bajan perpendi-

culares a estos lados. Por ltimo se
calcula e] 4rea del rectingulo y la suma de las 4reas de los tridngulos
y trapecios exteriores; de la diferencia de ambos resultados se obtendrd
el drea del bosque,

§ IV. — Medida de terrenos limitados por curvas.

Si el terreno linda con algin camino o rio (fig. 46), la li-
nea que lo limita por esta parte es de ordinario curva; en este caso se
colocan jalones en todas las sinuosidades de los lados curvilineos y se
bajan perpendiculares a AB, a AF, a FR. Asi e] terreno resulta divi-
dido en tridngulos y trapecios rectingulos.

Se colocardn tantos jalones cuantos requiera el contorno, para que
el limite entre dos jalones consecutivos pueda con51dcrarse como si
fuera recto.
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Calculos.
S 243 1,543
Area AMB:|: +( K 6] X9+
2 2 : 2 Al
1543 2418 alses
+ Sl = 8322
2 2 2
43¢ 4 445 5+9
Area ANF = . xS)-]— --—-—)(6)—{—
2 2 2
9)(8

[sxs (5+9 ) (9+4 5
Area FOR = e S
2 2
7><4]
130
_l_.

Area AFREDCE —

2 2

6% 22,2 363% 25\ /25421 9% 21
e S ( - )x(9+2)+7

— 1.681.33
Area total = 2.003 m?, 08

Norta. Para el deslinde o amojonamiento de terrenos véase Geo-
-metria, N? 400 y siguientes..

15 % 11 15 4-22.2
_|_
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CAPITULO IV

LEVANTAMIENTQ DE PLANOS
§ I. — Nociones preliminares.

Las operaciones que constituyen ¢] levantamiento de un pla-
no son:

12 Tomar las medidas en el terreno y anotarlas en el croquis;

22 Trazar en el papel el dibujo en una escala determinada,

[45.] Las lincas no horizontales se miden como queda indicado
(N? 25), es decir, tomando sus proyecciones sobre un plano horizon-
tal, con lo cual en el levantamiento de planos tendremos una figura
semejante a la proyeccion del contorno del terreno sobre un plano
horizontal.

Escala. Escala numéiica de un plano es la razén constante en-
tre las lineas del plano y sus homélogas naturales. Asi, por ejemplo,
| 1
decir que la escala de un plano es de ——, significa que una linea
200
de un decimetro en ¢l papel representa en el terreno una longitud
de 200 veces un decimetro, o sea de 20 metros.

Escala gréfica es una recta dividida en partes iguales; cada una
de ellas representa la unidad de medida adoptada para las rectas del
terreno, la cual se halla con la tomada en la recta, en la relacién
numérica adoptada.

Las escalas generalmente adoptadas en las operaciones de medi-
da de terrenos son las de milimetros y medios milimetros que tienen
las reglas de marfil de dos decimetros de longitud, construidas para
este objeto.

¢ Supongamos que se ha de deli-
near en la escala de 1 milimetro por me-
i} tro un terreno triangular cuyos lados mi-

den 25 m, 23 m y 13 m.
El decimetro servird de escala. Se
trazard una recta AB de 25 milimetros y
4 con aberturas de compds iguales respec-

Fig, 47 tivamente a 23 y a 13 milimetros desde
los extremos A y B se describirdn arcos que se corten en C. La fi-
gura ABC representard el plano del terreno.

Norta. En los planos hay que
indicar la escala que se ha adopta-
do para su construccidn.

Construccién de angulos.
Siendo 1guales los dngulos del pla-
no y sus hemdlogos del terreno, por
medio del transportador (fig. 48),
se construyen graficamente aquéllos,

conociendo éstos.
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§ II. — Varios procedimientos para levantar
el plano de un terreno.

Los principales procedimientos para levantar los planos son.
los siguientes:

19 Por triangulacidn, con la cadena, o con-la cadena y escuadra;
B 29 Por alineacién o por directriz, con la escuadra y la cadena;
’_ 39 Por radiacidn, con el grafémetro o la plancheta;
, 49 Por interseccion, con el grafémetro 6 la plancheta;

5° Por rodeo, con el grafémetro, la plancheta o la brijula.

En esta obrita sélo trataremos del levantamiento de planos con
la cadena, la escuadra y el grafémetro.

' CON LA CADENA
| Se descompone el terreno en tridngulos y se proccdc como
queda indicado en los Nos, 35,130, 37,

% - 51. ] Problema. Construir un poligono cuyo plano se ha levantado
: con la cadena.

[ 2
LADOS DIAGONALES

SNE LT TR
BE, . 41 RBE L 44
Ch: .. 30 BE . .5l
PE-. . 39 CE 48,7

F
{
|
|
l Chuis
|
|
|
|

4

\ i o R

1 - BAL L 27 AR

| Fig. 49 A

Basta trazar en el papel una figura semejante a la del terreno,
reducida a la escala que se quiera.

PLANO LEVANTADO CON LA CADENA

| Escala de 34 milimetro por metro.
4l "

(Véase Geometria, N° 156).

| g CON LA ESCUADRA
19 Por triangulacion. Se descompone el terreno en tridngulos,
dcs e los vértices se bajan perpendiculares como lo indicamos en los -
Nos. 38 y 40.
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PLANOS LEVANTADOS CON LA ESCUADRA , Ny
Y LA CADENA

Escala de | milim. por metro,

Fig, 51 . Escala de Y2 milim, por metro,

Fig. 52
| Problema, Construir el plano de los terrenos de que se trata
I en los Nos, 38 y 40.

- 22 Por alineacion o por directriz, Se traza una directriz como

en el N? 40, y desde los vértices se ba]an perpcndxcu]ares a esta direc-
triz. (Véase N9 40),

- Problema. Construir un poligono cuyo plano se ha levantado
con la escuadra segiin el método de alineacion.

Para reproducir en la escala de 1 mm. el plano que representa
el croquis (fig. 53), sobre una recta AB (fig. 54) se sefialan sucesi-
vamente 6 milimetros, 4 milimetros, 7 milimetros, 2 etc,; luego en

PLANO LEVANTADO CON LA ESCUADRA
"POR ALINEACION

Fig. 53

Escala de | milim, ‘por meiro,

Fig. 54
cada uno de estos puntos se levantan perpendiculares sobre las cua-
les se sefialan las longitudes correspondientes: 10,4, 11,3, etc.; los pun-
tos obtenidos son los vértices del poligono pedido.

EL GRAFOMETRI

6] El grafémetro (f1g 55) es un instrumento que sirve para
medir los dngulos y consta:

1?9 De un semicirculo de metal de 8 a 12 centimetros de radio,
dividido en grados y medios grados, con doble graduacién;
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22 De dos alidadas! o reglas, con pinulas en los extremos, fija
la una en la direccién O ... 180° del limbo, y la otra movible alre-
dedor del centro del semicirculo. 4

; La direccién AB se llama linea de fe o de colimacién.

El limbo tiene en su centro, y por debajo de €], un mango meti-
lico F que va atravesado’en su parte superior por un tornillo que sujeta
dos piezas esféricas céncavas E en forma de conchas, las cuales abra-

. zan una esfera que lleva el limbo en su parte inferior; esta esfera se
puede mover dentro de las conchas en todos sentidos, para colocar el
plano del limbo en la posicién que convenga.

[57.] Modo de medir con el grafdmetro ¢l dngulo que forman dos
rectas en el terreno. ;

Primero se clavan jalones en los lados del dngulo (fig. 56), y des-
pués se coloca el grafémetro de modo que el centro del limbo y el
vértice de] 4ngulo estén en una misma vertical (lo que se consigue con

1 8e da el nombre de alidada & la parte de un instrumento destinada
& determinar la direccién de una visual.



CAP, IV. - LEVANTAMIENTO DE PLANOS 307

la plomada), y por medio del nivel de aire se pone horizontal el
limbo. Luego, se dirigen dos visuales: una en la direccién AB por la
alidada fija, y la otra por la movible en la direccién AC; ¢l nimero de
grados de] arco comprendido en-
5 tre los ceros de las dos alidadas
b dard la medida del 4ngulo pro-
puesto.

Lectura del 4ngulo en
’. , el grafémetro. La divisién del
PR, e, N'E limbo facilita la lectura de los
- grados y medios grados; los mi-
e ; nutos se valdan por medio de un
. o arco dividido en 30 partes igua-
les, indicadas en la alidada mo-
vible; este arco se llama nomio
o wernier del grafémetro. Las
30 divisiones del nonio valen 29 del limbo. La diferencia entre una
divisién del nonio y una divisién del limbo vale %0 de la divisién del

limbo, esto es %0 de medio grado, o sea un minuto.

Fig. 56

i".'
1

i

H

I ]
|
\ s
1

I

'

1l

[ =3y

Fig, 38
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El cero del nonio se halla en {a visual de la alidada movible.

Admitamos que el cero de esta alidada se halle en la posicién
de la fig. 57; entonces se leerd 35° en el limbo. Pero hemos de valuar
el arco AB comprendido entre €] 35° del limbo y el cero del nonio;
para lo cual hay que ver qué raya del nonio corresponde a otra del
limbo: en el presente caso es la divisibn décima. Luego, AB =10
minutos,

"i"“'.'; Levantamiento de un plano.

19 Por radiacién. Se coloca el grafémetro en una estacién cen-
tral O (fig. 59) desde la cual se vean todos los vértices del poligono,

= - 3 ' ' LADOS ANGULOS l

1,/- ﬂ == \" AO ... 4/m |AOB . . 70°12

| TR -~ yi - IBO . . .64 |BOC .. 4727

- ey daes REORL CeSaushlonh . - 72915

NG /2= Do . 34280|DOE . . 11572

Ee s/ === [B0 . . sm [EOA ... st
Fig. 59

sefialados anticipadamente con jalones; luego se valdan los dngulos for-
“mados por los radios OA, OB; OC, etc., y se miden estos radios.

Para trazar el plano sobre el papel se construyen, por medio del
graduador, 4ngulos iguales a los del terreno, y sobre sus lados se to-
man las longitudes respectivas reducidas a la escala pedida.

[60.] 29 Por interseccion. Este procedimiento consiste en medir s6-
lo una base horizonta] entre dos puntos A y B (fig. 60), desde los
cuales se vean los jalones que determinan los varios vértices del te-
rreno; luego, desde A se dirige segin AB la visual de la alidada fija,
y visuales a los jalones por la alidada movible para tomar todos los
dngulos que estas visuales forman con la base. Después se pasard a
hacer estacién en el extremo

V

B, para tomar los d4ngulos que ANGULOS OBSERVADOS 3|
las visuale’s dirigidas a los Eiucitoeak Fieeion B
mismos vértices forman con
la base. ~IBAC . 102018 [ABD . . 104°

Para reproducir grifica- § BAD . . 3295 |ABC . . 500127
mente el plano, se trazard una § BAE . . 20°32"|ABE . . 102945’
recta ab de 75 partes d= la §BAF . . 127°15" |ABF . . 40°54
escala adoptada, y se cons- s e

truirdn dngulos iguales a los observados en el terreno.
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La parte curva FHE se levanta separadamente por medio de or-
denadas.

Fig. 60

DETALLES SOBRE EF

Advertencia. 1. En la prictica se combinan con frecuencia
los distintos métodos de levantamiento de planos, segiin lo requiera la
configuracion del terreno.

II. Hay costumbre de orientar los planos, esto es de indicar en el
papel la direccion de los puntos cardinales respecto al plano represen-
tado. Para conseguirlo, ordinariamente
se hace uso de la brijula, pero he
7 / aqui un procedimiento muy sencillo y

/al alcance de todos.

/ En un plano horizontal se trazan
' varias  circunferencias  concéntricas
(fig. 61) en cuyo centro se coloca ver-
ticalmente una varilla cualquiera OD.
Se sefialan los puntos A, A’, B, B’ en los

Fig. 61 que el extremo de la sombra de la
vdrilla encuentra, por la mafiana y por la tarde, a cada una de las
circunferencias.

La bisectriz comidn a los dngulos AOA’, BOB’ indicari la direc-
cibn S—N,

CAPITULO V
MEDIDA DE DISTANCIAS INACCESIBLES

Con la cadena. Para hallar la distancia entre dos puntos C
y M, separados por. un obsticulo (fig. 62), puede procederse como
sigue:

Se coloca el operador en O desde donde puedan verse ambos
puntos, se mide- OC y se prolonga de modo que OC’ = OC; también
se prolonga OM de manera que OM’ = OM.
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La recta

OC'M’.

Con la escuadra.

C'M’' =CM, por ser iguales los tridngulos OCM vy

ler. Procedimiento. Hallar lg distancia entre los puntos A y

B (fig. 63).

En el punto B se construye un dngulo recto ABC, luego sobre
la perpendicular BC Se toma un punto C tal que el dngulo ACB sea

de 45°.

Entonces el tridngulo ABC serd isdsceles, y AB = BC.

29 Proccdumcnto Hallar la distancia entre los puntos Ay

D (flg 64).

Se construye un dngulo recto DAB y se toma AB de longitud
cualquiera; luego se sefiala sobre AB el punto O en la alineacién DE;
. por tltimo se miden AO, OB y BE.

Por ser semejantes los tridngulos AOD y BOE, tenemos la pro-

porcidn:

0 sca

de donde

AD BE
AO  BO
AD 7
60 40
AD==108 m.
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Con el grafémetro. Hallar la distancia entre dos puntos inac-
cesibles D y C (fig. 65).

En terreno accesible se elige como base una recta AB cuyos ex-
tremos se vean desde los puntos D y C; se mide dicha recta, asi como
los dngulos que forma con las visuales dirigidas desde A y B a los
puntos inaccesibles C y D.

Luego se reproduce grificamente la figura ABCD, tomando ab
igual a 254 m. de la escala adoptada, y construyendo en & 4dngulos de

109° y de 40° 15", lo mismo que en & dngulos dc 102° y de 43°; por
tltimo se mide dc en la misma escala.

CAPITULO VI
MEDIDA DE ALTURAS'!

Por medio de la sombra. Para medir la altura de] irbol AB

B (fig.. 66), suponiendo que el terre-

% % no sea llano y accesible, se planta

! un jalén @b de altura conocida, en

) un punto-cualquiera 2 y cerca del

B i arbol; luego se mide, al mismo

: ' \ ~ tiempo, la sombra del jalén y la

* ~del drbol. De la semejanza de los

\"\'""' tridngulos ABD y abd se deduce
"’n ~, la proporcién:

AB ab

AD gl
AB 1520= .
Fig. 66 o sea =——7 AB—I4m4.
6 0,50
@ Por reflexion. Para medir la altura de la cruz AB (fig. 67)
se pone horizontalmente un espejo y se determina el punto II en que

1. Estas operaciones y las que indicamos en la nivelacién unicamente
se refieren & pequenas altitudes, Para valuar la altura de las montafias se
suele emplear un procedimiento fundado en la presién barométrica.
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se forma Ja imagen del extremo B de la cruz, por una posicion dada
del ojo del espectador.

' Fig 6

Los dngulos NHB y NHO, llamados de incidencia y de refle-
xién, son iguales, asi como BHA y OHD. Luego los tridngulos rec-
tingulos BAH y ODH son semejantes y dan la proporcién siguiente:

AB OD
AH HD
Sustituyendo AH, OD, HD por su valor, tendremos:
AB 1,5
45 110
de donde: AB = 6v,14

Nota. En vez del espejo puede emplearse una vasija llena de agua.

Por medio del grafémetro.

[68.] 1° Medir la altura de un edificio a cuyo pie A se puede lle-
gar (Tig. 68). -ggk

1]

1
ft

N 'w'

t'“ <ot

- A

Fig. 68
Se coloca el grafémetro en F, de modo que el limbo esté vertical
y la alidada fija bien horizontal; luego, con la alidada movible, se di-
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rige una visual al extremo superior de la torre para valuar el dngulo

BDE, y se mide AF.

at%ﬁﬂfﬁé’ &ui';%

Angulo SDE =115° Angulo DES =48° BC = DE =129°

Fig. 69

Entonces puede construirse grificamente el tridngulo BED, y por
lo tanto hallar con la escala ¢l valor de EB. Anadiendo a EB el seg-
mento AE o FD, tendremos la altura total AB.

7“ Medir la altura de un edificio a cuyo pie no se puede lle-

'gm (tig. 69).

Eligese primero una base BC en terreno honznnt‘ll y situada en
el plano vertical de la altura AS que se ‘quiere medir. Luego se mi-
den los dngulos formados por esta base y las visuales dirigidas hacia el
vértice S, y se mide también la base BC.

Con estos datos puede construirse grificamente en el papel el
tridngulo eds, scmc].mte al tridngulo del espacio, EDS.

wr

&0\

T IJ‘

Fig. 70

aen.m!

La linea sa, perpendicular a la
base de prolongada, expresard en
menor escala la altura SA.

Nora. Si no fuese horizontal
el terreno, como ocurre en la fig.
70, se mediria el dngulo ADM, y
la construccidon  grifica  semejante
daria .el valor de AM.

Otro procedimiento. Me-
dir la altura de una torre AS (fig.
71).

Elegida 13 base de operacion BI) que’ se procurari sea horizon-
tal, se coloca horizontalmente en la estacion B e! grafémetro, de ma-
nera"que la alidada fija esté en la direccion BD: se dirige por la alidada
movible una visual que pase por el plino vertical determinado por

el vértice S.
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4 { b
Bt e v Ay o

S f-Asi se obtiene en el limbo horizontal el valor del 4ngulo AHN; -
~ luego se hace estacién en cl extremo D para medir el dngulo ANH.

Con estos datos se podrd constru
" sobre el lado an se construye el tridngule
TN tendri la linea sa, la cual medida a escala,

LAl

Fig. 72
Altura de una montafia. Para determinar la altura de una
montafia (fig. 72) se procede como anteriormente, tomando una base
~de operacién BD.




SECCION I

NIVELACION

§ I. — Nociones preliminares.

[72.) Nivelacion es la operacién que tiene por objeto determinar
la diferencia de altitud de dos o més puntos del terreno con relacién
a una superficie dada, que se llama superficie de nivel o de com-
paracién.

Dicese que dos puntos eszdn a nivel cuando se hallan en el mis-

mo plano horizontal, v. gr.: B y
= D (dg, 73):
‘ La diferencia de nivel entre
~ dos puntos A y B (fig. 73) es la
distancia d, que hay entre los pla-
nos horizontales que pasan por es-
« - tos puntos.
is Entre las distintas superficies
Fig. 73 de nivel se ha convenido en elegir
como superficic general de comparacién, la del Océano para que los

resultados de las distintas nivelaciones sean  comparables.

§ II. — Instrumentos empleados en la nivelacidon.

Los principales instrumentos empleados en la nivelacién son el
nivel y la mira,

NIVEL

Nivel es un instrumento que determina las lineas y planos
horizontales. .

Varias clases de niveles. Los niveles se dividen en tres clases:

19 El nivel de albaiil;

2° E| de aire;

3% El de agua.

[75.] Nivel de albaiiil o de aplomo (fig. 74). Este nivel consta de

dos reglas iguales AB y BC en-

sambladas en dngulo recto, y de
/\ una tercera que las une.

//-{\ Esta idltima tiene sefalado
1-N el punto medio D por una li-
‘ i, nea llamada de fe; del vértice
y 4 | S B estd suspendida una ploma-
= ‘-l.Q_/{,_ X =N ¢ da. La -direccibn AC serd hori-
: . zontal si el perpendiculo o plo-

e ' mada pasa por la linea de fe.
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[76.] Nivel de aire. El nivel de aire (fig. 75) consiste en un tubo
de cristal de longitud variable, ligeramente convexo en su parte supe-
rior, ajustado en una guarnicién metdlica ab descubierta por su par-
te superior, y lleno de agua o
de alcohol, a excepcion de una
pequeia potcién ocupada por
una burbuja de aire. El tubo,
asi encerrado, queda fijo por
medio de dos soportes a una
regla metdlica perfectamente pla-
na. El liquide esti generalmen-
te coloreado para que se desta-
que més la burbuja.

Cuando el nivel estd horizontal, la burbuja se halla exactamente
en medio del tubo!; cuando no lo estd, el aire se corre a uno de los
extremos. Luego, para que esté horizontal un plano, basta elevarlo o
bajarlo hasta que la burbuja se halle exactamente en medio del tubo.
Repitiendo la misma operacién en dos direcciones perpendiculares del
plano, quedard éste horizontal.

Nivel de agua. El nivel de agua (fig. 76) es un tubo de
latén o de otro metal cualquiera, de un metro poco més o menos de
longitud, doblado perpendicularmente en sus extremos en los cuales
recibe dos frascos de cristal de unos 10 centimetros de altura y de
igual didmetro,

El tubo y los frascos constituyen lo que se llama en fisica zubo
de brazos comunicantes.

El nivel de agua se en-
caja en un tripode.

En el tubo puesto apro-
ximadamente horizontal se in-
troduce agua por uno de los
cilindros de cristal. El liqui-
do pasa al otro, y la superfi-
cie del agua en los dos cilin-
dros determina un plano ho-
rizontal. Conviene echar en
el liquido una corta cantidad
de vino o tinta encarnada para destacar mds las superficies de nivel.

Fig. 76

Este instrumento sirve para hallar el desnivel entre dos puntos.
[75.] Modo de servirse de este aparato. Después de encajado el ni-
vel en el tripode, 'y descubiertos los cilindros, el observador, colocado
1 unos centimetros del aparato (fig. 77), dirige una visual tangente

{ El cristal esta gradusdo para apreciar la verdadera posicion de la
pburbuja de aire cuando el nivel estd horizontal.
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a las intersecciones de los cristales con la superficie del agua; esta vi-
sual es una linea horizontal,

f"'_,} 1 chﬁ

Nivel de liquido cerrado. De dos afios a esta parte se ha
extendido mucho un nivel de lguido cerrado inventado por el pro-

Fig. 78

fesor Bruvere, de las Escuelas cristianas. Como lo indica la fig. 78,
un tubo horizontal une la parte superior de los vasos que por su
parte inferior ya estin unidos por el tubo
principal, y asi el liquido permanece en el
aparato, facilitando de este modo el manejo
del mismo. El liquido es alcohol coloreado,
asi que el menisco que forma en los vasos
es muy distinte. A mds de esto, las oscila-
ciones del liquido son pocas, merced al aire
que centiene el aparato.

Con ingeniosas modificaciones, el Sr.
Bruyere ha conseguido hacer de su nivel de
liquido cerrado un nivel universal uniendo
a las propiedades del nivel de agua las de
nivel de aire, de escuadra g dngulo recto, de
A escuadra de agrimensor, de stadia, de clisi-
Fig, 79 metro y de taquedmetro’.

METIEA

Miras son unas reglas de dos a cuatro metros de altura, gra-
duadas en centimetros, y que se emplean en la nivelacién (fig. 79);

1 Depdsito rue des Farges, 11. ~—— Le Puy (Haute-Loire), — Francia.



318 NIVELACION. - SECCION II

una tablilla AB pintada de varios colores puede correr en sentido ver-

tical a lo largo de la regla, quedando fija por medio de una rosca.
La visual de nivel debe dirigirse al punto medio de la tablilla.

§ IIL. — Nivelacion simple.

.| La nivelacién simple es la que se ejecuta sin variar el nivel
de posicién. :

Nivelacién entre dos puntos A y B (fig. 80). Para determinar
la diferencia de nivel entre estos dos puntos, se coloca el nivel en un
punto intermedio S de la recta AB, y la mira, primero en uno y des-
pués en el otro punto. \

El observador dirige una visual hacia A; el pedn corre la tablilla
hasta que la linea media coincida con-dicha visual, y se anota la al-
tura Ag. La misma operacién se repite dirigiendo la visual hacia B.

La diferencia de las alturas observadas representard la diferencia
de nivel entre los puntos A y B:

1m,75—0,60 = 1m,15.

-

Fig. 80

La representacién grifica en el papel se hace como lo indica la
fig. 81, en la cual A’ representa un plano de comparacidn que pasa
por el punto A; en este caso la cota del punto A es cero, y la de B
es 1 m,15,

Fig. 81

La recta A'B’ representa la pendiente de] terreno.
Nivelacidn entre mds de dos puntos que se hallan en la mis-
ma alineacion.

Se coloca el nivel como lo indica la fig. 82, y se dirigen visuales
a la mira, colocada sucesivamente en los puntos A, B, C, D, E; luego
se anota la cota correspondiente a cada uno.
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Para facilitar la representacién grafica de la nivelacidn, pue-
de prepararse un registro que indique los puntos nivelados, las dis-
tancias entre s, las cotas registradas en la mira, las diferencias de nivel

Fig. 82 _4;: r%
Lﬁﬂﬁ";lm —M"'SdJ-——-——— i el e
de los mismos, ya subiendo, ya bajando, las cotas calculadas con rela-

cién al plano de. -comparacién elegido, y por ultimo las observaciones
que se crean convenientes.

REGISTRO DE NIVELACION SIMPLE DE VARIOS PENTOS SITUADOS
EN UNA MISMA ALINEACION
Pim1_:ﬁ 55TEECR i
Distancias | | DIFERENCIAS
Puntos Cotas Cotas y
nivelados ortis. ot leidas &5 - | calculadas Quselvacioies
puntos Subiendo | Bajando

A 0,00 5.75 e 2 10,00 cota dada
B 21,50 3,05 2,70 i+ 12,70
(i 26,90 1,70 1,35 4 14,05
D 19,80 0,75 0,95 o 15,00
E 12,30 2,12 % 1,37 13,63 J

La representacién gréfica en e] papel se haréd como se indica
en la fig. 83.

Nora. Para dar més relieve a la desigualdad del terreno se sue-
len tomar escalas diferentes para las longitudes y las alturas. En la

21,80 4 6 9 H 9.80

Fig. 83
fig. 81 la escala es de 1 milimetro por metro para las longitudes, y
de 1 centimetro para las alturas, En la fig. 83 la escala de las dis-
tancias es de 1 milimetro por metro, y la de las alturas, de 1 mili
metro Y.
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§ IV. — Nivelacién compuesta.
Nivelacion compuesta es aquella en la que el mvel ha de
usarse en distintas posiciones.

. Empléase la nivelacién compuesta cuando la distancia dc los pun-
tos, cuya diferencia de nivel se ha de calcular, es considerable 'y el
terreno quebrado, o que la diferencia de las alturas de estos puntos
es mayor que la altura.de la mira.

Ejemplo de nivelacion compuesta. Hallar la diferencia de ni-
vel entre los puntos A y G (flg 84).

T

ﬁ / |1

/T\ J""" Ll N
ds

,,,,,,

o Fig. 84
Puesto el instrumento en el lugar H, se nivelan Jos puntos A y
B, como indicamos anteriormente, y se anotan las cotas Aa" y Bb.

'Dejando la mira en B y trasladando ¢! nivel a otro sitio I, se obten-

dré la cota B&'; luego, colocando la mira en C, se obtendrd la cota
aS| sucesivamente hasta llegar a G

. IMira atrds o de espalda, mira adelante o de frente. En el ejer-

cicio anterior, ldimase mira atrds a la visual dirigida por el observa-
dor hacia la mira que ha traspasado, y mira adelante a la visual diri-
gida hacia la mira a la que aun no ha llegado.

Estando el nivel en la estacién I, la mira atrds dard la cota B#/,
y la mira adelante la cota Ce.

El primer punto A no tiene mds que mira atrds, y el ultimo G,
s6lo mira adelante. :

REGISTRO DE NIVELACION COMPUESTA ENTRE LOS PUNTos A v G

g
Rariens Distanc. MIRAS Diferenc, de nivel
A entre los | ——~—— ————n Cotas | Observaciones
puntos Atras |Adelante | Subien. | Bajand,
A 0,00 3,20 i 10 El plano
B 15,10 B:16:51,20.1 2,00 % 12 de compa-
(% 35,45 1,00 2,75 i 0,40 ? 112,40 |racién estd
D 18,74 3,74 1 0,85 | 11,55 |10 m. deba-
E 32,50 1 356 =645} 3,29 i 14,84 :jo de A.
F 41,40 115 L7 239 it 17 23
G 16,34 2 3,29 2 2,14 15 ,09
Sumas:. . . 15,80 10,71 8.08| 2,99
LS v ) | /
i T 5.09 5,09
Diferencias J
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b s
Siendo 10 la cota de A, las cotas de los demds puntos se obtendrdn,
ya afiadiendo sucesivamente las diferencias subrendo, ya restando las
diferencias bajando.

La diferencia entre las sumas de las miras atrds y de las miras
adelante dard la diferencia de nivel entre los puntos extremos A y G.

Para representar grificamente los accidentes del terreno ni-
velado, se trazard una recta A'G’ (fig. 85) que represente el plano

3 4 G

19

fybu 16,34

17,24
iy _

|
i
-

af E.'{ - ﬁ.l -
= 150 38,45 74 = 1250
,l"r # " ’Lﬁ‘ nr :

Fig. 85

de comparacién, Luego se sefialardn las distancias A’B, B'C’, etc,
iguales a 15m,10, 35m,45, etc., y se levantarin las perpendiculares
iguales a las cotas observadas: 10m, 12 m; etc.



APENDICE
NOCIONES SOBRE LAS CURVAS DE NIVEL

Curva de nivel es aquella cuyos puntos tieren una misma
cota; por ejemplo, la linea segln la
cual las aguas de un lage encuentran
el suelo.

Todos los puntos de la curva de
nivel estdn en el mismo plano hori-
zontal. Asi, supuesto un terreno cor-
tado por planos horizontales (fig. 86),
las lineas de interseccién serdn curvas

Fig. 86 de nivel.

§ I. — Trazado de las curvas de nivel.
PROCEDIMIENTO PRIMERO

Si se quiere obtener curvas de nivel en cada cinco metros
de un terreno poligonal, se levanta el plano del terreno (fig. 87) y la
nivelacién de] perimetro.

También se puede hacer una o varias nivelaciones atravesadas.
En el caso actual se ha nivelado siguiendo la direccién del camino
ANMIH que atraviesa por ¢l campo. Luego se dibujan con la misma
escala los perfiles de los distintos lados del peligono y de las otras
lineas niveladas (perfiles 1, 2, 3).

Se trazan horizontales de 5, 10, 15 y 20 metros de cota. Los pun-
tos en que éstas cortan a las lineas de los perfiles tienen por cota 5,
10, 15, 20 metros, etc.; se proyectan esos puntos sobre las lineas AH,
AD, DA de los perfiles. %

Asi en el perfil 3 se ve que la horizontal cuya cota es 15 corta
al perfil en el punto &', la horizontal cuya cota es 10, corta el perfil
en el punto &’. Estos puntos proyectados sobre DE, determinan los
puntos a y &, cota 15 y 10. Se sefialan esas proyecciones sobre el pla-
no y se unen por medio de una linea continua los puntos que tienen
igual sefial, obteniendo asi las curvas de nivel.
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% Perfil 1 B
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18 p—t= 15
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Perfil sobre los iadas DE DF FA

PROCEDIMIENTO SEGUNDO
Problema preparatorio. Hallar sobre una recta @b, un punto

?r;,.!"_
Fig. B3.

“ad"io

Problema. Trazar las
Para trazar las curvas de

d (fig. 88), conociendo su cota, asi
como las de los extremos de dicha
recta.

Las cotas de la recta ab son a =
4m,10, 6 =1m,25, y se quiere de-
terminar el punto 4, cuya cota es de
3 metros,

Se trazan dos paralelas, Aq, Bb,
que tienen, sea cual fuere la escala,
4240y 1™, 25,y sc junta A con B.

Luego se toma aN=3m, y se
traza ND paralela a b, dcspues Dd
paralela a Aq. E| punto d tiene una
cota de 3 metros.

curvas de nivel en un plano acotado.
nivel en un plano acotado se busca,

como en el problema preparatorio; un punto que tenga, por ejemplo,
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una cota de 25 metros (fig. 89),
y se repite esta operacion hasta
que se tenga suficiente nimero
de puntos cuya cota sea de 25
metros; €stos puntos se unen
luego por medio de una curva
continua.

Se procede de igual modo
para los puntos que tengan por
cota 20 metros, luego para los
que tengan 15 metros, y asi de

Fig. 89 los demds.
' L Ficilmente podemos

darnos cuenta de la desigualdad de un terreno por medio de un pla-
no ropogrdfico, en el que estin dibujadas las curvas de nivel; para lo

cual basta suponer el corte vertical de un terreno en una direccién
dada.

Fig. 90 |

Asi en el ejemplo (fig. 90) un corte en la direccibon MN permi- |
tird obtener el perfil m, a, b, ¢, d, ¢, n, dando a las ordenadas Mm, |
Aa, Bb, Cc, Dd, Ee, Na, las respectivas longitudes indicadas por las
correspondientes curvas de nivel 30 m, 20 m, 10 m, 10 m, 20 m, 30 m,

40 m,

§ II. — Aplicaciones de las curvas de nivel.

Problema. Unir de dos en dos unas curvas de nivel, con rec-
tas que tengan un declive determinado, Y por ejemplo.
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Si la diferencia de
nivel en las curvas es
de 10 metros, la recta
pedida deberd tener una
longitud horizontal de
80 m. desde una a otra
curva,

Se tomari en la es-
cal# una abertura de
compds de 80 m. y da-
do caso que se tome co-
mo origen el punto A
de la curva mis eleva-
da (fig. 91), desde di-
cho punto se describird un arco que corte a la segunda curva en B:
luego, haciendo centro en B, se cortard la tercera curva en C y asi
por las demis.

0. | Relieve. Para representar el relieve del suelo se le supone
cortado por planos horizontales, equidistantes de 5 en 5, o bien de

Fig 92

10 en 10 metros, y se levantan las curvas de nivel determinadas por
esos planos.

Lucgo se construyen con yeso, arcilla o cartén, y segiin la escala
que se adopte, unos pequefos solidos cuyas respectivas bases sean
planos limitados por cada una de las curvas de nivel, y cuya altura
comiin sea la longitud 5 o 10 metros, reducida a la escala adoptada.

Estos sélidos se colocan unos sobre otros (fig. 92), orientando
cada una de las curvas de nivel con relacién a la precedente. Se reba-
jan luego las aristas con objeto de obtener una superficie continua.

Aplicaciones de las curvas de nivel en Geografia. Para tener
idea exacta del relieve de un pais se trazan los mapas hipsométricos
con curvas de nivel. Se supone el terreno cortado por planes horizon-
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“tales a 100, 300, 500 metros sobre el nivel del mar, y se trazan las
curvas de nivel que resultan de la interseccion de esos planos con el
suelo.

Cuando las curvas de nive] estdn delineadas en un mapa, es facil
obtener cortes en . cualquier direccién.

cllbcilbiiia s § ihboi v oo g -



NUMEROS USUALES PARA FACILITAR L0S CALCULOS

Valores Vaiores
1 TEfe Vo
T 1,4142 = :\ / = 0,7071
/B 1,7320 1 2
: SEait 0,5773
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)
v e o 0,3989
= 2,5066 1
vV 2r oy P 0,2821
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FORMULAS PRINCIPALES
GEOMETRIA PLANA

Suma de los dngulos de un tridngulo . . . A -+ B+ C = 2 rectos.

Suma de los dngulos de un poligono . . . . . . . . .. 2r (n—2).
] 4 rectos
Angulo en e] centro de un poligono regular . . -, . . .
n
2r(n—12)
Angulo de un poligono regular . . . . . . .. . .
n
Longitnd deslaedirounferenga , . .. . . .50 o . . . C=1la
Lado del ciadrade imserito . , . . . ;. EECH, L L. =22,
Diggongliisisugdrado .. . . - . . . . . cauiiee o d=IJi;
Lado del tridngulo equildtero inserito . . . . . . . . . . I=r [T,
: )
Altura del tridngulo equilitere . . . . . . . . . . a=—\/3.
R LY 2
2a 2a\/3
Lado del tridngulo equildtero . . . . . . |, | l=m—m=—-__
V3 3
Ao dikqiatdnide . .. . . . . CUSSEEEEEE. . A=B
SRl . e oLy R A = ba.
TETpAelelaniaine . . . .o . 0 s o RREERR SR
B MEETANOUIOW k. v G Sk Lo A= ba
=)
R L R
2
® polfgonc EeRuERERE . . | . . o . . e A=1%ap.
Aveq del cireule’ | TEEEREL | . | | L A =3%6ire, X radio,
wd?
Y o B, e Amatem—
4
1/c\?
T A e R T e A= —( -)
? w\ 2
-
Area del secter . . . . . . .. . A=Y arco X radio=—— X n.
360

NG T - AT S P R . A=a(R?—r?)
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3r?
Area de] tridngulo equildtero inscrito , , . . . . . A=— /3,
4
eget cuadeado dnserlta . - .. L Lo . d e A=72m
” del octégono regular inscrito . . . . . . . . A=2r5%\/T,
" del dddecdgono regular inscrito . . . . . . . . . A=—23m2
- 2
?  del tidngulo equildtero . . . . . . St e A mmnaa S
4
: 32
del exdgono regulay . . . . ... ..., A=—/3.
2
R0 PO T e PR R R T A = wab.
GEOMETRIA DEL ESPACIO '
Valooien dibgube-. 5. i et U V= ¢t
Volumen dél friama . . 0. . ., . L Al V=1 < a
T A St e L e . V= secci()q recta X arista.
Volumen de la pirdmide . . . . . . ... ... .. " V =14 Ba.

Tronco de pirdmide de bases paralelas . V — V3 a (B + B4 +/BE).
m—+tn+p
V=R

Tronco de prisma triangular . -

3
Arca hajeralidelieiligdre . . . 0 oo R0 A = 2qra.
Area total del’elliaden . . . .- BN . A=2Znr(a4r).
Volumen del cilipdra . . . SEREMERE - ¢ .« V=arba
Aren lateral delicara . . . SRS A = qrl.
Avod tonl deleane . . . (RO EERRRE e L A=ar(l+4r).
Voluien délfennt - . . SEEEEEEEES T V = 1 ar?a.
Area lateral del tronco de cono . . . . . . . . . A=z (r4 )L
wa
Volumen de] tronco de cono . . . . . V—=—_ (472 4 ).
Aradela gamg SRR ETE LSRN L L, ._.A:Z-rrm.
e de Ty csfard e SERC SRS L L L L A =4 = nd?.

Volumen de la esfera . . . . e . =Y =Y, xd®,



SUPPLEMENT

LIBRO VI. — POLIEDROS
CAPITULO II. — PIRAMIDE
Otra demostracién. El tronco de pirdmide de bases pararc-
las B y B’ y de altura 4, es la diferencia entre dos pirimides seme-
jantes, de bases B y B’, y cuyas alturas son 4 y A’

Su volumen sera, pues,

1 4
V = — (Bh—B'4).
3

Pero
. A* A2
h—h —a, — =
B B’

(N? 490, 39).. De donde
h A h—4 a
Fig. 368 pjs —— —— = A
VB VB® VBB VB—/F
a/B a\/B

. R

Sustituyendo % y A’ por estos valores, la férmula

1
V = — (BA—Bk)
3

se transforma en -
1 ( aB\/B aB'\/B’ ) a {B\B—B\/B
( B’

T\ el T3\ veeE

Efectuando la divisién

3
(BVB—B'\/B) : (VB— VB) =B + VBB + B’
se tiene V:i(B'-[- VBB" 4 B'), .
3

?(B + B’ 4-BB).

Luego, el volumen. ..




LIBRO VII. — LOS TRES CUERPOS REDONDOS
CAPITULO II. — CONO

ma

bis, La formula V= (#* +#* 4+ ') puede estable-

‘cerse directamente. En efecto, el tronco de cono es la diferencia de
dos conos semejantes. Sean A y A" las

) . alturas de estos conos, r y r los radios
/ ;"\\ | de las bases; vy A—A"—=a la altura
/ ib-'\\ del tronco.
[ \ !
,f’,._l_, \ ‘ El volumen del tronco de cono. se-
L s : rd:
| } 1
| \ V =— (mr*h —m"h’),
iyl ’
/ .i “\l ! V & -Jh Sy
[ e L o V=sw—rw),
R - 3
e Basta, en esta formula, sustituir
g, i . r
Al h y A’ por sus valores en funcién de
r, Iy a.
S a
Se tiene e (N© 490, 39).
ro =t =y
! .
; ar ar
De donde = =
r—r r—i

Sustituyendo & y A" por estos valores, la férmula:

T
V=—0h—r2h")
3

se transforma en
T art — ar’3 ma = —73
V=— e e o
3 r—r 3 f==1
Efectuando la divisién resulta:

ma

Vo= (r* 7).
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