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Geometria plana




SIMBOLOS Y ABREVIATURAS

.Sigu’iendo conve;liés muy generalizados adoptamos los si-
guientes:
F ,_A\ ingulo A A tridngulo
AB arco AB ~ semejante
Los grupos de 3 cifras en.uﬂ numero entero o decimal se

Separan por un espacio en blanco Y no por un punto; y la parte
entera de la decimil mediante una coma en la parte inferior.

Eje.: 82534 891 306,427 52.

Los nombres de'las unidades, incluso los formados de nom-
bres de sabios, se escriben con minascula; con todo, en este
dltimo caso la primera letra del simbolo se escribe con ma-
yuscula,

Ej.: 9 kilogramos : 9 kg

‘6 amperios : 6 A

Los simbolos se escriben sin punto final (a menos que sean
final de frase) y sin s de plural.

Ej: 5 m, 64 kg ¥ no 5 m., 64 kgs.

Estds simbolos no se escriben entre la parte entera v la de-
cimal sino después del numero.

Ej.: 325,45 pts, 28,50 mm

Si el simbold de un multiplo o submultiplo lleva un exﬁo-
nente, éste afecta a todo el simbolo.

Ej.: dam?® significa (dam)?, drea de un cuadrado de 10 m
de lado, es decir, 100 m? v no da(m)?, o sea, 10 m?

De igual modo el cuadrado de 38 y de AB se escribird 387,
AB? sin necesidad de poner (38)2, (AB)? ni 382, AB2.
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I. Angulos

1. ¢Cual es la suma de los dngulos cuyos valores respectivos son:

1.0 14037, 380 46’, 259537 Resp. 79 16’
2.0 18035, 22023, 150417 » 560 39’
3o 5018, 11027/, 130527 » 360 37

2. ;Cudl es la diferencia entre los dngulos cuyos valores respectivos son:

1.0 84047 y 52024 Resp. 32023
20 65018 y 250 4672 » 390 327

3. :Cyal es la medida de un dngulo:

1.2 Que es triple de otro de 150 37'?

2.2 Que vale cuatro veces un angulo de 21° 367

3.2 Que vale la quinta parte que otro de 96°7

4.9 Que vale la cuarta parte que otro de 1080 65’ 217
5.2 Que vale el tercio de un dngulo de 127° 24° 13"¢

‘Resp. 1.0 15037 x 3 = 46051
20 21036 x 4 = 86024
30 960:5 = 190 12/

40 1090 5217 :4 = 270 16’ 20" 1/4
5.0 127024 137 : 3 = 420 28" 4" 1/3

4. (Cuil es el complemento:

1.2 Del dngulo de 2807 Resp. 900 — 280 = 620

2.2 Del angulo de 38¢ 3277 » 900 — 380 32" = 510 28’
3.2 Del angulo de 65° 1577 » 000 — 650 15" = 240 45’
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5. ¢Cudl es el suplemento:

1.0 Del dngulo de 8907 Resp. 1800 — 890 — 910
2.2 Del angulo de 1130 357 » 1802 — 113¢ 35" = 66v 25'
6. Hillese el suplemento de la suma de los dangulos sigutentes: 229 357 v
980 45" 57,
1800 — (220 35’ + 98° 45’ 5’y — 580 39’ 55"
7. La suma de dos dngulos es 8" 47" 23" y su diferencia 10 1" 17, :Cudles

son esos angulos?

faqe L )i o
Angulo mavor = B0 AT 28 = BYY . e
80 477 23”2— le g*1% _ 3053 117

Angulo menor =

8. Averigliese: 1.2 en grados sexagesimales, 2. en grados centesimales,
el complemento v suplemento del dngulo 3/8 de recto.

3 3 5
10 900 — 900 x 2 — 9o (1 — 2 ) =900 « 2 — 56015
: 8) <= 56015

1800 — 900 % S — ogo (2 —%) — 9o « 13 8 3 _ 1460 15’

[#e]

20 100° — 100° x - — 100% x % — 62,50"

[os]

2008 — 100% % — 1008 18—3 — 162,50
9. Dados los dngulos consecutivos 320 417 vy 48¢ 35’ hillese en grados
stxagemmales v centesimales el dngulo que forman sus bisectrices.
*El dngulo que forman las btsecn ices es igual a la semisuma de los dngulos dados,
{uego:
320 41" + 480 357
2

® 2.0 [Estos grados, convertidos en grados centesimales, darai:

— 400 38

® 1% FEn grados sexagesimales

400=M:4_4,4444a

9 L}
38 < 10
38 =——— = 0, 7037*
60 x 9 ’
por tanto: 400 38" — 45 , 1481° ) 1
10. Dos angulos consecutivos valen respectivamente 11/15 v 19/15 de [

angulo recto. Calctlese en grados sexagesimales v centesimales lo que vale el
angulo que forman sus bisectrices. Consecuencia: l
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Suma de los angulos:

11 x 90° , 19 x 90° _ 30 x 90°

= 180° o bien 200*
15 15 15

Angulo de las bisectrices:

% =909 o bien A]ZQ- - 100®

Consecuencia.— Las bisectrices de dos dngulos suplementarios forman un
angulo recto.

11. Dos dngulos opuestos por el vértice valen cada uno 120°. Hillese
la suma de los dngulos que forman las bisectrices, situados a un mismo lado
de éstas. :Es esta suma independiente del valor de los dngulos? Consecuencia.

La bisectriz forma con los lados del dngulo, dangulos de 60°; el que forman las
prolongaciones de los lados es también de 609; la suma serd:

600 -+ 60° + 600 = 1800

Dicha suma es independiente del valor de los dngulos dados. De aqui:

Consecuencia. Las bisectrices de dos angulos opuestos por el vértice estdn
cn h’f'i'[’(i’ recta.

12. La latitud de Dunkerque es de 5002’ N.; v la de Barcelona, que
estd sobre el mismo meridiano, es de 41° 23’ N. Calcilese la distancia angular
entre estas dos ciudades. En una esfera terrestre dicha distancia mide 5,8 cm.
;Cuadl sera la longitud de un meridiano en esa esfera terrestre?
® 1.0 El arco comprendido entre Barcelona y Dunkerque serd:

500 2" — 410 23" = 80 39’
® 20 Midiendo este arco 5,8 cm, el meridiano entero serd:

é’-&% = 241,4 cm por exceso.

13. La diferencia de dos dngulos es
de 90°. ;Cudnto valdrd el dngulo que for-
man sus bisectrices? (fig. 1).
® 1. Los dngulos tienen el mismo origen,
por ejemplo, los dangulos AOC y AOB.

Seas/ AOC =/ a; ZAOB = 90° + Sa

ZAOD =450 S8y LAQF = 44
de donde ZFOD - 450« =4 izi — 450
e 2.0 Los dngulos AOB v BOC’ son consecutivos.
Entonces serd: Z DOF’ = 450 + £4 La, 450 — 74 a

>
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14.. Cinco rayos o semirrectas forman alre-
dedor del punto O los cinco dngulos consecutivos
Za=25%/Lb =607 ¢c=900.d = 1200, yLm
que abarca lo restante del plano. Hillese el valor de

b
¢ a.
0
d m .ﬂf
y
Fig. 2

El1.0:

» 2.0:
» 3.0
» 4.0

» 5.0:.

3600 x 2

los dos dngulos que forma la semirrecta opuesta a

la cuarta con los lados del dngulo m (fig. 2).
La semirrecta opuesta a la cuarta determina el
suplemento de los dngulos situados en una misma region

de esa recta, esto es:

Zx = 1800 — (900 + 60° + 259) = 50
Zy = 1800 — 1200 = 600

15. Cinco rayos o semirrectas que parten del
punto O forman cinco dngulos proporcionales a los numeros 2, 3, 4, 5 v 6. Calcd-
lese el valor de esos dngulos en grados sexagesimales y centesimales.

La suma de los dngulos dados es 360°, la cual, dividida en partes proporcio-
nales a los niimeros 2, 3,4, 5 v 6, dard:

=18 x 2 = 36°

20
18 X 3 = 540 o bien 60°
18 x 4 = 720 » 80#
18 X 5 = 900 o 160#
18 X 6 = 1080 » 1208

. 16. Tres semirrectas OA, OB, OC (fig. 3)
forman alrededor del punto O los tres angulos

cansecutivos iguales:

ZAOB =£BOC =ZA0C

Demuéstrese que la bisectriz de cada 4ngulo es
la prolongacién de un lado.
Uno de los tres dngulos iguales valdrd:

3600:3 = 12090
Sea OD la bisectriz de/ AOB, tendremos:
ZAOD = 1200: 2 = 600
de donde Z AOC + £ AOD = 1200 + 60° = 1800

Los dngulos adyacentes AOC y AOD tendrdn,
pues, sus lados exteriores OC y OD en linea recta, siendo OD la prolongacion

de CO.

o bien 40%

17. Sehalar spbre una recta XY cuatro puntos A, B, C, M tales que:

A BMC

Fig. 4

Y

AB + AC =10 cm
AC — AB
AM

= 2cm
= 4CM
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Sumando las dos primeras igualdades, resulta: )
2AC = 12 em es decir AC=6cm

Marcado el punto A (fig. 4), se toma AC = 6 cm
) AB=6—2=4cm
g Como AM = 4CM resulta AC = 5CM. Luego para hallar M, se divide AC

en cinco partes iguales:

6:5=1,2cm
AM =12 x4=48cm

18. Dado un punto M en el interior de un dngulo de 390, hallese en grados
centesimales el dngulo que forman las perpen-
diculares trazadas a los lados del dngulo dado
(figura 3).

396 — 39"—;10 — 4333338

ElZCMB suplemento delZCAB serd:
ZCMB = 2008 —43,3333¢ — 156,6667°

19. Dado el dngulo A = 82° del triangulo Fig. 5
ABC. averiguar el gngulo D formado por las '
bisectrices de los otros dos:

1.2 Cuando las bisectrices son interiores.

2. Cuando una es interior y otra exterior (fig. 6).

Dense los resultados en grados sexagesimales y centesimales.

® 1.0 Enel ABDC:

. D" FD= 1800 — 2B AE
%
6‘( En el ABAC:
g ,. VA £B +£C=1800 —/ A = 1800 — 820 = 980
Luego, LB+ £C _ 98 — 490
Fig. 6 ) 2 2
Por tanto: Z D = 180° — 490 = 1310
® 20 EnelADD'C: ZDCD’ = 90° (las bisectrices de 2 C son perpen-
diculares).
Por ser dng. exterior: ZBDC = 900 + /D’ ;
Luego Z D" =/ BDC — 90° = 131°¢ — 900 — 410
Expresdndolo en grados centesimales, vendrd:
ZD = 131—;@ — 145,5555*

27y =2 % 0 X 10 _ 45,5555¢
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II. Perpendiculares y oblicuas

20. Dados dos puntos A v B, tomados fuera de una recta CD (fig. 7)
vy en el mismo semiplano, hallar sobre ésta un punto que equidiste de aquéllos.

El lugar geométrico de los puntos equidistantes de A vy B es la mediatriz de AB;
el punto P en que ésta corta a CD, es el punto que se busca.

. A
/T
/
c : %
C /p D /P 2 D
Fig. 7 Fig. 8

21. Dados dos puntos A v B a distinto lado de una recta CD (fig. 8), hallar
sobre ésta otro punto que equidiste de aquéllos.

Como en el problema anterior, el punto de interseccion de la mediatriz del
segmento AB con la recta CD serd el punto pedido.
® Si la mediatriz de AB fuese paralela a CD no habria solucion.
®  Silos puntos A y B estuviesen a igual distancia de la recta CD, el punto medio
de AB seria la solucién.
® 57 la mediatriz de AB coineidiese con CD, cualquier punto de CD seria solucion.

22. Dado un segmento rectilineo AB (fig. 9), hallar, sirviéndose sdlo del
compds, otros puntos que pertenezcan a la pro-
G longacién del segmento dado.

Tanto los puntos que se buscan, como los pun-
tos A v B, equidistan de C y D, simétricos respecto
del segmento dado. Asi, pues, éste serd la mediatriz

o .4 de CD; por tanto, después de haber hallado los
F'E' puntos C v D, desde éstos como centros, se describen
arcos de radios

CF =DF y CE = DE, etc.

D 23. Dados dos puntos A v B fuera de una
recta vy en la misma region, hallar el camino mads
corto para ir desde A a B tocando a la recta
dada (fig. 10).

m =
M x
>
o

Fig. 9

Sea P el punto que se busca v A’ el simétrico de A respecto de CD; se tiene:

PA'’=PA y PA+PB=AB
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Para cualquier otro punio P’ de la recta CD, se tiene:
A'B < AP + P'B

B
A
p
D P\’ c
i
Fig. 10 Fig. 11

Por tanto, se halla el punto A’ simétrico de A respecto de CD, se traza A'B
v el punio de interseccion P con CD serd el punto pedido.

24. Dados dos puntos A y B, situados fuera de una recta CD (fig. 11),
¥ a distinto lado de la misma, hallar sobre esta recta un punto D tal que la di-
ferencia de sus distancias a los puntos A y B sea la mayor posible.

Sea D el punto buscado y B’ el simétrico de B respecto de CD; se tiene:

DA — DB = DA — DB’ = AR’
Para otro punto cualguiera, P, de CD se tendrd:
PA — PB = PA — PB’

pero PA — PB’ < AB’
luego PA — PB < AB’

AB’ es, por tanto, la diferencia mdxima.
Para obtenerla se une A con el simétrico de B respecto de CD y el punto de
tnterseccién, D, de ambas rectas es el punto pedido.

III. Tridangulos

25. ;Cudl es la medida de un dngulo de la base en un tridngulo isésceles,
si el dngulo del vértice vale 350 2477 ’

1800 — 350 24’ 1440 36’

= 720 18’
5 3 720 18

26. En un tridgngulo uno de los angulos tiene 199 43’ y ¢] segundo 105° 317
{Cudntos grados tendrs el dngulo exterior al tercero? .
El dngulo pedido es igual a la suma de los dngulos dados.

199 43" + 1050 31" — 1250 14",
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27. El 4ngulo del vértice de un tridngulo isésceles mide 420 28'. ;Cuil

es el valor del dngulo exterior formado por uno de los lados iguales y la prolon-
gacién de la base?

En un tridngulo isdésceles cada dngulo de la base es la mitad del suplemento
del dngulo del vértice:

180 f2420 28" _ ¢g0 ag’

Angulo pedido: 1800 — 68° 46" = 1110 14",

28. Calcular los dngulos de un tridngulo en los ‘casos siguientes:
10 /A B=2/LA y ZLC=3ZA

20 LA=3/B yv ZC =450

30 LA+ ZB=900 y/AC— LA =300

40 LA - LB=45 yLA— £LC=300.

En todo tridngulo tememos: £ A+ ZB 4 £ C = 180°
* Remplazando wvalores tendremos:

® 1o A L2LA+3A=1800 osea 62 A = 180°

de donde JA=300 LB=60 y ZC = 900
e 2° 3 /B4 /2 B+45 =180 osea 4 £ZB = 1350

de donde £ZB=33045 vy Z A = 101015’
® 3° 90c+ L C =180 dedonde L C=90°

/A= /C—300—=0900 — 300 — 600
ZB=900— / A =900 — 600 — 300

® 40 LB=LA —45% y SC=LA—300

dedonde A+ £ B+ 2 C=-A+ 2 A — 45 L 2 A — 300=180°
¥ 3/ A = 1800 + 750 = 2550
3 / A = 850, / B = 850 — 450 = 400; ~ C = 850 — 300 = 550

29. EI 4ngulo que forman las bisectrices de los dngulos adyacentes a la

_base de un tridngulo isésceles vale tres veces mas que el del vértice. ¢Cudl serd

en grados centesimales el valor de éste?

Por hipétesis: - 2005 — 4';_*2“4_0 _3/A

de donde 4008 - L B -/ C=6-LA
4008 =B+ -AC+LA+57A
5.2 A = 4008 — 2008 = 200® ’
2 A = 40¢ :
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30. Los dangulos del tridngulo ABC (fig. 12) valen: £ A = 600, /B = 1000.
Prolongando AB una longitud BD = BC, calci-
lense los dngulos del tridngulo CBD.

En el ACBD: 2B = 1800 — 100° = 80¢,

Por sgr ANCBD isésceles:

/C= / D= 1%‘)‘) 500

31. Los dngulos B vy C de un tridangulo
valen: ZB = 750, /C = 35¢, Hallar:

1. Los dngulos formados por las alturas
tomadas dos a dos.

2.0 Los angulos formados por las bisec-
trices, tomadas también dos a dos.
® 1.9 Siendo las alturas perpendiculares a los
lados, formardn entre si dngulos iguales a los del

tridngulo; asi: D
" El que forman las alturas de )
A vy B serd ZC = 350 Figi 12
Ay C » < B = 75°
B y C » LA = T0°

® 2.0 Eldng. agudo de las bisectrices de

LAy LB cserd LA+ LB 720 30’

2
ZAy ZC » %:52030'
LBy EC b %‘9—: 550

©32. En un tridngulo ABC, el ZB =600 y el ZC = 200, ;Cudl serd.
el angulo que forman la altura y bisectriz trazadas
A del vértice A?

Z BAH = 90° — 600 — 300

/BAD — £A _ 1800 — 800

= 500
B HD 2 2

Fig. 13 Z HAD = 500 — 300 = 200

33. Los dos dngulos agudos de un tridangulo
rectingulo valen ZB = 240 y £ C = 66°. Hallese el angulo que forman la
altura v mediana trazadas’ desde el vértice A.

El tridngulo rectingulo BAC es la mitad del rectdngulo BACE cuyas dia-
gonales AE y BC son i1guales, y se cortan en su punto medio 1J. Luego

AD = DE = BD = DC.
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B E El ABAD es isésceles; por tanto:
Z BAD = ZABD = /£ B =240
Z HAB = 900 — 240 — 66°
d ZHAD = £/ HAB — £ DAB = 66° — 240 = 420

34. En un triagngulo rectingulo BAC, ZB = 2/5 de
H recto. Calcular:

1.2 Los dos dngulos que forma la altura AH con los
catetos AB v AC.

2.2 Los dos angulos que forman con la hipotenusa, la
Fig. 14 mediana AD v la bisectriz Al trazadas desde el vértice A’

® {0 /B =900 x 2/5 =360

ZC =900 — /B =0900— 360 = 540
ZHAB = 90° — ZB = 900 — 360 = 54°
£ HAC = 900 — £ C = 900 — 340 = 360

A A
0
A
c HID B B D C
Fig. 15 Fig. 16

(También podria decirse © HAB = . C por tener sus lados respectivamente
perpendiculares v /- HAC = /B por la misma razén.)
® 20 FEl triangulo ADB es isésceles (n.© 33), luego

< DAB = £ZB = 360
< ADB = 180° — 2 x £ B = 1800 720 = 108°
ADC = 1800 — ZADB = 1800 — 1080 = 720
LIAC = ZTIAB = 909:2 = 450

Z AIC — 1800 — ZIAC — £C = 180° — 450 — 540 — 8o
ZAIB = 180° — L AIC = 1800 — 810 — 990

35. Calcular los dngulos que forma la mediana relativa a la hipotenusa
con las bisectrices de los dngulos agudos, siendo £/ B = 5%
® 1.9 El tridngulo DAB es isdsceles (n.° 33), luego

ZDAB = ZDBA = /B = 65¢

ZDOB = ZOAB + ZABO = £B - %= 658 4 32,5% — 97.5%
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® 2° Del mismo modo, el dngulo de la bisectriz CO con la mediana AD es:!

LG 4 % = 35% & 17,5% — 52,5¢

36. En un tridngulo rectingulo £ B = 320. ;Cudnto valdra el Z AIC,
formado en el punto de interseccién de las bisectrices de los angulos A y C?

ZACB = 900 — 320 — 380

4ACI=%C£=%:290

£ CAI :% — 450

Z AIC = 180° — (£ ACI + / CAI) = 1800
— (290 + 459) = 1060

Fig. 17

37. Se forra un tapete cuadrado de 1,4 m de lado con tela que tiene 0,55 m
de anchura. :Qué longitud habra que comprar, suponiendo que para fijar el
forro al tapete hay que hacer un dobladillo de 15 mm en las orillas del forro?
¢Qué longitud tendrin las costuras que habré que hacer para juntar piezas y
fijar el forro en las orillas?

®  Siendo la anchura de la tela de 0,55 m, habrd que juntar 3 tiras para forrar
el tapete; cada una debe temer

140 + (0,015 x 2) = 1,43 m de longitud

Forro necesario: 1,43 X 3 = 4,29 m
®  Se deben hacer dos costuras de 1,43 m para unir las piezas, v cuatro de 1,40 m
para fijar el forro a las orillas.

Long. costuras: (1,43 x 2) + (1,40 x 4) = 8,46 m
38. Valiendo los tres angulos de un tridngulo 1800, hillese el valor de

cada uno:

1. En el caso en que el menor sea 1/3 del mayor y cuando el mediano
sea la semisuma de los otros dos.

29 Cuando el mediano valga 30° menos que el mayor y 20° mds que el
menor.
@ 1.0 Sea x el valor del mayor. . -

El menor valdid: %

Y el mediano (x + %) 2= 4_x: 2= 2x

3 3
Por tanto, x+ X 4 2x _ 1800
3 3
x = 900

Los otros dos valdrdn: 30° y 600.
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® 2.0 Representando los wvalores por

% (x4 200, (x4 200 + 300)
tendremos 3x + 700 = 1800
x — M = 360 40’
v los otros serdn:. 56° 40" y 860 40"

39. Demostrar que el dngulo que forma la mediana AM con la altura AH
de un tridangulo rectdngulo BAC (fig. 18) trazadas
A ambas desde el vértice del dngulo recto, es igual
a ZB— ZC. '
Por terer sus lados perpendiculares:

Z CAH = /B
[ = por tanto: LCAM + /MAH = /B
B H M & % ZMAH = /B — ZCAM
El AAMC es isésceles (n.° 33), AM = MC,
Fig. 18 por tanto: /ZCAM = /C
3 /ZMAH — /B — /C

40. Dado un tridngulo ABC tal que AB < AC (fig. 19) se toma sobre
este ultimo lado una longitud AD = AB y resulta que el punto D equidista
de los vértices B v C.

Segun esto, demostrar que ZB=3 /C. B

8t D equidista de B y C, el ABCD es isésceles
y se tendrd:

ZCBD = /DCB = /C
Por hipétesis tenemos que AD = AB, por tanto: i
ZABD — £ ADB 4 D

Asimismo el dngulo ADB externo del tridngulo Fig. 19
BDC es igual a la suma de los dngulos no adyacentes
a él, o sea:

ZADB = ZCBD + 2DCB=2 /C
Por consiguiente:
ZCBD + ZABD = JC+2 4£LC=3/C
es decir: LB =306 7

4. Demostrar que en el trisgngulo ABC (fig. 20), el 4ngulo O, que forman
las bisectrices de los dngulos B vy C, es igual a un 4ngulo recto més ZAJ2,

Como las bisectrices OB y OC dividen a los dngulos B y C en partes iguales,
tendremos :

Z/ CBO =% /:BC0=%
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En AOBC:  ZBOC = 2 rectos — (£ CBO + £ BCO)

= 2 rectos — AB—_;AQ (1)
Pero en AABC: A
LB 4 LC=2vrectos — L A
de donde M = 1 yecio — LA B Cc
2 . 2

V Fig. 20
Remplazando valores en la (1), tendreinos:
Z BOC = 2 rectos — {/1 recto — —%)

Z BOC = 1 recte + ;iA

IV. Construccion de triangulos

42. * Construir un triangulo equildtero, conociendo:

1. El lado. 3. La altura.
2.0 El perimetro.
[ 1.0

El lado. —Se traza un segmento BC igual al lado; desde los puntos B y C,
con un radio igual a BC, se describen arcos que se corten en ‘A. Este punto es el
tercer vértice del tridngulo (fig. 21).

A
' A
mn
B G E =~ B c F

Fig. 21 . Fig.22

® 2.0 El perimetro.—Se divide el perimetro en tres partes iguales v se vuelve
al caso precedente; también puede procederse del modo siguiente (fig. 22):

Se traza un segmento EF igual al perimetro y en sus extremos E, F se cons-
truyen dngulos de 30°; las rectas AE y AF se corzan en A; se trazan las mediatrices
BG y CH de AE y AF, con lo cual quedan determinados los vértices B y C.

El trigngulo ABC es equildtero por ser cada dngulo igual a 600,
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® 30 La altura.—Sobre una vecta (fig. 23) se traza una perpendicular, en
la cual se toma MN igual a la altura dada; luego en N v a cada lado de MN se
trazan dngulos de 30°. El tridngulo total tiene dos lados iguales, v como el dngulo
en el vértice, N, vale 60° cada uno de los dngulos bdsicos valdrd:

N 1800 — 600 600
2
43. Construir un tridngulo isésceles, cono-
ciendo:
1.2 La base y la altura.
2.0 La base ¥ un 4ngulo adyacente.
3.0 La base v un lado.

4.©  La base y el dngulo opuesto.
B M € - ;
5.0 El perimetro v la base.
Fig. 23 6.9 El perimetro v la altura.

7.9 La altura y un angulo.
8.0 La altura v uno de los lados iguales.

9.2 Un lado, la altura correspondiente y un dngulo adyacente a este lado.
® 1.° La base vy la altura.— Se traza una perpendicular en el punto medio
de la base BC (fig. 24), v se toma DA igual a la altura dada. El triangulo ABC
serd isosceles por tener AB = AC. A
® 29 La base v un angulo adyacente.—FEn los ex-
tremos B v C se construven dngulos iguales al dngulo dado,

y el tridngulo obtenido serd isésceles por tener dos dngulos
iguales.

® 3.9° La base y un lado.— Desde los extremos B y C

de la base, con un radio igual al lado dado, se describen
arcos que se cortan em A.

® 4° La base vy el dngulo opuesto. —En los extremos g ¢
de la base se construyen dngulos iguales al complementa D
de la mitad del dngulo dado. Las rectas que forman estos
dngulos determinardn el tridngulo pedido.

® 5.0 El perimetro y la base.— Al restar del peri-
metro la longitud de la base, resulta el doble de cada uno de los otros lados; después
se procede como en el caso 3.0.

® (.0 El perimetro y la altura. —Sea EF el perimetio; en D, punto medio de
este segmento se traza una perpendicular DA igual a la altura, la mediatriz de AE
cortard a la recta BF en un punto B que serd uno de los vértices del tridngulo, porque
AB BE: encontraremos el otra vértice C trazando la mediatriz de AT,

® 7.9 La altura y un dngulo. — Sobre una
recta se traza una perpendicular DA (fig. 25)
igual a la altura dada. Si se conoce el dngulo
en el vértice, se construven en A v a cada lado
de AD, dngulos iguales a la mitad de dicho
dngulo; si se conoce el dngulo bdsico a cada
lado de AD, se construyen en A dngulos iguales
al complemento del dangulo dado.

Fig. 24
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® 8o La altura v uno de los lados iguales. — Sobre una recta se traza una
perpendicular DA (fig. 25) igual a la altura. Desde el punto A como centro, v con
ur radio igual al lado, se describe un arco que corte a la vecta en dos puntos B y C
que seran los extremos de la base del tridngulo pedido.
® 9.9 Un lado, la altura correspondiente y un dngulo advacente a este lado.
Para determinar un tridngulo isdsceles, bastan dos cualesquiera de las condiciones
siguitentes:

a) Un lado AB v la altura correspondiente CE (fig. 26). — Sobre una recta
se traza una perpendicular EC igual a la altura dada; desde el punto C como centro,
v con el lado dado por radio, se corta en A la primera

recta, luego se foma AB = AC. A
) Un lado AB y un dngule adyacente a este
lado (fig. 26).—Si se da el dngulo en el vértice A, se E D

toma AC =AB. Si se da el dangulo bdsico, sobre un lado
del dngulo se sefiala la distancia AB; desde el punto A
por centro, con AB por radio, se corta en C el segundo
lado del angulo. ~

¢) La altura CE v un dngulo. —Sobre una recta B c
se traza una perpendicular EC (fig. 26) igual a la altura, Fig. 26
v con CE por lado, se construye en el punto C un dngulo
complementario del dngulo dado; si se conoce A, hay que tomar AB = AC; si se
conoce B, se traza una perpendicular en el punto medio de BC, v asi queda deter-
minado el vértice A.

44. Construir un tridngulo isésceles, conociendo:

1.2 La hipotenusa. 3.0 La altura.

2.2 Un cateto. 4.2 El perimetro.
® 1.0 La hipotenusa.—En el punto medio de la hipotenusa se levanta una
perpendicular igual a la mitad de dicha hipotenusa.
® 2.9 Un cateto.—En cada lado de un dngulo vecto se toma una longitud igual
al cateto dado.
® 3.0 La altura.—Sobre una recta se traza una perpendicular izual a la altura,
v en la recta se sefiala la longitud de la altura a cada lado del pie de esta perpendicular.
® 4.0 El perimetro.—Se procede como en el problema wmimero 42, 2.9, pero
en los extremos del perimetro se construven dngulos de 22° 30', o sea iguales a la
mitad del dngulo de 45°.

45. Construir un triangulo rectdngulo, conociendo:

1.0 La hipotenusa y la altura correspondiente.
2.2 La hipotenusa y un cateto.
3. La hipotenusa y un dngulo agudo.
4.9 La hipotenusa y la diferencia de los 4n-
gulos agudos.
5.9 La hipotenusa y el punto de interseccién
de las medianas.
® 1.° Lahipotenusa v la altura correspondiente.
Stiendo recto el dngulo inscrito en una semicircunferen-
cia (fig. 27), sobre la hipotenusa AB como didmeiro
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se describe una semicivcunferencia, se traza una perpendicular BD igual a la al-
tura dada y se traza DC paralela a AB. Los puntos C v C’ en que esta paralela
corta a la semicircunferencia, son los vértices de los tridngulos iguales pedidos ABC
v ABC".
@ 1o La hipotenusa y un cateto.—Sobre la hipotenusa como didmetro se
describe una semicircunferencia, v desde el punto A como centro con un radio toual
al cateto dado, se describe un arco que corte a la semicircunferencia en un punto C
que serd un vértice del trigngulo pedido.
® “3.° La hipotenusa y un dngulo agudo. — Sobre
la hipotenusa AB como didmetro se describe una semi-
circunferencia, y en el punto A se construye un dn-
gulo igual al dngulo dado. El punto C en que el
lado AC corta a la semicivcunferencia serd el vértice
del tridgngulo pedido.
® 40 La hipotenusa vy la diferencia de los 4n-
Fig. 28 gulos agudos. —En todo tridngulo rectdingulo el dén-
gulo formado por la altura y la mediana que parten
desde el vértice dei angulo recto es wgual a la diferencia de los dngulos agudos (n.° 39).
. Para obtener el tridngulo pedido hay que construir un dngulo r (fig. 28) igual
al dngulo dado, y en la mediana se toma AE igual a la mitad de la hipotenusa, v
desde el punto E se trazard una perpendicular ED al otro lado AD. Se prolongard
esta perpendicular, sobre la cual se sefialardn en cada lado del punto E, longitu-
des EB y EC iguales a la mitad de la hipotenusa.
Los puntos A, B v C son los vértices del tridngulo
solucion.
® 59 La hipotenusa v el punto de interseccién
de las medianas.—Si se conoce la posicién de la
hipotenusa AB y el punto O, interseccion de las me-
dianas (fig. 29), para construir el tridngulo se une
el punto O con el punto D, mitad de la hipotenusa:
luego se prolonga OD una longitud OC doble de OD,
pues las medianas se cortan en los 2/3 de su longitud,
desde el wvértice.
Por diltimo se une el punto C con los extremos A v B de la hipotenusa.

Fig. 29

46. Construir un trigngulo, conociendo:

1.0 Dos medianas y el lado comprendido.

2.0 Dos medianas y el lado adyacente.

3.2 Una mediana v dos lados.

4.0 Las tres medianas.

5. Un lado v el punto de interseccién de las medianas.

6.2 La base, la altura correspondiente v el angulo opuesto a la base.

7. Un lado, el dngulo opuesto ¥ una altura que no caiga sobre este lado.

8.0 Un lado, un angulo adyacente y la mediana que parte desde el extremo
de la base en que no estd el dngulo.
® 1.° Dos medianas y el lado comprendido.—Con el lado BC y las media-
nas BE y CF se construye el tridngulo BOC, tomando los 2/3 de las medianas dadas;
luego se prolongan estas medianas hasta que tengan su verdadera longitud, y se
trazan las rectas BF v CE cuya interseccién’ determinard el wvértice A.



CONSTRUCCION DE TRIANGULOS 25

® 29 Dos medianas v el lado adyacente.— Con las medianas AD v BE, y
el lado BC (fig. 30) puede construirse el tridgngulo BOD; luego dando a las rectas
BDC y DOA sus verdaderas longitudes, resultardn
los vértices C y A.

® 3.° Una mediana y dos lados.—a) " Con los
lados AB y BC v la mediana AD (fig. 30), puede
construiyse el tridngulo ABD y con él obtenerse
el wértice C.

b)  Con los lados AB y AC y la mediana AD
puede ~ construirse el trigngulo ABA’ (tomando
BA" = AC y AA’ = 2AD); en este tridngulo se
trazard la mediana BD que se prolongard con su
propia longitud, y asi vesultard el tercer wértice.
® 49 Las tres medianas. — Con las tres media-
nas se puede construir el tridngulo BOO' (fig. 30),
cuyos lados tengan por longitud los 2/3 de las me-
dianas dadas. En este tridngulo se trazard la mediana BD que se prolongard con
su propia longitud, v asi resultard el vértice C; por dltimo, dando a DOA su ver-
dadera longitud, tendremos el vértice A.
® 5° Un lado v el punto de interseccién de las medianas. — Se wunen los
extremos del lado dado con el punto en que se cortan las medianas v se prolonga
cada uno de los segmentos trazados una cantidad igual a la mitad de su longitud;
asi resulta el punio medio de cada uno de los otros dos lados,

Fig. 30

¥ a por altura tienen su tercer vértice en una paralela FC,
distante de AB una longitud dada a. Luego el vértice C
serd el punto de interseccion de la paralela FC y del

arco que corte a la semicircunferencia en el punte D,

Uniendo este punto con los extremos del didgmetro AB,

resulta el tridngulo rectangulo ABD. En la prolon-

arco capaz del dngulo dado.
gacion de AD se construye el dngulo C° igual al

® 6.9 La base, la altura correspondiente y el dngulo opuesto a la base.— Sy

no tuviéramos en cuenta la altura, el vértice podria

Fi C hallarse en un punto cualgquiera del arco ACB, capaz
del dngulo dado (fig. 31).

L, Pero todos los tridngulos que tienen AB por base
® 70 Un lado, el dngulo opuesto v una altura
que no caiga sobre este lado. —Sea AB el lado dado

Fig. 31 (figura 32).
Sobre esta vecta como didmetro se deseribe una
semiciveunferencia v desde el punto B como centro,

con un vadic igual a la altura dada, se describe un

dngulo dado; luego desde B se traza una paralela

al lado C'E, v asi resulta el tridngulo pedido ABC.

® 8. Un lado, un 4ngulo adyacente y la me-

diana que parte desde el extremo de la base en

que no estd el dngulo. — Conociendo el lado BC, el

angulo B y la mediana CF, se traza BC ¥ se construye Fig. 32
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el dngulo B; desde el punto C, con un radio igual a la mediana dada, se describe
un arco que determina el pie F de esta mediana. Se obtiene el tercer vértice tomando
FB = FA.

@]

15

24 12

Fig. 33 ' Fig. 34

Si CF es menor que CB, el arco descrito desde C corta a BA en dos puntos y
el problema tieme dos soluciones.

47. Construir un tridngulo cualquiera, conociendo:

1. La base y la altura cuyo pie se halla a los 2/3 de dicha base.

2.0 La base, la mediana v la altura que parten desde el mismo vértice.

3.0 Los puntos medios de los tres lados.

4° Dos lados y la altura relativa a uno de ellos.

5.9 Dos lados y la aitura relativa al tercero.

6.0 El perimetro v los dngulos.

7.2 Un lado, un dngulo adyacente y la suma o la diferencia de los otros
lados.

® 1.9 La base y la altura cuyo pie se halla a los 2/3 de dicha base.—En el
punio D (fig. 34) tomado a los 2/3 de la base, se traza una perpendicular DC igual
a la altura dada.
® 2° JLa base, la mediana y la altura que parten desde el mismo vértice.
Se construye un tridngulo rectangulo DAE (fig..28) con la mediana AE por hipo-
tenusa, y la altura AD por uno de los catetos (Geom. 263, a); liuego se toma EB
v EC iguales a la mitad de la base.
A ® 3.° Los puntos medios de los tres lados. - Sea
ABC (fig. 35) un tridngulo cualquiera v D, E, F
los puntos medios de los tres lados. Los lados del
F E tridngulo DEF son paralelos, respectivamente, a los
del triangulo ABC.
Por tanto, basta construir el tridngulo DEF y

B D C trazar, desde los vértices, paralelas a los lados opues-
T . tos; asi resultara el tridngulo ABC.
Fig. 35 ® 49 Dos lados y la altura relativa a uno de

ellos. — Sea ABC (fig. 36) el tridngulo pedido. Conao-
ciendo los lados AB y BC y la altura AD, se trazard una recta BC, v en un punio
cualquiera D se trazard la altura DA; desde el punto A, con AB por radio, se cor-
tard BC en B, vy a BC se le dard su longitud.
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® 5.° Dos lados y la altura relativa al tercero.

Conociendo los lados AB y AC (fig. 36) v la al- H
tura AD, en una recta BC se trazard una perpen-
dicular AD igual a la altura; desde el punto A como -

centro y con radios iguales a los lados dados se cor-
tard BC en B v C, lo que determinard el tridngulo.
e 0. El perimetro v los dngulos. — Considerenios
un tridngulo cualquiera ABC (fig. 37), prolonguemos

BC en ambos sentidos, tomemos BDD = BA, CE = CA Fig. 36
vy tracemos AD y AE.
a El tridngulo ABD es isdsceles, asi como el

triangulo ACE. Por tanto, el dngulo D es la
F mitad del dngulo en B, exterior al tridngulo
G ABD. También LE = £C:2.

Luego, se itraza una recta DE igual al
) B C E perimetro dado, y se construyen en D v E dngulos
que sean la mitad de dos de los dngulos dados;
Fig. 37 ) asi se determina el vértice A; las mediatrices de

AD v AE dardn los otros dos vértices B v C.
® 7.° Un lado, un dngulo adyvacente y la suma o la diferencia de los otros
lados. —Sea el tridngulo ABC del cual se conoce el lado AB, el dngulo A vy la suma
(fig. 38) o la diferencia (fig. 39), AD, de los otros dos lados. Puede construirse el

Fig. 38 Fig. 39

gngulo A, v en sus lados sefialar las longiiudes AB y AD. Siendo el segmento CD
igual a CB, el tridngulo BCD es isdsceles; por consiguiente se trazard BD; v en
su punto medio la perpendicular EC sedalard

el tercer wvértice del tridngulo. A 8cm B
48. Construir un tridngulo dados los A-———'—’LC
lados AB =8 ecm yv AC = 7 cm, asi como A_ﬂ_‘M
la mediana AM = 7 cm. C
Supongamos el problema resuelto. Cons- g
truido el tridngulo ABC (fig. 40) v trazada M \\‘
la mediana AM, se prolonga ésta una parte A = f\/"D
MD = MA y se une D con B v C. La figura
que resulta es un paralelogramo, pues AAMB = . b

=ADMC por tener un dngulo igual en M
v los lados que le forman también iguales, Fig. 40
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ocurriendo otro tanto con los tridngulos AMC y DMB; por tanto: BD = AC.
Pero en AADB tenemos:

AB=8cm BD=AC=7cm y AM= AzD_'-;cm

Luego bastard construir este tridngulo v unir luego M con B,.la cual se prolon-
ga, tomando MC = MB -para hallar el vértice C.

49. Construir un tridngulo, dados el dngulo ABC (fig. 41) y las alturas

AH v BD.
c A X ’ Construyamos el dngulo vBx igual al dado;
T desde B tracemos la perpendicular BE igual a la
altura AH.

La paralela a By trazada por el punto E
dard el A wértice del tridngulo.

La altura BD perpendicular a AC determina
el tridngulo rectangulo ADB, cuvo dngulo recto
estd sobre la circunferencia, que tiene AB por did-
meltro.

} Descrita esta circunferencia, con un radio igual
Fig. +1 a la altura BD, desde B se obtendrd el D, el cual,
unido con A y prolongado el segmento, nos dard

el C; con lo cual queda construido el tridngulo pedido.

V. Teoremas

50. Uniendo los tres vértices de un tridngulo con un punto interior de
este tridngulo, la suma de los tres segmentos de unién estd comprendida entre
la suma y la semisuma de los tres lados del triangulo. A

Sabemos que:

c<m+n<a-+ b

c
a<<n —r <b+c¢ sumando b
b<<m+v <a-+tc 0
+b+c<2m—+ 2n+ 2r < 2a 4+ 264+ 2¢ B a G
y finalmente Fig. 42

at+b+ece
2

51. Cortindose las alturas AH y BP del tridngulo ABC (fig. 43) en el
punto T, v siendo £ C = 529, ;cudl serd el valor de los 4ngulos que se forman
en el punto T?
® 1.0 FEl tridngulo es acutdngulo.— En este caso, el punto T se hellard en el
interior del tridngulo. La suma de los dngulos del cuadrildtero birrectingulo CPTH
es igual a cuatro rectos. Siendo rectos los £ Py ZH, el ZPTH serd el suple-
mento del / C, por tanto:

ZPTH = £ ATB = 1800 — 520 — 128

<m+n+r<a-thbite
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Los dngulos iguales PTA y HTB, como suplementos de los anteriores, serdn

A

iguales al £ C, esto es, de 520.

2.0 El tridngulo es obtusingulo. —.S7 es
£ B el dngulo obtuso, el punto T, donde se cortan
las alturas, estard situado en su prolongacion
Sfuera del tridngulo (fig. 44).

A

B H c

Fig. 43 Fig. 44

Los dngulos 1 y 2, opuestos por el vértice, son iguales, siendo uno Fomplemento
del ZC v el otro del £ PTA; de aqui que este dltimo serd wgual al ./ C = 520
y el ZDTB, su suplemento, serd:

ZDTB = 1800 — 520 — 1280

'52. Dado un tridngulo ABC (fig. 45) en el cual es AB — AC. Si por un
punto D, tomado en AB, se traza el segmento DE, paralelo a BC, demuéstrese

que BD = CE.
Por ser DE paralelo a BC, tendremos: A
LE=/C } -
/D= /B ZE = ZD
Stendo iguales los segundos miembros, los primeros tam- D E
bién lo serdn; por tanto, el triangulo parcial ADE serd isds-
celes, lo mismo que el tridngulo dado, luego:
AB = AC
AD — AE} restando B G
2o e Fig. 45
DB = EC

53. Dado un trigngulo ABC (fig. 46), se traza la bisectriz exterior AA’
del dngulo A y sobre A€, s¢’ toma una longitud AD = AB. Demostrar que
el segmento BD es paralelo a AA".

Por construccion, el AABD es wsasceles; por tanto:

ZB = /D.
Siendo el dngulo externo BAE, la suma de esos dos dngulos iguales, su mitad

£ A’AF fgualard a ~ ABD, ¥ como son correspondientes con relacion a la secante AD
¥ a las rectas AA’ y BD, estas dos ltimas serdn paralelas.
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54. Si en un tridgngulo rectangulo uno de
los angulos agudos es la mitad del otro, el cateto
menor serd la mitad de la hipotenusa.

En este caso uno de los dngulos agudos valdrd 300
v el otro 60°. Véase problema n.° 88.

55. En un triangulo isosceles ABC (AB = AC)
(figura 47), se toma un punto cualquiera, M, sobre
- . la altura AH v por él trazamos un segmento ED

Fig.. 46 perpendicular a ésta. Demuéstrese que se verifican
las igualdades:

EM=MB FEH-DH y ZBEH- ZHDC

La altura AH del tridngulo isésceles es ademds bisectriz
de 7 A y mediatriz de BC; por tanto:

BH — HC )
Se cumple  AAME = AAMD

por tener un lado igual AN comuin advacente a dngulos
respectivamente iguales:

LA = 28, vy  ZAME = ZAMD = 900

Por tanto: EM = MD
También AEBH = ADCH
por tener un dngulo igual £ B = / C comprendido entre
lados respectivamente iguales:
BH = HC (1) Y BE = CD (n.o 52)
Por tanto: EH = DH y Z BEH = / HDC

56. Dado un tridngulo ABC (fig. 48), se trazan las bisectrices interiores
a los 4ngulos B v C v por el punto D, donde se cortan, trazamos el segmento
MN paralelo al lado BC. Demuéstrese que se realiza la igualdad:

MN = MB + NC

Por hipétesis Z B, = ZB;
Por alternos internos: 2D, = /B,
luego 2D = £ Bs
Por tanto AMBD es isdsceles
v MD = MB (D)
También ANDC es isasceles
¥ ND = NC (2)

Sumando (1) con (2) se obtiene:
MD + ND = MB + NC
O sea MN = MB + NC
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57. Dado un tridngulo ABC (fig. 49), se construyen los tridngulos equild-
teros ABC’, ACB’, BCA’. Demostrar que se tienen las igualdades:
AA’ = BB’ = CC’
Los tridngulos ACA’ y BCB’ tienen:

AC=CB =»
CA"=CB =a
ZACA’ = /BCE
por estar compuestos de una parte comin,  ACB, N\,
v de un dngulo del tridngulo equildtero. N
Por tanto AACA’ = ABCB’ A\
y AA" = BB’ ‘B!
Del mismo modo demostrariamos que .
Fig. 49

ABAB' = ACACY Y BB = CC’
Por conszguiefzte: AA’ = BB’ = CC’

58. En todo tridngulo isésceles, al desplazarse un punto cualquiera M
sobre la base BC (fig. 50), la suma de las distancias de dicho punto a los lados
iguales AB v AC es constante,

Tracemos ME v MD perpendiculares a los lados AB y AC.

Tracemos también CF perpendicular a AB ¥ MH perpendicular a CF, es
decir, paralela a AB.

A A

Fig. 50

Fig. 51

El cuadrildtero MHFE es un rectangulo y por tanto ME = HF (1)

Los tridngulos rectingulos NIHC ¥ MDC tienen la hipotenusa conuin v un
dngulo agudo igual ~ HMC = / DCM por ser ambos iguales al dngulo £ B del
tridngulo isésceles dado: /DCM = /B por hipétesis;, £ HMC = £ B por
correspondientes. ’

Luego MD = HC (2)
Sumando miembro a miembro (1) ¥ (2) tenemos:

ME + MD = HF + HC = CF = Cte
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Luego, la suma de las distancias del punto M a los dos lados del tridngulo,
es igual a la altura trazada desde uno de los dngulos bdsicos.

59. En un tridgngulo ABC (fig. 51) las alturas BH y CP son iguales. De-
muséstrese que el tridngulo es isdsceles.
De la igualdad de los tridngulos rectdngulos BCH y CBP se deduce que

.Z PBC = ZHCB.

Como el AABC tiene £/ B = 2 C, también tendrd AB = AC vy, por tanto,
serd isosceles.

60.  En todo tridngulo rectdngulo el segmento perpendicular trazado desde
el angulo recto a la hipotenusa es menor que ésta.

El segmento perpendicular AD trazado desde el punto A es menor que cualquier
segmento que parta del mismo punto, luego AD <-AB.

Comparando los segmentos BA y BC trazados desde B -obre AC, tenemos:

AB < BC
Por tanto: AD < AB < BC

61. En todo tridngulo (fig. 52), una altura es menor que la semisuma
de los lados adyacentes, v la suma de las tres alturas, es menor que el perimetro
del triangulo.

Sea AD la altura relativa a BC, tendremos:

A
AL = AB} 2 AD < AB + AC
AD < AC
7 AB + AC
. ADp < ABL AL (1)
| Andlogamente : pE ot T BG 2)
B b ¢ 2
Fig. 52 CF < @ 3)
v sumando : AD +- BE + CF < AB - BC + AC

62. Las mediatrices de un tridngulo se cortan en un punto O, centro de
la circunferencia circunscrita a ese triangulo.

Sea el tridngulo ABC (fig. 53). Las 3 mediatrices de un tridngulo (GEoM. 152)
se cortan en un punto que equidisia de los vértices.

Es decir: OA = 0B = 0C

Por consiguiente, O es el centro de una circunferen-
cia que pasa por los tres vértices, por lo que se le da el
nombre de circunscrita al tridngulo.

63. La mediatriz de la base de un tridgngulo
isdsceles pasa por el vértice opuesto y es bisectriz del
ingulo en el vértice de ese tridngulo.

Sea el tridngulo ABC (fig. 59). Las dos oblicuas
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iguales AB v AC, que equidistan del punio D medio de BC, demuestran que AD
es la perpendicular trazada desde el vértice A; por tanto, la mediatriz AD es al propio
tiempo altura y mediana del tridngulo ABC.

Si hacemos girar el tridngulo ADC tomando a AD por eje de giro, por ser
rectos los dos dngulos en D, v DC = DB, ¢l tridngulo ADC coincidird con ADRB,
stendo por tanio iguales; de aqui que los dos dngulos en A lo serdn también; por
consiguiente, la recta AD es la bisectriz del dngulo A.

64. Enumerar las propiedades principales del tridngulo isésceles.
® 1.2 A los lados iguales corresponden dngulos iguales.
® 23 Las alturas y medianas correspondientes a los lados iguales, son iguales;
lo mismo que las bisectrices de los dngulos iguales comprendidas entre el vértice v
el lado opuesto.
® 32 La altura relativa al lado desigual es, a la vez, mediana y mediatriz
de ese mismo lado y bisectriz del dngulo opuesto.
® 42 La bisectriz del dngulo externo del dngulo del vértice, o sea del dngulo
externo de £ A, es paralela al lado desigual BC.
® 5.3 Dos tridngulos isésceles son iguales si tienen el dngulo en el vértice igual
v la altura correspondiente al mismo, igual.
® 6.2 Dos tridngulos isésceles son iguales cuando tienen iguales la base v la altura
correspondiente a la misma.

65. Dado un tridngulo rectangulo ABC (fig. 54), tal que sea AB < AC,
se traza la altura AH, y se toma, sobre HC, un segmento HD = HB. Se traza
AD, y se prolonga, tomando en esta prolongaciéon el punto E, el cual se une
al C, de modo que ZECD = ZACD. Demuéstrese que .~ DEC es recto.

Sefialemos con el nimero 1 el £ ABC; econ el 2, el ZACB; con el 3 y el 4,
los dos dngulos opuestos en D; v con el 5, el 2 DCE.

A c

Fig. 54

Fig. 535

Los dngulos 2 y 5 son iguales por construccion, los £ 3 v /4, por opuestos
por el vértice, y el L1 v 23, por ser el tridngulo ABD isisceles.

Pero el Z1 v 22 son complementarios; por tanto, el L4y 25 lo serdn
también, porqie

LE=2£2 3 JSlh= 23= 71
Por consiguiente, el / E sera recto.

2.—GEOMETRIA CLAVE, CURSO SUPERIOR
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66. Demuéstrese directamente que todo punto exterior a la mediatriz
de un segmento, no -equidista de los extremos de éste (fig. 55).

Tenemos : AC = AD + DC = BD + DC
pero BD +.DC > BC
por tanto AC > BC

67. La suma de las tres alturas de un tridangulo (fig. 56), es menor que
el perimetro de dicho tridngulo.

Tenemos: h<c¢ v Hh<bh

de donde 2h<b+ g
B« b+
y andlogamente by < e
B @t h
N 2
luego h+h +h.<atbte

68. La mediana de un tridngulo es menor que la semisuma de los dos
lados adyacentes.

Sea AO una mediana del tridngulo ABC (fig. 57). Prolonguemos AQ y to-
memos OD = AO  y tracemos BD.

A
AAOC = ABOD
por tener eén O un dngulo igual comprendido entre
lados respectivamente iguales; por tanto AC = BD.
Ademds, en el tridngulo ABD tenemos: B ; \/ 0o C
AD < AB + BD \ /%
/

0 sea AD < AB + AC \/’

) “D
de donde AO < % (AB + AC) Fig. 57

69. La suma de las tres medianas de un tridngulo estd comprendida entre
el perimetro v el semiperimetro del mismo.
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Sean AD, BE y CF las tres medianas del tridngulo ABC (fig. 58). Siendo
cada mediana menor que la semisuma de los dos lados adyacentes se tendrd:

AD<%AB+%AC

1 1
BE < — AB + —BC
2 * 2

CF<%AC+’%BC

de donde A
AD—FBE—&—CF<AB+BC+AC_=2p

Por otra parte tenemos:

e+s>BD; f+m>CE; d-+n>AF
y sumando estas irves desigualdades, tendremos:

AD + BE + CF > BD + CE + AF =
por tanto: AB + BC + AC > AD + BE - CF > BD + CE + AF

o bien 2p > AD + BE + CF > p

70. La suma de las tres medianas de un tridngulo es mayor que los 3/4
del perimetro.

Sean a, b, c, los lados del tridngulo; m, n, p, las medianas. Como el punto
de interseccion estd a los 2/3 de cada una, se tinidrds

m+ln>c

n 4+ —p > a. r sumando

p + m>b

Wi wlo we
w|m u‘m wa

w |+

(m+n+p)=at+b+c
. o bien m+n+p>%'(a+b.+c)

71. Un tridngulo en el cual una recta es al mismo tiempo bisectriz y al-
tura, es 1sosceles. ~ '
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Sea el triangulo ABC (fig. 59) en el que la recta AD
es a la vez altura y bisectriz.

Por ser AD bisectriz, los dngulos en A son iguales;
los dangulos en D lo son también por ser AD altura.

Luego AADB = AADC por tener un lado igual, AD,
adyacente a dngulos respectivamente iguales (Geom. 65).

Por tanto, AB = AC, v el tridngulo ABC serd isds-
celes.

72. Todo tridngulo isosceles tiene dos medianas
C  iguales, dos bisectrices iguales v dos alturas iguales.
Sea el triangulo isésceles ABC (fig. 60); demostremos:

Fig. 59 . ® 1.0 Las dos medianas BD y CD son iguales.
En efecto, ABDA = AECA (2.° criterio), por tanto,
BD = CE.

e 2° Las bisectrices BD y CE son iguales. 2

En efecto, ABDA = AECA (1. criterio), pues £ A
ZB ﬁ; por consiguiente, BD = CE.

2 2 E D
® 3° Las alturas BD v CE son iguales. En efecto,
ABDA = AECA, rectdngulos que tienen la hipotenusa igual
(AB=AC), v el dngulo agudo A comin; luego BD=CE.

73. Todo punto tomado fuera de la bisectriz de
un dngulo no equidista de los lados de este dngulo (fig. 61).

Sea D un punto tomado fuera de la bisectriz AQ del Fig. 60
dngulo A, y DE y DC las distancias de este punto a los
lados AE y AB. Tracemos la perpendicular OB a AE v la recta BD.

Por estar el punto O sobre la bisectriz, serd:

es comun y

m
(@)

OB = OC
pero DE < DB <« OB + OD
de donde DE < DC
A
A
B C
E
0 C
g B D
Fig. 61 Fig. 62

74. Dado un tridngulo ABC (fig. 62), trazamos la mediana AD. Demués-
trese que si el dangulo ADB es agudo y el ADC obtuso, serda AB <¢ AC.
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En efecto, los tridngulos ADB y ADC tienen dos lados iguales, pero los dngulos
comprendidos son desiguales; los lados opuestos a éstos serdn también desiguales,
siendo menor el lado opuesto al dngulo menor (GEom. 87).

Por tanto, AB < AC

75. En los dos tridngulos ABC y A'B'C’ (fig. 63) se tiene AB = A'B’
y £B = ZB. Demuéstrese que si AC < A’C’, también sera BC < B'C’.
Tracemos la perpendicular AD, en el tridngulo ABC y en el A'B'C’ la A'D)".
Llevemos el iridngulo A'B'C’
sobre el ABC, de modo que A'B’ A‘\
caiga sobre AB, Por ser £ B — }
= 2B, la recta B'C’ tomard |
la direccion de BC, y como los
pies de dos oblicuas iguales se |
apartan igualmente del pie de la g D C B’ D' c*

perpendicular, tendremos que
B’'D’ = BD y los puntos D’ vy D Fig. 63
cotnciden. i

Pero como los pies de dos oblicuas desiguales se apartan desigualmente del
pie de la perpendicular, siendo el pie de la mayor el que mds se aleja, el punto C’ se
hallard en la prolongacién de BC y, por tanto,

B'C =BC o0sa BC<BC

76. ;Cuidles son los dos casos particulares de igualdad de los triangulos
rectangulos?

1.°" caso. — Dos tridngulos rectdngulos son iguales si tienen la hipotenusa igual v
un dngulo agudo igual; porque la hipotenusa v un cateto vienen a ser como una oblicua
y perpendicular trazadas desde un punto; los pies de estas oblicuas iguales equidistan
del pie de la perpendicular v, como desde un punto, sélo se puede trazar una per-
pendicular, si se superponen los tridngulos de modo que coincidan las hipotenusas,

esta superposicion implica la de los catetos.

A 2.9 caso.—Dos tridngulos rectdngulos son iguales si
tienen las hipotenusas iguales v un cateto igual, pues siendo
las hipotenusas oblicuas iguales, sus pies equidistardn del
pie de la perpendicular, y por tanto los otros dos catetos
F, E serdn también iguales.

77. Si las tres alturas de un tridngulo son iguales,
dicho tridngulo es equilitero (fig. 64).
Por ser AADB = ABEA — 7 ABC = ZBAC

B D c » AADC = ACFA— ~/ ACB = ZBAC
Fig. 64 Por tanto: . ZABC = ZBAC = ZACB

v al ser el tridngulo equidngulo es equildtero.
78. Dado un dngulo XOY (fig. 65), se toma sobre OX una longitud OA
v sobre OY otra OB, tales que OA = OB, uniendo A con B. Demuéstrese que
la bisectriz dei dngulo pasara por el punto medio M de AB. Aplicacién para el
trazado de la bisectriz de un 4ngulo.
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Por ser AOAM = AOBM tendremos que MA = MB, y M sera el punto
medio de AB.

Para trazar la bisectriz de un dngulo se toman, a partir del vértice, longitudes
iguales en cada lado, se unen los extremos, y por el punto medio de la recta que los
une y el vértice, se traza la recta OM, que serd la bisectriz pedida.

Fig. 65 Fig. 66

79.. Cuando dos tridngulos ABC y ABD (fig. 66) tienen un lado’ comtn
AB v los AC y BD que se cortan, la suma de los lados que no se cortan es menor
que la suma de los otros dos.

Sed 1 el punto de interseecion de los lados AC y BD, tendremos:

BC < CI + BI
AD < Al 4+ DI

BC + AD < AC + BD

80. Dado un angulo agudo XOY (fig. 67) v un punto A tomado en el
interior de ese dngulo, tomemos los puntos simétricos A" y A” de ese punto
respecto de los lados del angulo; se traza la recta A’A”, la cual determina los
puntos B v C sobre dichos lados. Demuéstrese que el perimetro del tridangulo
ABC es menor que el de cualquiera otro AB'C’, cuyos vértices estén sobre los

lados OX y OY.
En el AABA’ se tiene AB = A'B

-» AACA” » AC=A"C
» AAB'A” »  AB'= A'B’
» AACAY » AC'= A7C

La linea envuelia es menor que la
envolvente, por tanto:

A'B+BC+ CA”<A'B’ +B'C'+C'A”
v, remplazando valores, vendrd:
‘AB+BC+AC<AB +B'C'+AC

Fig. 67

Lo mismo se demostraria para cualquier otra -posicién de B’ y C’ distinta de
By C.
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81. El segmento que une los pies de las perpendiculares trazadas desde
un punto de la bisectriz de un dngulo a los lados de éste,
es perpendicular a [a bisectriz. A
Sea AD la bisectriz del dngulo BAC (fig. 68) v DC,
DB las perpendiculares trazadas desde el punto D a los
lados AC y AB; decimos que BC es perpendicular a AD.
En efecto, los tridngulos rectdngulos ABD y ACD son
iguales, por tener la hipotenusa AD comiin, y el dngulo
en A igual. B

Por tanto: AB = AC

Los tridngulos ABO y ACO son también iguales
(2.0 criterio); de aqui que los dngulos en O serdn iguales,
¥ eomo son suplementarios serdn rectos; por tanto, la recta
BC serd perpendicular a la AD.

82. Dado un tridangulo ABC (fig. 69) v la mediana AD, demuéstrese que,
si se tiene AC > AB, también serd Z ADC > ZADB vy £ DAC < 2 DAB.
@ 1.0 Los dos tridngulos ADB y ADC tienen dos lados iguales, AD comin y

BD = DC por construccion; pero el tercero des-
B = igual AC > AB, por tanto, "/ ADC > Z ADB.

@ 20 Prolongando la mediana v tomando DF =

= AD, resulta:

ADFC = ABDA (2.0 criterio).
Asi pues, FC = AB
pero en AAFC: ZFC = AB < AC
por tanto: ZDAC << ZAFC
o bien ZDAC <= Z DAB

Fig, 68

Fig. 69

83. La recta que pasa por el vértice de un tridngulo v el punto medio
de una mediana, divide al lado opuesto en dos s gmentos que son el uno duplo
del otro (fig. 70).

Tracemos por el punio medio M del lado AC, la recta MN, paralela a la AD;
esta recta pasard por el punto medio de DC; asi pues, se tendrd:

= NC

A
Andlogamente, en el tridngulo BMN la LD,
paralela a MN, dividird a BN en dos partes iguales,
por tanto, M
BD = DN |
luego : DC = 2BD 8 E) N C
84. Tomando, sobre los lados del dngulo O Fig. 70

(figura 71), longitudes iguales OA = OB vy uniendo

los puntos A vy B con un punto cualquiera M de su bisectriz, demuéstrese que
MA = MB.
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AAMO = ABMO (2.0 eriterio), por tanto,
MA = MB

B D C
Fig. 71 Fig. 72

85. Cuando la bisectriz del angulo exterior del dngulo en el vértice es
paralela a la base, el tridngulo es isdsceles.

Sea el triangulo ABC (fig. 72) cuva bisectriz exterior AE es paralela a BC;
trazando también la bisectriz interior AD tendremos ZDAE = 900, porque cuando
dos dngules son suplementarios sus bisectrices se cortan en dngulo recto.

Siendo, pues, AE v DC paralelas, serd
Z ADC = 900
v la bisectriz AD serd, al mismo tiempo, altura, v, por consiguiente, el AABC sera
isosceles.

86. Dado un triangulo isésceles ABC (fig. 73), se prolonga la base BC
una longitud CD = AC y se traza la recta
DAE. Demuéstrese que

ZBAE =3 ZCAD
AACD es isdsceles, luego:
ZCDA = ZCAD
T pero ZC=2 ACAD = /B
. luego
ZBAE = /B + ZCDA =3 /CAD

Fig. 73

87. Prolongando por igual y en el mismo
sentido los lados de un tridngulo equildtero,
demuéstrese que los puntos obtenidos son los vértices de otro tridngulo equi-
latero.
Los tres triangulos ADE, CEF v BFD (fig. 74y que se forman, son iguales
(2.9 criterio); por tanto:

DE = EF == FD

luego ADEF es equilatero.
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88. Si un tridngulo rectingulo (fig. 75) tiene un angulo de 300, el cateto
opuesto a este angulo es la mitad de la hipotenusa, y reciprocamente.

.‘O

S
>y

A B

(o1

Fig. 74 Fig. 75

Construyamos el simétrico del AABC, respecto del cateto AC: el triangulo DCB
es equildtero, pues /B = 600, LD_CB =2 ZC =60y 2D — 6092,

i3~ BD _ BC

2 2

Reciprocamente, si AB = BC'2, ef tridngulo DCB tiene sus tres lados
iguales, v sus dngulos también, siendo cada uno de 600, luego

Por tanto:

/B =600y ACf%@:w

89. Se dividen en tres segmentos iguales los lados de un tridngulo equilé-
tero, y se unen los puntos del mismo orden. Pruébese

que: A
1.2 El tridgngulo que se forma es equilitero
también.
2.9 Sus lados son perpendiculares a los del D
primero.
® 1.9 Los trigngulos ADF, FEC, EBD (fig. 76)
son iguales (2.° criterio); luego DE = EF = FD 1y, E

por tanto, ADEF es equilatero.

o 20 Da_ AF v LA — 600, por consiguien-
2 B E C

te, el tridngulo DAF es la mitad de un tridngulo equild- )

tero y ~ ADF = 9Qo, Fig. 76

90. En un tridngulo recténgulo ABC (fig. 77), en que B =2 ZCy AH
es la altura relativa a BC, se prolonga AB una porcién BD = BH v se traza DH
hasta que corte a AC en O. Pruébese que OH = OA = OC.
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4D El tridngulo isésceles HBD nos dava:

ZB

ZBHD = /BDH =g 300 = /DAH

Andlogamente tendremos:
ZCHO = ZC = 300
y ZHOA = ZHAO = ZO0OHA = 600

* Por constiguiente
OC =0H = CA = AH — HD

Fig. 77

91. Enuaun triangulo rectangulo en A se traza el segmento CD perpendicular
e igual a AC. Demuéstrese que AD es la bisectriz del angulo A (fig. 78).

El tridngulo construido es rectdngulo isésceles; por tanto, ZCAD = 450,

La recta DA es, por consiguiente, bisectriz del angulo A.

D

‘\
Y

|

|

Fig. 78 Fig. 79

92. La bisectriz del angulo A de un triangulo ABC (fig. 79) forma con
la base BC dos dngulos cuya diferencia es igual a la de los dngulos B v C de
la base.

En ABDA, por dngulo exterior: Im= B+ %
» AADC » » = SO %A—
Restando ovdenadamente: Im— Zn= /B— /C

93. Demostrar que dos tridngulos ABC y A'B’C’ (fig. 80) son iguales
cuando tienen dos lados iguales AB = A’'B’, AC' = A’C’ v la mediana relativa
a estos lados también igual: BM = B'M’, o bien AM, = A'M",.



® a) AABM=AAB'M’
por temer sus tres lados
iguales; por tanto
ZAMB = ZA'M'B’
LBMC = ZBM'C’

ABMC = AB'M'C’ por

tener dos lados iguales y el

dngulo comprendido, por

consiguiente: BC = B'C’.
Luego AABC = AA'B'C’,

® b) Uniendo el punio medio M de AC con My, y el M’, medio de A'C’, con

My, tendremos que:

Fig. 80

MMI — ATB y MIM; —_ %3_:

¥ como AB = A'B’, también serd MM, = M’'M,’, v AAMM, = AA'M'M,’,
por tener sus tres lados iguales.

Los suplementos /N,MC y ZM, M'C’serdn iguales y AMM, C=AM'M,'C’
por tener un dngulo igual comprendido entre lados iguales,

de donde M,C = M,’C’
v, por tanto, BC = B'C’
Luego en ambos casos AABC = AA'B'C.

94. Dado un triangulo ABC (fig. 81) v la mediana AM, se prolonga ésta
una lengitud MD = AM, y uniendo el punto D,
con B y C, compdrense los tridngulos AMC v BMD,
lo mismo que AMB y CMD, y digase en qué caso
serian iguales los cuatro tridngulos mencionados.
Los dngulos en M son iguales por opuestos por
el wértice, por tanto, AAMC = ABMD por tener

tguales dos lados vy el dngulo comprendido.
\k/ / Lo mismo se demostraria-que AAMB = ACMD.
/

Para que fuesen iguales los cuatro tridngulos
tendrian que serlo AMB v AMC; para lo cual bas-
taria que AB = AC, esto es, que el tridngulo dado
Fig. 81 ABC fuese isdsceles, v en ese caso la mediana AM seria

: altura y los cuatro tridngulos rectdngulos en M.

95. Dado un dngulo XAY (fig. 82), desde el vértice A se toman las lon-
gitudes AB, AC y AB’, AC’ sobre los lados AX v AY, de suerte que sean iguales
respectivamente, y se unen B con C’ y C con B, y el punto O de interseccién
de estas rectas con"el vértice A. Demuéstrese la igualdad de los tridngulos AOB
y AOB’, asi como la de BOC y B’OC’, y digase el valor del angulo COC’, cuando
se tenga AQ = OC.
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® 10 AABC = AAB'C por temer un dngulo igual
comprendido entre lados iguales, por tanto
ZB= /By LC = LC
ABOC = AB'OC’ por tener igual un lado v los dos dn-
gulos adyacenies; luego
BO = BO
Luego AAOB = AAOB’ por tener los tres lados iguales.

e 209 8; AO = OC, el tridngulo AOC serd isdsceles,
v se tendrd:

Fig. 82

ZACO = ZCAO

La suma de éstos serd igual a £ XAY, pues se tienen en A dos dngulos iguales.
Prolongando AO hasta D, tendremos:

ZCOD = AC + AZCAO = £XAY
Por tanto: ZCOC =2 /AXAY

96. Si en un triangulo ABC (fig. 83), la mediana AM es perpendicular
al lado BC, dicho tridngulo es isdsceles.
Siendo la mediana perpendicular al lado BC forma A
en M dos dngulos advacentes iguales. AABM = AACM,
por tener un dngulo igual comprendido entve lados iguales.
Luego AB = AC.

VI. Cuadrilateros

97. ;Cudl es el lado de un rombo, si su peri- g : c
metro es igual al de un tridngulo equildtero cuyo lado M
tiene 16 m de longitud?
Perimetro del tridngulo equildtero: 16 x 3 = 48 m.
Lado del rombo: 48 :4 = 12 m,

Fig. 83

98. Calcular la base y la altura de un rectidngulo cuyo perimetro es igual
a 80 m siendo la altura los 2/3 de la base.

- 2K Lo
Sea la base x, la altura serd £ v el semiperimetro:

wob 2% 4o m
3 3
de donde x = M = 9
3
Base, 24 m; altura: 24 X2 _ 16 m
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. VII. Construccion de cuadriliteros

99. Construir un paralelogramo, dados los dos lados v la diagonal. Apli-
cacidn: Tomar para los lados 35 v 38 mm y 42 mm para la diagonal.

Basta construir el tridngulo ABC (fig. 84) (Grow. 260) v por los puntos A
v C trazar paralelas a los lados BC y BA.

Fig. 84 Fig. 85

100. Construir un paralelogramo, conociendo dos lados v el dngulo com-
prendido. Aplicacién: Tomar por lados 35 v 22 mm v el angulo de 450.

Constriivase el tridngulo BAD (fig. 85), conociendo dos lados v el dngulo com-
prendido (Grom. 259); luego trdcense DC ¥ BC paralelas a AB y a AD.

101. Construir un cuadrildtero, conociendo sus lados Vv una diagonal.
Aplicacion: T'omar para los lados 40, 35, 56, 43 mm
v 45 para la diagonal que une el primer vértice
con el tercero.

Basta construir dos tridngulos (Grom. 260) que
tengan por lado comim la diagonal AC (fig. 86).

D 56 c

102. Construir un trapecio rectdngulo cono-
ciendo la altura, la base mayor vy el dngulo de esta
base con uno de los lados no paralelos. Aplicacién:
Las bases miden 28 vy 50 mm y el dngulo 450,

En los extremos de la base se construyen res-
pectivamnente un dngulo recto v otro de 45% en g
berpendicular se sefiala la altura dada, v por el extremo de esta recta se traza una
paralela a la base mayor,

Fig. 86

103. Construir un trapecio conociendo:

1. Las bases v las diagonales.
2.9 Las bases v los angulos.

® 1.0 Se construye el tridngulo ADF (fig. 87), cuva base AF es la suma de
las bases del trapecio, vy los otros dos lados las diagonales AD v CB del mismo.

Luego por el vértice D trazamos DG, paralelas a AB y por el punto B la recta BC,
paralela a DF.
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El trapecio ABDC es el pedido.

c D
® 2o Sobre AF, diferencia de las bases, se
construye el tridngulo cuyos dngulos A v B
. se conocen; luego por el vértice C se traza la
paralela a la base AB, siendo CD igual a la
-base menor.
A B F

104. Construir un trapecio ABCD (figu-
Fig. 87 ra 88), dados el lado oblicuo BC, las dos dia-
gonales AC v BD'y el dngulo que forman BOC.

Lracemos la paralela BE a la AC; la prolongacion de DC dard el punto E.
Asi tendremos BE = AC, longitud conocida, y ZDBE = /DOC, suplemento
de ZBOC. Ya podemos construir el tridngulo DBE.

Desde el vértice B, con 'una abertura de compds igual a BC, determinamos el
punto C sobre DE. Desde el mismo punto B trazamos la paralela BA a CD; luego,
haciendo centro en C con una abertura de compds CA, se marca el punto A sobre
la paralela BA.

D C E C D
- m
0 3 m ~.I\~
\\\
A ' B A B F

Fig. 88 ‘ Fig. 89

105. Construir un trapecio isésceles (fiz. 89), conocida la base AB, el
angulo m de las diagonales y el valor comiin de éstas, L
5 Construimos un dngulo m, en D; sobre sus lados se lleva la longitud comiin
AD = DF = |; sobre AF, suma de las bases, tomamos AB, base dada; desde B
trazamos la paralela BC a DF, y desde D la paralela DC a AF.

106. Construir un cuadrado, dada la suma

D
o la diferencia de la diagonal y del lado.
Sea AF la suma de la diagonal v del lado def
cuadrado ACBD (fig. 90); el tridngulo isésceles _
A B F
\/B
C

DBF nos da:
F R ARDF = %@ — 220 30/

-Por "consiguiente, sobre el lado de un dngulo
de 459 se llewa la longitud AF igual'a la suma Fig. 90 -
dada, se construye en ¥ un dngulo de 220 30,
lade FD encuentra a AD en el punto D. La mediatriz de DF determina el
vértice B del cuadrado.

CHVG
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Cuando se da la diferencia Al, el dngulo BID = 450 + 220 30’ v las opera-
ciones son las mismas que para la suma.

107. Construir un rombo, conocido el lado y la diferencia de las diagonales.
En el rombo ABCD (fig. 91), llevamos sobre OA una longitud OE = OB,

tendremos .
OA — OB = AE

semidiferencia de las diagonales del rombo.

En el iridngulo rectdngulo isésceles BOE, /E = 450
y ZAEB = 1359 por ser suplémentario del anterior; la
perpendicular trazada en H, punto medio de la hipotenusa,
pasard por el centro O del rombo por consiguiente:

Trazaremos ~ XEY = 1350, sobre EX tomaremos EA D
igual a la semidiferencia de las diagonales. Desde A, con '
una abertura de compds igual al lado, sefialaremos el vértice B
sobre EY. Desde H trazaremos una perpendicular; el en-
cuentro de ésta con la prolongacion de AE dard el centro O
del rombo.

Bastard, pues, prolongar BO y tomar OD = OB y
OC = OA para tener los demds vértices del rombo deseado. Fig. 91

VIII. Teoremas

108. Las bisectrices interiores de un cuadrilitero determinan otro cua-
drilatero en el cual los dngulos opuestos son suplementarios (fig. 92).

Haciendo :

A=2/Za [LB=24b JLC=2L¢ LD=2/d
tendremos : 2£a+246+246+24d=4recms

Lad Lb+ Lo+ Zd=2 rectos (1)
En los tridngulos AGB y DEC tenemos:
Za—+ Lb+ Le+ Ld+ LG+ ZLE = 4 rectos 2)
De (2) restamos (1): ZG + ZE = 2 rectos

¥, por consiguiente:
ZH + AF = 4 rectos — 2 rectos = 2 rectos

C

L)

Fig. 92 i Fig. 93
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109. Dado un trapecio isésceles ABCD (fig. 93), la base menor AB = 20 cm,
el angulo D = 60° vy la diagonal AC, bisectriz del dngulo C, calcular los lados
oblicuos del trapecio.

ZACD = 60°:2 = 300,  suigual £ BAC = 30°
El tridngulo isisceles ABC da:
BC = AB =20 cm
Y como el trapecio es isosceles:
AD = BC =20 cm

110. Demostrar que en todo trapecio isosceles (fig. 94), siendo I el punto
de interseccién de las diagonales AC y BD, se tendra:

AI=BI y DI=cCI

En todo trapecio isosceles los dngulos adyacentes
a una base son iguales lo mismo que los lados oblicuos,
luego AABD = AABC y ZABD = ZBAC; por
tanto, el AAIB es isdsceles v

Al = BI
Fig. 94 . )
Andlogamente se demostraria que al ser NACD =
= ABDC, el triagngulo DIC serd isdsceles vy, por
consiguiente:

DI = CI

111. La suma de las diagonales de un trapecio es menor que la suma
de sus lados v mavor que su semisuma (fig. 95).

A B

Con las diagonales AD y BC y los tridngulos que
determinan tendremos, en efecto:

AD < AB + BD

AD < DC + AC| sumando y

BC < BD + DC| dividiendo por 2
BC < AB + AC

Fig. 95
AD + BC -~ AB + BD + DC + AC

Por otra parte, si 1 es el punto donde se cortan las dos diagonales, los cuatro
tridangulos que tienen ese punto por vértice conuin, nos dardn:

Al + BI > AB
BI + ID = BD
ID + IC = DC sumando
IC + AI = CA

2AI 4 21D + 2BI + 21IC > AB + BD + DC + CA
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Dividiendo por 2 ambos miembros, y teniendo presente que
Al +ID=AD s BI+ IC =BC

AB + BD + DC + CA

da: AD + BC > >

112. Dos cuadriliteros son iguales cuando tienen dos angulos iguales
comprendidos entre tres lados respectivamente iguales e igualmente dispuestos.
Sean los cuadrildteros ABCD y A'B'C'D’ (fig. 96) que tienen:

AB=AB; BC=BC,; CD=CD" y <B= LBy A= LG

Trazadas las bisectrices AC y A'CY, los tridngulos ABC y A'B'C’ son iguales
por tener un dngulo igual comprendido entre lados iguales. Los tridngulos ACD

[ S

Fig. 96

¥ A'C'D’ también son iguales por tener el lado AC — A'C el CD =CD y el
dngulo comprendido ACD = A'C'D’. Luego los cuadrildteros dados son iguales
borque estan compuestos de dos tridngulos iguales e igualmente dispuestos.

113. Si en el rectangulo ABCD (fig. 97) marcamos los puntos medios E
de AB y F de DC y unimos DD con E v B con F, y trazamos la diagonal AC que
corta a DE en Hy a FB en L v ademas trazamos EL
y FH, digase:

1.2 Qué es la diagonal HL respecto de AC.

2.0 La naturaleza del cuadrilitero ELFH.
® 1.0 Las rectas DE vy BF determinan los dos
tridngulos rectdngulos iguales EAD y BCF, pues tienen
los catetos 1guales; por tanto,

DE = FB

El cuadrildtero BEFDE es un paralelogramo v las
rectas FL. v EH son paralelas.

En el trigngulo ABD, las medianas AO v DE se cortan en los 2|3 de su lon-
gitud, de donde

B

Fig. 97

AH = 2HO = HL
pero AH = CL
CA

HL —
luego 3
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® 2. Asimismo, de la igualdad de las medianas DE v BF, resulta la de los
segmentos EH y FL, los que, por otra parte, son paralelos; luego la fisura ELFH
es un paralelogramo.

Dicho paralelogramo podria ser un rectdngulo si fuese:

HL = EF o sea AD=-A3—C

pero nunca podrd ser un cuadrado o un rombo, pues para ello tendria que tener
diagonales rectangulares, es decir, que EF fuese perpendicular @ HL, lo que supone
que la diagonal AC sea perpendicular a AB.

114. Dado un tridngulo ABC (fig. 98) de base BC, se unen los puntos
medios D v F de los lados AB v AC, se traza la
A perpendicular AH sobre BC, se unen D v H vy se
traza EF paralela a AB. Demuéstrese que el cuadri-
litero DFEH es un trapecio isdsceles.
D F El segmento DF que une los puntos medios de
dos lados del triangulo ABC es paralelo al segmen-
to HE.
Ademds, la recta EF que pasa por el punto
B H E C medio F de AC vy es paralela a AB es igual a la mitad
de ésta. En el tridngulo rectdngulo AHB, DH es
mediana, por tanto, igual a la mitad de AB; por con-
siguiente, EF = HD, v el trapecio sera isdsceles.

Fig. 98

115. Todo trapecio, en el cual las diagonales son iguales, es un trapecio
is6sceles (fig. 99).

Trazando por B una paralela a la diagonal
AC hasta que corte a la prolongacion de CD en
el punto F, tendremos que el cuadrildtero ABFC es
un paralelogramo, pues sus lados son paralelos dos. a
dos, por tanto BF = AC, y el tridngulo DBF serd
iséseeles v los dngulos en F y D iguales.

Pero /BFC = / ACD (correspondientes)
luego L ACD = 2 BDC.

Por consiguiente, AADC = ABCD por tener
iguales dos. lados y el dngulo comprendido, por tanto

AD = BC

116. El punto de concurso de las diagonales -de un rombo equidista de
los cuatro lados; las diagonales son bisectrices de los dngulos que forman entre
si las perpendiculares trazadas desde ese punto a los lados.
® 1.0 Sea ABCD (fig. 100) el rombo v las diagonales AC > DB, e I el punto
de interseccion de éstas.

St desde 1 trazamos las perpendiculares 1E sobre AB, IF sobre BC, 1G sobre
CD y HI sobre AD, se verifica

IE =1IF = 1G = IH
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En efecto, considerando los tridngulos rectdn-
gulos 1EB e IFB, son iguales por tener un lado
comin IB y un dngulo agudo igual en B, pues las
diagonales del rombo son a la vex bisectrices, luego

IE = IF
Andlogamente se demostraria que NIFC=AIGC
¥y, por tanto, IG = IF.
También ADIG = ADIH, luego: 1G = IH; Fig. 100

en consecuencia IE = IF = IG = IH

® - 2.0 Las diagonales del rombo son bisectrices de los dngulos formados por las
perpendiculares trazadas desde ese punto 1 a los lados.

En efecto, acabamos de ver que AIBE = AIBF; por tanto, sus dngulos en |
serdn iguales y la recta IB sera bisectriz del dngulo EIF..Del mismo modo, por ser
ADIG = A DIH los angulos en | serdn iguales e ID sera la bisectriz del </ HIG,

Andlogamente se demostraria que 1A es bisectriz de ~ HIE y gue IC es
biseciriz de £ GIF.

117. En un trapezoide ABCD (fig. 101), por los vértices trazamos pa-
ralelas a las diagonales AC y BD.

1.2 Demostrar que el cuadrilitero que re-
sulta es un paralelogramo de doble drea que el
trapezoide dado.

2.0 :En qué caso ese paralelogramo serd un
rectangulo?

e 1.2 Sea GHEF el cuadrildtero obtenido al tra-
zar las paralelas a las diagonales AC v BD gque se
cortan en el punto O.

Las rectas EF y GH paralelas a AC serdn
paralelas entre si; lo propio que HE y GF que son pa-
ralelas a BD. Por tanto, el cuadrilditero GHEF
formado por cuatro rectas paralelas dos a dos sera un paralelogramo.

Este paralelogramo tiene un drea duplo que el trapezoide dado.

En efecto, st consideramos el cuadrildtero COBF, observamos que sus lados
son paralelos dos a dos y, por tanto, iguales dos a dos y los tridngulos CFB y COB
iguales, por tener un lado comin y los otros dos iguales, luego el cuadrildtero COBF
es duplo del tridngulo OCB.

Lo mismo. pudiéramos decir de los cuadrildteros ACBE, HDOA, DOCG que
son respectivamente doble de los tridngulos OAB, OAD y OCD; por consiguiente
el paralelogramo es duplo que el trapezoide dado.
® 290 Pagra que el paralelogramo obtenido fuese un rectangulo se precisaria que
las diagonales del trapezoide fuesen perpendiculares entre si, va que también lo serian
los lados del paralelogramo’ formado.

118. En el rectingulo ABCD (fig. 102), en que AB > BC, se trazan las
bisectrices interiores. Demostrar:

1.0 Que los puntos de concurso y cruce de dos de ellas eqmdlstan de los
vértices de donde parten.

Fig. 101
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2.2 Que el cuadrilitero que forman esos puntos es un cuadrado cuvyas
D ¢ diagonales son paralelas a los lados del rectingulo.
® 1.2 Como AM y BM son bisectrices de dngulos
M of o s -
1 rectos, el tridngulo AMB serd isésceles, v rectdngulo
en M, por tanto

AM =BM y /M = 900
De igual modo en ADNC:
A B CN=DN 3y /N =090
. v en los ACPB y AAQD:
PB=PC; AQ—-DQ y JP= /Q=0900

P
\o/
#
,
2

® 29 Hemos obtenido: ND = NC Rt
¥ DQ = CP
NQ = NP

Por consiguiente, el cuadrilitero MONP, que tiene los cuatro dngulos rectos
v dos lados contiguos iguales, es un cuadrado. En o/ n.° 123 demostraremos que
las diagonales son paralelas a los lades del rectangulo.

119. Dado un rombo ABCD (fig. 103), se prolongan AB, CB, CD v AD,
se tornan segmentos iguales en las prolongaciones AE = CF = CG = AL, vy se
unen los puntos E, F, G y L. Demuéstrese que el cuadriltero obtenido es un
rectangulo.

En el rombo, los dngulos opuestos son iguales; asi que AALE — ACFG By
LE = GF.

Del mismo modo se veria que LG = EF en los tridngulos iguales BEF v DLG.

Siendo iguales los lados del cuadrilitero EFLG serdn paralelos y, por tanto,
el cuadrildtero serd paralelogramo.

Para que sea rvectingulo deberd tener, ademads, F A G
los dngulos rectos.

Sefialando con el nitmero 1 el £ ALE, con el 2 el
£ GLE y con el 3 el £ ALG, tendremos en los tridn-

gulos isésceles ALE y DLG. B D
23]
21— 18002—4A J13]
1800 — / sumando k 2 L
#3 = ﬂ;—B Fig. 103
/14 o3 1800 — ZA L1800 — /D _ 2 x180 (LA 4+ ZD)
. 2 2
pero como A+ 2D = 1800

P14 3= 180"X22—1800 — 9Q0
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v siendo A1+ 22+ L3 = 1800
Z2 = 1800 — 900 = 9Qo
Como hemos demostrado que es un paralelogramo v tieme un dngulo recto, el

opuesio serd recto, v lo mismo los otros dos que son suplementarios e iguales. Luego
el cuadrilatero es rectangulo.

120. Las bisectrices interiores de un paralelogramo determinan un rec-
tangulo (fig. 104).
En todo paralelogramo tenemos:

ZA+ ZB =180

bi
Sl Q{ éﬁ.__.goo
2 2 )
e LA;LB)
y 7 G = 180 (2 - A
Z G = 1800 — 900 = 90°

Procediendo andlogamente hallariamos:

SE=/H= /F = 9%°

121. Las rectas que unen los puntos medios de los lados adyacentes de

un trapezoide convexo determinan un paralelogramo (fig. 105). ;En qué caso

la figura obtenida sera un rectangulo? ;Un rom-
bo? ;Un cuadrado? »

El cuadrildtero que resulia EFGH tiene los
lados opuestos EH vy FG paralelos e iguales, por
ser cada uno paralelo a la diagonal DB e igual
a 1/2 de ésta.

s Por un raciocinio andlogo veriamos que EF
v HG son iguales y paralelos.

Por consiguiente, el cuadrilitero EFGH es
un paralelogramo.

Fig. 105 Sera: 1.0 Un rectdngulo cuando las diago-

nales AC v BD sean perpendiculares.
2.0 Un rombo si dichas diagonales son iguales.
3.0 Un cuadrado si dichas diagonales som perpendiculares e iguales.

122.  Si desde un punto de la base de un triangulo isésceles se trazan pa-
ralelas a los otros dos lados, se abtiene un paralelogramo de perimetro constante,

Los tridngulos BDE y DCF (fig. 106) son isésceles v como las paralelas com-
prendidas entre paralelas son iguales, tendremos:

ED = EB = AF
DF = AE = FC

ED + DF = AB = AC = constante.

Il

} Sumando
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123. Trazando desde los vértices de un rectdngulo, perpendiculares a las
diagonales, :qué figura resulta si se prolongan esas perpendiculares hasta que
se encuentren?

E
A o /N«
c E G H
\ v
; A B
[ 4

Fig. 106 Fig. 1t 4

Las perpendiculares AE, BE, D¥, CF a las diagonales DB, AC forman tridn-
gulos isésceles iguales dos a dos, eszando los vértices E, F, G, H sobre las medzatrzces
de los lados del rectdangulo (flg 107).

Estas meaiatrices, perpendiculares en sus puntos medios, son las diagonales del
cuadrildtero EHFG. Dicho cuadrildtero es, pues, un rombo.

124. Por el centro de un paralelogramo se trazan dos rectas cualesquiera.

Demuéstrese que los puntos en que cortan a los lados

son los vértices de un nuevo paralelogramo (fig. 108).
AAEO = ACGO (15 criterio), luego:

OE = 0OG
ADOH = ABOF, luego:
OH = OF
Fig, 108 Cortdndose las diagonales EG v FH en sus puntos

medios, el cuadrildtero EFGH es un paralelogramo.

125. - El segmento que une un vértice de un paralelogramo con el punto .
medio de uno de los lados opuestos, di-
vide a la'diagonal en la relacién de 1 a 3.

G
,’
D ~130° C
L /
c HE i
A
a'l N
/N F
A—F
‘f‘. B
/
E

Fig. 109 Fig. 110
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Efectivamente, AE y DM son las medianas del tridngulo ADC (fig. 109);
por consiguiente

2 MD DB

OD = 3 3

126. Por cada vértice de un cuadrado trazamos una recta en el mismo
sentido e inclinada 30°. Demuéstrese que la figura que resulta es también un
cuadrado, concéntrico con el primero (fig. 110).

1.2 Los dngulos E, F;, G, H son rectos por suplementos de un recto.

2.0 Los cuatro tridngulos rectdngulos que resultan son iguales por tener igual
la hipotenusa y un dngulo agudo, 30°, por tanto

EF = FG = GH = HE
3.0 Trazando GO, EO, HO, FO resultan los tridngulos iguales (2.0 criterio).r

AAEO = ACGO; ADOG = ABOE
ADOH = AFOB

por tante OE = OG; OH = OF; ZHOG = ZDOC = 900
luego el EFGH es un cuadrado concéntrico con el ABCD.,

127. En cada lado de un cuadrado, o en sus prolongaciones, se marcan
distancias iguales en el mismo sentido. Demuéstrese que los puntos asi marcados
son los vértices de un nuevo cuadrado concéntrico con el primero.

1.0 Los lados del cuadrildtero EFGH (fig. 111) son iguales, porque los tridn-
gulos vectangulos AEH, DHG, CGF, BFE son iguales, por tener

AH=DG=CF=BE y JA= /D= ,/C= /B=09
por tanto HE = HG = GF = FE D G C

2.0 Los angulos E, F, G, H son rectos como suple-
mento de dngulos cuya suma es un recto.” ’ E
Luego el cuadrilitero EFGH es un cuadrado.
3.0 Que los dos cuadrados son concéntricos se demues-
tra como en el mimero “anterior. H /0

s
7ol

128. En un cuadrilitero céncavo ABCD (fig. 112)
el dngulo céncavo /D = 3600 — (LA +- B+ Q). A E B

Fig. 111
En efecto: £BDE= /B + /BAD| . ¢
ZCDE = /C + £ CAD|[ wumanao

£BDE +,£CDE = /B 4 Z/C + ZBAD + £CAD
o0 sea ] ZBDC =LA+ LB+ /C
v el concavo - £D =3600—(LA + LB + /)

129. Si los lados opuestos de un cuadrilitero céncavo son perpendiculares
entre si, también lo seran las diagonales,



56 GEOMETRIA PLANA

Siendo BD perpendicular a AC y CD perpendicular a AB, D serd el orio-
centro del tridngulo ABC, por tanto AD es perpendicular a BC.

130. El dngulo de las bisectrices de dos dngulos formados por los lados
opuestos de un cuadrildtero céncavo es igual a la semisuma de dos anguios
opuestos del mismo.

Los cuadrildteros concavos siguientes (fig. 112), dan:

EICFBD: /D-— ,F+£B, £C

2 2
restando
EICABF: /F = LA+ %, %
/D~ /LF=/F JA
0 sea: 2//F=/A+ /2D

JF - LA+ £D
2

Fig. 112

131. En todo trapezoide, los segmentos que unen los puntos medios de
los lados opuestos, se cortan-en la mitad del que une los puntos medios de las
diagonales.

Sea ABCD (fig. 113) un trapezoide, EG v FH
los segmentos que unen los puntos medios de los lados
opuestos, AC y BD las diagonales, e 1M el segmento
que une los puntos medios de las diagonales.

Tracemos el cuadrildtero IFMH,

En el tridngulo ABD, IF es paralelo a AD
v es la mitad del mismo; en el tridngulo ACD, HM es
paralelo a AD e igual a la mitad del mismo. Luego
la figura TFMH es un paralelogramo por ser los
segmentos IF vy MH paralelos e iguales, v las dia- Fig. 113
gonales FH e IM se cortan en sus mitades; pero )
FH vy EG se cortan también en sus puntos medios.

Luego O es el punto medio de los tres segmentos EG, FH e IM.

IX. Construcciones graficas

132. Construir, respecto del eje de simetria xv,
un tridngulo simétrico a otro dado.

Para hallar el simétrico del triangulo ABC (figu-
ra 114) respecto del eje xy, bastard hallar los puntos
stmétricos de sus vértices; una wves determinados los
los puntos A’, B’, C’, simétricos de los A, B, C, que-
Fig. 114 dard construido el iridngulo A'B'C’, simétrico del ABC.
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133. Por un punto dado M (fig. 115), tricese una recta que al cortar a
otras dos OA, OB, determine segmentos iguales.

Se traza la bisectriz del £ AOB vy por el punto M una perpendicular a esta
bisectriz, con lo cual se tendrd OA = OB, por ser el tridngulo AOB isésceles.

0 0

Fig. 115 Fig. 116

134. Dado un punto P (fig. 116), interior a un dngulo, trazar por él una
recta que quede dividida, por ese punto, en dos partes iguales.

Supongamos el problema resuelto y tendremos: AP = PB; si trazamos por P
una paralela a OA, tendremos también OD = DB; por consiguiente, para hallar
el punto B, se traza la PD paralela a AQ y llevando BD = OD, la recta PB nos
daré AP = PB,

135. Por un punto O, tomado dentro o fuera de la regién comprendida
entre dos paralelas, trazar una recta tal que
el segmento comprendido entre esas paralelas P B
tenga una longitud dada. I\
Sean las rectas paralelas AB y CD (figu- FARR
ra 117). Desde un punto cualquiera P de AB, \
se describe un arco de radio igual a la longitud o/ ‘ )
dada, el cual cortara a CD en los puntos E, F. C E —F D
Las paralelas trazadas por el punto O a EP
v FP resolverdn el problema. Fig. 117

136. Hallar un punto interior de un tridngulo que equidiste de los lados.
Dedtizcase de la solucién una proposicion general.

Sea el tridngulo ABC (fig. 118). El lugar geométrico de todos los puntos que
equidistan de los lados AB y AC es la bisectriz del dngulo A. Asimismo, la bisectriz
del dngulo B serd el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de AB y BC. Por tanto, el punto de
interseccion de dos bisectrices serd el punto que equi-
dista de los tres lados del tridngulo.

137. Si en un tridngulo cualquiera ABC (figu-
ra 119) se trazan las bisectrices exteriores e in-
teriores de los dngulos B y C v luego se trazan desde
el vértice A del tridngulo las perpendiculares AF
v AG a las bisectrices exteriores, vy AE v AD a las




58

GEOMETRIA PLANA

mteriores, demuéstrese que si unimos F con G, la recta resultante pasard por

los puntos E y D.

Las bisectrices exterior e interior de un mismo dngulo son perpendiculares;
asi pues GB y BD lo serdn, v como AD es perpendicular también por construccién
a BD, tendremos que AD v GB son paralelas. También lo son las rectas AG y BD
por ser perpendiculares a la recta (GB.

Luego el cuadrilatero ADBG es un paralelogramo; v por temer dos dngulos

Fig. 119

rectos serd rectdngulo y sus diagonales AB y GD
se cortardn en el punto medio M de AB.

Por un procedimiento andlogo demostraria-
mos que AECF es un rectdngulo, siendo el pun-

¢ to N el punto medio de AC.

Pero en el tridngulo BMD, isésceles, los
dngulos 1 y 2 son iguales, el 21 es igual al /3,
luego el 22 = /3,y siendo éstos alternos in-
ternos, las rectas GD v BC serdn paralelas. La
recta GD que pasa por el punto medio M de la AB
pasard también por el N medio de AC.

De la musma manera demostrariamos que EF es paralela a BC y pasa por M,
punio medio de AB. Luego las dos rectas GD v FE se confunden y los punios E
v D estdn situados sobre la misma recta GF.

138. Deos lados de un tridngulo tienen respectivamente 20 m y 30 m.
S1 el tercer lado es el duplo de uno de los otros dos, ;cudl sera su longitud?
Sera 40 m, pues la solucion 60 m es inadmisible porque se tendrd con ella

60 = 20 + 30.

139. Si se une un punto interior O de un triangulo ABC (fig. 120) con
los tres vértices, demostrar que la suma de los tres segmentos trazados estd
comprendida entre el semiperimetro y el perimetro del tridngulo dado.

1o

AB < AO + BO
AC < AO + CO
BC < CO + BO

AB + AC + BC <2A0 + 2BO + 2CO

AB + AC + BC

2

< AO + BO + CO

Fig. 120

Fig. 121



CONSTRUCCIONES GRAFICAS

- ﬁgiggzﬁgj:gg}2A0+2B0+2CO<2AB_+2AC
BO - CO<AB - AC | AO+ BO+ CO< ABL AC . Ba
Liego AB+A2C+BC<AO+BO+ CO < AB + AC + BC
0 bien

p<A0+BO+CO<2p

140. La suma de las dia
estd comprendida entre el sem

1.8 AC < AB + BC

2.0
AC < AD + DC
BD < AB + AD
BD < BC + CD

BTG BT e
2(AC+BD)<2X2p
AC+ BD < 2p
Por tanto :

P <AC+ BD < 2p

gonales de un cuadrildtero convexo (fig. 121)
iperimetro y el perimetro.

AB < AI | BI
BC < BI —~ CI
CD< CI + DI
AD< AI + DI
2p < 2 (AC + BD)
» < AC + BD
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CIRCUNFERENCIA

I. Rectas y circunferencias tangentes

141. Con un radio dado, describir una circunferencia tangente a dos rectas

dadas.

1.* caso. Las dos rectas AB y CD son paralelas.—Sea d su distancia.
Sir = d/2 hay una infinidad de soluciones. Los centros se hallan sobre la recta EF
paralela a las rectas dadas y situada entre las dos a la distancia d/2.

Si 7 # d[2 el problema es imposible.

OV
AN %

C D
Fig. 122 Fig. 123

[=%

2.° caso. Las dos rectas son secantes.—Sean AB y CD las dos rectas
dadas, secantes en I.

Tracemos las rectas EF y GH paralelas a AB v a la distancia r de AB.

Tracemos igualmente las rectas M] y KL paralelas a CD v a la distancia »
de CD.

Las cuatro rectas EF, GH, MJ v KL se cortan dos a dos en los puntos
Oy, O, Oy v O, que distan r de las dos rectas dadas AB v CD; son pues los cen-
tros de las circunferencias buscadas.

El problema en este caso admite 4 soluciones, simétricas dos a dos con
relacién al punto 1.

142. Con un radio dado describir una circunferencia tangente a una recta
¥y a una circunferencia dadas.
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D C I D
T f [
o] o ‘
d-a
e | d
T a
« |
ES 4*_!1
A

Fig. 124 - 1. caso c [ D

Fig. 126 - 3.7 caso

Fig. 127 - 4.9 caso

I
[

Fig. 128 - 5.9 caso
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Sea la recta CD y la circunferencia de centro A y de radio a. Llamemos d a la
distancia Al del centro de la circunferencia dada a la recta CD. Segiin los valores
relativos de r, d v a pueden presentarse varios casos.

Supongamos d > a:

d—a
=

1.°7 caso., 7 < El problema no admite solucién.

2.9 caso. r = i;—a. Hay una solucién de centro O tal que IO = OT = r.

d-L a .
————  Hav dos soluciones cuvos centros O,

d — a ;
3.t caso. ———— < r <<
2
v O; se hallan en las intersecciones de la recta EF trazada paralelamente a CD
v a la distancia », con la circunferencia de centro A y de radio {r + a).
d + a

4.0 caso. r = Hay las dos soluciones O; y O como en el caso

anterior y ademas la solucion cuvo centro O, se halla sobre IA, tal que 10, =

d+ a
=

= g i

5.° caso. r > _d_;a__. Hay cuatro soluciones, a saber: las soluciones O,
v O; como en los casos 3.7 v 4.°. Ademas, las soluciones cuyos centros O; v O, se
hallan en los puntos de interseccién de la recta EF con la circunferencia de cen-
tro A vy de radio (r — a).

143. Con un radio dado, describir una circunferencia tangente a dos
circunferencias dadas.

Sean O v O los ceniros de las circunferencias dadas, R v R’ sus respectivos
radios R > R’, y d la distancia O0’,

Segiin los valores relativos de R, R, d v 1, el problema admite 0, 1,2, 3, 4,5, 6,
7 u 8 soluciones distintas, v en el caso particular en que d = 0, infinitas soluciones
distintas.

DN

e

Fig. 129 Fig. 130
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1.=* caso. = 0 (fig. 129):
8ir= L;i Una infinidad de soluciones cuyos centros O, se hallan
sobre la circunferencia de centro O v de radio i{_;—R
. R + R’ oy £
Sirn= - Una infinidad de soluciones cuyos centros O, se hallanr
sobr¢ la circunferencia de centro O y de radio —R—;i
Sir £ LE—R y 7 R—_zR‘ 0 soluciones:

20 caso. 0 <d-< R — R’ (fig. 130):

Sir = \Rﬂ Una solucién cuyo centro O, se halla en la prolon-

2
gacién de OO’ y a una distancia R‘_'% de Q.
Sii# = _R_Jr_;'—_R’ Una solucién cuyo centro O, se halla en la prolon-
gacién de OO vy ar una distancia £+—1;f_—d de O.
Si L;;_i < e R;azl;R;, 2 soluciones cuyos centros 0] v 0%

se hallan en la interseccién de des arcos de centro O y O’ con radios respectivos
R —7 vy R+ » Son simétricas con relacién a la recta OO,

35" caso. d = R — R’ (circunferencias dadas tangentes interiormente
en C) (fig. 131):

_R't;_——R 4 wiTiie

Sir <
ciones; una tiene su centro en O,
en la prolongacién de O’C; otra
en O, en la prolongacién de CO’.
Las otras dos en O, y O, intersec-
ciones de los arcos de centros O
v O’ con radios respectivamente
(R — )y (R’ + #). (Cuando r = R*
la soluciéon O, se confunde con la
circunferencia dada O, de suerte Fig. 131
que sélo hay tres soluciones.)

Sy B Td = R

las soluciones O, v O, se confunden, de suerte que

2
s6lo hay tres soluciones distintas.
Sir > M Sélo existen las soluciones O, y O,.

2
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40 caso. R -~ R <d < R + R’ (Circunf. dadas secantes) (fig. 132).

' o B = . .
Sir << W—, 8 soluciones, dos O; v O, tienen su centro en la
interseccion de los arcos de centro O y O’ y de radios respectivamente (R + 7)
v (R" + 7).

Dos O, v O, tienen su centro en la interseccion de los arcos de centro ()
v O’ v de radios respectivamente
R—nry R +7).
=03 Dos, O, y O, tienen su cen-
tro en la interseccién de los ar-
cos de centro O v O’ v de radios
respectivamente (R + r) v
(R" — 7).

Dos, O; v Oy tienen sus
centros en la interseccion de
los arcos de centro O y O ¥
de radios respectivamente

(R—7n v R — 1)

W‘ 7 50—

luciones; las mismas que ante-
riormente excepto que las O; y
Fig. 132 Oy se confunden; su centro co-
mun se halla sobre 0O".

Si1r =

<0

Sir:—urRliR
2

, 5 soluciones. Las soluciones O; v O se confunden;

su centro comun se halla en la prolongacién de OQ’.

Si d+R —R o e R?_d—L’; 4 soluciones. Las soluciones O; y Oy

2 2

han desaparecido.

Sir:mR+i—R'

su centro comun se halla en la prolongacién de O'O.

; 3 soluciones. Las soluciones O y O, se confunden,

Si —w—'< ro< w, 2 soluciones. Las soluciones Q5 y O,
han desaparecido.
d+- R+ R

Sir = ., 3 soluciones; O,, Q. y O cuyo centro se halla so-

2
bre OO'.
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d+R+R
2

dos ultimas se hallan en la interseccién de los arcos de centro O y O’ y de radios
respectivamente (r — R) v (r — R").

Sir> ; 4 soluciones, 0,0, y 0{0%. Los centros de estas

- 5.9 caso. d =R + R’ (Circunferencias dadas tangentes exteriormente
en C) (fig. 133):

81 r < R’, 4 soluciones. Dos O, y O, tienen
su centro en la interseccién de los arcos de cen-
tro O y O y de radios respectivamente (R + )
y (R"4+7). Dos O3 vy O, tienen sus centros
respectivamente en la semirrecta CO’ y en la
semirrecta CO.

Sir = R’, 3 soluciones, O,, O, v O,. La
solucién O, desaparece, pues se confunde con
la circunferencia dada O’ (tiene infinitos con-
tactos con ella).

51 R <<r < R, 4 soluciones; como ante-
riormente.

Si r =R, 3 soluciones O; v O, vy O,. La
solucién O, desaparece pues se confunde con
la circunferencia dada O (tiene infinitos con-
tactos con ella). ;

S1 R < r < R+ R’ 4 soluciones como an- Fig. 133
teriormente. .

Sir = R + R’, 5 soluciones, las cuatro anteriores y la solucién O’, cuyo
centro se halla entre O v O".

Sir > R + R’, 6 soluciones; las cuatro anteriores y las soluciones O; y O,
cuyes centros se hallan en la interseccién de los arcos de centro O v O’ y de
radios respectivamente (r — R) v (r — R’).

6.0 caso. d > R + R’ (circunferencias dadas exteriores) (fig. 134).

Sir < #, 0 soluciones.
.. _ d—R-—FR S5 , A
Sir = —-2———, 1 solucidn; su centro O} se halla en el punto medio
del segmento que las dos circunferencias dadas determinan sobre el segmento Q0.
Si % <y < —Hz__R, 2 soluciones cuyos centros O; v O,

se hallan en los puntos de interseccién de los arcos de centro O v O’ v de radios
R+ 1)y R + 7).

d—R—R’ . : . :
—2—3—, 3 soluciones; las dos anteriores y ademsés la que tiene

en O’ sobre OO

Sir =

3 —GEOMETR{A CLAVE, CURSO SUPERIOR
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Si_d—f;q—R’<,<

< d+ R+ R
2

nes, O, O,, O,, O, como anterior-
mente vy, ademds, dos soluciones
cuyos centros O, v O, se hallan
en la interseccién de los arcos de
centro O y O v de radios (R — )
v (R + #).

, 6 solucio-

d+ R+ R’

Sir= , 7 solu-
2
ciones; 0;0,0,0,0; vy O; como an-
Fig. 134 teriormente v, ademas, la solucién

cuyo centro O se halla sobre OQ’,

Sir > , 8 soluciones; 0,0,0,0.0; y O; como anteriormente

d+ R+ R
2

y, ademss, dos soluciones cuyos centros O: y Oy se hallan en la interseccién

de los arcos de centro O v O’ v de radios (r — R) y (r — R".

144. Con la regla v el compds construir un angulo:
1.0 De 45°, 3.0 De 1350,
2.9 De 67° 307 4.0 De 1120307
Nota. — La resolucion de los problemas relativos a la division de la circun-
ferencia en partes iguales (GEoM. 457 vy siguientes) permite construir, con la regla
v el compds, cuantos dngulos se quieran.
® 1. Se divide el dangulo recto ABC en dos partes iguales (Geom. 254).
Otro procedimiento,—Desde el vértice de un dngulo recto se describe un
arco que corte a los dos lados, v se unen los dos puntos obtenidos.

Fig. 135 Fig. 136

Cada uno de los dngulos A y C mide 45° por ser recto el dngulo B, o isdsceles
el trigngulo ABC (fig. 135).
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@ 2. FEldngulo pedido es los 3[4 de un dngulo recto. Para obtenerlo se construye
el dngulo recto ABC (fig. 136); luego se traza la bisectriz BE de este dngulo v la
bisectriz BD del dngulo ABE.

Z DBC =450 + 220 30" = 67° 30'.

® 3.9 El dngulo pedido es los 34 de dos rectos. Parva construirlo se traza sobre
AC (fig. 137) una perpendicular OB, v luego la bisectriz del dngulo recto BOC.

Z AOD = 90° + 450 = 1350

B r B
5 D
s
Qol m2%
T 0 A € 0 A

Fig. 137 Fig. 138

® 49 FEl dngulo pedido es igual a un recto mds 220 30%; para construirlo se
traza la bisectriz OD de un dngulo recto, luego la del dngulo BOD (fig. 138)..

ZAOE = 900 + 220 30° = 1120 30’

145. Dada. una circunferencia O, tricense los didmetros AB y CD (figu-
ra 139) y demuéstrese que

AC=BD y CB=AD

Ddblese la figura de suerte que el punto B coincida p
con C y se demuestra por superposicion.

146. En el problema anterior, ¢qué valor habrd
que dar al arco AC para que sea los 2/15 del BC? B
Dése el resultado en grados sexagesimales y cente- ¢
simales.

El arco AC wvaldra 2[17 de la semicircunferencia,
o sea: ) Fig. 139

s 1800 x 2 ' 5
AC = ———— =210 e
5 210 10" 35 17

Xé‘: 200 x 2
17

23, 529¢ por defecto

147. Por un punto dado A, interior a una circunferencia, trazar la mayor
cuerda v la menor que sean posibles.
La mayor serd el diadmetro que pase por el punto dado A y la menor serd la
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perpendicular al didmetro en ese mismo punto, pues ‘cualguiera otra cuerda. que
pasara por ese punto se acercard al centro, y por tanto, seria mayor.

148." Trazar en una circunferencia cuerdas iguales a una longitud dada I
(figura 140).

Supondremos 0 <1< 2R pues de lo contrario
el problema no es posible.

’ Sobre un diametro AOB llevamos los segmentos
OC = OD =1/2.

Luego tracemos las semicuerdas CE y DF per-
pendiculares a AB.

‘La cuerda EF es solucion.

Tracemos la circunferencia de cemtro O y de
radio OM (M es el punto medio de EF). Todas las
cuerdas de la circunferencia dada tangente a la cir-
cunferencia de vadio OM son soluciones del problema,’
pues son iguales a EF vya que equidisian del cen-
tro O.

Fig. 140

149. Dado un punto C en la regién interior de una circunferencia, ‘trazar
por él, una cuerda ACB (fig. 141) tal que la diferencia entre los segmentos BC

v AC sea igual a una longitud dada [.

Sea ACB la cuerda pedida; tomemos DB = AC;
CD sera la diferencia dada 1.

Como OA = OB (radios) y DB = AC (por cons-.
truccion) vesulta OD = OC (segmentos oblicuos cuyos
pies équidistan del pie de la perpendicular OM trazada
desde O a la cuerda AB). Luego los puntos D, D" y D" eic.,
se hallan en la interseccion de la eivcunferencia de cen-
tro O y de radio OC, con la circunferencia de centro C
v de radio CD = 1. ’ ’

El problema admite, pues, dos soluciones siempre
que AC < CB, 0 <1 < 2R ¥ una solucion cuando Fig. 141
AC=CB, 1=0; v cuando AC =0, 1 = 2R.

El caso AC > CB supondria 1 < 0 lo que no suele hacerse

150. Por uno de los puntos comunes a dos circunferencias secantes (figu-
ra 142) trazar una secante cuyo punto medio coincida cen el punto dado.

Sea BC la secante pedida cuyo punto medio
es A. Por los puntos O, O" v A tracemos los
segmentos OE, O'D y Al perpendiculares a BC.

A Como AB = AC resulta AD = AE (mita-

“ des de cuerdas iguales) y también 10" = 1O

2 (secantes cortadas por paralelas equidistantes).
o' De lo cual se deduce la construccién siguiente:
Se une el punto medio 1 del segmento OO’

con el punto A comiin a las dos circunferencias

y por el punto A se traza la perpendicular BC
Fig. 142 al segmento TA.



RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS TANGENTES 69

151. Desde los tres vértices de un tridngulo como centros, describir cir-
cunferencias tangentes dos a dos. )

Supongamos el problema resuelto (fig. 143) y sean D, E, F los puntos de tan-
gencia: Las tangentes en D y E se cortan nece-
sartaimente en un punio ‘1. Como 1D = IE

(tangentes trazadas a una circunferencia des-
de un mismo punto), 1 tiene la misma poten-
cia con vrelacion a las tres circunferencias
(ID* = IE®).
Luego 1 pertenece al tercer eje radical y,
por tanto, TF* = [E2= ID2. g
I equidista, pues, de los tres lados del "&
trigngulo. Es el incentro.
De donde se deduce la construccion si-
guiente: '
1.0 Se trazan dos bisectrices interiores
cuva interseccion 1 es el incentro.
2.9 Se trazan los segmentos 1D, IE, IF Fig. 143
perpendiculares a los lades AB, BC, CA.

3. Haciendo sucesivamente centro en A, B y C se describen las circunferencias
tomando respectivamente por radios AD = AF, BD = BE, y CE = CF.

152. Construir un tridngulo, dados:
1.2 Dos angulos y el radio de la circunferencia circunscrita (fig. 144).
2. Dos ingulos y el radio de la circunferencia inscrita (fig. 145).

3.0 La base, el dngulo opuesto y la altura correspondiente a este ingulo
(figura 146).

Fig. 145
Fig. 146

® 1.2 Sobre un segmento cualquiera AB se construyen los dngulos dados A y B
cuyos lados determinan el vértice C. Las mediatrices de estos lados dan el circun-
centro del tridngulo. Con un radio igual al dado v desde este centro se traza una
circunferencia. Las rectas que unen el civcuncentro con los vértices A, B y C deter-
minan sobre esta circunferencia los vériices del tridngulo pedido, va que es semejante
al construido y estd inscrito en la circunferencia de radio igual al dado.

® 2o Construido £ BAC igual a uno de los dngulos dados, se determina el
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centro de la circunferencia inscrita trazando la bisectriz de /. A y una recta paralela
a AC a una distancia igual al radio dado. El punic de interseccion de ambas rectas

Al ¢es el centro de la circunferencia inscrita.
/1 Sobre la recta AB construimos £ B = £ B. La
/ A, tangente a la circunferencia paralela a B'C’ determina

el tridngulo pedido.

® 3.0 Sobre la base BC se construye el arco capaz
del dngulo dado A; los puntos de interseccion de este ~
lugar con la paralela AM a la base BC, que dista h,
son los vértices A y A’ de los dos tridngulos iguales que
solucionan el problema propuesto.

153. Construir un rombo dados un dngulo v
el radio de la circunferencia inscrita (fig. 147).
En la interseccion O de dos perpendiculares OA
y OB se describe la circunferencia inscrita; sobre una
de ellas se traza un dngulo igual a la mitad del dngulo
Fig. 147 dado y se traza la tangente AB paralela al lado A'B’
del angulo construido.
Luego, desde A se traza la tangente AD; se toman OC = OA y se trazan
desde C las tangentes CB v CD.

II. Teoremas

154. En un mismo circulo O (fig. 148), un angulo central y otro inscrito
valen cada uno 120°. Demuéstrese que las cuerdas correspondientes AB, CD
son 1guales.

Como £ AOB = 1200  resulta ANB = 1200
y como ZCMD = 120°  resulta CND = 2400
e T, T
Luego CMD = 3600 — CND = 3600 — 2400 = 1200
Y las cuerdas AB y CD son iguales ya que subtienden arcos iguales.
B
N
A
0
A n
D = c
C D /
B
M
Fig. 148 Fig. 149

155. Dos cuerdas paralelas trazadas por los extremos de un didmetro son
iguales (fig. 149).
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Los dngulos m y n son iguales por alternos internos.
Los tridngulos rectdngulos DAC y DBC son iguales por tener la hipotenusa

comtin v un dngulo agudo igual.
Luego los catetos AC y CB son iguales.

Si dos cuerdas iguales se cortan en un punto interior del circulo

156.
(figura 130) los segmentos son reciprocamente iguales.
Sean las dos cuerdas AB = CD, tenemos que CA + AD = CB + CAL

Luego CB = AD v, por tanto, CB — AD.
ZBCD = /BAD = 1/2 BD
= 3 GA

Por otra parte
Z CBA = ZCDA
adyacente a dngulos respectivamente

Por tanto, ACOB = AAOD (lado igual

wguales).
Luego CO=0A y BO=0D
A
D
B
Fig. 150 Fig. 151

157. La suma de loz didmetros de las circunferencias circunscrita e ins-
crita a un tridngulo rectingulo (fig. 151), es igual a la suma de los catetos.
Por ser iguales las tangentes trasadas desde el mismo punto:

CB = 2R = CF + BD

CF = CE
BD = BE = il
AD = AF = r 2r = AD + AF
de donde: 2R + 2r = CF + BD - AD + AF
2R+ 2r — AC + AB

La relacién anterior puede escribirse también
Zr=b+c—a

es decir: El didmetro de la circunferencia inscrita en un tridgngulo rectdngulo es

igual a la suma de los catetos menos la hipotenusa.




. 22 GEOMETRIA PLANA

158. Calcular los segmentos que sobre los lados de un tridgngulo determi-
nan las circunferencias inscrita y exinscrita al mismo.
Sean a, b, ¢ los lados v 2p el perimetro (fig. 152).
® 1.0 Tenemos que

D=8 5aT 4 0B 4 308 =y
BE = BD AD + BE + CF —
CE = CF R ™ =p

de donde: AD=p — (BE+ CE)=p — a
BE =p - (AF+CF)=p—b
CF =p - (AD+ DB)=p——c¢

® 2.9 Las iangentes iguales Al = A] a la circun-
ferencia exinscrita dardan:

Al + AJ=¢~ b+ CJ + BI

pero Bl + C]=BL + CL =a
Fig. 152 por tanto  2Al =2A] =a+ b+ c=2p
de donde Al =A] =p
v, por consiguiente, BI =BL =Al —¢c=p—c¢
CJ=CL=A]—-b=p—0>b

159. Dada una circunferencia O y radio R (fig. 153) se trazan dos cuerdas
paralelas, cada una a distinto lado del centro, tales que la AB sea el lado del
tridngulo equildtero inscrito, y la CD el lado del cuadrado inscrito. Calcular

la longitud de estas cuerdas y la medida de los cuatro arcos que determinan.
® 1.0 Sabemos (GEom. 446 v 442) que

AB=R+3 y CD=R+2
e 20 AB =1200 y CD = 90

Por otra parte AD = BC (arcos comprendidos entre
paralelas).

Como AD + BC = 3600 — 1200 — 900 — 1500
resulta A/]?) = ﬁ—é 1) - 750

—_ Fig. 153
Longitud de AB = 27R

Lot de CD —2 2R, _ aB.

/—\/'—\

AD = BC =

2
Longitud de AD = BC % |:2 aR — (2 aR o IZR >:|
7
2

12’7R—71R) _ 5 aR
12
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160.- Los puntos simétricos del ortocentro, con relacién a los lados de un
tridngulo estdn sobre la circunferencia circunscrita a ese tridngulo (fig. 154).

Sea H el ortocentro. Tracemos los segmentos AH; BH y CH, y prolongusé-
moslos hasta los puntos E, L, F en que cortan a la czrcunferencaa circunscrita. Tra-
cemos las cuerdas EB, EC FB, FA v LA.

Tenemos: ZBCF = / BAE (lados perpend.) } luego /BCF — /BCE
¥ ZBAE = /BCE = 12 BE

por lo que AHIC = AEIC (cateto comiin adyacente a dngulos iguales).
Por consiguiente, HI =1IE, vy E es simétrico de H respecio a BC.

También : ZBCF = /BAE } z /BAE — /BAF
y /BGF — ZBAF = 1/28F | “%*°
por lo que AAJH = AA]JF.
Por consiguiente JF =JH, y F essimétricodeH respecto a BA
Igualmente ZCAE = /CBL }
ZCBL = JCAL.— 1j2 0L | %0 <CAE = ZCAL
Por lo que AAKH = AAKL

Por consiguiente  HK — KL, y L es simétrico de H respecto a AC.

Fig. 155

161. La distancia de un punto M tomado en la circunferencia circunscrita
a un triangulo equllatero a uno de los vértices, es igual a la suma de las dis-
tancias de este mismo punto a los otros dos vértices.

Hallindose el punto M entre B y C, si se prolonga MC o MB una longitud
tal que MD = MA, el tridangulo MAD es equildtero (fig. 155).
® 1.0 Tracemos la cuerda BF paralela a MC vy las cuerdas CF y FA.

Resulta CF = BM

Tenemos ~AMB =B2—A = LZOD = 6Q°
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fC , CM _BM &M
2

CBM = ~ . SCBM — Sotely S . B0

ZFBM = /FBC + /CBM + 5 5 2
_BC 120,
2 2

en  MB  FA _ CF | FA _ CA _ 1200 _ .,
LZ\IE-sz 5 "3 T % 5 = 60
E! trigngulo MEB es equidngulo y, por tanto, equildtero.
Luego MB = ME (1Y
Del mismo modo se demuestra que el AFEA es equidngulo v, por tanto, equildtero.

Luego EA = FA
Por otra parte AF = AC — FC = 1200 — FC
MC = BC — BM = 1200 — BM = 1200 — FC (va que BM . FC)
Luego AF — MC vy FA = CM v, por tanto, CM — FA = EA (2)
Sumando miembro a miembro (1) vy (2), fenemos:
MB + MC = ME + EA - MA
@ 2.0 El AMAD es isdsceles, luego ~A = 2D, pero M = 60°; por tanto
LA+ D = 1800 — 600 = 1200
¥ ZA = /D = 600
por consiguiente, el triangulo MAD es equilatero por ser equidngulo.

162. Si dos circunferencias O vy O (fig. 156) se cortan, los segmentos
determinados por ellas sobre dos secantes paralelas trazadas por los puntos de
interseccion son iguales.

Fig 157

Trazando los segmentos FOE v LO'G perpendiculares ¢ dichas secantes, te-
Hemos : ¢

IE=EB; IG=GA; I'F=FD; I'L=LC
por otra parte GE = LF como segmentos paralelos comprendidos entre paralelas.

Luegso 2GE = 2LF o bien AB = CD.
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163. Si dos circunferencias se cortan en los puntos P y Q (fig. 157) y por
estos puntos se traza una secante a las dos, los segmentos que unen sus extremos
en cada circunferencia son paralelas.

En efecto, 2C = LQPB por tener ambos por suplemento £ QPD.

Pero ZQPB v ZA son suplementarios, por tanto ZC v ZA también lo
serdn, y como son conjugados, AB y CD seran paralelos.

164. Dos circunferencias iguales O y O (fig. 158) se cortan en A y B.
Por el punto A se traza la secante comin CAD. Demuéstrese que el triangulo
CBD es isosceles. e =y

Siendo las circunferencias iguales y AB una cuerda comiin: ANB = AMB.

P
Por otra parte < BCD = 1/2 ANB
TN
Z/ BDC = 1/2 AMB

Luego / BCD = /Z BDC y, por tanto, el ~ACBD es isosceles.

C

D
A
8 :
(o A D
0
B

Fig. 158 Fig. 139

165. Dada una circunferencia O (fig. 159), desde el punto A se traza
la seeante ABC, de modo que sea AB = R, y se traza la secante AOD que pasa
por el centro. Demuéstrese que / COD =3 LA,

Por ser isésceles los tridngulos AOB y COB se desprende que:

ZOCB = ZOBC= Z0AB + ZAOB =2 ZOAB=2 ZA
/COD = ZOAC+ ZOCA=LA+2 /A=3 ZA

166. Por el punto de tangencia de dos circunferencias (fig. 160) se traza
una secante comun. Demostrar:

1.0 Que los radios trazados en los
puntos de interseccion de la secante son
paralelos.

2.2 Que las tangentes trazadas en esos
mismos puntos serdn también paralelas.

3. Que los arcos determinados por
la secante tienen igual medida.
® 1.0 Como los trigngulos BOA y CO’A
son tsosceles, tendremos:

LB=ZA= g

v los radios OB y O'C seran paralelos.
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® 20 Las tangentes en B y C son perpendiculares a los radios paralelos OB
y O’C, por tanto, seran también paralelas. 3

® 3° Los arcos AB y AC tienen la misma medida que los dngulos corres-
pondientes BOA y CO’A, y siendo éstos iguales, también lo seran aquéllos.

167. Por el punto de contacto de dos circunferencias tangentes exterior-
mente (fig. 161) se trazan dos secantes co-
munes cualesquiera. Demostrar que las rectas
que unen los extremos de dichas secantes en
cada circunferencia son paralelas. ;Seria lo
mismo cuando las dos circunferencias fuesen
tangentes interiormente’?

® 1.9 Teniendo la misma medida los arcos
BA v AD, los dngulos C y E serdn iguales, v
como son alternos, las rectas BC y ED serdn
paralelas.

® 2.0 Lo propio ocurriria si las circunferen-
cias fuesen tangenles interiormente, con la tinica
diferencia de que en este caso, los dngulos E y C serien correspondientes.

III. Lugares geométricos

168. Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de las rectas trazadas
desde un punto a una recta dada. -

Serd 1a paralela a las rectas dadas trazada por
esos puntos medios. A

169. Hallar el lugar geométrico de los puntos /
medios de los segmentos de recta comprendidos 7l
entre dos paralelas. ' o

Sea BC (fig. 162), la recta dada v A el punto; ‘/
tracemos la perpendicular AD a la BC; el punto I,
medio de AD, pertenecerd a ese lugar geométrico.

Sea AB otra recta cualquiera; si unimos 1 con F,
punto medio de AB, la recta F1 serd paralela a BC

Fig. 162

(Geowm. 155).

Asi pues, el lugar geométrico buscado sera la paralela a la recta dada
BC trazada por el punto medio de la perpendicular AD.

170. Hallar el lugar geométrico de los puntos equidistantes de dos rectas
que se cortan (fig. 163).

El lugar geométrico serdn las bisectrices de los cuatro dngulos que forman
dichas rectas.

171. Hallar los puntos que se encuentran a igual distancia de dos rectas
dadas y que se hallan a una distancia dada del punto de interseccién (fig. 163).

Estos puntos serdn los cuatro de interseccidn de las bisectrices de los dn-
gulos que forman dichas rectas con la circunferencia descrita desde O con un radio
igual a la distancia dada.
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172. Hallar el lugar geométrico de los centros de un rombo cuando uno
de sus lados queda fijo (fig. 164).

D A
AKC
' B
B 0

Fig. 163 Fig. 164

El dngulo AOB que forman las diagonales del vombo al ser recto, quedard
mscrito en la semicircunferencia de didmetro AB. El lugar geométrico del vértice O
de este dngulo serd, pues, la semicircunferencia susodicha.

173. Hallar el lugar geométrico de los puntos de contacto de las circun-
ferencias tangentes a una recta en dos puntos dados A y B vy tangentes entre
si (fig. 165).

Los tridngulos AOC y BO'C son isdsceles y O y O son suplementarios: por
consigutente

20+ 2 2L m= 1800
Ln+ Lm= 900
¥ Z ACB = 900
Por tanto, el lugar geométrico del punto de contacto C serd la circunferencia
de diametro AB,

Fig. 165 Fig. 166

174. Se une un punto A exterior a una circunferencia con un punto cual-
quiera B de esta circunferencia. Hallese el lugar geométrico del punto medio
de AB (fig. 166).

Unamos el punto dado A con el centro O de la cireunferencia v con el punto B
tomado sobre ésta, luego tracemos por el punto medio de AB la recta CD paralela
a OB, con lo cual tendremos que D serd el punto medio de AQ, y CD = OB/2.
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Por tanto, el lugar geométrico pedido serd una circunferencia trazada
desde D como centro, con un radio DC=0B/2.

175. Dada una circunferencia tangente en
M B a una recta AB (fig. 167), si por el punto A
trazamos la tangente AM, hallar el lugar geo-
métrico del punto de contacto M.
Para todas las tangentes se werifica:

B AB = AM

por tanto, la circunferencia descrita desde A
con un radio AB, serd el lugar geométrico del
punto dado M.

Fig. 167 176. Hallar el lugar geométrico de los
vértices de los tridngulos de igual base y me-
dianas iguales.

El lugar geométrico de todos los vértices A serd (fig. 169) la circunferencia
de centro M y radio MA, igual a la mediana dada.

177. Hallar el lugar geométrico de los puntos de concurrencia de las al-
turas de los triangulos de igual base e igual angulo en el vértice.

El dngulo AOB es el suplemento del dngulo M (fig. 168), por tanto, el lugar
geométrico del ortocentro O, serd el arco AOB simétrico del ANB respecto de la
base dada AB. ’

Fig. 168 Fig. 169

178. EI tridngulo AMB (fig. 169) tiene la base fija AB como cuerda de
una’ circunferencia y el vértice M se desplaza sobre el arco AMB que aquélla
subtiende. ;Cudl serd el lugar geométrico del punto de concurrencia de las
bisectrices del triangulo mévil?

Sea O el incentro

AOB = 180° — (L m + /n) — 1800 — —4*‘\’; LB

Perot ZA+ /B =180 — 4M;*4A2‘__4B=900—ATM
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Z M

Luego  / AOB — 1800 —(900 - AZJ\L) — 900 + — Cte.

va que £ M es constante.
Luego el wértice O se desplazard sobre el arco BOA capaz del angulo

o ZM
900+~

179. La hipotenusa de un tridngulo rectingulo oscila de tal manera que
sus extremidades resbalan siempre sobre los dos ca-
tetos. Hallar el lugar geométrico de su punto medio.

Sea AB (fig. 170) una posicicn de las infinitas A
que puede tener la recta movil. Unamos su punto medio M
con el wvértice C. .

El segmento CM es igual a la semihipotenusa (33), D

M
Luego CM = ﬁAzﬁ = Cte.
P
El lugar geométrico de M es ¢l cuadrante EMD
de centro C y de radio CM = AB/2. c L

180. Un segmento de recta AB se¢ mueve paralela-
mente a una direccién dada de modo quie el punto A Fig. 170
describe la circunferencia O (fig. 171). :Cuydl seri ‘el
lugar geométrico del otro extremo B? )
Sea CD 1gual v paralelo @ BA. Por el centro QO tracemos 0’0 wigual y paralelo

a AB.
El cuadrildtero ABO'O serd un paralelogramo; por tanto:
OA = OB
Y OD =0C=vr

El lugar geométrico serd, pues, una circunferencia igual ‘a la primera.

Fig. 171 Fig. 172

180 bis. —Hallar el lugar geométrico de los puntos medios M de las cuerdas
de una circunferencia dada, que pasen por un rmismo punto P.

Sea la circunferencia de centro O (fig. 172); AB una cuerda que pasa por el
punto fijo P. Tracemos-el segmento OM. Este segmento es perpendicular a la cuerda
(Geom. 195).
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Fig. 173 rencia dada.

IV. Problemas

El tridngulo rectdngulo POM tiene la hipo-
tenusa fija; luego el lugar geométrico del vér-
tice M es la circunferencia de .diametro PO.

Nota.—Si el punto P se halla fuera de la
circunferencia dada (fig. 173), el lugar gepmé-
trico de los puntos medios de las cuerdas de
dicha circunferencia cuvas prolongaciones pa-
sen por P, seria sélo el arco de circunferencia
de didmetro PO interceptado por la circunfe-

181. Dado un tridngulo ABC (fig. 174) enel cual /B = 582y £ C = 700,

se desea saber:

1.0 El valor del d4ngulo d formado por las bisectrices interiores BD y CF.
2.2 El valor del 4ngulo s due forman las bisectrices exteriores EA y EC.
3.9 El angulo que forma la bisectriz BD con la altura BH.
4.0 El dngulo que forman las alturas de los vértices B y A.

e 1° /d— /CIB— 1800 7@;_4_(:
/d = 180° fﬂéﬁjpi: 1160
o 20 LZA=1800 — (LB + ZC)—

= 1800 — 1280 = 520,
Como las bisectrices exteriores son perpendiculares
a las interiores correspondientes, 2 5 es el suplemento
del dngulo formado por Al y CI

4AIC:13097%£:

— 1800 — 610 -

— 1800 _ “52° + 70°
2

£ s =180 — / AIC = 180° — 180° + 61° = 61°

e 3o SLDBH= /ABH — ZABD

Z ABH =900 — A = 900 — 520 — 380

ZB _ 580
Z ABD = £38 — 38° _ 990
2 g

Z DBH = 38° — 290 = 9o
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® 4.0 FE| dngulo que forman las alturas BH y AL tiene sus lados respectiva-
mente perpendiculares a los lados del dngulo C; estos dos dngulos serdn iguales o
suplementarios; por tanto:

ZBOL = ZC=70° obien . AOB=180°— ZC = 110°

182. En un tridngulo ABC (fig. 175) rectdngulo en A, se traza la altura AH
y se toma sobre BC. HD = HB; por el extremo C se traza CE perpendicular
a la prolongacién de AD. Demuéstrese:

" 1.2 Que la circunferencia de didgmetro AC.

pasa por los puntos H y E.

2.9 Deducir de lo expuesto, la igualdad de
los segmentos AH y EH.

3.0 Probar que £ ACB = £ DAH.
® 1.0 " Como los dngulos AHC y AEC son rectos,
los vértices H y E estardn sobre la semiciveunferencia
de didametro AC.
e 2.° EI tridngulo ADB es isdsceles, pues la

altura es al mismo tempo mediana (HD = HB), Fig. 175
también serd bisectriz.
Luego /DAH = /BAH y EH _ HA o4y, EH=HA
) 2 2

Por tanto, las cuerdas AH y HE son iguales ya que subtienden arcos iguales.
® 3° LACB = ZBAH por tener los lados respectivamente perpendiculares
y ser de la misma especie

pero Z BAH = ZDAH
luego 7 ACB = /DAH

183. Dado un triangulo ABC (fig. 176), se trazan las alturas BD y AE,
las cuales se cortan en el punto H. Siel LA =450y /C = 6009, hallese:

‘1. El angulo m formado por las alturas, y los dngulos r v s de éstas con
los lados AB v BC.

2 2.0 Demuéstrese que el cuadrilitero ADEB
es inscriptible.
- e 1° /“my ZC son de la misma especie y
tienen los lados perpendiculares, luego:
Zm — £C = 600
b ZB=1800 — (LA + ZC)
Zr=900—/ B=900—[1800—(45°+60°)] =150
A /s=900 — /C =900 — 600 =300
. S
B E C e 2.0 Los dngulos ADB y HEB por ser rectos,
sus vértices D y E estardn sobre la semicircunferencia
Fig. 176 de didmetro AB; por tanto, el cuadrildtero ADEB

es inscriptible.
184. En el trapecio ABCD (fig. 177), £ A =68 y ZB = 62030

Calcular:
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1.2 Los angulos C vy D del trapecio y el angulo E formado por las prolon-
gaciones de los lados no paralelos.

2.0 El angulo DIC que forman las bisectrices de los
angulos C y D.

3.0 Probar que las bisectrices de los dangulos A y D
son perpendiculares.

4.0 Sirviéndose del lugar geométrico, hallar un
punto M equidistante de BC v de DA, desde el cual se
vea AB bajo un dngulo recto.
® 1.5 FEn un trapecio, al ser las bases paralelas, los dn-
gulos A v D serdn suplementarios, lo mismo que los £ B
y ZC; asi pues:

ZC = 180° — 2B = 180° — 620 30’ = 1170 30’
D = 1800 — LA = 180° — 68° = 112¢

Z E es suplemento de /A + 2 B; por tanto

Z E = 1800 — (68° + 62° 30") = 490 30’

ZC+ £D
2

1170 30' + 4400 _ e 45

e 2.°/DIC = 180° — 5

= 1800 —

® 3.9 Los dngulos A y D son suplementarios, por tanto
ZA  ZD
2Ry 2l

2 2

el dngulo de sus bisectrices serd:

= 900

A+ ZD
2

Z AJD = 1800 — = 1800 — 900 = 900

® 4.0 FEl lugar geométrico de los puntos equidistantes de BC y de AD es la bi-
sectriz del dngulo formado por esas rectas, y el de los puntos desde las cuales se vea
AB bajo un dngulo recto es la eivcunferencia de didmetro AB; los puntos M y M,
intersecciones de ambos lugares geométricos, son los puntos que resuelven el problema.

185. En una circunferencia en la cual el arco BC = 60° (fig. 178), traza-
mos BD, perpendicular al didgmetro AC, y DF, paralela al mismo didmetro.

1.2 ;Qué amplitud tienen los arcos DC, AB, FD?

2.2 Sabiendo que BC es perpendicular a AB,
;por qué CAB = ZDBC?

3.2 ;Como se trazard la normal en el punto F?

4.0 :Cémo se trazard una tangente paralela

a AB? A C
® 1. Por ser OC perpendicular a BD divide a
ésta v al arco que subtiende en dos partes iguales;
por tanto
BC — BE — 600 F~—"

AB + BC = 180¢ Fig. 178
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- AB — 180° — BC = 1800 — 600 — 1200
Por ser FD v AC paralelas AF = CD — 60
¥ FD = 1800 — (AF + CD) = 600

® 2° Los dngulos CAB y DBC son iguales por tener sus lados perpen-
diculares y ser ambos agudos.

® 3.0 Para trazar la normal en el punto ¥ bastard unir este punto con el centro
de la circunferencia, pues el vadio del punto de comtacto ¥ es perpendicular a la
tangente trazada en ese punto.

® 4.° Para trazar una tangente paralela a AB bastard trazar DE, mediatriz
de AB, y luego, por los puntos en que ésta corta a la circunferencia, se zm"an pa-
ralelas a AB, o perpendiculares a la mediatriz DE.

186. Sea O la circunferencia inscrita en el tridangulo ABC (fig. 179) v
sean M, N, R'los puntos de tangencia.

1.2 Hallar el valor de "/ M, ZN, /R, en funcién de los dngulos A,
B v C del tridngulo.

2.0 ;Podrd ser rectingulo el tridngulo MNR?

3.0 Siendo O el centro de la circunferencia inscrita, hallar el valor de
los dngulos NOR, NOM y MOR.

e 1° AR =AM, BM = BN, CN = CR (iangentes desde un puntc a una
circunferencia) .

OM = ON = OR (radios de la misma circunferencia).

Las bisectrices AQ, BO y CO son, pues, mediatrices de los segmentos MR, MN,
¥ NR. En consecuencia, los dngulos NMR, MNR y MRN tienen sus lados res-
pectivamente perpendiculares a los de los dngulos BOA, BOC v COA y como son
de especie diferente, son suplementarios.

Z BOA = 1800 — #; ZBOC = 1800 —

B 43-5 £C. ,coa— 150 4(:2 ZA

de donde:

ZM = ZNMR = 1800 — (1800 _ZA 42 LB) _

_ LA+ /B
2

Del mismo modo:

sN—£B+ £C o LC+ /A
2 2

LA+ LB+ ZC

@ 29 Como Z A+ 2B+ ZC=1800 vesulta >

== 900
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Luego
SN = 4A; £B LAF 42B+ £C s decir  ZM < 900
ZN = LB;AC<4A+€‘B+ £C es decir . LN < 90°
R = AC; AA < LA+ ézB_L £C es decir ZR < 900

En consecuencia, el triangulo MNR no puede ser rectangulo.
@ 3° /NOR, ZNOM y ZMOR tienen sus lados respectivamente perpen-
diculares a los lados de £ C, £ZB, y £ A y son de especie diferente.

Luego £/ NOR, £~ NOM y 2 MOR son suplementarios de £ C, /B
y ZA.

187. Sea el tridangulo ABC inscrito en la circunferencia O (fig. 180) tal
que el arco AB = 120° y el arco BC = 72¢.

1. Demuéstrese que la recta BDE, que une el punto B con E; en donde
el radio OE perpendicular a AC corta a la circunferencia, es bisectriz de B;
dése el valor de £ BJ2.

2.2 La tangente EF corta a la secante BC en F; calcular los 4ngulos DCF,
DEF, BDC.

3.2 Los lados AB, BC, :son lados de poligonos regulares que se pudieran
inscribir en la circunferencia dada?
e 1.9 E| radio perpendicular a una cuerda la divide en dos partes iguales, lo

mismo que al arco que ésta subliende; asé es que CE = AE v la recta BE serd bisectriz
del dngulo B: '
LB
2
e - 20 Z DCF = 180° — /BCA = 180° — 600 = 120°
/ DEF — BC+EC _ 720 4 840 _ 0
2 2
Z BDC = Z DEF (DC y EF son paralelas como perpendicu-
lares a OE).

@ 3.9 ABesellado de un triangulo equilatero inscrito, pues 3600:3 =1200
v BC es el lado del pentagono regular inscrito, pues 3600: 5 = 720,

B
< ~.C

é—[sﬁoo — (1200 4+ 720)] = 840

Fig. 181
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188. Un cuadrilatero ABCD (fig. 181) estd inscrito en una circunferencia O.
Si AB es el lado del cuadrado inscrito, BC el lado del exdgono regular inscrito
y CD el lado del tridngulo equilitero inscrito, se pregunta:

1.0 EI valor de los arcos AB, BC, CD y AD en grados sexagesimales y
centesimales.

2.0 Por qué la diagonal BD es un didmetro y cudnto valen los 4hgulos
que forma con los Iados AB, BC y con la otra diagonal AC

e 1o AB = 3600 4 — 900 =90>;71” — 100¢
BC — 3600: 6 = 600 — 010 = 66,6667
€D — 3600: 3 =1200 — Qw = 133,3333°

Py

- AD = 360° — (90° + 600 + 1200) = 900 = 100¢
e 2.° BD es un diametro, pues BC + CD = 600 — 1200 — 1800,

4ABD=Az—D:90°:2=450

2 DBC — BC _ 1500.2 — ggo

2
Z BOC — AéD + 'BZC = e g 60° _ 2,

V. Problemas suplementarios

189. Tres rectas OA, OB, OC (fig. 182) tomadas en un plano, forman
-entre si dngules de 1200, Si desde un punto P del mismo plano se bajan per-
pend]culares a dichas rectas, demuéstrese que
los pies de las perpendiculares son los vértices
de un tridngulo equildtero.

Por ser rectos los dngulos en a, b, ¢, serdn
inscritos en la circunferencia de diametro OP; ade-.
mds (n.° 16)

Z b0a = / ¢Qa = 60°

pero - L abe = £ ¢Oa = 600
"L oach = £ aQb = 600

£ bac = £ bPc = 600

Ademds, ba = ac = bc por ser cuerdas que
subtienden arcos iguales; luego...
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190. Dado un dngulo recto O (fig. 183) v
dos puntos A y B sobre uno de los catetos, hallar
un punto P sobre el otro cateto, tal que se tenga:

10 ZAPB =~ ABP

20 LAPB =2/ ABP’

Condicién de posibilidad.

e 1.° Sea/ APB = /ABP. El AAPB es isds-
celes; por tanto, AP = AB; bastard pues describir
desde A un arco de radio AB, el cual cortara al
cateto OP en el punto P.

Condicién: AB > OA.

@ 2° Sea ZAP'B =2 £ ABP'. También tenemos que /' n = 2 - ABP’.

Por ser O = AF =900 el cuadrilditero P'OAF es inscriptible v
SP = Ji= Zn, el trigngulo OFC es isdsceles v su altura mediatriz de OC.
Bastard, por consiguiente, trazar la mediatriz de OC, la cual cortard a la semi-
circunferencia AFB en F; la recta BF dard el punto que se busca, P’

Condicion: OA < AC.

Fig. 183

191. Construir un tridangule dados:

1.0 Los lados AB, AC v la mediana BD relativa a uno de ellos.

2.9 Los lados AB, BC v la mediana BD comprendida entre ellos.

3.0 Ellado AB'v las medianas BD v AF que parten de sus extremos (figu-
ra 184).

Supongamos el problema resuelto:
@ 1.° En AABD son conocidos los tres lados AB, BD v AC(2: bastard to-
mar DC = AD para que el wvértice C quede determinado.
® 2.9 Se construve el tridgngulo BCE cuvos lados
son:

BC, CE - AB y BE - 2BD

® 3.0 Se construve el tridngulo AOB de lados

221: + BO=2BD

AB, OA = 3

después se toma

OF = %F y OD = _BP

v se trazan BC v AC.

192. Dos circunferencias O vy O’ (fig. 185) son tangentes exteriores en A.
Se traza BAE y BD tangente a la circunferencia O, la ctial corta a la circun-
ferencia O en C. Demostrar que AD es bisectriz del dngulo CAE exterior del
triangulo ABC.

St AD es bisectriz de £ CAE debemos tener

P S —

med. ED = BF = FC



PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS 87

Prolongando AD hastenF tenemos:
med. AD = med. AF (n.° 166);

pero L CAD = L CBF por tener ¢l mismo suplemento

inas ZCBF = ZABF <+ / ABC
v ZABF = AF _ AD
2 2
£ AHC —LE.  AD
2 2
de donde
/ ABF + / ABC — / CBF — DjE - R
v o

Fig. 185

liego £ CAD - / DAE

193. Dadas dos circunferencias concéntricas de radios R v r ¥y un pun-
to A (fig. 186) sobre la circunferencia exterior, trazar desde ese punto una cuerda”
F a la arcunferencia mayor, que guede dividida en tres
partes iguales por la circunferencia menor, Condicién
\ para que el problema sea posible.
B C -8 A Supongamos el problema resuelto, v AB— BC— CD:
B ; en el tridngulo COA se conocen dos lados v la mediana
comprendida por los mismos; tomando OF=20B=2r,
OA=R y AF—=r se obtiene el trignguloc OAF, cuva
mediana es AB igual a AD|3. )

Para que el problema tenga solucién es necesario que

el trigdngulo OAF pueda construirse o sea

- 1.0 R4 r>2r o R =
b para R = r, AD serd un punto.
Fig. 186 2.0 R—7r<2r 0 R > 3

para R = 3r, AD e5 el didmetro.

194. Dada una circunferencia O (fig. 187) de dismetro AB, desde un
punto C tomado en la periferia. se describe otra circunferencia tangente al did-
metro de la primera, v desde los extremos de este
didmetro A v B se trazan las tangentes AD y BF a la
segunda circunferencia. Demostrar que estas tangen-
tes son paralelas.

Supongamos el problema resuelto; si las tangentes
AD y BF son paralelas deberd tenerse:

ZDAB + Z ABF - 180°
pero CB es bisectriz de los dngulos en C y en B, y AC

es bisectriz de los dngulosen Ay en Cy ~ CAE=/ ECB
por tener los lados perpendiculares. Fig. 187
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Luego 2 CAE + Z CBE = 90°
v 2 Z CAE + 2 £ CBE = 1800
es decir ZDAE + Z ABF = 180°

por tanto, las tangentes AD y BF son paralelas. -

195. Dada una circunferencia O (fig. 188), trazar una cuerda de longitud
conocida I, cuyo punto medio esté sobre otra cuerda AB de la misma circun-
ferencia.

El lugar geométrico del punto medio de una cuerda dada es la circunferencia,
cuyo radio es la distancia de esa cuerda al ceniro; por los puntos de interseccion C
v D, de este lugar geométrico con AB, se trazan perpendiculares a los radios OC
y OD v éstas serdn las cuerdas que rvesuelven el problema. Para que tenga soluciin
es preciso que AB > [.

al—G D \p £
C
\
P
S e
Fig. 188 Fig. 189

196. En una semicircunferencia O, de didgmetro AB (fig. 189), un punto C
se mueve sobre la misma. Desde C se traza la perpendicular CD al didmetro,
y se toma, sobre el radio OC, una longitud OP = CD. Hallar el lugar geomé-
trico del punto P. :

Cuando el punto C estd en B, el punto P estd en el centro O; si  BOC = 900,
P coincide con C en F; tracemos OF. Sea P un punto cualquiera del lugar geomé-
trico; tracemos PF; los dos triangulos CDO y OPF son iguales por tener dos lados
iguales y el dngulo comprendido; por consiguiente

ZCDO = /£ OPF = 9(o,

v el lugar geométrico del punto P sera la circunferencia del didme-
tro OF perpendicular a AB.

197. En una circunferencia O (fig. 190), se toma un arco BC = 120° y se
traza la cuerda BC y las tangentes en B v C, las cuales se cortan en un punto
exterior A. Sobre el referido atco BC se marca un punto M y se traza la secan-
te BM, la cual corta a AC en D, y la secante CM, que corta a AB en E. De-
mostrar que cualquiera que sea la posicion del punto M sobre el arco BC, la
sutha AD + AE es una cantidad constante.

En el AABC, cada uno de los dngulos ABC y ACB es igual a la mitad del
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arco BC, o sea 609 de aqui que dicho tridngulo es equi-
ldatero. ;

Los tridngulos ABD y BCE son iguales, por tener
un lado igual AB = BC y los dngulos adyacentes
LA= /By ZLABD = ZBCE, de donde

AD = BE;
luego AD + AE = BE +-AE = AB.

AD + AE = AB es una cantidad constante.

198. Construir un tridngulo dados el lado AB, el
dngulo ABC y el radio R de la circunferencia inserita
(figura 191).

Se construye el dngulo ABX igual al dado v se toma Fig. 190
la longitud AB en uno de sus lados. En este dngulo se ins-
eribe una circunferencia de radio R. Para ello se traza la bisectriz vy una paralela
a AB a una distancia igual al radio; la interseccién de esta paralela con la bisec-
triz determina el centro O.

Hecho esto se trazan desde los puntos A v B las tangentes, y el punto donde
se corten nos dard el vértice C del tridngulo que se desea construir.

C

C

N

F

b

Fig. 192

199. Hallar el lugar geométrico de los puntos desde los cuales las tangentes
trazadas a una circunferencia O tengan una longitud dada ! (fig. 192).

Los tridngulos rectdngulos que vesultan uniendo los puntos A y C con el cen-
tro O,y By D con el mismo centro son iguales y por tanto las hipotenusas CO = DO.
Lo mismo ocurrivia con cualquiera otra tangente igual a 1. Por donde se ve que las
distancias de los extremos de las tangentes a la circunferencia O es constante e igual

a CO.

Luego la circunferencia de radio OC es el lugar geométrico que
se busca.

200. Por un punto M tomado fuera de una circunferencia O (fig. 193),
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trazar una secante que determine en dicha circun-
ferencia un segmento capaz de un dngulo dado.

Tracemos en el circulo dado un dngulo inscrito
BAC dgual al dado y la cuerda BC que abarcan

sus lados.
Esta cuerda determina el arco capaz del dn-
gulo dado.

Pero toda otra cuerda igual a BC equidista del
centro Q, siendo su distancia OH. Asi pues, toda
cuerda igual a BC serd una tangente at circulo de
radio OH. Trazando este circulo bastard después
trazar desde el punto Nl una tangente a este circulo. El problema tiene dos soluciones,
pues del punto M se pueden trazar dos tangentes MD v ME. Los segmentos DD’
v EE’ resuelven el problema.

Fig. 193

o
201. Construir un trapecio irregular dados la / C
base mayor AB, el angulo D, la altura DH vy la dia- D
gonal AC (fig. 194).

Como el ZA es el suplemento del 2D, queda
conocido. Trazada la base AB, en el punto A cons-
truimos el / BAD. En un punto de AB tracemos la
perpendicular igual a la altura dada; por el extremo
se trasa una paralele a AB, lo cual determinard e/ A H B
punto D. Desde A, con un radio igual a la diagonal
se determina el punto C. Por fin se traza el lado CB.

Fig. 194

202. Dado un tridngulo equildtero inscrito en la circunferencia O (fig. 193)
demuéstrese que en un punto cualquiera M del arco BC

A se tendra: MA = MB — MC.
Construyamos con MC por lado el triangulo equild-
tero MEC.

AAEC = ABMC, por tener AC = BCy EC = MC
v £LACE = /ZBCM
per tanto AE = BM

En consecuencia:

ME +- EA = MC — BM
0 sea MA = MB + MC

Fig. 195

Lo mismo ocurrivia con cualguier otro punto tomado
sobre el arco BC; por comsiguiente, el arco BC es el-
lugar geométrico de todos los puntos en los cuales se verifica que

MA = MB + MC

203. En una circunferencia O (fig. 196), trazamos una cuerda AB y desde
el punto medio del arco que ésta subtiende trazamos una tangente DC — AB.
Si juntamos A con D y B con C, :qué clase de cuadrilitero se forma?

Trazando el radio OD, éste serd perpendicular a la tangente DC v terminard
en el punto medio del arco ADB, siendo al mismo tiempo perpendicular a AB. OD es
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perpendicular a AB y DC luego éstas seran paralelas, v como DC = AB, el cua-
drildtero ABCD es un paralelogramo.

D C

Fig. 196 Fig. 197

204. Si en la circunferencia O (fig. 197) trazamos dos cuerdas AB y CD,
de modo que al cortarse en el punto I se tenga

Al =1ID y BI=1IC

demostrar que los arcos AC y BD son iguales.

Uniendo los extremos A v C, B y D, los tridngulos AIC v BID serdn iguales,
por tener en 1 un dngulo igual v los dos lados que lo forman también iguales; por
tanto, AC = BD, v como en circunferencias iguales a cuerdas 1guales corresponden

] — —
arcos iguales, AC = BD.

205. Dada una circunferencia O (fig. 198) v un punto P exterior a ella,
si desde éste trazamos las tangentes PA y PB,
demostrar:

1. Que dichas tangentes son iguales
entre si.

2. Que la recta que va del punto P a O
es el lugar geométrico de los centros de las cir-
cunferencias tangentes a las tangentes dadas.
® 1.0 Sean las tangentes PA y PB; tracemos
OP, OA y OB. Los tridngulos rectdngulos OPA
v OBP son iguales por tener OP comnin y Fig. 198
OA = OB, por tanto AP = BP. ;
® 2.° Por ser los tridngulos iguales se tendrd - APO = / BPO v la rect
OP serd la bisectriz del dngulo APB. Todos los puntos de esta bisectriz equidistan
de las tangentes AP y BP. Sea, por ejemplo, el punto M; las perpendiculares
MJ = MH trazadas respectivamente a AP v BP son dos radios de una civeun-
ferencia de centro M, tangente @ las dos tangentes dadas PA v PB.

206. Por un punto P, tomado en la prolongacién del diametro de una
circunferencia O (fig. 199), se trazan dos secantes PA y PA’| tales que formen
dngulos iguales con dicho didmetro. Demostrar que estas secantes son iguales
lo mismo que las cuerdas que determinan. :Cémo se trazarin en esta misma
circunferencia cuerdas iguales a las cuerdas anteriores?
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e 1.° Al formar las rectas PA y PA’', dn-
gulos iguales con el didmetro PH, o eje de si-
metria de la circunferencia, si doblamos la figura
por PH, la recta PA se colocard sobre PA’ y el
punto A coincidivd con A"y B con B, siendo
por tanto

PA=PA" y AB=AB

e 2.° Al ser las cuerdas AB y A'B’ iguales,

Fig. 199 equidistardn del centro O; luego todas las cuerdas

que disten del centro un segmento igual a OD

serdn iguales a AB. Para hallarlas basta describir

desde O una circunferencia de radioc OD y trazar luego tangentes a ésta, como se
ze con MN v P'Q.

207. Dada una circunferencia O de didmetro AB, se divide AB en un
numero 7 de partes iguales y se describen interiormente n circunferencias de
didgmetro ABf/n. Demuéstrese que sea cual fuere el nimero », la suma de las
longitudes de las cireunferencias obtenidas es igual a la longitud de la circun-
ferencia dada.

Longitud de la civeunf. propuesta: L = 2aR

» de una circunf. pequefia: L, = 2a x s
n

» de n circunf. pequeias: L, = 2a X R X n = 2aR.
n

208. Dado un 4ngulo xAy = 60° (fig. 200) y una distancia R, trazar una
circunferencia, de radio R, tangente a los dos lados del 4ngulo. Sean P v Q los
puntos de contacto de la circunferencia con los
lados Ax v Ay v O el centro de la misma. Hille-
se el valor del 2 POQ.
® 1.0 Trazado el dngulo xAy = 60° por el
procedimiento que se quiera, y la bisectriz de éste,
el centro O de la circunferencia tangente a los
lados del dngulo dado se hallard sobre esta bi-
sectriz. Para hallarlo se traza desde un punto B
la perpendicular BM = R; la interseccion de la
paralela a AX trazada por M, con la bisectriz
del dngulo, nos dard el centro O de la circunfe-
rencia tangente de radio R = BM.

e 2.9 Valor del dngulo POQ.—En &l iridn-
gulo APO el dngulo A = 300 y el dngulo en Fig. 200
O = 600."

AAPO = AAQO, luego: £ POQ = 60 x 2 = 1200

También pudiéramos hallar este valor observando que el dngulo POQ es su-
plementario del A en el cuadrildtero birrectangulo APOQ.
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209. :Qué es menester para que un cuadrilitero sea mscriptible en una
circunferencia? ;Cudles son los cuadrildteros inscriptibles?

Para que un cuadrildtero sea inscriptible basta que tenga dos dngulos opuestos
suplementarios (GEom. 234).

Los cuadrildteros que cumplen esta condicion son: el rectanguld, el cuadrado
y el trapecio isdsceles.

210. En todo cuadrildtero circunscrito la suma de dos lados opuestos es
igual a la suma de los otros dos. Todo paralelogramo circunscrito es un cua-
drado o un rombo. ‘

1.0 Sea el cuadrildtero ABCD (fig. 201) circunscrito a la circunferencia,
v E, F, G v H los puntos de tangencia. '

Como las tangentes trazadas desde un misme punto son iguales, tendremos:

AE = AH
BE = BF
CG = CF sumando
DG = DH

AE +BE + CG -+ DG = AH + BF + CF + DH
AB + CD = AD + BC
2.0 En un paralelogramo los lados opuestos son

iguales, luego si remplazamos el cuadrilétero dado por
un paralelogramo- tendremos :

« AB |+ CD=2AB 3 AD + BC = 2BC

e dariite 2AB — 2BC ' Fig, 201
AB — BC

- A . - . 3
Pero si dos lados consecutivos son iguales, la figura sera un cuadrado
o un paralelogramo.

211. Si la mediana de un tridngulo es la mitad del lado donde cae, el
dngulo opuesto a ese lado es recto; si es mayor que la mitad, el dngulo opuesto
serd agudo, v si fuese menor, el dngulo opuesto al lado susodicho seria obtuso
(figura 202). S

AB

c" ® S5 (AACB) OC = 5o OA = OB

el punto C se halla en una semicircunferencia de didme-
tro AB. Por tanto:

80

ZACB = %ﬁ 900 ang. recto

. o si acB ocv 2B _oc

el £ZAC"B es exterior a la circunferencia de didmetro .AB y menor que 2 ACB.
Z AC”B < 900 ang. agudo
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A

e Si (AACB) OC < TB — oc

el £ AC’B es interior a la circunferencia de diametro AB y mayor que el £ ACB.
Z AC'B = 90¢ ang. obtuso

212. Un arco de 219 15', correspondiente a una circunferencia de radio R,
tiene la misma longitud que otro arco de 35° 25, relativo a una circunferencia
de radio R’. Calcular la relacion que existe entre los radios de esas circunfe-
rencias.

21015 = 1275 y 35025 = 2125
Eil valor de los arcos dados, en funcién de sus radios, es:

2=zR x 1275 3 2aR" % 2123
360 < 60 360 = 60

Como son iguales, tendremos:

2aR x 1275 = 2aR" x 2125
simplificando 1275 R = 2125 R’

de donde: R 2125 5

R’ 1225 3

213. Demostrar que la amplitud de un angulo interior a una circunfe-
rencia es igual a la semisuma de los arcos interceptados
. por él, v por su opuesto por el vértice.

Sea el dngulo interior 2 AOB = Za (fig. 203);
su opuesto por el vértice es Z COD. Tracemos la cuer-
da AC.

En el AAQC se tiene que el dngulo externo / AOB =
= Zi+ Zr, pero éstos son inscritos y su amplitud es
la mitad del arco interceptado; por tanto:

¢

Li= AB; 4,-:7(:]3
2 2
Fig. 203 de donde Sa— AB—ZQ

214. Demostrar que la amplitud de un angulo exterior, cuyos lados son
dos secantes, es igual a la semidiferencia entre las amplitudes de los arcos inter-
ceptados’ por dicho dngulo.

Sea el dangulo exterior BAC (fig. 204) formado por las secantes AB y AC.
Trazando la cuerda BD tenemos:

LX = éA.—'— LB
de donde A= x— /B
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Pero Lx =

v ZB =

— D

215. Demostrar que dos cuerdas iguales, que
se cortan en una misma circunferencia, son las
diagonales de un trapecio isésceles.

Sean las cuerdas iguales AC y BD que se cortan en el pzmto I (fig. 205).

%) (D) o[8)
‘

Fig. 204

st oy gy
Por ser AC = BD: AMC — BMD

y restando el arco comin AMD wendrd:

AB = CD
¥, por tanto, las cuerdas
AB = CD

¥ por ser inscritos,
ZDAC = ZACB

Fig. 205 luego las cuerdas AD y BC serdn paralelas v el cua-
drildtero ABCD un trapecio isésceles.

216. Demostrar que todo paralelogramo inscrito en una circunferencia
es rectingulo y la diagonal de aquél serd el digmetro de ésta.
® 1.0 Por ser ABCD (fig. 206) un paraielogramo, serd AD — BC, de donde

AMD = BMC , ANB = éND

M
Como ademds este paralelogramo es inscrito, se
tendrd : . . A D
JA - M ; N
_ . N N
P e DA N
& B &
luego LA = ZC =9
. , M
Lo mismo se demostraria que
Fig. 206

B = ZD = 900

Por tanto, el paralelogramo es rectingulo.,
e 20 Szemio LA, por ejemplo, un dngulo inscrito recto, la diagonal BD sera
el diametro de la circunferencia circunscrita.

216 bis. — Entre los aparatos trisectores de 4ngulos hay uno que tiene la



96 GEOMETRIA PLANA

forma adjunta. Consta de una semicorona
circular con dos prolpngaciones rectiiineas
perpendiculares tales que AB = AO y AC
tiene una longitud arbitraria.

Dado un dngulo LVL', se coloca el
aparato de manera que B apoye sobre un
lado (VL, por ejemplo), AC pase por el
vértice V y el otro lado VL' sea tangente a
la semicircunferencia exterior. Demostrar que
ZBVA= ZAVO = Z0OVT = /LVL3

El trigngulo BVO (fig. 207) es isésceles
ya que VA es mediatriz del” segmento BO.

{ Luego  /BVA = ZAVO!

Por otra parte, si trazamos el radio OT,
i los tridngulos rectangulos OAV vy OTV son
Fig. 207 L iguales por tener la hipotenusa comin vy un

cateto igual por construccion: OA = OT.
Luego £ AVO = ZOVT.
ZLVL’

En consecuencia: ZBVA = LAVO = ZOVT = 3



3

PROPORCIONALIDAD

I. Longitudes proporcionales

217. Resolver la expresion:
¥*=M=xP cuando M=38cm vy P =19cm

Serd : x=+/38 %19 =2,687 cm

Solucion grafica: Growm. 409.

218. Hallar una tercera proporcfona[ entre M v N, siendo N la media
proporcional. Aplicacion: M =28 cm; N = 4,1 em.
Sea x la tercera proporcional.

debemos tener xv =
N M

de donde x = N < 6 cm
M 2,8

Solucién grafica: Geon. 408.

219. El perimetro de un tridngulo es 53 mm vy sus lados son entre si como
los nameros 7, 8 y 11. :Cudnto mide cada lado?
Habrd que repartir los 53 mm en partes proporcionales a 7, 8 v 11.

53 % L —1426 mm 53 x 5 =163 mm y 53 ¥ Ll = 2242 mm
26 ) 26 26

220. Una recta paralela a un lado de un triangulo determina en el otro
lado dos segmentos de 28 y de 17 m. ;Cudnto miden los segmentos que forma
con el lado restante si éste tiene 60 m?

Basta repartir 60 en dos partes proporcionales a 28 v 17.

4 —GEOMETRIA CLAVE, CURSO SUPERIOR



98 GEOMETRIA PLANA

O bien, si x es una de dichas partes, la_ otra
serd 60 — x y tendremos:

x__ 28
60 —x 17
% — 37 Loy
3
Fig. 208 m—x=n%m

221. Dos lados de un tridngulo tienen respectivamente 150 y 170 mj;,
desde el vértice comin se toma una longltud de 85 m
sobre el primero. :Qué longitud serd preciso tomar
en el segundo para que la recta trazada por los dos
puntos asi obtenidos sea paralela al tercer lado?

El 2.0 lado debe guedar dividido en la misma
proporcion -que el 1.°. Sea x la longitud pedida, ten-
dremos:

X _ -85
170 150
170 x 85 1
=T 0 96 — Fig. 209

222. Los tres lados de un tridngulo tienen respectivamente 18, 30 y 36 m.
Calcular los segmentos que en cada uno determina la bisectriz correspondiente.

La bisectriz de un dngulo interior de un iridngulo divide al lado opuesto en
dos segmentos proporcionales a los otros dos lados, luego (fig. 210):

S S| G - )
18—_=x% 36 6 11
_L=§§:2 — 10
30—y 18 =

2 ool o3 g gampm

36—= 18 3
El lado de 18 m queda dwzdzdoenslzlm kY 9191m

FEl lado de 30 m en 10 m y 20 m.
El lado de 36 m en 13,50.m y 22,50 m.

223. Sobre una recta XY (fig. 211), tomemos el segmento rectilineo
AM = 12 mm vy el AB = 20 mm. Hallar sobre esta recta otro punto M’ tal
que tengamos la relacidn

MA _ MA
M'B MB
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Como MA __ 12 _ 3 A M.B M
MB 20 —12 2 Xl | Y
, 20
debemos tener MA_ 3
= . M'B 2 Fig. 211
lo que supone: M'A > M'B

El punto M’ se hallaré a la derecha de B, y a una distancia
MA=MB + 20

, MB+20 _ 3
por tanto M'B 5
de donde 3JM'B = 2M'B + 40

MB =40 mm

El punto M’ se hallard en la prolongacién de AB y a 40 mm de B.

224. Dada una recta v en ella un segmento AB (fig. 212), determinar
) el punto M sobre ella, de modo que se
A - M i B tenga:

AM _ 3

Fig. 212 BM T 5
® 1.9 Supongamos que M se halle entre A y B, tendremos:

AM + MB = AB y AM 4+ BM _3+5 8 _ AB

BM 5 5 BM
Por donde se ve que habrd que dividir al segmento AB en ocho partes y tomar
=3y BM =75
® 2.0 El punto M puede hallarse en la prolongacion de AB, y como gﬁg %,

el punto M ha de hallarse mds proximo de A que de B; estard, pues, en la prolon-
' gacion de BA (fig. 213).

AM 3 . x 3
AM = BM = AB + x; - = 2 W S
Sea x, x B S serd BoTw 5
o0 sea 5x = 3AB + 3x '
M
" 3 ng AM A B

' Fig. 213
BM =— 32_}3 + AB = 5;‘;3;

225. Dado un tridngulo ABC (fig. 214), si trazamos un segmento MN
paralelo a BC, escribir todas las proporciones que por ello resulten.
Toda pamlela a uno de los lados de un tridngulo divide a los otros dos en partes
proporcionales; por tanto, tendremos:
AM _ AN

MB  NC {U
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A y permutando los medios serd:
‘AM _ MB 2)
AN NC B
M N thvirtiendo vendra:
MB = NC (3)
5 c AM AN
Fig. 214 AN _ NC (4)
AM MB

Como en toda proporcion la suma del antecedente y consecuente de la primera
razén es al antecedente o comsecuente de la misma como la suma del antecedente
y consecuente de la segunda a su antecedente o consecuente, las cuatro proporciones
anteriores dardn

AM + BM AN .+ NC AB AC

MB  NC obien \rE = NC G
AM + MB _.AN = NC _,. = AB _ AC -
AM AN AM AN

. 226. Los lados de un triangulo son AB = 12; AC = 15 y B€ = 15; s1
se traza MN paralela a BC de modo que AM = 8§, calcular MB, AN vy NC (figu-
ra 214).

MB=AB-AM=12-8=+4

La proporcion (6) del mibmero anterior da:

1z 157; AN=8X1S=1O
8 AN 12

v la (5) da:
12 _ 175; Ne=%x15_ ¢
4 NC 12

227. Dos lados de un tridngulo tienen AB = 24 ¢m v AC = 32 ¢m. Si

A "
X
D € 3 J
/5
.

€ /

Fig. 215 Fig. 216

r4

B




LONGITUDES PROPORCIONALES 101

tomamos sobre AB un segmento AD = 13 cm, dqué segmento AE habrd que
tomar sobre AC.para que el segmento DE sea paralelo a BC? (fig. 215).
Una paralela q la base de un tridngulo divide a los otros dos lados en partes
proporcionales, asi pues:
13 «x 1

5= ﬁ; de donde x =17 T cm

228. Cuartro paralelas determinan sobre una recta segmentos de 3, 5 vy
8 cm. ;Qué segmentos formarin en un segmento transversal que tiene 60 cm?
(figura 216). 5

Las cuatro paralelas determinan 3 segmentos X, v, z tales que:

B el T W& 60 d
3 5 8 3+5+8 15 edonde
x=601>6<3:11,25cm; _\:=-60Tz§=18,75cm; z:@£—8=300m

229. Las bases de un trapecio tienen 4 m y 6 m v los lados 1,5 m v 2,5 m.
Calcular los otros dos lados del tridngulo menor que
resiilta al prolongar los lados no paralelos. P
Sea P el vértice obtenido, y DE uma paralela
a PB (fig. 217).
APDC~ ADAE, luego: PC _ DC _ PD
DE AE AD

de donde
PC — DExDC= 1,5 x 4 =¥ i
AB 2 A FE H B
PD:DCxADj_A}XZ,S:Sm .
AE 2 Fig. 217

230. :Qué altura tendri el triangulo que se obtiene al prolongar los lados
no paralelos de un trapecio cuvas bases tienen 27 m v 38,5 m v la altura es de
15 m?

En los tridngulos semejantes PAB y DAE (fig. 219), tendremos:

PH _ AB
DF AE
DF =« AB 15 = 385
de dond PH — = 2 — 50,21
e donde AE 115 5 7m

231. Si los tres lados de un tridgngulo ABC son a — 12 cm, b =15 cm,
¥y ¢ = 24 cm, cudles serin los segmentos que sobre el lado mayor determina
la bisectriz del £ C?

Sea x (fig. 218) el segmento BD y CD la bisectriz del / C. Como esta bisectriz
divide al lado opuesto C en partes proporcienales a los lados a y b, tendremos:
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e x 12
24 — x 15
5 :
b x = BD = 10,67 cm
| - =
8 e T TE A 24 —x = AD = 13,33 cruu
Fig. 218 232. Dado un dngulo XOY (fig. 219) sobre OX

tomamos los segmentos OA, OB, OE, tales gue
OB es media proporcional entre OA y OE. Luego trazamos dos segmentos pa-
ralelos AC y BD. Demostrar que el segmento DE es paralelo a CB.
Por ser OB media proporcional entre OA y OE:

OA OB

OB~ OE ) 2
Por el paralelismo de AC y BD, tendremos:
A
o=~ @)
De la (1) y de la (2) se deduce
oc _ 0B
OD OE

Aplicando a esta proporcion una propiedad cono-
cida, tendremos:

OC ___ __ OB
oD — OC OE — OB
esto es OC _ OB Fig. 219
CD BE

Esta p%oporcz'dn entrafia el paralelismo de ED y BC.

233. Dado un trapecio ABCD (fig. 220) cuyas bases son AB y CD, si
por el punto medio E del lado AD se traza una paralela a las bases, demostrar
que dicha paralela cortard a las diagonales y al lado oblicuo BC en sus puntos
medios respectivos. "

En el tridngulo ADB la recta EF, paralela a la base AB, determina sobre
los otros dos lados segmentos proporcionales. Asi pues:

AE _ BF
ED FD
A B pero como AE = ED
también serd BF = FD
E F G M Por lo mismo la recta EG nos dard en el tridn-
gulo ACD
AE _ AG _,
D ¢ ED GC

Fig. 220 por tanto AG = GC
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Y con la recta GM en el tridngulo ABC se tendrd también:
AG _ BM _,
GC MC
o sea BM = MC

Como desde un punio dado sélo se puede trazar una paralela a una recta,
las rectas EF, EG y GM se confunden en una sola, que serd la EM, paralela a
las dos bases AB y DC.

234. Por el punto O trazamos cuatro semirrectas, OA, OB, OC, OD (figu-
ra 221), las cuales forman entre si angulos de 45°. Si cortamos dichas rectas
por la secante AD, demuéstrese que:

BA _ DA AB _ CB

BC DC Y AD D
® 1.0 Considerando el tridngulo AOC y la bisectriz OB, tendremos:

BA _ OA
BC ocC
Y considerando la bisectriz OD del dngulo externo, tendremos:
DA _ OA
DC ocC
Comparando estas dos igualdades se obtiene:
BA _ DA
BC DC
® 2.0 Considerando el tridngulo BOD y la bisectriz OC, se tendrd:
OB _ CB
OD CD
v la bisectriz AO del dngulo externo nos dard:
OB _ AB
oD AD
de donde A8 EH
AD CD

Fig, 221

También puede decirse: Las semirrectas OA,
OB, OC, OD forman un haz arménico y toda
seccion vectilinea de un haz arménico constituye una cuaterna armonica de puntos

(Geom. 333).

Kty BA _ DA AB _  CB
BC DC  AD CD

¥ en valor absoluto: BA _ DA AB _ CB

BC DC AD CD
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235. En un tridngulo ABC (fig. 222) trazamos la bisectriz BD del 4n-
gulo B y desde D trazamos el segmento DE paralelo 2 BC. Hallense los segmen-
tos BE v AE teniendo presente que:

A AB=4cm y BC=6wn
La bisectriz BD da:
E D AD AB 4 2

CD BC 6 3

Por el paralelismo de los segmentos DE v BC,
resulta:

AE _ AD

Fig. 222 =
BE CD

2
3

Por tanto, para hallar AE y BE basta repartir AB = 4 cm proporcional-
mente a 2 y 3.

AE 4

i 7)<3:2,40cm
2:43

2+

2

= 1,60 cm BE =

[#5}

II. Poligonos regulares

236. La suma de los dngulos interiores de un poligono regular vale 56 dn-
gulos rectos. ;Cudl es el valor del dngulo central de este poligono?

2 (i — By= 88
do donds n—2=5—26=28
¥ n =30

El angulo central: 360:30 = 129,

237. En un dodecagono regular, :cudl es el valor:
1.0 Del angulo central?
2.9 De un dngulo interior del poligono?
3.0 De un angulo externo?
® 1o FE] angulo central es igual a 360: 12 = 300,
® 290 La suma de los dngulos interioves es de 180 > (12 — 2).

180 % 10 _ 150
12

Un dngulo interior valdrd:

® 3° La suma de los dngulos exteriores es de 4 rectos.
Un angulo exterior wvaldrd: 360 :12 = 30v.
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238. En un pentdgono regular, ;cuinto valdri el dngulo central v el an-
gulo del poligono?

® 1.° [l angulo central valdrd: 3600 : 5 = 720
® 2.0 Y el dngulo del poligono: L_XB = 1080

5

239. El dngulo externo de un poligono regular es igual a 159 :cudntos
lados tiene este poligono?

El nitmero de dngulos exterioves, v por tanto de lados, es

360 : 15 = 24 lados

240. ;Se podrd embaldosar con azulejos en forma de pentagonos regulares?
No, pues 360° no es divisible exactamente por 1080 que es el walor del dngulo
interior del pentdgono regular.

241. ;Por qué, para embaldosar un pavimento, se pueden emplear simul-
tineamente ‘el dodecdgono regular v el tridgngulo equildtero?

El dngulo del dodecdgono regular es de 1500

El dngulo del tridngulo equildtero es de 600

Alvededor de un punto se pueden colocar dos dodecigonos y un triangulo
equildtero, pues la suma de los dngulos es (150 % 2) -+ 60 = 3600.

242. ;Cual es el valor del dngulo externo de un poligono regular de 9 lados?
Deducir el valor del dngulo interno del poligono.

Cada dngulo externo vale 360 : 9 = 400,

El dngulo interno wvaldra 1800 — 400 = 1400,

243. Con la regla v el compés construir dngulos de 600, 150, 300, 105¢,
750, 1080, 540, 690,

1.6 Tracemos (fig. 223) una circunferencia de radio R v dos didmetros X' OX
y Y'OY perpendiculares.

2.0 Con una abertura de compds igual a R
 sefialemos el arco AC = 60° (Grom. 445).

Obtenemos: £ AQC = 600 y ~ COB = 300.

3.9 La bisectriz del dngulo COB da:
ZCOD = /DOB=15¢
ZX'0OD=ZX'0OB } £BOD =900} 150=1050
ZAOD = ZAO0C+ ZCOD=600+150="750

4.0 Hactendo centro en M punto medio de
OA y con un radio MN tracemos el arco NP;
obtenemos OP = lado del decdgono regular inscrito
(Grom. 460) v, por tanto, la cuerda de un arco
de 36°.

A partir de A sefialemos el arco AQ = 369
y luego AR = 3AQ. Fig. 223

Obtenemos: £ AOK = 360 x 3 = 1080,

5.0 La bisectriz del dngulo AOK da: ZAQL = 540,

6.0 Al arco AL afiadamos el arco LS = CD = 15°. QObtenemos:
ZAOS = /AOL + ZLOS = 540 - {50 = §9o,
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244. Lasuma de los dngulos internos de un poligono es de 25200, ;Qué poli-
gono es ese? Si es regular, ;cudnto valdrin los dngulos central, interno y externo?
Sea n el mimero de lados de un poligono v S la suma de sus dngulos:

S=1809(n — 2)

en el caso presente: 25200 = 1800 (n — 2)
25200
de dond = 2=16
e donde 7 1800 -+
Luego: El poligono dado tiene 16 lados.

1.0

2.0 Sies vegular, el dngulo central valdrd: 360° : 16 = 220 30’
3o El dangulo interno 25200 : 16 = 157° 30’

4.0 El dngulo externo 1800 — 1570 300 = 220 30’

245. La diferencia de los perimetros del exdgono regular circunscrito e
inscrito en una misma circunferencia es de 14,72 cm. Calcular el radio de dicha
circunferencia.

Lado del exdgono regular circunscrito, en funcién del radio (n.c 250):

2r1/§

3

y el perimetro 4r -\/5
El perimetro del exdgono regular inscrito es 6r, de donde
4r/3 — 6r = 14,72
2 (24/3 —3) = 1472
— 14,72 - 7,36
22v3—3)  2x173 -3

.246. Desde los vértices del cuadrado ABCD (fig. 224) se describen cua-
drantes de circunferencia en la regién interna, con
un radio igual a la mitad de la diagonal, y se unen
luego los extremos de esos arcos. Demuéstrese que
la figura EFGHILMN que resulta es un octégono
regular.

Por construccién tenemos:

AG = HB = BI = LC = CM, et.;

por tanto, los tridngulos rectangulos FAG, HBI, LCM
son isdsceles e iguales (GEoM. 72, b):

=16 cm

£HOT = £HOB + £Bol = Ol 4 OL _
Fig. 224 =450 4 s
2t

De donde resulta que todos los tridngulos FOG, GOH, HOI, etc., son iguales;
por tanto, FG = GH = HI... y, por tanto, el poligono obtenido es un octo-
gono regular.
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247. Calcular el lado y la diagonal de un cuadrado sabiendo que su suma
o su diferencia es igual a /2. ' '
® 1.° Seaa el lado; la diagonal serd: a Vs 2.
i domile a+av2=14/2
all +v2) =42
V2_ V221 _2-v2 _, 55

a — = —
_ 1+v2 W24+ w2-1) 2-1
La diagonal av2=2/2-1)
® 2.° Tendremos: a- 2—{1:\/5
a(v/2 —1)=2
/2
T £ B R
2 w3 g V2
v la diagonal a«,_/'}.T:Z(\/?T—l— 1)

248. ;Cudl serd la apotema de un exdgono regular que tiene 120 cm de
perimetro?
El lado medird: 120 : 6 = 20 cm.
. La apotema es igual a la altura del tridngulo equildtero que tuviese por lado
el lado del exdgono; luego

at%q—\/g =104/3 =1732 cm

~249. La apotema de un exdgono regular es de 2,80 cm. ¢Cuil serd su
perimetro?

" Sabemos que la apotema es: Ca= % *\/5

de donde I=\2/a_:2a\/3=2,8><§><\/§
3 3

6 x 2,8 ><12 x 1,732 _ 19,398 em

vl perimetro 61 =

250. Calcular, en funcién de radio r de la circun-
ferencia inscrita, el lado del exigono regular circuns-

crito (fig. 225).
Sea EF = a; tendremos:

AB =0C =7~
on=i
2
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AEOF ~ AAOB; por tanto: L= T
¥ r \/I’:

5
de donde a — 2t ;/E

251. Calcular los segmentos que determinan sobre si mismas las diago-
nales de un exdgono regular al cortarse (fig. 226), v héllese la relacién que tienen
entre si estos segmentos.
® 19 Hay 3 diagonales que son didmetros BE, CF y AD (no rrazada en la
Sfigura).

Estas tres se cortan entre si en partes iguales (radios).
® 2° Hay 6 diagonales iguales entre si e iguales al lado del tridngulo equildtero

inscrito: P

A F AE = AC=CE = BD = DF = BF = r+/3
Estas se cortan entre si en segmentos tales que

4 G{_},’] BL = LG = GF
B _fb -1 E En efecto:

H ZABF = ZAFB y ZCAE = ZALF = ZAGB
,-/. Los trigngulos ABL v AGF son, pues, isosceles
C D v el tridgngulo ALG es equildtero por ser equidngulo.
Fig. 226 Luego: BL — LA — LG = GA = GF = /3

3

® 3° Cada diagonal didmetro corta a dos diagonales del segundo grupo (lados
del tridngulo equildtero inscrito) en dos segmentos iguales (didmetro perpendicular
a una cuerda):

AI:lE:BH:HD:lAZ/i

® 40 OI = OH es la apotema del tridng. equildtero ACE, por tanto igual
a R/2, luego

OI=0H=I_F=HC=%

252. TUn poligono regular tiene un lado mids que otro y los dngulos de
aquél tienen 4° mas que los de éste. ;Cuantos lados tiene cada uno de esos poli-
gonos?
© Sea n el nimero de lados del primero, n + 1 serdn los lados del segundo. Los
angulos de cada uno waldrdn, rvespectivamente,

1800 (n — 2) 3 1800 (n — 1)
n n+ 1
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Luego 1800 (n —2) , ,_ 180°(m — 1)
" n+ 1
de donde n=9 y nl1l=10

De otro modo. — Como en dos poligonos regulares la diferencia de sus dngulos
es igual a la diferencia de sus dngulos centrales, se tiene:

3600 _ 3600 _
n n—+1
de donde n=29 n+1=10

253. Todo poligono equildtero inscrito en una circunferencia es un poli-
gono regular,

Consideremos un poligono regular de n lados inscrito en una civcunferencia.
Cada dngulo. del poligono serd un dngule inscrito de igual medida, la mitad de
(n — 2) divisiones de la circunferencia. Por tanto, todos sevdn iguales, y el poligono
serdy regular.

254. Todo poligono equidngulo circunscrito a una circunferencia es un
poligono regular.

Sea el poligono equidngulo ABCDEF (fig. 227) civcunscrito a la circunfe-
rencia O; digo que es regular.

Designando por M y N los puntos de contacto
de la circunferencia O con los lados BC y ED, tra-
cemos OB, OD, ON y OM. Los segmentos OB y OD
son las bisectrices respectivas de los dngulos ABC y
CDE. Por tanio, los tridngulos rectangulos OMB y
OND serdn iguales, por tener un lado igual OM = ON
y £OBM = ZODN luego BM = ND.

Andlogamente se demostraria que MC = NE.

De donde se infiere que BC = DE.

Siendo, pues, iguales dos lados, los demds, sus
wuales, lo serdn también, v comoe ademds tenemos
que es equidngulo, el poligono ABCDEF equildtero Fig. 227
v equidngulo, a la vez, sera regular.

255. Demostrar que si un poligono de 2# la-
B dos, inscrito en una circunferencia, es equiangulo,

A / \ C sus lados seran iguales dos a dos.

Sea el poligono equidangulo ABCDEFGH (figu-
ra 228) de un wnumero par de lados e inscrito en la
circunferencia O.

D Como £ B = L C también serdn

/————_‘—_ —_— T
/ CDEFGHA = DEFGHAB
E

Si de estos arcos iguales restamos el arco comin
= DEFGHA, tendremos
3 €D = AB
Fig 228 de donde CD = AR

0/\
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256. Demostrar que si un poligono de 2n lados, circunscrito a una cir-
cunferencia, tiene los lados iguales, sus dngulos serdn iguales dos a dos.

Sea el poligono ABCDEF (fig. 229) de 2n lados, cuyos lados son iguales;
tracemos los segmentos OA, OC, OM, ON, 0Q y OP.

Como los lados AMB y BNC son iguales v ademds las tangenies BM y BN
lo son también, tendremos que AM = CN vy, por tanto, los triangulos rectdngulos
OMA y ONC serdn iguales, pues tienen los catetos iguales; por consiguiente:

ZOAM = ZOCN 1)
Por el mismo motivo también:
AOQA = AOPC ¥ Z0AQ = Z0CP (2)

Sumando orvdenadamente la (1) vy la (2) resulta
ZQAM = / NCP

Nota.— En igualdad de condiciones, aun cuando el poligono tuviese un mimero
impar de lados, seria regular.

c'

Fig. 229 Fig 230

257. El lado de un tridangulo equilatero circunscrito a una circunferencia
es igual al duplo del lado del triangulo equildtero inscrito en la misma circun-
ferencia.

Sea el tridngulo equildtero ABC (fig. 230) inscrito y el tridngulo equildtero
A'B'C’ circunscrito, cuyos lados son respectivamente paralelos.

Tracemos los segmentos AOA’, BOB’ y las ‘apotemas Ol y OK.

Ol =Rj2 y OK =R (Geom. 449y 445). :

Los triagngulos OA'B’ y OAB son semejantes por tener los dngulos respectiva-
mente iguales (correspondientes). ;

A'B’ OK R e
Luego . AR o1 ) 2; AB 2AB

258. 'En todo pentigono regular convexo:

1.0 Cada diagonal es paralela a un lado.

2.9 Las diagonales se cortan mutuamente en media y extrema razon.
Sea el pentdgono regular convexo ABCDE (fig. 231).
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® 1.° En el cuadrildtero CDEA tenemos CD = AE. Luego CD = AE

4EDA=%XE
1‘ — [ £LEDA = /ZDAC
éDAC:TCD

" Al ser los dngulos alternos internos ~EDA
£DAC iguales los segmentos DE y CA son pa-
ralelos.

Del mismo modo se demostraria que las otras dia-
gonales son paralelas a lados del poligono.
® 2° /ZDCI= ZDIC = 1/5 de circunferencia.

Luego ~ DC = DL Fig. 231
‘ZLIDA = ZIAD = 1/10 de circunferencia. Luego
DI = IA.
Por tanto DC=DI =1A (1)
Por ser DI bisectriz de £ CDA tenemos: LS — DC
IA DA Ic 1A
¥ como DC=1A (1) y DA = CA (diagonales), resulta T e

Es decir: el punto I divide a la diagonal CA en media y extrema razon.
Del mismo modo se demostraria para las otras diagonales.

259. Uniendo un punto cualquiera M de la circunferencia circunscrita a
un tridgngulo equilitero ABC (fig. 232) con los tres
A vértices del tridngulo, una de dichas rectas es igual a
- la suma de las otras dos.
Tomemos BD, = MC vy tracemos AD

AABD = AACM luego  AD = AM

; Por tanto, AADM es isésceles.
D Pero en este mismo tridngulo Z AMD = 600, lysgo

B C ADM es equildtero y MD = MA; por tanto
u MB — MC + MA

260. Dada una circunferencia de didmetro AOB
(figura 233), se traza el radio OC perpendicular a AB
y desde D, punto medio de OB, como centro ¥ con
un radio DC, se describe un arco el cual cortard a OA en E. Demostrar que
OE y EC son respectivamente los lados del decdgono y pentigono regulares
convexos inscritos en dicha circunferencia.

En efecto, sea R el radio de la circunferencia,

DC:\/R2+1§:%\/§

Piro OE:DE—OD:%\@—%

Fig. 232



112 GEOMETRIA PLANA
OE = % (/5 — 1) [lado del pentdgono regular inscrito]
EC* = OC* + OE*
EC? = R +R—2(6 _ 2.4/5) :1343 4~ 6— 2\/5)‘:%2(10 — 2+/%)

EC = 2 10 — Zx/_ [lado del pentdgono regular inscrito]

Por consigutente, el lado del pentigono regular es la hipotenusa de un tridn-
gulo rectingulo cuyos catetos son el radio y el lado del decdgono regular,

3 G
\
:h ‘
P A a D H
.//
#
0
M = & I
’ !
L F
Fig. 233 Fig. 234

261. Dado un cuadrado ABCD (fig. 234), si prolongamos sus lados en
ambos sentidos una longitud igual al radio de la circunferencia circunscrita al
mismo, obtendremos los vértices de un octdgono regular.

En efecto, todos los lados son iguales a los lados del cuadrado dado (R \/2
¥ cada dngulo del octigono vale 90° + 450 = 1350, que es precisamente el zalm
del dngulo del octégono regular convexo.

III. Poligonos semejantes

262. ;Qué relacién existe entre los perimetros de dos triangulos equild-
teros que tienen respectivamente 10 y 18 m de lado?
Los perimetros de dos poligonos semejantes son proporcionales a los lados homd-
logos (Geom. 338); luego la relacion serd:
x .5
P 18 9
263. Un tridngulo tiene por lados 20, 26 v 30 m. ;Cuiles son los lados de
otro tridngulo semejante de 114 m de perimetro?
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e Bl B
20426 - 30 2 20 26 30
x:%:snm y=262><3:39m z=302><3=45m

264. Construir un trapecio rectingulo que tenga por bases 40 v 25 mm
v 12 mm de altura y luego otro semejante cuyo perimetro sea 1 dm.

~—25 —

@ 1.° Tracemos (fig. 235) un dngulo recto -
BAC y llevemos AB = 40 mm v AC — 12 mm. Cr
Tracemos un segmento CD perpendicular a

AC y de longitud 25 mm. 12

El cuadrildtero BACD es el trapecio pe-
dido. A @ =15 I
BD = /12 + 15* = /144 + 225 — /369 = .

= 19,2 mm. "

El perimetro del trapecio BACD es: 40 + 12 + 26 + 19,2 = 96,2 mm.
@ 2.0 Llamemos B'A'C'DY al trapecio semejante cuyo perimetro es 1 dm =
= 100 mm

BAT_ AC CD'_ DB B L AC 4 O 4 DB 100
BA AC CD DB BA - AC+CD+ DB 9,2
B'A’ _ 100, AC’_ 100, €D’ 100, DB’ _ 100
40 962 - 12 962" 25 96,2 192 962
_ A0 X 100 _ 4y se 0 arer — 12X 100

96.2 96,2
CT =259 mm DB’ = 19,95 mm

Lutego se construye el trapecio B'A'C'D’ como el BACD, con estas nuevas
medidas.

Es dectr  B'A" = = 12,47 mm

IV. Relaciones métricas entre lineas del triangulo

265. :Cuil es la hipotenusa de un trigngulo rectingulo cuyos catetos tienen
15 v 10 m de Iongn:udp

15* 4 10* = /325 = 18,027 m

266. :Cuidles son las diagonales de los rectdngulos que tienen por dimen-

siones:
1.¢ Base, 29 m; altura, 11 m?

2.0 — 46 m;. — 25 m?
3.0 — 6,4 m; — 2,5m?



114 GEOMETRIiA PLANA

La diagonal es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos catetos son los
lados del rectdngulo. Luego tendremos (Greom. 355):

® o od=4/29 4+11" =310l m
® 2 d=4+/46" + 25 =5236m
® o d=+64+25= 687Tm

267. :Cudles son los lados de los romhos cuyas diagonales miden:

1l 6 my10 m?
2 12 my 15 m?
3o 350m vy 540 m?

Las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente v en su punto medio
(Geom. 147). El lado del rombo es la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos
catetos son las semidiagonales.

o 10 1=+/3+ 5 583 m
e 20 1=+/E 75 =960m
& 16 J=w/iT5 427 =35 m

268. La hipotenusa de un tridngulo rectingulo tiene 20 m; scudl serd
la longttud de los catetos, si éstos son entre si como 2 es a 37
Sean 2x y 3x los catetos. De los datos del problema resulta:

(2x)* + (3x)* = 20®
4¢ + 9% = 400

400
= 2
13
400
x — . /200
13

u:J%ﬁ—:u,agm- 3x=1/%=16,64m

269. En un tridngulo rectdngulo, un cateto es doble que otro. ;Cudl serd
la relaciéon de sus cuadrados y cudl la relacién del cuadrado de cada cateto con
el cuadrado de la hipotenusa?

Sean los catetos x y 2x.

La hipotenusa al cuadrado serd: h® = x* + 4x* = 5x%

® 1.2 relacion ﬁ = %
2 2
® 2.2 relacion: -Sic;ca— = %; ;:2 = %

270. Los catetos de un tridngulo rectdngulo son entre si como 3 es a 4;
¢cudl serd la relacién de sus cuadrados con el de la hipotenusa?
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; Llamando m y n a las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa, tendre-
mos (GeoM. 353, 3.9): -

¥ _m_ 9
¢ n 16
v también:
i - P B ggen B9
b+ m+ n 9+ 16 25 K 25
- 5 c? 16
v asimismo B

271. Los cuadrados de los lados de un .triéngulo rectangulo son entre si
como 1, 2 y 3. Si la hipotenusa tiene 30 m, ;cusl sers la longitud de los catetos?

Por hipotesis,- tenemos:

2 2
bT=% o bien T—:%=¥920=300

de donde b =300 y & = 600. Por tanto,
b=4/300 =104/3m = 17,32 m
¢ = 1/600 = 10 /6 m =.24,49 m

272. En un tridgngulo rectingulo, los catetos son entre si como 3 es a 2; sila
hipotenusa tiene 26 m de longitud, ;cudnto valdrn los cuadrados de los catetos?
Sean los catetos 2x y 3x; sus cuadrados son 4x® y 9x?

45" + 9 = 26

ufm

. 26
T
1.5 cateto 4x® = 262—1;4— = 208 m®
2.9 cateto 9x* — 26213#9 = 468 m>

273. En un tridngulo rectingulo, el cuadrado construido sobre un cateto
vale 500 m® mis que el cuadrado construido sobre el otro; ¢cudl serd la longitud
de cada uno, si la hipotenusa mide 36 m?

B+ & =36 — 129
B — & — 500

Conociendo la suma vy la diferencia de los cua'a’rados; éstos serdn: .

p _ 1296 + 500

Por hipétesis {

= 898
2
o 1296 = 500 _ 44

b —+/898 = 29,97 m

c=1/398 = 19,95 m
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274. :Por qué el tridngulo cuyos lados son entre si como los numeros
3, 4 v 5 es siempre rectangulo? !

Porque este tridngulo es semejante al tridngulo cuyos lados tienen 3, 4 y 5 m
el cual es rectdngulo, pues

=344 4 25=9+16
275. Se quiere construir un tridangulo rectdngulo en el que un cateto sea

igual a la mitad de la hipotenusa; ¢cudl sera la longitud de los catetos s1 el cua-
drado de la hipotenusa es de 256 m?

La hipotenusa nide: h = 4/256 = 16 m
Por ser mitad de la hipotenusa: b = gm

c =16 — 8 = 8+/3 = 13,856 m

276. Deos wviajeros que salen desde el mismo punto caminan el uno hacia el
sur y el otro hacia el oeste.

1.9 :Qué distancia los separa cuando cada uno ha recorride 80 km?

2.0 ;A qué distancia se hallaran del punto de partida cuando estén a
100 km el uno del otro, habiendo andado igual recorrido?

3.0 ;Cuantos kilometros habia caminado cada uno cuando la distancia
que los separaba era de 60 km, siendo su velocidad como 3 es a 4?

4.0 :Cuantos kilémetros hubiera recorrido cada uno si estuvieran a 80 km
de distancia y uno hubiera caminado 16 km mas que el otro?
e 1.9 La distancia d es la diagonal de un cuadrado de 80 km de lado.

d = 80+/2 = 113,136 km

e 2.0 La distancia a hasta el punio de partida es igual al lado del cuadrado
que tiene 100 km de diagonal:

=
a—190V2 _ 79710 km

Lo

® 3.9 Cuando uno rvecorre 3 km v el otro 4, estdn a la distancia de 5 km (274).
Cuando estén a una distancia de 60 km, esto es, 12 veces 5 km, habrdn recorrido
el uno 12 % 3 = 36 km y el otro 12 x 4 = 48 km.

® 4.0 Sean b y c el mimero de kilometros recorridos por cada uno:

Por hipdtesis {ba + =80 = 6400 (1)

b — ¢ = 16. (2)

Elevemos (2) al cuadrado: b+ ¢ — 2bc = 256 (3)
Restemos (3) de (1): 2be = 6144 4

Sumemos (4) y (1):
b + ¢+ 2be, 6 (b+ ) = 12544

b+ c=4/1254 =112
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Conociendo la suma v la diferencia (b + c) v (b — ¢), se hallard:

b T2 4 96 s

6:7112;16:48km

Solucion algebraica.— Uno recorre x km, el otro, x + 16 km
x* — (x + 16)* = 80
K+ 16x ~ 3072 = 0
48

V64 3072 = — e
x = — 8+ /64 + 3072 = -Si5ﬁ{x2=ﬁ64

Rechazando la solucion negativa, queda:
Uno recorre 48 km y el otro 64 ki
277. La diagonal de un rectangulo tiene 30 m y la altura es a la longitud

como 4 es a 5. ;Cudl es el valor de estas dos dimensiones?
Sean a y b las dos dimensiones de este rectdangulo.

Sabemos a® + b = d& = 900
por el enunciado B i
b 5
de donde a_j _ 16
b 5

De esta ultima igualdad resulta,

. @+ b 16425 900 _ 41
n? 25 . b 25

de donde b=,/ % —2343m

o 25 S LR S 1
a + b 16 + 25 900 41

de donde a= {w =18,74 m

Otro método.  Sea la altura 4x, la longitud serd 5x.

Luego  (4x)> + (5x)? 30°
41x* = 90
9

I

00

0
9
% 200,
41
00 x 16
4 =, /2 X 10
dx 7] 18,74 m

Sg — /200X 25 _ o343
4
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278. En un tridgngulo rectingulo isésceles, la altura que parte del angulo

tura y los catetos.

.recto divide a la hipotenusa en dos segmentos de 6 m cada uno. Calcular la al-

La altura, en este caso, es también mediana e igual a la mitad de la hipote-

nusa (33); luego mide 6 m.

St x es la longitud de un cateto, tenemos:

x* = 6° + 6°

x=4/2x 6 =642 =849 m

279. Dado un tridngulo rectingulo (fig. 236), hallar, en funcién de los
catetos, la altura relativa a la hipotenusa:

16 Parab =12, ¢=5.
20 'Parab= 8, ¢ =6.

A Sabemos que h = m X n,
b> e
c : b pero m=" y m="
H de donde
B ' C , b e b2t b2c?
L S — j - RO SR s el
‘I‘ a— . a * a a’ b +
Fig. 236 h—_ b'ec
,t'b‘E + C'E
Aplicacién
e 1o h=-9__6_ 4465m
4/ 169 18
o 96 we BB .. Jgom
100 10

280. Colocando una mira en el cauce de un riachuelo a 4 m de la orilla,
cuando estd vertical, sobresale 3 m de la superficie del agua, y cuando estd in-
clinada hacia la orilla, la extremidad superior coincide con ésta: ¢Qué profun-
didad tiene el riachuelo?

Sea x la profundidad, la mira tendré x + 3 m de altura y formard la hipote-
nusa de un - tridngulo rectdngulo; por tanto,

24— (x4 3)
X+ 16 = & + 6x + 9

e % =1,17m
281. En un tridngulo rectingulo, se nos da:
1.0 b+ ¢c= 35 v a =25
20 b4+c=49 y a =235

Calcular b, ¢, k y las proyecciones de b v ¢ sobre a.
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e 1o b+ ¢ =8 + &+ 2bc = 35 = 1225 (€8]
B4+ =4 =258 = 625 (2)
Restando (2) de (1): 2be = 600 3
Restando (3) de (2): B+ & — 2bc =25
" de donde b—c=75
conociendo b+ c¢c= 35 y b—ec=235
‘hallaremos : b=20 vy c=15
m— Y _ 40 _ ¢
a 25
c? 225
A T

h=+'m- =17f1-6-9:12

e 20° Caleulands de un modo andlogo hallariamos:
b=28, ¢=21, m=224, n=126, h= 16,8
282. La altura de un triangulo rectingulo determina sobre la hipotenusa
dos segmentos de 32 cm v 18 em. Calcular los dos catetos.
b= +a x m=+/50 % 32 = /1600 = 40 cm
c=+/a x n =+/50 x 18 = +/ 900 = 30 cm

283. Calcular las tres medianas de un tridngulo rectdngulo, en funcién
de los catetos b y ¢ del mismo.

Sea el tridngulo ABC (fig. 237) rectdngulo
en A, AD la mediana relatiza a la hipotenusa a,
BE la relativa al caieio b v CF la relativa al otro
cateto c. Tracemos el segmento ED, el cual, por
unir los puntos medios de dos lados del tridngulo,

serd paralelo e igual a la mitad de AB; de aqui que 8 a D c
Z AED =90° y DE = A2—B Fig. 237

® 1.2 En el tridngulo recidngulo BAC la mediana AD es igual a la semihipote-

nusa (33).
' AD=1_=17—\/b2+c2

® .22 En el tridngulo rectdangulo BAE se tendrd:

’ 7 2
BE='\/AE2+ABE=1J(%)E+CQ: %_—,é—\/[—,?; 4¢?
e 3.2 El tridngulo rectangulo CAF nos dard:

CF — /CA8+AF2:\/52+(%)B:\/M_

—
+ 2

4b* + ¢
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284. En un triangulo rectingulo (fig. 238), el dangulo B = 60° v la altura
relativa a la hipotenusa, AH — 12 cm. Hallar los tres lados v los segmentos
m y n que la altura AH determina sobre la hipotenusa.

St un triangulo vectdngulo tiene un dngulo de 600, se le puede considerar como
la mitad de un tridngulo equildtero, v en ese caso la hipotenusa es el doble del cateto
menor. Ademds, la altura AH divide al triangulo ABC en otros dos parciales AHB
v AHC semejantes al total.

En AAHB: AB = ¢; BH =un; AB = 2a
E—n ="
e Y
b It =127
n = 6,928 cm
c — 2n — 13,856 cm
C m En AAHC: Z CAH = £ B = 600
-~ a- = 2AH —= 12 x 2 = 24 em

Fig. 238 m = /b — = /24 — 12 - 20,784 cm

a = 6,928 + 20,784 = 27,782 cm

285. Calcular los lados de un tridngulo rectingulo, teniendc en cuenta
que la altura es de 12 m y los segmentos que la misma determina sobre la hipote-
nusa son entre si como 9 a 16.

Sea LA

9m* Im
=  h=— =12

16 7 4

de donde m = 16
9 x 16
e =
" 16

¥, por tanto, a=m+n=16+9 - 25 m

b= +am =+/25 <16 =20 m
c=+/an=+/25%x9 =15m

286. La altura de un tridgngulo rectdngulo tiene 26,4 m v los cuadrados
de los catetos son entre si como 9/16. Hallar éstos (fig. 239):

ACT 9 de donde AC = 3

AR 16 AB 4
Longitud de los catetos: 3x vy  4x

BC = +/(3x)* + (4x)*= 5«
Expresion del doble del drea:

3x X 4x = 5x x 26,4
x =11
AB=4x=4m; AC=13x=33m Fig. 239
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287. En un tridngulo rectingulo (fig. 240) tenemos:

c=15m v h=12m

Hallar a v b v los dos segmentos que determina
la altura sobre la hipotenusa.
Tenemos:

n=+/¢ — B =+/225 — 144 =9m
2
Lo T

mM=—=

n 9

a—m+n=160+9=25m

b = +/am = /25 x 16 — 20 m Fig. 240

288. La altura /i, de un triangulo rectingulo es 12 m v la diferencia entre
las proyecciones m y n de los catetos b v ¢ sobre la hipotenusa es 7 m. Hallese

my ny luego b v c

Tenemos: m X n=h =144
(m —n) =m* +#* — 2mn = 49

Afiadiendo 4mn a ambos miembros, se tiene:
m* + n* + 2mn = 49 + 576 = 625

de donde m—+n =25
¥ como ya tenemos m—n= 7
m =16 m
n—= 9m

a=m-+n—=25m
b =/am =~/25 x 16 =20 m
c =4/ an =4/25x 9 =15m

289, En un tridngulo rectdngulo, la hipotenusa a = 40; A — 19,20. Ha-
llense los otros lados.

Tenemos : a=m—+n=40;, mn=h = 1922
(m +—ny =m? + »n* + 2mn = 1600

Restando 4mn de ambos miembros, viene:
m® -+ n® — 2mn = 1600 — 1474,56

de donde m—mn=11,2
y como m—+ n=40; m = 25,6 v n =144

b = /40 = 25,6 = 32; c = /40 x 144 = 24

290. En un tridngulo rectangulo ABC, a = 100; & = 60. Calcular el
perimetro de los triangulos parciales que determina la altura sobre la hipotenusa.

c=+a — B = /100 — 60° = 80
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Por ser AABC ~AABH ~AACH sus perémetros p, p’, p’ son entre si
como los lados homdlogos; tendremos que

p_c. pi_0b

2 =

P a P a

pexo p = 100 + 60 + 80 = 240
por tanto p = p-c 240 x 80 192
a 100
pH:Q’b__:Z“'OXOO:lM
a 100

291. En un tridngulo, rectingulo en A, /B = 60°. ;En qué relacién
divide la bisectriz de este dngulo: :
1.0 Allado AC.
2.0 A laaltura AH?
Al ser B = 600, el AABC (fig. 241) es la mitad de un tridngulo equildtero
en el que AB = BC/2. Lo mismo ocurre con el AABH,;

A AB = 2BH.
Pero la bisectriz BD divide al lado opuesto en
D la misma proporcion que los lados adyacentes; por
tanto,
0
En AABC: AD _ 1
B H C DC 2
BigizH AkmE, OH_1
En OA 2

292, Los dos catetos de un tridngulo rectangulo son b v ¢ (b > ¢) (figu-
ra 242). ;Qué relacién debe haber entre ambos para que la mediana relativa a b
sea perpendicular a la mediana relativa a la hipotenusa?

En AAED (rectingulo): AE =2, DE = %

2
de donde AD? = %
B
En AABE: BE? = ¢ + T
En AABO: “ & = BO® 4+ AQO?
pero BO — 2BE AO — 2AD
3 3
asi pues & = 4c® + b° g c + 0
9 9
de donde 20* = 4¢°

y b=c+2
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293. Los lados de un tridngulo tienen a = 30; & — 24; ¢ = 18. Calcular,
con estos datos, la altura relativa al lado a.
® 1.2 resolucién. — El tridngulo dado es rectingulo, pues

30° — 242 +.18°
Expresion del doble del drea:
30 x h=24 x 18

de donde h— 24 x18 _ 14,4
30

® 2.2 resolucién: b — B = m? (€8]

E— B =n 2)
restamos (2) de (1): B —E=m —n

P —c=(m+n)(m—mn

pero va tenemos m-+n=a=230 (3)
luego m-—n=u=84 4)

30 ’
Sumando y restando (3) v (4), da: :
m =192 y n = 10,8
h = +/m x n=1/192 x 108 = 14,4

294. En un tridngulo, cuyos lados son @ = 28; & = 40; ¢ = 15, se desea
saber el valor de las proyecciones de a v b sobre ¢,
asi como también la altura relativa a este lado (figu-

ra 243).
Sea  x=AH, y b=CH, se tendrd:
x4+ B = 40? 1)
(x — 15)° — 12 = 28° 2)
Restando (2) de (1): 30x = 40 — 28 + 225
de donde x = AH = 34,7
BH = 34,7 — 15 = 19,7 Fig. 243

h=+/40° — 347 = 19,9

295. Los tres lados de un tridngulo rectdngulo forman progresién Arit-
mética cuya razén es 3. Hiallense estos lados.
Si x es el valor del mediano, el de los otros dos serd:

x—3 y x+ 3
por tanto: ‘ x® 4+ (x — 3 = (x + 3)
: 4 —6x+9=x4+6xL9
x = 12x
x =12

Los lados serdn 9, 12, 15.
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296. En un triangulo ABC (fig. 244) tal que AB = 6 cm, AC =7 cm
v BC = 8 cm, ;cual sera la naturaleza de sus
angulos? Hallar la altura AH trazada desde A
sobre BC y los segmentos CH v BH que la
misma determina sobre BC.

® 1.° Ewn todo triangulo, st ¢l cuadrado del lado
mayor es menor, igual o mavor que la suma de
los cuadrados de los otros dos, el dngulo opuesto
e @ ————— serd agudo, vecto u obtuso. En el caso presente

Fig. 244 Y AB* + AC?* = 36 + 49 = 85
: BC?* = 64 < 85

Luego BC se opone a un dngulo agude, v con mayor razdn serdn agudos los
otros dos dngulos, por ser menores que éste. El triangulo dado serd, pues, acutangulo.
@ 2.0 Calculo de BH = m. — El cuadrado del lado opuesto a un dngulo agudo
es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados menos el duplo de uno de
ellos por la proveccion del otro sobre él.

Siendo BH = m la proyeccion de AB sobre AC, tendremos:

ACC =P =2 + ¢ — 2am

de donde m = M__b:_
2a
gy —Oth S0—AF g o0
2 %8

® 3.9 Calculo de CH = =n
n=a—m=8 — 3,1875 = 48125 cm

@ 4.° Cilculo de la altura AH = h.—FEl AAHB es rectdngulo
/ 2
h — +/36 — 3,1875* = 5,08 cm

297. Dado el tridngulo ABC (fig. 245), en
elcual AB = 12 em, AC =5 cmy BC = 10 ¢cm.
Calcular la mediana, la bisectriz v la altura tra-
zadas desde el vértice A.

Como AC* 4 BC* =25 - 100 = 125 y
AB® = 12° = 144 = 125, el lado AB se opone a
un dngulo obtuso, el ~ ACB.

@ 1.2 Cdlculo de la mediana AM.—El pie H
de la altura AH se halla en la prolongacion de BC;

| 2% gt el

CH = n es la proyeccion de AC; BH la provec- Fig. 243
cion de AB y MH la proveccion de AM, todas
sobre BC.

En AAMB (obtusdngulo):  AB® = AM? + BM?® -~ 2MB -+ MH
En AACM (acutdngulo) : AC? = AM*® + MC? — 2MC - MH
Sumando, v teniendo en cuenta que MC = MB, resultard:

AB®* + AC* = 2AM® + 2MB?
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de donde 2AM? = AB? + AC? — 2MB?

Avr —. ] ABE 4 Ac; — 2MB®

AM — /&55_*5& =771 cem

e 20 Célculo de la altura AH.—En el tridngulo obtusdngulo ARC:
E=a b B4 2an

de donde = M

2a
no— 14— (25 + 100) 085 em
2 % 10
¥ por fin: b= VB —w = /5 095 =49 cm

3.0 Cdleulo de la bisectriz AD.— Hallemos antes el segmento DC. Sabido
es que la bisectriz de un dngulo divide al lado opuesto en dos segmentos propor-
cionales a los lados del dngulo. Asi pues:

__bc 5
10 — DC 12
de donde DC = % =294 cm

En el tridngulo rectdngulo AHD tenemos:
DH =DC + CH = 2,94 + 0,95 = 3,89 cm
AD = +/AH? ~ DH® = /4,9 + 389 — 6,25 cm

298. En un tridngulo ABC (fig. 246), la altura AH = 6 cm, divide a la
base en dos segmentos BH — 3 em y HC = 2 ¢m. Calcular:

1.2 Los lados AB v AC.

2.0 El radio de la circunferencia circunscrita al
tridngulo dado.

1.0 AB = +/AH? — BH® = /36 - 9 — 3+/5 =
— 6,708 cm

AC = /36 + 4 = 2+/10 = 6,325 cm.

® 2.9 Sabemos que bc = 2Rh (Grom. 377) de donde

R - be _ 3+/57x 2+/10.
2h 2x6

R-3V2 355 em i

299. Calecular el radio r de la circunferencia inscrita en un tridngulo rec-
tangulo cuyos catetos son b = 21 m v ¢ = 20 m.



126 GEOMETRIA PLANA

Sabemos (n.d 157): 2r=b+c¢c—a 7
a=+B +&=21"+20° = /841 = 29
Sustituyendo 2r=214+20—29 =12
¥ r==6

Otra solucioén a=+/212 + 20° = /841 = 29

Expresion del doble del drea: 2pr —b-c

_be_ 21x20 _
2p 70

r 6 m

300. En un tridngulo equilitero inscrito ABC (fig. 247), se une el punto D,
medio del arco BDC, con el punto E, medio del lado AC, y se prolonga hasta
la circunferencia en F. Calcular, en funcién del radio R, los segmentos AT, DE,
EF y BE.

e 1°  AB=RC=CA=R+3: DE:%; DC =R
A .
N\, F BE = BO + OE
BE =R + R — 3R (Gpom. 350).
2 2
| e 2° DE*=DC? | EC
B c DE2R2+(R\/§>Z7R2
A2 4
0 pE — BVT
Fig. 247 2

® 3° AEDC ~AEAF (drgulas respectivamente iguales)

EF _ AE _ AF

L - o
o EC ED DC
R+3
= EF 2 AF
en funcion de R: = =
R /7 R v7 R
z 2
. R 2
B3
—— (2 f) _3RA7
% \/; 14

R
P ﬁXRZRq/ZI
N
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301. Calcular el perimetro de un tridngulo rectangulo v la altura relativa.
a la hipotenusa sabiendo que dicha altura divide a la hipotenusa en dos segmentos

m = 10,8 cm v n=19,2cm

Designamos por a la hipotenusa, por b y c los dos catetos, por h la altura y
por m y n los dos segmentos que determina ésta sobre la hipotenusa.

a=m-+n=108+ 192 = 30 em
b =+am=+/30 x 10,8 = 18 em
¢ = /an = /30 x 19,2 = 24 cm
Perimetro: 2p=30 +18 + 24 =72 cm

Altura: h = +/'mn =4/10,8 x 19,2 = 14,4 cm

302. Dado un tridngulo ABC, rectingulo en A y la altura AH = 4, de-
muéstrese que si se construye otro que tenga por lados A, (a + A) y b+ ¢)
serd también rectingulo.

En efecto, el AABC da: a* =b? - ¢® y ab = bc.

Por otra parte: (a + h)® = a® + h® + 2ah = b + ¢® + h* + 2bc,
es decir: (a + h)®? = (b® + ¢® + 2bc) + h* = (b + c)® + h2.

El nuevo tridngulo es, pues, rectdngulo.

303. Dado un tridgngulo ABC (fig. 248) en el
cual BC =a = 10cm, AC=b=5cmy AB = ¢ =
= 9 cm, demostrar que es acutdngulo y hallar los
segmentos que determinan las alturas sobre los lados
respectivos.
® 1.0 En este tridngulo tenemos que

@ <8+ & pues 100 < 25 + 81

por tanto, aplicando el teorema de Euclides: EI cua- Fig. 248

drado del lado opuesto a un dngulo agudo es igual a

la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos

el duplo de uno de ellos por lo proyeccion del otro sobre éb, deducimos que este tridn-
gulo ABC es acutdngulo.

® 20 Segun el teorema anterior, tenemos:

¥ =a® + & — 2a-HB

de donde HB = ﬁu
2a
HB — 100 + 81 — 25 — 78 cm
20
Andlogamente : & =d + b8 — 2a- HC
HC = a® + b —
2a
HC — 100 + 25 — 81 =2,2-cm'

20
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® 30 a =b + & — 2b- AH”
AHY — ¥+ & —a
2b
Al — 25+ 81 — 100 — T i
10 ’

B P
2h
cg — 100 — 25 — 81 _ 44 e
10
® 40 a =c¢ 4+ b — 2¢- AH’
AN — &+ —da
. 2c
Af — 81+ 25 — 100 =Lcm
18 3
b = ¢ +a — 2¢- BH’
BH’ — c +at =
2c
Bl 81100 -25 o2
18 3

304. Demostrar que en todo tridngulo, la suma de los cuadrados de dos
lados es igual al duplo del cuadrado de la mediana relativa al tercer lado mds
el duplo del cuadrado de la mitad de este lado.

Aplicacién. —Hallar los lados & v ¢ de un tridngulo sabiendo que & = 2¢
i v que el tercer lado ¢ = 11 ¢m vy la mediana d
correspondiente a este lado a, es igual 3,4 cm.

Sea el tridngulo ABC (fig. 249), en el cual

d AB =c¢c y AC = b = 2¢ y la mediana AM =
=d = 3,4 cm.
T ' C Trazando la altura AH, su pie se hallara
Ln md i ByM, S BM = MO = m y BV — .
a La mediana AM forma con BC dos dngulos,
uno agudo y otro obtuso.-

A

W

Fig. 249

"En AABM: ¢ = m® + d2 — 2mn
} Sumando
En AACM: P2 =wm® + d® L 2mn

b + ¢ = 2m® + 2a°

Aplicacion.—FEn el caso presente tenemos: b = 2c
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por tanto: (2eP + & = 2d>+ 2m®
52 — 2 % 3,48 4+ 2 X 5,5 — 83,62

& — % = 4 ecm por defecto
2

b = 2¢ = 8 ecm por defecto.

305. Dado un paralelogramo ABCD (fig. 250) en el cual conocemos
AB = ¢ =40 cm, BC = a = 30 cm y la diagonal AC = 33 cm, calcular la
otra diagonal BD.

Las diagonales se cortan en ¢l punio medio O. En el tridngulo ABC, BO = d
es la mediana y AO = OC = m.

Segun el problema anterior:

@+ & =24 L 2w D ¢
de donde 2d*=a* + & — 2wt p
Y remplazando wvalores, se tendrd: 0 N
24 = 308 + 40F — 2 (3—3-) — 1955,5
2 A c B

d = +/977,75 = 31,7 cm por exceso
BD — 2d = 63,4 cm por exceso.

V. Relaciones métricas en la circunferencia

306. Dada una circunferencia O, se trazan dos cuerdas paralelas a un
mismo lado del centro, una de 15 cm v otra de 25 cm. Si distan entre si 8 cm,
fecudl sera el radio de esa circunferencia? (fig. 251).

Sea R el radio y x la distancia OA. En los tridngulos rectdngulos ODC y
OAB tendremos:

OD® + DC? = OC?  obien (x + 8)° + (1—25) — R® (1)
- . . . o (25N o,
OA® + AB* — OB® o bien @+ (2} -r 2)
c de donde  x* + 16x + 64 + 225 _ 2 4 025
D 4 4
A 5 16x = 023 — 225 _ 64 — 36
| 7 )
0 369
eo36_9
Fig. 251 16 4

5. —GEOMETR{a CLAVE, CURSO SUPERIOR
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R = 81 625 _ /2581 _ 12,7 ecm
16 4 4

Sustituyendo en (2)

307. Dadas dos cuerdas paralelas cuvas longitudes respectivas son 24 v
32 c¢m v su distancia 4 cm, hallar el radio de la circunferencia a que pertenecen
y la distancia a que estin del centro.

Sean R el radio v x la distancia OA (fig. 251).
® 1.0 Los tridngulos rectangulos ODC y OAB dardn:

OD? + DC* = OC?
OA® | AB® = OB®

o sea (x + 4)?° + 122 = R* (1)
X+ 16 = R? (2)
de donde (x + 4)? + 144 = & — 256
X2 8x + 16 — 144 = x* + 256
x =96:8 = 12 cm; x +4=16 cm
® 20 Sustituyendo en (2): 144 4 256 = R*
de donde ; R =+/400 = 20 cm

308. En una circunferencia O y didmetro AB = 17 cm se traza una cuerda
AM = 8 cm. Calcular su proyeccion sobre AB, la ordenada MP v la cuerda MB
(figura 252).

M Tenemos:
AM? = AB x AP
AM? 64

de dond AP — ——— = — = 3,765
e donde AB 17 s cm

A - : B 64 225

P PRo= i =20 =222

9 B 17 17
MP? — AP x PB = & x 222
17 17

Fig, 252 Mp — [0 5 225 _8X15_ 5060m
177" 17 17

MB — \/AB? — AM® = /289 — 64 = /225 = 15em

309. Calcular el didmetro de una circunferencia conociendo una cuerda
de la misma, 2¢ = 12 cm y la sagita correspondiente @ = 4 cm (fig. 253).
Por la propiedad de las cuerdas que se cortan:

6 X 6 = 4x
36

- =30 _g
Ty

Diametro: 4+9=13cm
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310. A qué distancia del centro se halla una C
cuerda de 2,72 m en una circunferencia de 3,65 m
de radio? 4
La distancia pedida es el cateto de un trigngulo A
rectangulo; por tanto,

x = /3,65 — 1,36 = 3,38 m

311. En una circunferencia de 2,25 m de radio
se traza una cuerda AB — g de 3 m. Calcular la
cuerda que subtiende un arco que es la mitad que
¢l anterior (fig. 254).

Sea AC la cuerda pedida, AB la cuerda de arco doble v OA el radio.
AC* = AD® — DC?

OD = +/A0* — AD? — /225 — 1,52 = 1,68 m
DC =0C-0D=1225—168=0,57m

AC = /1,5 + 0,57 = 1,605 m

312, Una tangente v una secante parten desde
un mismo punto; la tangente tiene 18 m y el seg-
mento interior de la secante, 23. ;Cudl es su seg-
mento exterior?

Llamemos x al segmento exterior, y tendremos la
Fig. 254 ecuacion !

(x +23)x = 18
de donde x =98 m

D
Fig. 253

313. En una circunferencia de 1,5 m de radio, una secante que pasa por
el centro tiene 3,5 m de longitud. Calcular la tangente que parte del mismo
punto.

Sea x la tangente.

El segmento exterior de la secante mide:

35—15%X2=05m

Luego x* =35 % 05=1,75
de donde Xx=+175=132m

314. Eldidmetro de una circunferencia tiene 32,5 m. Si se prolonga 4,5 m,
ccudl serd la longitud de la tangente trazada desde este extremo?
Sea x la longitud de la tangente.

Tenemos x® = (32,5 +4,5) x 4,5
x=129m

315. El didmetro de una circunferencia es de 254 em. ;Cuanto habri
que prolongarle para que la tangente trazada desde el extremo tenga 12 cm?
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Sea x esa prolongacion. Tendremos que
122 = x (x + 25,4)
de donde x = 4,77 cm

316. Dos secantes parten de un mismo punto fuera de una circunferencia;
se da la parte externa m v la interna n de una v la parte externa ' de la otra.
Caleular la porcién interna de ésta.

Sea OB =m, AB —n v OC = m’ (figu-

A ra 255).
Tendremos: QA < OB = OD x OC
@ B o0 bien (m + nm)ym = 0D x m’
0= c % )D de donde oD = (m;m}”)m_

0D es una cuarta proporcional entre (m — n),
mym’.
La porcion interior DC = OD — OC, o bien
Fig. 255

DC=—————{m_,n)mfm’

317. Dos secantes parten desde un mismo punto; los segmentos interior
v exterior de la primera tienen respectivamente 13 v 23 m, el segmento exterior

de la segunda, 17. Calcular el segmento interior de ésta.
Llamemos x al segmento interior. Tenemos (Geom. 375)

(x - 17)17 = (23 + 13) 23
x=31,7m

318. En dos cuerdas que se cortan, los dos segmentos de la una tienen
respectivamente 15 v 10 m de longitud: Calcular los dos segmentos de la otra,
siendo su longitud de 28 m.

Sean los segmentos: x y 28 — x. Tenemos (Grom. 375):

x (28 —x) =15 x 10; x = 20,78 m
28 —x =128 — 20,78 =722 m

319. Una cuerda, CD, corta al didgmetro AB en el punto medio O del
radio, v los dos segmentos OC y OD en que queda dividida son entre si como
1 es a 2. Hallar el valor de estos dos segmentos en funcién del R de la circun-
ferencia.

Sea x el segmento OC, OD serd 2x; tendremos:

¥ % B =l 5 SR
2 2
. 3R®  6R
R = DA
*x2 16
/
T r—oc—RV6. op_ RV6
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320. En una circunferencia de 17 e¢m de radio, dos cuerdas se cortan
de manera que el producto de los segmentos de
cada una es 145 cm. Calcular a qué distancia del
centro se halla el punto de interseccién.

Sea x la distancia buscada. Por el punte de inter-
seccion se traza un digmetro AB (fig. 256), los dos
segmentos de este didmetro serdn R + x y R — x.

R+ x) (R — x) = 145
R — 4° — 145
o0 sea 289 — x* = 145 H

X =1/289 — 145 = 12 em Fig. 256

321. En una circunferencia (fig. 257) trazamos
una cuerda, AB = 40 cm, gue prolongamos después una porcién BC = 16 cm;
ademds trazamos una secante, CDE, que pasa por el centro. Calcular:

1.2 El radio de la circunferencia sabiendo que la seccién externa CD — 14
centimetros.

2.0 La tangente CT y la distancia OH de
la cuerda AB al centro de la circunferencia.

® 19 (40 4+ 16) % 16 = (2R + 14) % 14

de donde R=25cm

® 20 OH®= 0A? — AH?® = 25 — 20 — 225

de donde OH = 15cm

® 30 CT® = AC x BC = 56 x 16 = 896
Fig 257 de donde CT = 29,93 cm

322. Se traza una tangente, AB = 6,5 cm, a una circunferencia, v desde B
se traza a la misma circunferencia una secante BCD (fig. 258), tal que la parte
externa BC = 2.5 cm.

1.0 Calcilese la cuerda CD.

2.9 Digase si la cuerda AD pasard o no por el centro de la circunferencia.

3. Hallese el radio de ésta.
® 1.9 Sea x la cuerda CD. Tendremos:

(x+ 2,5)2,5 = 6,5°
de donde x=CD = 144 cm

® 20 Si AD es didmetro, los tridngulos DAB,
ACD y ACB son rectdangulos v se debe tener:

AC?* = DC x CB = AB* — BC?

N
Q
sustituyendo valores
AC* = 144 X 2,5 = 6,55 — 2.5 \
D

vemos que las igualdades se realizan.
Luego AD es un diametro. Fig. 258
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e 3o 4R* = AD* = BD x CD
de donde 2R — AD = +/(14,4 + 2,5) 14,4 = +/243,36 = 15,6

R:ﬁ=7,80cm
2

323. A una circunferencia de didgmetro AOD = 40 cm se traza en A una
tangente AB = 30 cm v se unen B y D con un segmento que corta a la circun-
ferencia en C. Calcular los segmentos BD, BC, AC y la proyveccién de DC sobre
el didgmetro AD (fig. 258).

e 10 BD — +/AD® + AB® — 4/40° + 30° = 4/2500 = 50 cm

e 29 BC x BD — AB%; BCx%zlSCm
J

e 3o CD = 50 — 18 = 32
AC*=CD x BC =32 x 18

AC =4/32 x 18 = 24 cm

® 4.0 Los tridngulos rectdngulos semejantes BAD y CND dan:

ND _CD, yp_ADXCD _40X32 _ 556,
AD  BD BD 50

324. En una circunferencia de 6 cm de radio (fig. 259) se trazan el did-
metro EF v el radio AO, perpendiculares entre si. Sobre el radio OF se toma
OD = 4,5 cm, se traza la cuerda ADB, el segmento BH perpendicular a EF y
OM perpendicular a AB. Calcular los segmentos AD, DB, BH y OM.
® 1.0 AD=+/R®+ OD*=+/36 + 20,25 = 7,5 cm

e 20 AD x DB=ED x DF =10,5 x 1,5

DB — 10.5 X 1,5
A 7.5

® 3.0 [Los tridngulos rectdngulos AOD y BHD son
semejantes (dngulos respectivamente iguales).

=2,1cm

M
BH BD
H Luego —_— =
E o oI’ OA = AD
B BH=OAXBD:6X2’1:1,68cm
AD 7,5
o 40 OMP— B — (ADfDB)

Fig. 259

OM — /6> — 4,8 = /12,96 = 3,6 cm

325. A una circunferencia de 7 cm de radio se traza una tangente
AB = 24 cm en el punto A. Determinar la longitud de la secante BOD que
pasa por el centro.
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Sea x la parte externa de la secante dada; de la relacién
2R +x)x = AB*  obien (14 + x)x = 247
se deduce x4+ 14x — 576 =0
de donde x =18
BOD = 18 + 14 =32 cm

326. Dada una circunferencia O (fig. 260) de radio R, en ella tomamos
un sector AOB de 60° y en los extremos de cada radio OA, OB, trazamos una
tangente; desde el punto de interseccién de éstas describimos, con O’A por
radio, otra circunferencia O’ y en ella tomamos también un sector A’O’B’ de 600,
y desde el punto O donde concurren las tangentes A’O” v B’0O” describimos
otra circunferencia O” y asi sucesivamente. Calcular el valor de los radios AQ’,
A'OQ”, A”O’, etc., en funcién de AO = R.

AB en el circulo O es el lade del exdgono inscrito.

Luego AB =R
AB en el circulo O es el lado del tridngulo equildtero inscrito.
Luego AB =R’ \/5
Por tanto R’ \/_ =R
i o _RA+3

R
53 3

Del mismo modo hallariamos que

R” = —R’;ﬁ' R = RHB\/E etc.

Y, en funcién de R:
'~ R343R
3 3 3
R — _R
34/3
FPor donde se ve que los valores de los radios

R . R = 3; R — R i
V3 3 33
forman una progresién geométrica decreciente cuya razén es \}—
3
327. En una circunferencia de radio R se trazan dos cuerdas AB v CD

que se cortan en el punto I. 8i Al = R/4 y BI =4 R/3 v la segunda cuerda
es igual a 7R/6, calcular CI y DI. i

, ete.

R, R =

Sea x el segmento CI, DI serd

7;3 — X y tendremos:
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(ﬁ ‘q:gxﬁ

6 ;"3
0 sea xt - R % - )—‘.}
6 3
i—Er=—28 3 pr=3>
3 2

328. Dada una circunferencia O, hallar sobre la prolongacién del radio OA
un punto P tal, que la tangente PB — 2PA.
Sea AP = x; PB serd 2x, y tendremos:

4x* = x (2R + x) = 2Rx + &°
o sea 3x* = 2Rx

2R
3

de donde x = AP =

329. Dos circunferencias son tangentes exteriores; la distancia de los
centros es 36 cm vy la tangente comun tiene 28 cm. Calcular los dos radios.
Sea AB (fig. 261), la tangente v O'D una paralela a ésta:
OD=R-R y OO=R-+R
En el tridngulo rvectangulo OOQ’'D:
(R—R)» = (R + R — 0D =36 — 28

o sea R—R'=1()\F2
pero R+ R =36
por tanto R =18 +8+/2= 19,31 em

Fig. 261

i R’

18 8+/2 = 6,69cm

330. Los radios de dos circun-
ferencias tienen 6 cm v 10 cm v la
distancia de los centros OO’ es de
20 cm. Calcular el valor de la por-
cién de tangente comin AB limita-
da por los puntos de tangencia v la
distancia IE entre los puntos donde
las tangentes exteriores e Interiores
encuentran la recta que pasa por los
centros (fig. 262).
® 1.9 Tracemos O'F paralela a
AB y O'G paralela a CD

Fig. 262

AB = FO' = /00" — (R — R)® = +/20° — 4 — 19,596 cm
CD = GO’ = +/00” — (R + R = /20> — 16> — 12 em
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® 20 Porser AOO'F ~ AOEA: (?TE - 9(%
de donde OFE — 00" x 0OA 00’ xR
OF R — R’
4
Por ser AOIC ~ AOOYG: QL _ OO
R 0G

dudonds Ot DT X R_DOR M0 o g oo
R+ R 16

y IE = OE — OI = 50 — 12,50 = 37,50 cm

331. Dos ciréunferencias cuyos radios tienen 8 cm v 12 em se cortan orto-
gonalmente (fig. 263). Calcular el valor de la tangente comun.

Al ser las dos circunferencias ortogonales los radios OA, O'A del punto de
interseccion forman dngulo recto en este punto. El trigngulo O'AQ es rectdngulo en A y
00”7 = R* + R™® = 122 + 8 — 208 cm?

OD* =BC* - 00” - (R — R = 208 — 16 — 192 em?
OD = BC — /192 — 13,86 cm

Fig. 263 Fig. 264
332, Caleular la longitud de la correa de transmisién de dos ruedas cuyos
radios son de 8 y 12 cm, si la distancia de los centros es de 49 cm (fig. 264).

a) Las correas son tangentes exteriores.
® 1.9 Cdleulo de las tangentes AB » CD.

Tracemos los radios paralelos OA v OB, OC y O'D a los puntos de contacto,
la vecta O'L paralela a BA v los didmetros HOJ y KO'L perpendiculares a OO,

Ol =0A ~TA=0A —-0B =12 — 8 — 4¢m
El tridngulo rectingulo OIQ da

0T = +/00% — O = +/49" — # — 48,836 cm
Por tanto: AB + CD = 48,836 x 2 — 97,672 cm
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® 209 Cadlculo de los arcos ANMIC y BND.

O'L _ 48,836 _ 15 559

Tg AOO" =
= = 01 4

log tg AOO’ = log 12,209 = 1,086680
Z AOQ’ = 85019° 3"
Z BOD = £ AOC = 2- 2 AQOO" = 892 19" 3" x 2 = 1700 38" 6~
Z AOC(M) = 360 — 170038 6" = 1890 217 547

7 % 8 x 170038" 6" _ 53 g95 oy
180 o

L
Longitud de BND =

% 12 % 1890 21" 54" 39 661 o
180

Longitud de la correa: 97,672 — 23,825 — 39,661 = 161,158 cm.

R
Longitud de ANMC =

b) Las correas son tangentes interiores.
o 1.9 Cdleulo de las tangentes AB y CD (figura 265).

Tracemos O°1 paralela a AB y prolongue-
mos OA.
En el tridngulo vectangulo QO tendremos:

0'T=+/0072—0I>=+/49>—20°=44,733 cm
e 2.9 Cdleulo de los arcos BND y AMC

Tg AOO’ = i% — 223665

log tg AOO’ = log 2,23665 = 0,349598
7 ADQ’ = 65054’ 38,5”

TN P
AMC = BND = 360° — 2 x 6530 54" 38,5” = 2280 10" 43"
x K 8 x 2280107437 | a x 12 x 2280107437

Pl TN
Long (AMC + BND) =

180 180
_ 2% 228910°437 (8 1 12) _ g s oo
180 ’

Longitud de la correa: 44,733 x 2 + 79,65 — 169,116 cm.

333. Dos poleas estin unidas con una correa. El radio OA de la polea
mayor tiene 12 em y forma con la linea OO’ de los centros un dngulo de 60°.
El radio de la polea menor tiene 3 cm. Se traza O'l paralela a la tangente AB.
Demostrar que Q0O’ = 2 Ol. Se desea saber, ademas:
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1.2 La longitud de QO.

2.2 La longitud de las tangentes AB
y CD.

3. La longitud de la correa.

a) La correa es tangente exterior (figu-
ra 266).
® 1o ZO0OA =60 luego el trigngulo
rectdngulo OOl es un semitrvidngulo equildtero;
por tanto, OO0’ = 2 OL
® 2° Ol=R - R =12 — 3 = 9 ¢cm

00"=9x2=18cm

CD = AB = 10’ = /18 — 9 = 9/3 — 15,588 cm
e 3° /BOD-= ./ AOQC (misma especie y lados paralelos)
ZAOC = 600 x 2 = 1200
TN T,
BND = 1200 y AMC = 3600 — 1200 = 2400

Longitud BNT = ”—xfgg—lzi — 62832 am
Longitud AMC — :”(1125+240 = 50:2656 &

Longitud de la correa: (15,588 x 2) + 6,2832 4 50,2656 — 87,7248 cm.

b) La correa es tangente interior (fig. 265).
e 1° Ol =R+ R =15ecm; 00 =2 x OI — 30 em

® 2° CD=AB=01T=+/30°_ 15 = 15+/3 cm

@ 3.2 Los dngulos obtusos AOC y BO'D son tguales (misma especie v lados
paralelos) v miden 3600 — (2 x 609) = 2400,

Longitud A/I\Eé — =X 12 x 240 =16 7 cm

180
Longitud B/I;:\D 8. = 4 xcm
180
B Longitud de la correa:
H 154/3 x 2 + 207 = 114,792 cm.

334. Hallar el radio de la circunferencia
inscrita en un rombo cuyas diagonales tienen:
AC=D=9m v BD=d=6m.

Sea O (fig. 267) el centro del rombo y de la
circunferencia inserita, la perpendicular OH al
lado serd el radio t de la misma.

Fig. 267 BC = +/OC* + OB® = v/4,5 + 3¢ = 540 m
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Dos expresiones del doble del drea del AOBC:

BC x r = OC x OB
OC x OB 45 x 3

BC 5,40

r= ~25cm

335. Sean dos circunferencias O y O (fig. 268) exteriores, de radios
R=16cm y+# =4 cm y la distancia de los centros OO’ = 31 cm. Sea S5 el
punto en la prolongacién de OO’, en que se cortan las tangentes exteriores y S',
en la misma linea de los centros, donde se cortan las tangentes interiores. Calcu-
lar la distancia 587,

@ 1o Cileulo de SO’ en funcién de R, » v d.—Los trigngulos SA'0’, SAO
son semejantes v podremos escribir:

D o bien __BO . 1
SO R SO + 4 R
de donde 50" x R= 80" xr + dr
SO (R — r) = dr
S0 — dr
R—r

@ 209 Cilculo de 8’0’ en funcién de R, 7 v d.—AS'B'O"~ AS'BO luego

50" . r
50 R
remplazando S'O por d — 5'0%
B0 . .k
d— 80 R

SO x R=dr — 80" xr
S'O(R + r) = dr

; o dr
Fig. 2 50 = —4r
1g. 268 R —;
o 55 (Hedode S =800 4 8O =2 g B
R—r R +r
.,  dRr +drf + dRr — d¥* _  2dRr
SS = B Bl 7 2 2
R* —#* R — r*

Aplicacion numérica:

55— 2X 31 x16 X4 _ o5 o
256 — 16
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VI. Construcciones graficas

336. Por un punto A, exterior al dngulo O, trazar una secante ABC, tal

que sea AB = l 0
AC 5

Sea AC (fig. 269) la recta en la cual
AB _ 2
AC 5

Si trazamos AD paralela a OC, tendremos:
DB _ 2
DO 5

‘Fig. 269

de aqui la construccion siguiente: Se traza la paralela AD
a la OC, se divide OD en cinco partes iguales v se une el
punto A con la segunda division a partir de D,

A obteniéndose con esto
AB _ DB _ 2
AC DO 5
337. Dado el tridgngulo ABC (fig. 270) v
una recta cualquiera xy, trazar por los vértices
B D| C A, B, C tres paralelas que determinen en xy dos
l ' ? segmentos iguales.
G F v Sean CE, AF, BG las paralelas  pedidas ;
dichas vectas dividen también al lade BC en partes
X T iguales; por tamto, AD es lg mediana del triangulo
1g. 27 b

ABC. Bastard, pues, trazar esta med;
paralelas a ésta, CE v BG,

ana y las

338. Construir un octogono regular dada la distancia entre dos lados
paralelos.

El problema se reduce a construir un octigono A i E B
regular inscrito en un cuadrado dado, pues la distancia
entre dos lados paralelos no es otra que el lado del
cuadrado. De ahi la construccion siguiente (fig. 271).

12 Se traza el cuadrado ABCD de lado d
(distancia dada).

2.0 A partir de los puntos medios MNPQ de
los lados del cuadrado, se llevan los segmentos ME =
= MF = NG = NH =Pl = P] = QK = QL —
=d2 (v2 - 1. L

3.0 Se trazan los segmentos EL, FG, HI, JK. D I P J C
El octdgono EFGHIJKL es ef octdgono pedido.

En efecto: los tridngulos rectdngulos FAG, HDI.

JCK v LBE son isésceles; sus dngulos agudos miden todps 450,

Fig: 271
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Liutego
LlE=/LF=/LG=~LH=41=4]=/K=ZL = 180° — 450 = 135°
Por construccien EF = GH = 1] = KL = 2 = d/2 ('\/5— 1) = d(x/f 1)

¥ EL = K] = IH = GF = +/EB® + BL? = +/2EB® = EB+/2
v EB:MB—A»IE*f%f%(\/gfl)z%(Zf\/E)
Luego EL=KJ=..=d2@ —+2)4/2=d(+/2—~1)=EF=GH = ..

Otro método. Se traza una circunferencia (fig. 272) de radio d/2, se divide
en 8 partes iguales v por los puntos de division se trazan tangentes. Las intersecciones
de dos tangentes consecutizas dan los vértices del octigono.

Fig. 272 Fig. 273

Otro método. -~ Se traza una circunferencia (fig. 273) de radio cualquiera
v se inscribe un octogono regular ABCDEFGH.

Luego a la distancia d/2 del centro se trazan paralelas a los lados del octégono
inserito. Se obtiene el octigono A'B'C'D'E'F'G'H’ pedido..

339. Dos circunferencias se cortan en los puntos A yv B. Trazar por A
una secante comun que quede dividida, por el referido punto, en dos segmentos
iguales, v por B otra secante EF tal, que EB = BF/3.

Sea la secante CH (fig. 274) tal que

CA m

AH n
Tracemos OL, IA, O'M perpendiculares a
CH,; éstas dividiran a LM y OO’ en partes
proporcionales; pero L v M son los puntos
medios de las cuerdas CA y AH, por tanto

Ol _ LA _CA _m
Ol AM AH
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Bastard, pues, dividir OO, de modo que or _ M trazar la recta 1A Y
n

01
la CAH perpendicular a TA.

e 1° Para CA = AH sevd Ol =01

v, 36 Pam EB:% 01':%

340. Dado un exdgono irregular ABCDEF (fig. 275), constriyase otro
exdgono semejante AB'C'D'E’F’ de igual vér-
tice A v tal que su perimetro sea: a) las dos 8" B B A
terceras partes del perimetro del exdgono dado;
v b) el doble de dicho perimetro.

e o) Exagono de perimetro 2/3.

En el exdgono dado, vinase el vértice A con
cada uno de los demds C, D, E. En el lado AR
se toma una distancia

A 2?13

Por B’ se traza una paralela a BC, con lo
que queda determinado el punto C'; por C’ una
paralela a CD y asi sucesivamente. El exdgono
AB'C'D'E'F’ es el pedido, puesto que es homo- Fig. 275
tético con el dado v de razon 2/3.

® }) Exagono de perimetro doble. Se procede como en el caso anterior

después de haber prolongado AB y tomado en esta prolongacion un segmento
-AB” = 2AB.

341. Dada una circunferencia O (fig. 276) v un punto M exterior a la
misma, trazar desde é] una secante MCD, tal que la circunferencia descrita
con la cuerda CD como didmetro sea tangente al
didametro ABM de la circunferencia dada.

La tangente MT y las secantes MA y MD dan:

MT?® = MA = MB = MD x MC

Mas MN deberd ser tangente a la circunferencia
de didmetro CD, y dard:

MN? = MD x MC

Por consiguiente, MIN = MT.

Pero el lugar geométrico de los puntos medios de
las cuerdas trazadas desde M es el arco de circunfe-
rencia de didmetro OM interior a la circunferencia dada
(180 bis) v el lugar geométrico de los centros de las
cireunferencias tangentes en N a la recta MA es la perpendicular N1 a MA. EI
centro que se busca estard, por tanto, en la interseccion | de los dos lugares geométricos
descritos.

Fig. 276
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VII. Relaciones

342, Desde los extremos A v B (fig. 277) de un segmento AB se trazan
AC v BD perpendiculares a una recta xy. Demostrar que el punto O, medio
de AB, equidista de C v D.

Por el punto medio O de la recta AB trazamos la perpendicular OFE a la recta
xv; esta recta OF, paralela a AC y BD, divide
a AB y CD en la misma relacion; por tanto,
CE = DE.

Las oblicuas OC v OD cuvos pies equidisian
del pie de la perpendicular EQ son iguales.

343. En un triangulo rectingulo la suma
de los inversos de los cuadrados de los catetos
es 1gual al inverso del cuadrado de la altura

Fig. 277 R A

P
En efecto, dividiendo por b>c® los dos miembros de la igualdad

B L= gt

b & a’ 1 1
fenemos: = A = Tz 2 = 72 (l)
hig? b2t bict 62 b*
b* = am
pero & =an b BPF = amn = ak’
B = mn

1 1 a i

Remplazando en (1): = + — = =%
emplazando en (1) & ZE B

344. La proveccidén del punto medio de un careto sobre la hipotenusa
determina sobre ésta dos segmentos, cuva diferencia de cuadrados es igual al
cuadrado del otro cateto (fig. 278).

Sea BD =m, DC = n; los tridngulos A
rectangulos OAB, BDO y ODC dardn:
OB2=CZf%=m’2+OD2 c 0
de dond e 1 ¥ ope (1) S
e donde m = + — A
4 5 m L n c
v =2 _ ope @ = —e e
+ Fig. 278

Restando (2) de (1): m® — n®> = ¢°

345. Sea un triangulo rectangulo ABC (fig. 279) inscrito en la circun-
ferencia 0. Desde un punto D del didmetro BC trazamos una perpendicular,
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la cual corta a la circunferencia en ¥ v a los dos
lados AC y AB en los puntos E v G respectiva-
mente. Demostrar que

DF* = ED x GD

ED CD
P - ADCE ~ ADGB: —— = =~
OF Ser BD GD
de donde ED « GID — BD » CD
Pero BD « DC = DF? Fig. 279

por consiguiente, DF* = ED « GD

346. La diferencia entre los cuadrados de dos lados de un triangulo es
igual a la diferencia entre los cuadrados de sus provecciones sobre el tercer lado.

Sea HC = m, BH = n, AH — h. Se tendrd:

b =m? L B
= + 0
Restando : b* —c*=m*> —n?

347. En dos tridngulos rectingulos semejantes, el producto de ias hipote-
nusas es igual a la suma de los productos de los catetos.
Sean a, b, ¢ v a’, b’, ¢ los lados de los tridngulos semejantes.

Se tendrd que:

@ _ B &

aa’ b’ cc’
2 2 | 2
a c

de donde resulta: £ = b/;{
aa bb" + ecc

Los numeradores son iguales, pues

a? - b'z S Cl

Por consiguiente, también lo serdn los denominadores: por tanto:

aa’ = bb’ + cc’

348. Sobre el lado AB de un triangulo equilatero (fig. 280), como did-
metro y exterior al mismo se describe una semicircunferencia, la cual se divide
en tres partes iguales: AD = DE = BE. Demostrar que las rectas DC v EC
dividen a AB en tres segmentos iguales.

Por ser AD — ]éf, la vecta DE es paralela a AB.

El tridngulo DEO es equidngulo v, por tanto, equildtero.
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La semejanza de los tridngulos equildteros ABC y DEOQO da:
AB _ CO _ 2

DE OH 1
de donde

DE =-85 4 ¢0=2-0d

AFCG ~ ADCE por ser FG vy DE paralelos; luego

FG _ CO _ CO _2-0H _ 2
DE CH CO + OH 3-0H 3
de aqui 2-DE = 3FG
sustituyendo 2 X AB _ IJFG
Fig. 280 2
AB = 3FG

349. Las tres medianas AM, BN, CP de un tridngulo ABC (fig. 281)
concurren en el punto G; se traza la altura AH y las perpendiculares GL y NI
al lado BC.

1.0 Calcular la posicién del punto G sobre la mediana AM.

2.0 Hallar la relacién entre GL y NI vy la de GL y AH; y, en consecuen-
cia, la de NI v AH. ;Se podia prever esta ultima?

e 1° La mediana AM queda dividida (Grom. 156) por el punto G en la
proporeion

&M _ 1 ., GM_ 1

AG 2 AM 3
® 2.° De la semejanza entre los tridngulos
rectangulos BIN v BLG se deduce:

GL _ BG _ 2 )

NI BN 3
v de los tridgngulos MLG y MHA se obtiene:

GL _GM _1 &)
AH AM 3
Dividiendo la (2) por la (1) viene:

GL x NI _ NI _ 1x3
AH x GL AH Ix2 2

Al ser AICN ~ AHCA se podia prever la relacion
NI _NC _ 1

AH  AC 2
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350. Dada una circunferencia O (fig. 282) de didgmetro AB = 2R, sobre
AQ comeo didmetro, se describe otra circunferencia O’, v desde A se traza una
secante cualquiera que la corta en C y encuentra a la primera en D.

1.0 Demostrar que los tridngulos AOC y COD son iguales, v por tanto,
que el punto C estd en la mitad de AD.

2.2 Probar que las tangentes en C y en D
son paralelas.

3.9 Construir la secante ACD de tal suerte
que la tangente en C pase por B, v en ese caso,
calcular, en funcién de R, la proyeccién de AC
sobre AB.

@ 1.9 En el trigngulo isésceles AOD tendremos
LA = ZD; ademds, £ ACO es recto, asi que los
tridngulos rectangulos ACO y DCO serdn iguales
(hipotenusas iguales v un dngulo agudo igual) y, por
tanto, AC = CD.

® 2.9 Elradio O'C es paralelo a OD, pues divide
a AD y AO en dos partes iguales; luego las tangen-
tes en C v D serdn también paralelas ya que los dngulos O'CB y ODT son iguales
por ser recios.

® 3.° FEl radio O'C es perpendicular a la tangente CB; el lugar geométrico
de los puntos de contacto es la circunferencia de didmetro O'B; su interseccién con
la cireunferencia O es el punto C y ACD serd la secante que soluciona el problema.

En el triangulo rectangulo O'BC tendremos:

QC*=0B X OH dedonde OH<-2C

Fig. 282

OB
pero oC = %, OB = %
por tanto O'H = EZXXB 121 _ %
y AH:A0’+O’H:%+%:2TR

351. Sea ABC (fig. 283) un tridngulo cualquiera y AD la bisectriz que
encuentra en E a la circunferencia circunscrita. Demostrar que

BE* = ED x AE

" Por ser AE bisectriz:
Z BAE = / EAC
v, por tanto, BE = EC
" AABE ~ ABED
B c Dbues ZBAE = ZDBE v AE es comiin; por tanto
BE _ AE
E ED BE

Fig. 283 de donde BE? = ED x AE
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352. Sea un tridgngulo ABC (fig. 284). Se describe una circunferencia
que pase por el vértice A y que sea tangente al lado BC en el punto D de la bi-
sectriz de £ A. Esta circunferencia corta en E v
en F a los lados AB v AC. Demostrar:

1.2 Que EF es paralela a BC.

2.0 Que AE x AC = AF x AB = AD2
e 1. Siendo AD bisectriz, ED=DF y / FDC=
=/EFD, v por tanto, EF y BC serdn paralelas.
® 2.0 Por tener sus dngulos respectivamente igua-
les

AAEF~AABC, AAED~AADC, AAFD~AADB.

A

o Lutego
b AE _ AD_AF _ AD
AD AC’ AD AB
de donde AD?*=AE x AC=AF x AB

353. En todo paralelogramo la suma de los cuadrados de sus lados es
igual a la suma de los cuadrados de las diagonales.
En los tridngulos ADB y ABC (fig. 285) se verifica:

BD? = AB®* + AD? — 2AB x n (1)
AC* = AB® 4+ BC®> + 2AB x #’ (2)
Pero DC=AB, BC=AD v n=un'

Sumando, pues, la (1) v (2) vendrd:
BD® + AC?* = AB® + BC® + DC? + AD?

n| n'

Fig. 285 Fig. 286

354. Las paralelas a los lados de un tridngulo trazadas por el punto de
concurso de las medianas, dividen a los lados en tres segmentos iguales.
En el haz de vectas concurrentes AB, AM, AC (fig. 2896), las paralelas BC

v GE dividen @ AM en la relacion S — 1

AM 3
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También se Hene:

EC 1 AD 1

Aac 3 Y ac T3
Como DE = AC — EC — AD, resulta:

DE _AC _EC _AD _, 1 1 _1
AC AC AC AC 5 8 &
y AD = DE = EC

El mismo raciocinio se aplica a los otros dos lados.

355. Por el punto de contacto de dos circunferencias tangentes exteriores
se trazan dos secantes perpendiculares entre si. Pruébese que la suma de los
cuadrados de los dos segmentos interceptados es igual al cuadrado de la suma
de los didmetros de las circunferencias dadas (fig. 287).

Tracemos: GD, FH, GF, OL paralela a
DF, vy O’L paralela a HG.

En los trigngulos DGF y GHF tenemos

oL = % v OL —HE

En el AOLO™el angulo QLO’ es recto (lados
paralelos a las secantes), por tanto:

OL? + O’L? = 00"

DF* | HG? .
D B - pE
4 4

o bien

DF* + HG' = (2- 00 =[2(R + R)P = (d + )

VIII. Problemas

356. Por el punto medio D del cateto mayor AC de un tridngulo rec-
tangulo (fig. 288) se traza DE perpendicular a la hipotenusa BC. Calcular DE,
EC y BE, sabiendo que AB = 12 cm v AC = 16 cm.

AABC — ADEC (rectdngulos con un dngulo agudo igual).

Luego: EC _ DE _ DC

A AC AB  BC

BC = /AR + AC? = /12® + 162 = 20 cm
D
EC— _ACXDC _  16x8 _ 44cm
BC 20
AB x DC 12 % 8
DE = — = 48

B H E ¢ BC 20 cm

Fig. 288 BE= BC —-—EC = 20-—640 =13,6 cm
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357. BSea un triangulo ABC (fig. 289) rectangulo en A. En C se traza
una perpendicular a la hipotenusa, la cual cortard en D a la prolongacién del
cateto AB. Calcular los lados CD y AD del tridngulo ACD, si AB = 15 c¢cm

D y AC = 20 cm.
Tenemos / ACD = £ ABC (misma especie v lados
perpendiculares).
Los tridngulos rectdngulos CAB vy DAC son, pues,
semejantes, y tenemos:
A AD _ CD _ AC
AC BC AB
E pero BC = +/AB® + AC* = 4/15° + 20° = 25 cm
F, 2 2
. \HV I de donde AD = % = —2195— — 26,667 cm
BC x AC 25 x 20
D’ = = = 33,333
¥ o8 AB 15 mos em

Fig. 289

358. Los lados del triangulo rectingulo ABC tienen 27, 36 y 45 cm res-
pectivamente. Sobre la altura AH se lleva AD’ = 32 cm y se trazan D’E vy D'F
perpendiculares a los catetos AC y AB. Calcular el valor de estos segmentos
perpendiculares (fig. 289).

Tenemos £ AD'F = ZCBA v £ AD'E = £ BCA (misma especie v lados
perpendiculares).

Los tridngulos rectdngulos BAC, AD'F v AD’E son, pues, semejantes v, en
consecuencia,

D'E  D'F _ AD’

AC AB BC
AB x AD’ 27 % 32

de dond, F = = = 19,2

e donde ]? BC 45 9,2 cm

¥ D'E — AC X AD” _ 36 x 32 — 25,6 cm
BC 45

359. En un tridngulo ABC (fig. 290) la altura BH = % es igual a la base
AC = b. El pie de la altura BH divide a AC de tal

B
suerte que
2n h
AH == = =
y & Hb=5
Calcular:
1.2 Los lados AB v BC. N
2.2 Las distancias MH y NH de H a los dos
lados BC y AB. M
3.0 Las proyecciones AN y CM de los segmen- A H C

tos AH y CH de la base sobre los lados.
4.0 ;Por qué es inscriptible el cuadrildtero NBMH? Fig. 290
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10 AB — /BIP + AL — 9h2q9L4h2 zh—\3/13=b\/13

BC = !BH2+CH2: [ 9!?12;“}12 :h'\;lO:b«:{ﬁ

® 2.0° Los tridngulos rectingulos semejantes AHB y AHN primero v los BHC
y HMC después, nos dardn:

NH _ AH § MH _ HC
BH AB BH BC
h 2k
NH _ BH X AH 3 2k4/13 _ 2b4/13
AB h 13 13
— /13
3
h % L3
MH:BHXHC: 3 _ _RA10 _ b+10
BC h 10 10 10
3
® 3.0 Los mismos tridngulos semejantes dan:
2
AN _ AH _ 3 _ 2
NH BH h 3
h
CM _HC _ _3 _ 1
MH BH h 3
Zo ol AN = 2NH _ 4:4/13 _ 4613
3 39 39
oM MH _ h4/10 _ b+/10
3 30 30

® 4° E| cuadrildtero NBMH es inscriptible porque sus dngulos opuestos
M y N, B v H son suplementarios.

En efecto, /M = AN =900 obien /M + £N = 180°
por tanto, 2B+ ZH = 1800

360. Sea el tridngulo DEH (fig. 291), formado al unir los pies de las al-
turas del tridngulo ABC y sea M el ortocentro de dichas alturas. Demostrar:
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1.0 Que Ios tres cuadriliteros BDMH,
HMEC, ADME son inscriptibles v que AH es
bisectriz de /. DHE.

2.2 Que los cuatro tridngulos ABC, ADE,
HCE, BDH son semejantes.
® 1.9 Los tres cuadrildteros son birrectangulos;
por tanto, los otros dos dngulos serdn suplementarios;
dichos cuadrildateros serdn, pues, inscriptibles.

Trazando las circunferencias circunseritas a los
cuadrildteros, se observa que la recta AH es bisectriz
del ~ DHE, pues

Fig. 291

ZDBM = ZDHM  por inscritos en el mismo arco
ZECM = ZEHM  por igual motivo
pero ZDBM = ZECM  por tener los lados perpendiculares
luego ZDHM = ZEHM v  AH es bisectriz

® 2.0 Los cuatro tridngulos son semejantes por ser equidngulos.
En efecto, todos tienen con ABC un dngulo comiin:

ZEMC = /A= ZEHC = /DMB = /DHB
¥ ZBMH = /C= ZBDH= /AME = / ADE

361. Los lados de un tridngulo ABC (fig. 292}, tienen AB = 12 cm,
BC =11 em y AC = 9 cm. Si trazamos MN = 10 cm paralela a la base AB:

1.2 Calcular los segmentos AM, MC, NC, NB que dicha paralela deter-
mina sobre los otros dos lados.

2.0 "Determinar grificamente la recta MN.
® 19 ACMN~ ACAB, por tanto:

CM _ CN MN

CA CB AB 4
de donde
cM = CA X MN _ 9 x i0 g
AB 12
AM=AC—-CM=9—75 =15 cm *} \N\
N ril
en=BEXMN X1 _g5670m A b B
AB 12

Fig. 292
BN =BC —CN =11 — 9,167 = 1,833 cm

® 20 Para determinar MN, se lleva sobre AB un segmento AD = 10 cm,
en D se traza DN paralela a AC y, por fin, MN paralela a AB.

362. Para medir la altura de un drbol AB (fig. 293) se fijan dos jalones
CD =245 my EF = 1,65 m separados 0,64 m y distando CD 1,36 m del pie
del drbol. Calcular la altura del drbol suponiendo que los puntos B, D, F estin
sobre ¢l mismo plano.
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— T o . AB _AF
ADC'F ABA'F, luego: C'D CF
CD x AF_ 0,8 x2
B = =4 =35
de donde A'B o 0.64 S m

AB=AB + EF —25 4 1,65 = 415 m

0
\\
\ \\‘
A%
E
H N g
-
D C
EX
F
\.\
E A B
Fig. 293 Fig. 294

363. Los lados de un rectingulo (fig. 294) ABCD tienen AB = 9 cm
y AD = 5 em. Se prolonga AD y se toma DO = 7 cm. Se trazan OEB v OFC
¥ se forma el rectdngulo DEFH semejante al dado. Calcular DE, EF, OB, OE,
OC, OF v FC.
Los triangules ODE y OAB, OEF vy OBC son semejantes (dngulos respectiva-
mente iguales). Luego
OD _DE _ OE _ EF _ OF

OA AB OB BC ocC

de lo cual se deduce: “
DE_ AB X OD _ 9x7 — 525cm
OA 12
BC x OD 5 3%
EF = — = 2
OA B .92 cm

OB = +/AB® + OA* = /81 + 144 —= 15 ecm

OE — OB x OD _7x15
OA 12

OC = +/DC* + OD? = /81 + 49 — 11,40 cm

OF - OC x OD _ 1140 x7  _ 468 v
OA 13

OC —OF =1140 — 6,65 = 4,75 cm

= 8,75 cm

FC
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364. Sea un rectingulo ABCD (fig. 295), en el cual la base AB = 60 cm
y la altura AD = 32 cm. Desde D se traza una perpendicular DEF a la diagonal
AC. Calcular los segmentos DE, AE, DF, BF, EC.

ADEA ~ ACDA vy ADAF ~ ACDA (rectdngulos con dngulos iguales).
Luego

DE AE AD. DF _ AF _ AD

DC  AD AC’ AC AD DC
AC = ~/AB* + BC?® = 68 cm

pE — DC x AD _ 60 x 32

— 28235
AC 68 em
AD® _ 322
AE — - — 15,06
AC 68 cm
DF — AC X AD _ 68 x 32 _ 36,267 cin
DC 60
AD® _ 32
AF — ADF _ 32° — 17,067
DC 60 T e
BF = AB — AF — 60 — 17,067 — 42,933 cm
EC — AC — AE — 68 — 15,06 — 52,94 cm
F
D C
D C
3
A F B A B E
Fig. 295 Fig. 296

365. Se construye un rectingulo ABCD (fig. 296) de base AB=a v
altura AD = b. Se prolonga AB una porcién BE = AB y AD una parte DF = AD.
Demostrar:

1.2 Que los puntos F, C, E estan en linea recta.

2.9 Calcular FE en funcién de a v b.

3.0 Coémo tendrd que ser el rectangulo para que AC sea perpendicular
a EF.
® 1.° Los tridngulos FDC y BCE son iguales (2.0 criterio); por tanto,

ZBCE = ZDFC y ZDCF = ZBEC
pero ZDFC + ZBEC =900 v Z BCD = 90¢°
Por tanto: ZBCE + ZBCD + ZDCF = 180°

v los segmentos FC y CE estan en linea recta.



PROBLEMAS 155

® 29 FE=+/(2a)° + (2b) = 2+/2° | b?

® 3.9 Tenemos FC = CE; AC, mediana del tridngulo FAE, serd altura cuando
el tridngulo sea isésceles, esto es, cuando 2a = 2b, 0 sea a — b, siendo en este caso
el rectdngulo un cuadrado.

366. Dado un cuadrado ABCD (fig. 297) de lado a, sobre el lado AD
tomamos AL = a3, y sobre el lado DC tomamos DE = a/3 v trazamos BL
v AE, las cuales se cortan en F.

1. Pruébese que AE y BL son perpendiculares D £ c
entre si e iguales hallando el valor comtn a ellas.

2.0 Calctilense los segmentos AF yv FE v los
FL y FB.
® 19 ABAL = AADE (catetos iguales); de aqui
que Lk JSF

/ABL = /DAE y BL = AE

Estos dngulos, ademds de ser iguales, estan orien-  p B
tados en igual sentido, v si el lado AB es perpendicular
al AD, el lado BL también sera perpendicular al AE.

BL. — AE — az+(i)2: 9a2+az=aw/10
3 4 9 3

Nota.—Las cuerdas antedichas no pueden hallarse a distinto lado del
centro, pues sus distancias a éste serfan x y 4 — x y tendriamos x® | 16 =
=(+ —x)* + 12° = R% lo que da x = — 12 v las distancias serian —12 v 16,
es decir, que las cuerdas se hallan del mismo lado del centro.
® 29 Los iridngulos rectdngulos AFL, BAL y ADE son semejantes por tener
un dngulo agudo igual,

Fig. 297

FL _ AL ) AF _AB

Tt - _
B AL _ BL AL  BL

De la (1) viene:
FL = AL (af3) _ a _a+/10

. 2V 310 30
BF:BL,FLZG\/ﬁia\/w:&zw/lO
3

30 10

De la (2) resulta:

e il

Vio Vi 10

FE — AE — AF — 2V10 _ a+/10 _ 7a+/10

AL x AB _
BL

AF =

w e wa

3 10 30
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367. Dado un trapecio ABCD (fig. 298), demostrar:

1.2 Que el punto de concurso de las diagonales divide a éstas en partes
proporcionales a las bases.

2.0 Que la recta FOE paralela a las bases trazada por el punto O donde

concurren las diagonales queda dividida por este

D 8 C punto en dos partes iguales FO = OE. Calcular
OE en funcién de las bases a v b.
F e ® 10 AABO ~ ADCO, luego:
2 0oC _O0D _ b (1)
0OA OB a
® 2.0 Por ser paralelas CD y FOE:
g ¢ g DC _AC . DC _ BD @
Fig. 298 OF OA OE OB
pero de la (1) se deduce:
OC + 0A (ZAC _OD+ 0B (_BD\ _atb 3)
OA 0OA OB OB a
por tanto %% = %% y OF = OE

@ 3° Dela (2) v (3) vendrd:

de -donde

DC=b_a+b
OE a
ab

a+t+b

OE = OF =

368. En una circunferencia de diametro AB (fig. 299) se traza una cuer-
da AC que forme con AB un dngulo dado a; se alarga
AC una parte CD = AC y se unen DB.

1.0 ;Qué valor tiene / ACB?

2.2 Demostrar que

3.0 Se traza AE perpendicular a AC y se prolon-
ga AE una porcion EF = AE. Demostrar que los pun-
tos D, B, F estin sobre la misma linea recta.

4.0  ;Para qué valor de Z a serd DBF tangente

a la circunferencia dada

5.2 Demostrar que

al tridngulo AFD es tangente en A a la circunferencia

dada.

e 10 LACB = 90° pues estd inscrito en una Semi-

circunferencia.
@ 20 BC es mediana
el AABD es isisceles.

ZADB = Zavque BD = BA

en el punto B?
la circunferencia circunscrita

v altura a la vez, por tanto,

Luego ZADB = /a y BD = AB Fig. 299
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® 3.2 Por lo mismo que en el 1.5 caso serd £ AEB = 90°. El tridngulo AFB
es 1sosceles, BF = AB, v BE es bisectriz; pero »~ CBE = 900, al ser BC vy BE
bisectrices, / ABF — 2/ ABD = 180°; por consiguiente, D, B, F estan en linea
recta.

® 4.° Para que DBF sea tangente, es menester que sea perpendicular a AB
y que Za+ LD =900 pero £ a=.0D; por tanto, £ a — 45°.

® 5.° Acabamos de ver que DB = AB = BF; la circunferencia de centro B
v radio AB pasard por D v F; al ser AB la linea de los centros de las circunferen-
cias O v B, el uinico punto comiin a las dos circunferencias serd el punto A; éste serd,
pues, el punto de tangencia.

369. En una circunferencia de 6 cm de radio (fig. 300) se inscribe un
rectangulo cuyvo lado mavor tiene 8 cm.

1. Probar que las tangentes a esta circun-
ferencia trazadas por los cuatro vértices forman
un rombo.

2.0 Calcular el lado v las diagonales de D K NG

G

este rombo. /
e 1.0 Las iangenies opuestas son paralelas N 1
como perpendiculares a un mismo didmetro, las 70
rectas que unen el centro O con los puntos de con- \ ‘
currencia de las tangentes son perpendiculares a
las cuevdas de los contactos, pero DC y AB son A B
paralelos, luego los puntos G, O, E estardn en
linea recta; lo propio se pudiera decir de los pun- E
tos H, O, F. Ademds AB es perpendicular a AD;

por tanto, HF serd perpendicular a GE, y de Fig. 300
esta suerte el cuadrilatero EFGH serd un rombo.

2
e 29 En AOCF: OF = % — % |

En AQCE: CE=0IxIF=4x5 Cl=2+/5

s ADCE: O O _OFF 3 _ 1845

OK CI  3./5 5

GE:2x0G=365—\E=61,1cm

En AOGF: GF — OGOEOF - 18}Eg .- 27;/§ 1078 e
>

370. En una circunferencia O (fig. 301), trazamos OI perpendicular al
didmetro AB y unimos el punto I con los extremos C v D de una cuerda CD
situada en la semicircunferencia opuesta al punto I. Las rectas IC e ID en-
cuentran a AB en H v E.
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Probar:
1.6 Que L OEI = £DCI
2.2 Que AIHE ~ AICD vy, por tanto:

IE x ID = IH x IC
3.2 Que el cuadrilitero HEDC es inscriptible.

® 1.0 Setiene: AT = 1B
/ OEI = ;A,I,‘ZiD
Fig. 301 ._{.ICDI@_;@:ﬁtﬁb
Luego: Z QEI = / ICD

e 20 AIHE ~ AICD, por ser equidngulos: £1 comin, /E = /Cy
2D =/ H, tendremos, pues,

dE _ IH  p gonde IE x ID =TH x IC
IC 1D i

® 3o EIlcuadrildtero HEDC es inscriptible porque C D
sus dngulos opuestos som suplementarios. En efecto,
hemos demostrado que M

£ZC = ZE; pero - E -+ LHED = 1809
por tanto, C + ~ HED = 1809°. A 0 B

Andlogamente se tendria que

ZD + ZCHE = 180°, luego...

371. En una circunferencia de didmetro AB = F
= 12 cm (fig. 302) se traza la cuerda AC = 6 cm. 7

1.2 Calcular la cuerda CB. Fig. 302

2.0 Por el punto medio M de CB se traza
DMF perpendicular a AB. Calcular la distancia MH de M a AB, los dos seg-
mentos DM y MF y los que la cuerda DF determina sobre el diametro AB.

e 10 CB=+/AB® — AC® =4/128 — 6" = 6+/3 = 10,4 cm
2.9 Los tridngulos semejantes ACB y BHM dardn:

AC _MH _ 1 gosomse MH-MBE_ 343 L0 0

AB MB 2 2 2
Sea x = HD = HF, las dos cuerdas CB y DF dardn la relacién

(23 (o35 <

X2 =27+675=3375 y «x=58lcm

de donde
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por tanto, MD = x — 37‘/5 =581 —26 =32lcm

MF — x + 3‘26 =581 +26 =84l cm

B MBA3 _ 34/3x4/3
2 2

AH=12 —-45=75cm

=45 cm

372. Dada una circunferencia O (fig. 303), se trazan dos diametros per-
pendiculares AB v CD); se une el punto B con D y se traza la recta AE, siendo E
el punto medio de BD. Calcular AE en funcién del radio.

Tracemos EF perpendicular a OB.
Los tridgngulos rectdngulos BFE y BOD son se- c
mejarntes:

BE EF FB 1

BD OD OB 2

v como OB = OD = r, resulia A
OF = EF = L
2
: I3 72 1042
AE? = AF® + EF? = (2 r_2r
7 s (2) tE T s
Fig. 303
e doits A= f—’\ém —158r

373. Dada una circunferencia O (fig. 304) de 10 cm de radio, se le ins-
cribe un tridngulo rectdngulo cuyo cateto CB tiene 8 cm. En B se traza la tan-
gente BP que encuentra en P a la perpendicular OH a la cuerda BC. Hallar:

1.0 La longitud de AC.

2.2 La distancia OH de la cuerda BC al centro.

3.0 La longitud de OP. .

4.0 La longitud de la tangente BP.

e 1.° AC = +/AB® — BC® = /400 — 64 = 4+/21 = 18,33 ecm

® 20 Se tiene

$ OH _ OB 1
P AC AB 2
H de donde
OH = 9,165 cm
A 0 B

® 3.9 Los tridngulos rectdngulos ACB y OBP son
Fig. 304 semejantes (dngulo agudo igual por correspondientes):
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Luego OP _ OB _ PB
AB  AC CB
op — AB x OB _ 20 x 10 _ 50+/21
21

. AC T ava

PB — OB xCB _ 10 x8 20421 4,364 cm

= 10,91 cm

Il

AC 4421 21

374. En una circunferencia de 8 cm de radio (fig. 305) se trazan dos dié-
metros perpendiculares, AB y HI. Sobre este ultimo se toma OC = 6 c¢cm y
se traza la secante BCD), que encuentra a la circunferencia en M v a la tangente

AD en el punto D. Calcular
1o CB. 3.0 AD.
2.0 CM. 40 AM.

¥ su proveccién sobre AB.

. ® O CB=+/0B>+ OC* = /64 ~ 36 = 10 cm
@ 2° De larelacion CM % CB = IC x CH, re-
| sulta

em - JC X CH _2x14_,q

\ N |O /
\ !
// CB 10
‘ /,// ® 3.9 De los tridngulos semejantes OBC v ABD se

H deduce
- AD AB
Fig. 305 —_— = 2 — = =
8 oC OB 2 dedonde AD=20C =12 cm

® 49 Los tridngulos rectingulos ANMD y BOC son semejantes va que tienen
un dngulo agudo igual (lados respectivamente perpendiculares).
AM  AD 8 x 12

L =— y AM-= = 9,6
uego OB BC 3y 10 ,0 cm

Asimismo los tridngulos vectangulos ANM y BOC son semejantes y dan

AN _AM o AM X OC _ 96 x6
0OC  BC BC 10

375. Dada la circunferencia O (fig. 306) cuyo
diametro AB tiene 8 cm, en los puntos extremos
de éste se trazan las tangentes a la circunferencia,
tomando BD = 3 cm, luego se traza la tangente
DMC, la cual tiene por contacto con la circun-
ferencia el punto M y con la otra tangente AC
el punto C. Probar:

19 Que BD + AC = DC.

2.2 Que el tridgngulo DOC tiene un angulo
recto en O,

3.9 Que DM x MC = R® Hecho esto, se
calcularan los valores AC, OC, BM, AM v su
prolongacién MN hasta la tangente BD.

=576 cm
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® 1.0 Las tangentes trazadas desde un mismo punto son iguales, luego

BD = DM, AC = MC
¥ BD - AC = DM + MC = DC

® 2.9 Los triangulos AOM y MOB son isdsceles; por tanto, las mediatrices OC
y OD de las bases AM v MB serdn bisectrices de £ AOM y . MOB; pero estos
dngulos suman 180°; luego £ COD = 90°,
® 3.0 Al ser rectingulo el tridngulo COD, serd
OM* = DM x MC = R?
’ R R? 1

de donde MC = AC=r =20 = ?6 ~ 533 cm

Los tridngulos OAC y OBD son semejantes por serlo sus iguales OMC y OMD.

oCc _ 0A —
L oc _ OD =~/# + 3t =5
uego oD BD pero +
dis dimele ocC — OAB%OD e ; 3 = 662 i

La razin de semejanza entre los lados de los tridgngulos ABN y OBD es % =2

por tanto, BN = 2BD =6 em; AN = 20D = 10 em.

La de los lades de los trigngulos BMN y OBD es gl\D -

% de donde

BM:%XOB=4,80m MN=%><BD=3,6cm

v AM — AN — MN = 10 — 3,6 — 6,4 cm.

376. Dada la circunferencia O de radio R (fig. 307), se trazan los dii-
metros perpendiculares AC v EF. Desde D, punto
medio de OFE, como centro v con un radio DA, se A
describe el arco AGM, el cual cortard al didmetro EF N
en M; luego se traza AM. Se pide:
1.0 Calcular DA, OM, AM.
2.0 Hallar MN perpendicular, trazada a OF
en el punto M. E
30 lamando & a £ AMN v a a £ ADO, pro-
bar que & = 2 a/2.

® = + 0D® =

e

OM = DM — DO = DA — DO = R;ﬁf

v | po

6.—CEGMETRIA CLAVE, CURSO SUPERIOR
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AMQ=0A2+0M2=R2+%i(6—2\/§):%(10—2\/§)

De donde AM — %, /10 —2+/5

2 2
o 20 MN2=R2—OM2:R27%(672x/§)=%(\/§—1)

D diwidle MN:%,/Z(JE—1)

® 3.0 El dngulo a es un dngulo ceniral y el b es semiinscrito, que abarcan el
mismo arco AGML.

Por consiguiente: b= %

377. Tomemos una circunferencia A de radio AB = R y otra B de radio
BC = RJ2 (fig. 308) y tracemos la tangente
comuin HF, la cual corta en E a la linea de
los centros AB; la secante comian PMN en-
cuentra en I a la tangente dicha. Se desea:
1.0 Hallar, en funcién de R, el valor de
los segmentos BE, HF.
2.9 Probar que IF® = IH® = IP x IN,
N dando el producto en funcion de R.
3.2 Se une el punto I con C, punto en
que corta la circunferencia 2l radio AB, calcu-
Fig. 308 lese en funcion de R los segmentos IC, 1M
v CM proyeccion de I1C sobre AB.

e 1° AABD ~ ABEF (sus dngulos tienen los lados respectivamente paralelos) .
Luego:

BE _BF 4.0 AD=R-B_R 4.0 BE=AB=R
AB  AD 2 2
2 2
Se time HF = BD pere BDP = AB® = AD? = R”-f%r—= 35

de donde HF = % \/E’:

® 2.° La secante IPN vy las tangentes IH y FI nos dan:

IF* =IH* =IP x IN

Poro IH:HF:BD:Rﬁ
2 2 %
de dorids IP x IN — (5— \/5) - 311:52
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© 39 Enel trapecio ABFH el segmento 1C une los puntos medios de AB v HF
Ic—AH + BF _ 3R

2 3 4

asi que

Los tridngulos rectdngulos AHE y CMI son semejantes ya que £ E = /1
(lados. perpendiculares). Luego

AH  AE > CcM_AH R _ 1
AR AR b — — 1
cM ¢ " a1 T AE 2R 2
e dorils cm = €L _ 3R

2 8
Andlogamente los tridngulos CMI y ABD dan M _Cl _3

BD AB 4

de donde M = % x DB =

378. Dada una circunferencia O (fig. 309) se traza el didmetro AB v una
cuerda AC.

1.2 Demostrar que ZCOB = 2 /CAB.

2.2 Demostrar que para 2 CAB = 302, la cuerda BC = R. Calcular AC.

3.0 En este caso construir una circunferencia que pase por los tres pun-
tos A, O v C indicando dénde tendrid el centro y hallar el valor del radio en
funcién de R.
e 1.0 ./ COB es externo del tridngulo isésceles AOC, por tanto:

ZCOB = ZCAB + LACO = 2 ZCAB
También puede decirse:

2 COB (dngulo central) = @@\

L Z COB =2 ZCAB
Z CAB (4ngulo inscrito) = % e

® 2° Para 7 CAB = 300 ZCOB = 60°, pero
el tridngulo COB es isdseeles.

1800 — 60° _

Luego £ BCO — ZCBO= 600

y el tridugulo COB es equidngulo y, por tanto,
equildtero.
Por tanto: BC=0B=0C=R
En NABC (rectdngulo en C):
AC* = AB* — BC*

0 bien AC — v/4R? — R* = v/3R? = R+/3

Fig. 309
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® 3.0 FEl centro de-la circunferencia es el punto D, interseccion de las media-

trices de AO y OC.

X ¥ Z AAOD = AQOCD por tener los tres lados
i o' fguales; pero / AOQC = 1200 as/, pues,
| e ZAOD — £ DOC — 600 = ~ DAO,
T L,\\ v los tridngulos serdn equildteros.
= Luego el radio hallado AD es el mismo que
e \\\ el de la circunferencia dada y el punto D estard
M ] —0  sobre la misma circunferencia.

379. Sobre una recta (fig. 310) tomamos

tres puntos, A, B, C, tales que AB = 2, BC = 3,

Fig. 310 v trazamos las perpendiculares AX, BY, CZ a la

recta AC. Sobre AX tomamos una longitud

fija MN v unimos estos puntos a otro O tomado en CZ. A cada posicién de O

corresponde un segmento rectilineo IL en BY. ;Varia la longitud de IL cuando

el punto O se desplaza sobre CZ?

Las rectas AX, BY, CZ, al ser perpendiculares a una tercera AC, serdn pa-

ralelas entre si; tendremos, por tanto,

or _OL _oTr oL _ BC _ 3 IL I'L
oM ON OM ON AC

5 MN  MN

Mas el denominador de las dos iiltimas razones es igual; luego los numeradores
también lo serdn y se tendrd: IL = I'L/.

380. En los extremos A v B (fig. 311) de una viga horizontal de 3 m de
larga se levantan dos montantes verticales AC = 4 m y BD = 3 r. Estos mon-
tantes estdn sujetos por un tirante CD vy un crucero formado por los dos brazos
AD y BC. Calcular, con una aproximacién de 1100, la longitud de los brazos AD
y BC, el tirante CD vy las distancias, a los montantes, del punto I, cruce de los
dos brazos AD y CB

AD = +/AB® + BD® = 4/3® 4+ 3* = 3/2 =424m
BC —AB2 + AC?2 =~4/90 416 = v/25=5 m
1 —

CD — +/AB? + (AC — BDY = /9 + 10 = 3,16 m
C
D
A
F E
1
A B

Fig. 311 Fig. 312
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Haciendo F1 = x, serg 1E — 3 — X, .
Pero, AAIC ~ ADIB ya que - TAC = /IDR v 2~ ACI = /DBI (al-

ternos internos) v  CIA = - BID opuestos por el vértice.
Luego: -fé— = % es decir 7 f = %

de donde x=FI=%:1,71m S*x:IE=%-=1,29m

381. En una circunferencia O de radio R (fig. 312) se trazan dos didmetros
perpendiculares AB y CF v se une el punto A con D, punto medio del arco BC.
Probar que se tiene:

1. CE x ED = AE % EO

2.0 AE x AD = 2R?

3.2 Calcular en funcién de R, CE, AD, AE. —
® 1.° Tracemos OD. AAEC ~ ADEO ya que ACE = AF[2 = 450,

EOD = CD =450 y . AEC — - DEO (op. por el wvértice).

v g—gz% y por tanto  CE x DE — AE x EO

® 2.9 Los trigngulos rectdangulos AOE y ADB son semejantes (dngulo agudo
comuin). Luego

AE _ A0 ; _ - _ om2
AB AD bor tanio AEXADfABxAOﬁ2R><Rﬁ2R.
® 3.0 Los trigngulos semejantes AEC y DEO del 1.0 dan también
CE _AC R _ . fr pn [ CE _CE __+2
EO DO R CE + EO R V21

Rv2 _R2(/2-1)
de dond, CE= =¥z _ =R (2 — 2
¢ donde VZ+1l 21Dz D)

En AADB (rectingulo): AD? — AB x AG.
Como AB — 2R y AG:A0+OG=R+R—‘{L=BQ—;@
Resulta  AD? — 2R x ﬂ%@ =R 2+ /2

¥ AD =R m

En AAOE (rectangulo): AE: — AQ® + OE®

Como AO =R
" OE:OC—EC=R7R(2i\/§)‘=R(1—2+ﬁ)=R(\/2_7-1)
resulta AEP =R + R* (V2 — 1 — R (4 — 2/2)

y AE=R \4 2.2
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382. Por un punto P (fig. 313) tomado en el didmetro de una circunfe-
rencia se traza una cuerda L perpendicular a dicho didmetro y otra cuerda cual-
p' Quiera AC que corta a la anterior en D. Demostrar

que cualquiera que sea la posicién de AC, se tiene:

AC x AD = AB x AP

En el caso en que L. sea tangente en B a la

% \ {g circunferencia v £ BAC = 309, calcular AC y AD'.

o|P ® 1.° Tracemos la cuerda CB. Los tridngulos rec-

tangulos APD y ACB son semejantes ya que tienen un
dngulo agudo comiin. Luego:

L
L AC _ AB . jeir AC x AD = AB X AP.

_ AP AD
Fig. 313 @ 29 Para /A = 300y L tangente en B se tiene:

AC = 3

_——ABZ“/E v AD = 2 ABY3  (Gugu 447 y 448)

383. Dada una circunferencia O (fig. 314), de didmetro AB, sobre éste
v a una distancia 4 del centro, tal que d < R, radio de la circunferencia, tomamos
un punto I. En este punto trazamos IM, perpendicular a AB v en M la tangente
a la circunferencia que corta a AB en T. Calcular, en funcién de d v R:

1.0 IM.

2.0 IT, deduciendo OT. :Se puede hallar M
OT directamente conociendo OM y OI?

3.0 Hallar MT.

Aplicacion: d=4cm y R=06awm
® 10 En el tridngulo rectdangulo OIM ten-
dremos:

IM—+/OM°— O =+/36—16=+20=2+/5 cm Fig. 314

® 290 En AOMT (rectingulo): IM2 = 0OI x IT
IM 20 _ 5o
01 4

por tanto, OT =0l + IT=4+4+5=9cm

de donde IT =

Se hallaria divectamente OT por la relacién
OT x OI = OM?
_ OM2 _ 36

de dond oT = 2 —9
e donde 7 ol 2 cm

e 30 MT—=+/OT — OM = /31 — 36 — 34/5 em

384. Dado un tridngulo equilitero ABC (fig. 315); sobre BC, como dia-
metro, se traza una semicircunferencia externa y en ella se inscribe el semi-
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exdgono BDEC. Demostrar que si se une el vértice A del tridngulo con D v E,
los segmentos AD y AE que cortan al lado BC en F y G, daran:

BF = FG = GC.

Prolonguemos el lado DE del exdgono en ambos sentidos hasta que se encuentre
con las prolongaciones de AB y AC.

Por construeccion:
ZABF = ZACG = 60° AZFBD = LECG = 1200: 2 = 609;

ZBDE = Z CED = 120¢

ZB'BD = 180° — (LABF 1+ ZFBD) = 1800 — (60° + 60°) = 600
ZB'DB = 180° — £ BDE = 180° — 1200 = 600
ZBB'D = 1800 — (LB'BD + ZB'DB) = 180° — (60° + 60°) = 60°

El trigngulo BB'D es pues equidngulo v, por tanto, equildtero v
B'D = BD = DE

Andlogamente se demuestra que el tridngulo CC'E
es equildtero vy

A

EC’ = CE = DE.
Luego B'D = DE = EC’ (1)

Por otra parte LBB'D = £ ABF = 60° y
como son correspondientes, B'C’, y BC son paralelos
y determinan en las transversales ABB’, AFD, AGE
v ACC’ segmentos proporcionales v reciprocamente
estas transversales determinan en los segmentos pa-
ralelos B'C" y BC otros segmentos proporcionales

(Geom. 327).

De suerte que

BF _ FG _ GC
B'D DE EC’
v como (1): B'D = DE = EC’ resulta BF = FG = GC

385. Dada una circunferencia O y un triangulo ABC (fig. 316) con un
vértice A en la circunferencia y el lado opuesto BC tangente a la misma en el
punte D y paralelo a la cuerda EF que une los lados AB y AC:

% 1.0 Demostrar que AD es bisectriz de ~ BAC.

2.0 Probar que el segmento AD es media propor-
cional entre AC y AE, v entre AB v AF.

® 1.9 Los arcos ED v DF son iguales por estar com-
prendidos entre paralelas; por tante, los dngulos en A
0 también son iguales y AD es bisectriz de ~ BAC.

® 20 Urniendo D y E se tienen los dos tridngulos
E r  rectdngulos AED y ADC que son semejantes por tener
un dngulo agudo igual en A. Luego
B D c AE _ AD

= AD* = AC x AE
Fig. 316 AD AC >
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Trazando DF, tendremos andlogamente AAFD ~ AADB y, por tanto,

AD AF

AD AD* — AB x AF

IX. Cuadrilateros

386. Dado un trapecio isosceles ABCD (fig. 317) circunscrito a una cir-
cunferencia O de radio R, se unen los puntos A y D con el centro O de la cir-

B

Fig. 317

cunferencia.

1.0 Demuéstrese que el ZAOD es recto.

2.0 Haillese el valor de los lados oblicuos y la
base mavor del trapecio, teniendo en cuenta que
R = 30 mm v la base menor AB = 24.

e 1c ZAOD es recto.— Tracemos el didmetro
perpendicular a las bases, y el radio OH perpendicular
al lado oblicuo AD.

Los tridngulos rectdngulos AMO y AHO son
iguales, por tener los tres lados respectivamente iguales:
la hipotenusa AQ comin; OM = OH por radios del
mismo civeulo; AM = AH por tangentes irazadas a un
mismo circulo desde el punio exterior A.

Andlogamente se demostraria la igualdad de los tridngulos rectangulos DHO

vy DNO.

Las hipotenusas QA v OD son bisectrices de los dngulos suplementarios 2 NMOH

v ZHON. Luego

ZAOD =

ZMON _ 180° _ gqo
2 2

® 2.0 Calculo de AD.— Tenemos que

AH =AM = AB:2 = 12 mm

En AAOD (rectdangulo): OH®* = AH x HD

Lado oblicuo:
Base mayor:

D o OHF _ R® _ 30°

. = = 75 mm

AH =~ AH 12

AD = AH + HD =12 + 75 = 87 mm
CD = 2DN = 2DH = 2 x 75 = 150 mm

387. En un trapecio ABCD (fig. 318) la base menor AB es igual a la al-
tura AH; £ A = 1350 y /B = 150°. Hillese el perimetro de este trapecio,
teniendo presente que AB = a = 20 cm.

Trazando las perpendiculares AH y BP a la base mayor, el L DAH = 1350 —
— 900 = 459, y el tridngulo AHD sera rectdngulo isdsceles vy, por tanto,
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AH = DH =4 A a B

AD = /& + a® = a2

o /
| ZCBP = 1500 — 900 — 600 1B g
y £C = 300 F |
D H P c
de donde BC = 2BP = 24
Fig. 318

y PC=+/2aF — @ = a3
La base mayor serd :
DC=DH+HP+PC=a+a+a"3=a(+ +3)
Perimetro del trapecio:
AB+BC+CD+DA=a+2a+a@++/3) +av2
» » » » :a(1+2+2+«/3_+\/5)
» » » » :a(5+'\/§+ﬁ)
» » » » =20 x 8,146 - 162,92 cm
388. Inscribir en una semicircunferencia un rectangulo semejante a otro
dado cuyas dimensiones sean m y n (fig. 319).

Supongamos el problema resuelte. Sea la semicircunferencia O de didmetro MN
v el rectangulo ABCD semejante al dado y tal que

E AB _m
BC n
OB AB:2 m
D tendre — = = 1
< SIS BC T TBC T m H
/ ‘ Trazamos la perpendicular NE hasta que se en-
cuentre con la prolongacion del radio OC, por ser
{ AOBC ~ AONE:
M A 0 B N
OB ON
cia. AN N 2
Fig. 319 BC NE (2)

Comparando (1) y (2) % = %g; = 2_":1

v multiplicando por 2 20B _20N_ AR _MN _ m

BC NE BC NE =n
De donde se infiere que bastard trazar una semicircunferencia de MIN = m

por didmetro, trazar en N el segmenio perpendicular NE = n v unir el punto E

con el centro O para hallar el vértice C del rectangulo deseado. Se termina trazan-
do. CD, paralelo a MN, v CB y DA, perpendiculares a MN.

389. Dado un trapecio ABCD (fig. 320), rectangulo en A vy en D, v en
el cual se tiene AB < DC y AB = 4; CB = b v AD = 2k, tnase el punto M,
medio de AD, con B y con C, y hillese el valor de % en funcién de a y de b, te-
niendo en cuenta que el trigngulo BMC es rectangulo en M.
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El tridngulo vecidngulo BMC da:
BC® = BM® + CM?® ' (1
Pero en el tridngulo rectangulo BHC tenemos:

BC' = BH® + CH®
BC? = (2h) + (b — a)®
BC! = 4k + 8 + a® — 2ab

En el tridngulo rectdngulo BAM tendremos también:

Fig. 320 BM? = AB® + AM?
BM? = a* + I

Y en el tridngulo rectingulo MDC:
CM® = p* + I
Llevando estos walores a la igualdad (1), resulta:
4 P+ a —2ab=a"+ R+ P+ K

de donde 20 = 2ab
¥ B = ab

Por tanto, AM = h debe ser una media proporcional entve las dos bases.

390. Demostrar: 1.2 Que las diagonales de un trapecio determinan,
con las bases del mismo, tridngulos semejantes, y las alturas de éstos son entre
si como las bases. 2.2 Que si por el punto de concurso I de las diagonales tra-
zamos la paralela MN a las bases se tiene M1 = NI (fig. 321).
® 19 Sea el trapecio ABCD en el cual AB << CD vy sus diagonales AC y BD
se cortan en el punto 1. AAIB ~ ADIC por tener el dngulo en 1 igual {opuesto
por el vértice), /A = 2LC y LB = ZD (alternos internos); por consiguiente,
si trazamos las alturas 1F e 1E, tendremos:

IF _ AB
IE  CD
® 29 AADC ~ AAMI, huego ML — AM 4,
DC  AD
NI _ BN
BDC ~ ABIN, / S M
ABDC BIN, luego DE == ¥

Pero las paralela-s AB, MN y DC, determinan
segmentos proporcionales en las transversales AD y BC.

AM _ BN
Luego AD ~ BC 3)
Comparando (1), (3) v (2) se deduce
MI AM _ BN _ NI deci MI NI
= = = es dectr, —/—— =
DC AD BC DC DC DC

Luego MI = NI
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PROBLEMAS SOBRE LAS AREAS

I. Rectangulo y paralelogramo

391. Caleular el drea de los rectdngulos que tienen por base y altura:

10 27 m v 14 m 3o 163,24 m y 76,20 m
20 52741 v 16,25 m 4.0 24325 m ¥ 137,68 m
® 1o A= 27 x 14 = 378 m?®
® 20 A= 5270 x 16,25 = 856,375 m?
® 30 A =16324 x 76,20 = 12 438,888 m?
® 40 A = 24325 x 137,68 = 33 490,6600 m>
392. Caleular el drea de los paralelogramos que tiemen por base vy altura:
lo 3022m y 2534m Jo 13520m y 137,54m
20 103,75m y 96,85 m 40 24515m vy 19035 m
® 1o A= 30,22 x 2534 = 765,7748 m®

® 20 A — 103,75 X 96,85 = 10 048,1875 m?
® 30 A =13520 x 137,54 = 18 595,4080 m®
® 40 A =24515 x 190,35 — 46 664,3025 m*

393. Caleular la base de los rectdngulos que tienen de drea v de altura:

10 16423 m® y 100m 30 16423m? y 342,80m
20 16423 m* y 214m 40 16423 m* v  68560m
o 1o b=A948 103
100
& D beadbi8 o wae
214
o 30 b=10423_ 4799
342,80

o 40 | 16423

= 23,95m
685,6
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394, ;Cudl es el drea de los rectangulos cuyo perimetro es igual a 396 m
y cuya base y altura son entre si:
1.0 Comolal 3° Como4ab
2.0 » 2a3 40 »  5a6?
La suma de las dos dimensiones es 198, que se ha de dividir proporcionalmente
los mimeros dados.

a
© 1° Bagseyaltura 33 y 165 m;area33 x 165 — 5445 m’
e 20 » 79231188 m » 79,2 x 118,2 — 9408,96 m>
® 3o » » 88 ¥110 m » 88 110 =9680 m*®
® 40 » » 90 108 m » 90 x 108 =9720 m’®
395. ;Cudl es el lado de los cuadrados que tienen de drea:
1.0 81 m¥% 2.0 264,0625 m*; 3.0 553,1904 m*?

e 10 1—+/81 =9 m
o 20 1=4/264,0625 = 16,25 m
® 3° 1=4/553,1904 = 23,52 m

396. ;Cudl es el drea de los cuadrados que tienen de lado:

12 35m 30 65 m
2° 46 m 40 128,15 m?
e 1° A= 35 = 1225 m?*
® 20 A= 46 = 2116 m?
® 30 A= 65 = 4225 m®
e 40 A= 128,15 = 16 422,4225 m®

397. :Qué lado ha de tener una mesa cuadrada para que su drea sea igual
a la de otra mesa rectangular que tiene 1,95 m de largo por 0,94 m de ancho?

1=+/195 < 094 =135 m

398. El palacio nacional de Madrid tiene la forma de un cuadrado de
150 m de lado. ;Cuil es su édrea total?
A = 150 = 22 500 m*

399. ;Cudntas tablas de 3,90 m de largo por 32 cm de ancho se necesitan
para entarimar una sala de 16 m de largo por 7 m de ancho?

Niimero de tablas: % = 89 mds una para entarimar una superficie
de 0,928 m® que queda d’elspués ’de empleadas 89 tablas, es decir

90 tablas

400. ;Cuinto costard un zdcalo de 20,75 m por 75 cm si se paga a razon
de 66 pts el metro lineal, y la pintura a 25 pts el m*?

El zé6calo costard : 66 x 20,75 = 1369,50 pts
La pintura » 25 x 20,75 x 0,75 = 389,06 pts
Gasto total . . 1758,56 pts
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401. La extensién superficial de un cuarto que se quiere empapelar mide
140 m?; los rollos tienen 14 m por 3,50 m y cuestan 45 pts. Caleular el nimero
de rollos y el importe del gasto.

Niimero de rollos: 140 - 7 = 20
Gasto: 45 x 20 = 900 pts.

4G2. Se han pagado 2065,5 pts por el entarimado de un cuarto que tiene
5,40 m por 4,25 m; ¢cudl es el precio del metro cuadrado?

2065,5

I te del met drado: — =202
mporte del metro cuadrado 540 % 4,25

= 90 ptas.

403. Siendo de 8,4 hm la anchura de un terreno rectangular de 81,9 ha,
digase cudl serd su longitud.

Longitud: 819 000 : 840 = 975 m

404.  :Cudl es, en dreas, la extensién superficial de un prado rectangular
de 350 m de largo por 85 m de ancho?

A = 350 x 85 = 29 750 m® = 297,50 areas

405, :Cudl es, en hectdreas, la superficie de un terreno rectangular de
750 m de largo por 600 m de ancho?

A =750 % 600 = 450 000 m> = 45 ha

406. Cuando se alarga 20 m una cuerda que da la vuelta a un cuadrado,
el cuadrado que se puede rodear tiene 445 m? mis que el primero. :Cudl es
la longitud primera de la cuerda?

Sea 41 el perimetro del primer cuadrado; el perimetro del cuadrado que tiene
445 m® mds serd: 41 + 20, v su lado:

4 4 20

=I[+5
i +
de donde (I + 52 =P + 445
o sea P4+ 100 + 25 = P 1+ 445
=42 m

Longitud primera de la cuerda: 42 x 4 — 168 m

407. Si se disminuyen 4 m al lado de un cuadrado, se obtiene otro de
256 m® menos que el primero. ¢Cudl era su lado?
Llamemos 1 al lado del primer cuadrado; el lado del otro serg | — 4.

Luego P —( — 472 =256
1=34m
408. La suma de dos cuadrados es de 3250 m?®, su diferencia de 800 m?.

¢Cudl es el lado de cada uno?
Llamemos a v b a los lados de los cuadrados v tendremos:

@ + B = 3250 (1
@ — B = 800 (2)
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Sumando (1) y (2): 2a* = 4050
de donde a=+2025=45m
Restando (2) de (1): 2b* = 2450
de donde b=1/1225=35m

409. Cuando la base de un rectingulo se prolonga un tercio y la altura
la mitad, la relacién de estas dos dimensiones es de 4 a 3; el mismo resultado se
obtiene prolongando de 5 m estas dos dimensiones; :cudl sera la longitud, la
altura y el drea de este rectingulo?

b

B e
T Jr3_4. b+5 4
‘enemos =T : poy T
a+_;_ 3 a—+ 5 3

Resolviendo el sistema: b =15 m, a = 10m, Area = 150 m".

410, ;Cuil es el lado v cudl el drea de un cuadrado, si la diagonal vy el

lado suman 5,8 m?
Llamando | al lado, la diagonal serd 1+/2 (GEoM. 443).

Luego 1+14/2=58 1(1++/2)=58

[__ 58 __ 58(/2—1 _S8x0442 540,
V241 W22 2-1
Area: 5,8 (/2 — 1) = 5,772624 m’.

411. ;Cudles son las dimensiones de un campo rectangular cuya diagonal
es de 140 m, sabiendo que vendido a 8000 pts la hectdrea, ha producido 7526,4 pts?

Area del campo: 12202 _ 09408 ha.

8000
Llamemos a v b a las dimensiones y tendremos:
a + b = 140 = 19 600 (1
ab = 9408 2)

Afiadimos y quitamos sucesivamente a la igualdad (1) el duplo de (2):
@+ b +2ab 6 (a-+ bP = 38416
a4+ b —2ab 6 " (a—bF = 784

De donde (@+b) =19 3y (a—b) = 28

Con la suma y la diferencia de las dos cantidades tendremos:

_ 196+ 28 _ q40 0
2
196 — 28
b=12—"_ g4
2

a

m
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412. - Se quiere construir un’ cuadrado de extensién superficial 3 1/2 veces
mayor que otro que tiene 7 m de lado. :Qué longitud ha de tener el lado?

Area del cuadrado dado : 49 m?®
» » pedido: 49 x 3,5 = 171,5 m®

Lado » » 1715 = 13,09 m

413. La diagonal de un cuadrado es de 20 m. (Cudl es su lado?
Sea 1 el lado del cuadrado, su diagonal serd: l\/2_ (GeEomM. 443).

Luego ‘ 14/2 =20
de donde 20 _ 202 14,1421 m
V2 2

414. Dado un cuadrado de lado ¢ v diagonal d (fig. 322), determinar la
anchura x del rectdngulo equivalente que tenga de longitud la diagonal del
cuadrado.

Debiendo ser dx = c* se desprende que x es una tercera proporcional entre
c v d. Sea ABCD el cuadrado dado; tendremos que

AB=¢ y AC=4d A x F B

Sobre AC tomaremos una longitud AF, = c, v trazando
EF, paralela a BC, la porcién AT serd la tercera propor-
cional pedida. :

AB ' ’

En-efecto AC
AE AF E
d _ ¢
esto es, ? = . 5 .
de donde: dy = &2 Fig. 322

415. Para cubrir un tejado rectangular de 29,7 m de largo, se gastaron
24 552 pizarras de 25 x 19 cm, las cuales pierden al colocarse la 1/5 parte de
su extension eficaz. ;Qué anchura tenia el tejado?

25 x 19 x 4

Una pizarra cubre: z = 380 cm?®
Area del tejado: 0,038 x 24 552 = 932 976 m?®
Anchura del tejado: 9—322%6— =314 m

416. Se cambia un predio cuadrado de 216 m de perimetro por otro rec-
tangular cuya anchura no es mis que los 5/9 del lado de la finca cuadrada. Cuadl
serd la longitud del terreno rectangular:

a) En el caso en que los dos terrenos tengan igual precio.

b) Cuando el precio del terreno rectangular sea los 4/5 del precio del otro.

® 1.° Lado del predio cuadrado: 216:4= 54 m
Area del mismo : 54 x 54 = 2916 m?
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Anchura del terreno rectangular: E’QX—S = 30 m
Longitud del mismo: 2916 : 30 = 97,2 m

® 2.° Para que los dos terrencs wvalgan igual, el reciangular debe medir:

2165 645

v su longitud: 3645:30 =121,5m

417. Un terreno 3 veces mas largo que ancho estid cercado con una valla
de madera de 1,6 m de alta y estd dividido en tres partes iguales separatias por
un vallado idéntico al anterior v dispuesto en sentido de la anchura. El drea
total de la valla es 240 m®. ;Qué dimensiones tiene ese terreno?

Longitud total del vallado: 240 :1,6 = 150 m.

Sea x la anchura, la longitud serd 3x y todo el cerco 8x.

Agregando las dos wallas internas, hacen un total de 10x

10x = 150 m x = 15m

Las dimensiones son: 15 m v 45 m.

418. Un terreno rectangular, cuya anchura es los 3/5 de su longitud,
estd rodeado de un sendero rectangular, perteneciente al terreno, de 1 m de
ancho. ;Cudl serd el drea de este sendero, si el perimetro interior del mismo
es 136 m v cudl serd el drea del terreno?

Sea 1 la longitud del rectangulo v a su altura:

2@ —2)+ 2(a — 2) =136

a _ 3
De donde se obtiene: l 5
I +a=72) [ =45m
3y lo que da

a a=27m

5

Area del terreno: 45 x 27 = 1215 m’.

El drea del sendevo serd igual a la diferencia entre la del rectdngulo exterior
v la del interior:

Area del sendero: 1215 — (45 — 2) (27 — 2) = 140 m*.

419. Un paralelogramo ABCD tiene 64 cm de perimetro, el lado menor
es los 3/5 del mayor y los dngulos agudos tienen 45°.
Calcular la altura v el drea de dicho paralelogra-
mo (fig. 323). AR

AB + —3—5— =32 cm

A B

AB:3—2-—8><—'5:20cm

Fig. 323 AD =32 — 20 =12 cm
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Altura AH.—Sea AH la aliura del paralelograme y 21 = 450,
El tridngulo rectangulo isosceles AHD dara: )
AH? + DH? = AD? = 122 = 144
2AH? = 144

[

AH — % — 8,484 cm

Area paralelogramo: A : 20 % §,484 = 169,68 cm?®.

420. Una finca de forma rectangular ABCD (fig. 324) tiene una longi-
tud AB = CD = 115 m y al construir una carretera que pasa por ella pierde
una extensién de 270 m®. Si la parte cedida al Estado forma un tridngulo AED
cuyo vértice E estd a 103 m del punto B sobre el lado AB, ;cuil serd la anchura
de la finca, su drea primitiva v la que tiene después de pasar la carretera?

Base del ANAED: 115 — 103 = 12 m

A E B
®  Altura del mismo:
270 x 2
AD = =—~ £ _
B 45 m
® Area primitiva de la finca: D [
115 = 45 = 5175 m? Fig. 324

© Area actual: 5175 — 270 = 4905 m?®.

Comprobacion.—La forma actual de la finca es la de un trapecio que tiene
por bases:

CD =115m EB = 103 m Altura: BC = 45 m

(115 + 103) x 45
2

Area actual :

= 4905 m?

421. Un paseo de un jardin tiene 3 m de ancho; a lo largo tiene 12 acacias
a cada lado, distantes 4 m una de otra y las de los extremos distan de éstos 2,5 m.
Hiilese el 4rea que ocupa el paseo, v digase, dado caso que no hubiese nada
mis que 10 acacias en cada lado quedando las de los extremos en el mismo sitio,
qué distancia habria entre una y otra.

Distancia entve la primera v dltima acacia: M x4= 4 m
Longitud del paseo: 44 + 2,5 x 2)= 49m
e 1.° Area del paseo 49 x 3 = 147 m*

® 2.2 Sino hubiera nada mds que 10 acacias enire los dos extremos, distaria
una de otra 44:9 = 4,9 m por exceso.

422. Se reparte un huerto en cierto nimero de lotes iguales de 640 m?
cada uno; y si se hubiera hecho un lote menos cada uno seria de 768 m?. Hallar
el drea de ese huerto.
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X

Sea x el drea; mimero de lotes en el 15 caso: v oen el 2.0 268 ; como

difieren en 1, se tendrd:
X X
640 768
768x — 640x = 1 x 640 > 768

128x = 640 x 768
Area = x = 3840 m?

423. Un terreno rectangular, cuya anchura es los 2/5 de Ia longitud, tiene
un drea de 75,625 dreas. Hallar las dimensiones.
Sea x la longitud, la anchura serd 2x/5 v el drea:

W % 25—"’ — 7562,5 m?

Xt = % — 18 906,25

@ 19 Longitud: x = /18 906,25 = 137,50 m

137,50 x 2 _
5

e 2.° Anchura: 55m

424. Trazado un cuadrado ABCD (fig. 325) de 3 ¢m de lado, se prolonga
el lado AB una longitud BA’ = 6 cm, el lado BC,
CB’ = 6 cm, el lado CD, DC’ = 6 cm v el lado
DA, AD’ = 6 cm. Uniendo los puntos obtenidos
se tiene un cuadrilatero A'B'C'D’. Averiguar si
es un cuadrado y calcular su drea, en funcion de
los datos dados.
El cuadrilatero A'B'C'D’ se compone del cua-
A drado ABCD v de cuatro tridngulos rectdngulos cuyos
catetos miden 9 cm y 6 cm. Las hipotenusas son,
pues, iguales y
AB = BC =CD = DA’

g'

D’

La suma de los dngulos agudos en A’, B', C’
Fig. 325 y D’ es 90° ya que los dngulos agudos del iriangulo
rectdngulo son complementarios.

A’B’C'D’ es, pues, un cuadrado cuvo lado mide +/9* + 6 = /117 cm,
Area de A’'B'C'D: A = {(+1/117) = 117 cm’.

425. Aumentando 1 m la longitud a v la anchura 4 de un jardin rectan-
gular:

1. ;Cudnto aumenta ¢l drea del mismo?

2.0 8Si el drea primera era de 600 m® y la segunda 659 m®, :qué perimetro
tenia el primitivo jardin?
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@ 1.0 Area primera: ab
Area segunda: (@ + 1) b+ 1) =ab+b+a+1
Aumento: at+b+1

® 2.9 Segun el enunciado, tenemos:
ab+b+a+1=0659

ab = 600
Restando se tendrd: a+ b+ 1 = 59
a+b = 58

El perimetro: 2 (a + b) =116 m

426. Hemos comprado, a 25 pts m?® un terreno rectangular cuya an-
chura es los 2/3 de la tongitud. Eniregamos el valor al contado, que asciende
a 52 245 pts, comprendidos los gastos del registro de la propiedad que suben
al 7,50 % del precio de compra. ¢Cudles son las dimensiones del terreno?

Precio del terreno: B s TN 48 600 ptas.
107,5

Area del mismo: 48 600 : 25 = 1944 m*

Anchura: N ﬁé}%z— =36 m

Longitud: 362—X3 =54m

427. En un tapiz rectangular, cuya longitud es 1 m mds que la anchura,
se pone una tira alrededor que mide 0,10 m de ancha, con lo cual el drea del
tapiz aumenta 1,44 m®. ;Qué dimensiones tenia el tapiz y cuiles tiene ahora?
Hallese el drea que tiene actualmente (fig. 326).

Sea xm la anchura; la longitud serd (x + 1) m.

La nueva anchura serd (x + 0,2) y la nueva x+1
longitud (x + 1,2).

Aumento del drea:

(x+02)(x+1,2) — x(x +1) = 1,44 X
x4 14x+ 024 — 5 —x =144

Anchura primitiva: 3 m vy la actual 3,20 m
Longitud primitiva: 4 m y la actual 4,20 m Fig. 326

Area primitiva: 12 m® y la actual 13,44 m*

428. La anchura de una finca es 1/4 de la longitud. Si se prolongase ésta
5 m y aquélla 3 m, la finca tendria un aumento de 1 a 85 ca. :Qué dimensiones
tiene dicha finca?

Sea x la anchura, la longitud serd 4x y el drea 4x X x = 4x*.

Después del aumento la anchura serd x -+ 3, la longitud 4x + 5 v el drea
(4x + 5) (x + 3) = 4x* + 17x + 15.
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Aumento: 4x* + 17x + 15 — 4x* = 185
Anchura: x= 10m
Longitud: 4x = 40m

429. Un labrador divide un predio de 37 dreas en dos lotes. El primero
estimado en 30 pts m*, vale 12 000 pts mds que el segundo, el cual esti tasado
en 25 pts m®. Hallar el valor y la extensién de cada lote.

Sea x dreas la extensién del 157 lote; la del 2.0 serd (37 — x) dreas.

El precio del 1.0 es 3000x y el del 2.0, 2500 (37 — x).

Luego: 3000x — 2500 (37 — x) = 12 000
3000x + 2500x = 12 000 + 92 500
5500x = 104 500
x =19

El primer lote mide 19 a v e/ segundo 37 — 19 = 18 a.

430. Un pabellén cuadrado de 12 m de lado esti rodeado de una galeria
cubierta de igual anchura por todas partes, v cuya drea es de 145 m® Calcular
la anchura que tiene.

El pabellén y la galeria forman un cuadrado cuva drea es

144 m? + 145 m® = 289 m?

El lado serd: /289 = 17 m
Anchura de la galeria: 17;—12 = 2,50 m

431. Dos parcelas de terreno tenfan igual drea hasta que su amo vendi6
140 4reas de la primera y 45 dreas de la segunda, y entonces el drea de la pri-
mera quedd reducida a la mitad de la segunda. ;Qué drea tenian antes de la
venta esas parcelas?

Sea x el drea primiliva; después de la venta queda reducida la primera a
x — 140 v la segunda a x — 45; por tanto,

x— 45 = (x —140) x 2
x — 45 = 2x — 280
x — 2x =45 — 280

x = 235 4reas

432, ;Cémo habri que disponer 36 cuadrados de 15 cm de lado para
formar prinlero un tapiz cuadrado y después otro rectangular? En ambos casos,
cudl serd el drea cubierta, el perimetro del tapiz v la longitud del cos;do para
unir los cuadrados?

De cualquier modo que se los disponga para formar el tapiz, el drea serd siem-
pre la misma, esto es:

A =15 x 36 = 8100 cm® = 0,81 m?
Dibiijese el esquema en cada caso.
® 1.9 Tapiz cuadrado formado por 6 hileras de 6 cuadrados:

Perimetro: 15 X 6 X 4 = 360 cm
Longitud cosida: (15 X 6 x 5) x 2 =900 cm

=N

I
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® 2.0 Rectdngulo formado por los 36 cuadrados en fila:

Perimetro: [15 + (15 % 36)] x 2 =1110cm =11,1 m

Longitud cosida: 0,15 % 35= 525m
® 3.9 Rectingulo formado por 2 hilevas de 18 cuadrados:

Perimetro: [(15 x2)+(15x18)] x2= 6 m

Longitud cosida: (15 x 18) + (15 x 2 x17) = 78 m
® 40 Rectangulo formado por 3 hileras de 12 cuadrados:

Pevimetro: (5% 34+ (A5x12)] x2= 45 m

Longitud cosida: (15 x 12 x 2) + (15 x 3 x 11) = 8,55 m
® 5.0 Rectdngulo formado por 4 hileras de 9 cuadrados:

Perimetro: [(4>x15)4+ ({15 x9)]=x2= 39 m

Longitud cosida: (15 x 9 x3)+(15x4=%x8 = 885m

433. Para embaldosar una cocina de 3,2 m de largo por 2,8 m de ancho
empleamos baldosas exagonales de 8,1 cm de lado. :Cudnto costardn las bal-
dosas empleadas a razén de 550 pts el ciento, suponiendo que se desechan 1/32
de las baldosas compradas?

Avrea de la cocina: 32 x 2,8 =89%m

Area de una baldosa: 3—% = 170,45 cm?

Numero de baldosas: 89 600 : 170,45 = 526 por exceso

Habrda que comprar: 326 x 32 543

31
Que costardn : 5,5 % 543 = 2986,5 ptas.

» »

434. Dado un cuadrado ABCD (fig. 327), sobre cada lado v fuera del
cuadrado se construye un triangulo isosceles cuva altura sea la mitad del lado.

1.0 Demostrar que se obtiene un cuadrado cuya drea es el doble de la
del cuadrado primitivo.

2.9 Suponiendo que el drea del nuevo cua- G
drado es 369,92 cm?® hallar el lado del cuadrado pri-
mitivo, D "C

Sea x el lado del cuadrado, su drea serd x°.
El grea de los 4 tridngulos serd:

H F
% ht % x 4 = x?
A B
Tenemos: 2% = 369,92 cm?®
de donde *¥ = 184,96 cm? E

y X =+/184,96 = 13,6 cm Fig. 327
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435. Dadas la diagonal AC = 82 cm y la anchura BC = 18 cm de un
rectangulo ABCD, calcular el perimetro y el drea del mismo.
AC forma con los lados del rectangulo el tridngulo rectdngulo ABC, en él:

AB = +/AC® — BC® — +/82* — 18 = 80 cm
Perimeitro del rectdngulo: (80 4+ 18) x 2 = 1,96 m
Area del mismo: 80 x 18 = 1440 cm?®
436. Un cuadrado ABCD tiene 72,25 cm® de drea. 1.2 Demostrar que el
D G ¢ cuadrilitero (fig. 330) EFGH obtenido uniendo los

puntos medios de los lados del cuadrado es otro cua-
drado. 2.2 Calcular su drea v su perimetro.

Los triangulos rectdngulos HAE, FCG, EBF, GDH
son isdsceles e iguales. Luego

H F
EF = FG = GH = HE
HEF =EFG=FGH=GHE=180°—(450+ 450)=900
Por tanto, el cuadrildtero EFGH es un cuadrado.
A E B 2 2 2 2
ig. EF = +/EB? zz\/“—‘ “—=\/“ =2./2
Fig. 328 + FB ¥ 4 . 5 A2
Area del cuad. (% ﬂ)- = a:: = % = 36,125 cm?

Perimetro % V2 x 4 =2a+/2 =2+/7225 x /2 — 24,04 cm

437. Se cerca un terreno rectangular de 2187 m® de drea v cuva anchura

es la 1/3 de la longitud con un vallado que cuesta 36 pts metro. :A cudnto as-
ciende el gasto?

Si x es la anchura, 3x serd la longitud.

El drea serd: 3x X x = 3x* = 2187

de donde x=,;‘213i: 27 m
La longitud : Jx=27x3 = & 'm
Perimetro: (81 + 27) ¥ 2 =216 m
Valor de la cerca: 36 x 216 = 7776 pts.

438. Aumentando el lado de un cuadrado 5 m, el drea crece 225 m?. Hallar
el lado de ese cuadrado.

Sea x el lado. El aumento de drea es:
(x + 5)* — &% = 225
o seq ¥ + 10x + 25 — x2 = 225

de donde x= 20m

439. Calcular el drea de un cuadrado, siendo 4,8 m la suma o la diferencia
de la diagonal v el lado del mismo.
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Sea x el lado; la dz'ago_nal serd x«,/i

e 10 x4+ x+4/2=48 | @ 20 x4/2 —x= 48
x (V2 4 1) =48 x(v/2—1)= 48
48 1988 m PO B Y

g BB
V2 41 /2 =1

Area: x° = 1,988% = 3,954 m’ Area: x? = 11,588* = 134,29 m?

440. Se planta de vifia un campo cuadrado de 50 m de lado, disponiendo
las cepas a 1 m de la linde y a 0,80 m de distancia unas de otras. (Cudnto costard
la plantaciéon a razon de 600 pts el ciento de cepas?

La hilera del borde tiene 50 m — 2 m = 48 m.

Se podrdn plantar en ella: % + 1 = 61 cepas

Siendo el terreno cuadrado habrd : 61 = 61 = 3 721 cepas
La plantacion costard: 6 x 3721 = 22 326 pts.

441. Calcular los lados y el drea de un rectingulo cuya diagonal tiene 48 m
si la relacién entre la anchura y la longitud es de 1 a 3.
Sea d la diagonal y x la anchura, la longitud serd 3x; por tanto,

At L 0x = P = 48 = 2304

Anchura: x= _| 2?84 = 15,1789 m

Longitud: 3x = 45,5367 m
Area: x % 3x = 3x*> = 2304 x 3 =691,20 m’®

442. En un paralelogramo ABCD (fig. 329), la base AB =18 m v la
altura £ = 12 m. Uniende un vértice con el punto medio de los lados opuestos
queda dividido en tres partes. Calcular el drea
de cada una. D c

La diagonal DB divide al paralelogramo en
dos tridngulos equivalentes, y las medianas DE y
DF diwviden a éstos a su vez en otros dos equiva-
lentes; tendremos, por tanto:

Area del ABCD: 18 % 12 = 216 m®

Area de DFC = drea ADE: 22;1(62 =54m* 3 B
Area de DEBF: 112_@ — 108 m* Fig. 320

443. Hallar las dimensiones de un rectingulo cuya drea es de 28 m®, sa-
biendo que se diferencian en 3 m.
Sea x la anchura, la longitud serd x + 3, v el drea x X (x + 3) = 28

de donde X+ 3x—28=0
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, - =39 +ax28 _ -—3+11 _,
2 2

tomando sélo la raiz positiva ya que se trata de una longitud.
Los lados serdn: 4 m y 7 m.

444, La base de un rectdngulo tiene 52 m maés que la altura. Calcular
ambas dimensiones, sabiendo que el drea es de 16485 m?.
Sea x la altura, la base serd x + 52 v el drea x(x + 52) = 16 485 de donde

x* -+ 52x — 16485 =0
x = —26 4+ /26> 4+ 16485 = — 26 + 131 = 105

Altura, 105 m; base, 157 m.

445. Cambiamos una finca de forma cuadrada de 160 m de perimetro
por otra de forma rectangular y de igual perimetro, pero cuya drea no es mds
que los 15/16 de la otra. Hillense las dimensiones de esta dltima finca.

El lado del cuadrado serd: 160 : 4 = 40 m
El drea del mismo: 40 % 40 = 1600 m®
v la del rectdangulo : 160017:15 = 1500 m?

Las dimensiones a y b deben satisfacer a las condiciones:
a-+ b= 80 v ab = 1500
x* — 80x + 1500 = 0

x =40 £ 4/40° — 1500 = 40 + 10

Dimensiones: a=>50m; b=230m.
0 c 446. Hallar en la diagonal AC del cuadrado ABCD
> (figura 330) de lado @ un punto P tal que, uniéndole
5 // con los vértices A, B, D quede dividido el cuadrado
-

kK en 3 partes equivalentes,

El AAPB es doble del ABPC.— Considerando el
vértice B, ambos Henen la misma altura, luego la base AP
del primero es doble de la PC ‘del sesundo. Por tanto:

Ap — 2°AC _ 2a2

A H B 3 3
Fig. 330 447. En un rectangulo ABCD (fig. 331) la base
AB =25 em y BC = 15 cm. Se lleva sobre AB,
AM = 10 c¢m y por el punto M se trazan las paralelas
MN, MP a las diagonales, v asimismo desde N y P las NR y PR. Calcular el
perimetro v el drea del paralelogramo inscrito MNRP.

® 10 DB=AC = +/AB* + BC® = 4/25° + 15% = /850 = 29,155 cm

Por ser AAMP ~ AABD: M _ AM _ 10
DB AB 25
Por ser ABMIN ~ ABAC; MN _ MB _ 15

AC AB 25
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Sumando y teniendo en cuenta que AC = DB: D R C
PM MN _ 10 L 15
DB AC 25 25
PM + MN _ 25

= =1
DB 25
Luego: PM + MN = DB = 29,155 cm A M B
Perimetro: 2(PM + MN) = 29,155 X 2 = s g
= 58,31 cm 8

® 2° Area (MNRP) = drea recidng. ABCD — drea tridng. AMP, MBN,
NCR, RDP.

Los tridngulos semejantes AMP y ABD dan:

AP AM _Ne _ AD <X AM 15 x 10 _
R AB 25 8 e

Ademds: DR = MB = AB — AM =25 — 10 = 15 ¢m

T = B e B0 =N =188 = 5em
drea MAP = drea NCR = AM; AP = 10 2X 6 = 30 em®
e MIBN = drea: RDP = DR; DP _ 15; ? 67,56t

Area (MNRP) = 25 x 15 — (30 = 2) — (67,5 x 2) = 180 em®.

448. Calcular el drea de un rectingulo cuya base es triple de la altura,
sabiendo que si aumentamos cada dimensién en a metros, el drea aumenta en
p metros cuadrados.

Aplicacién: paraa =5, y p = 385.
Sea x la altura, la base serd 3x; por tanto, tendremos:

Bx+a)(x+a) =3+ p

i 2
de donde o =
4a
v la base 3 3(p — a%)
4a
Area: A=t b—a , I(p—4a) , 3@p=a)
4a 4a 16a*
2
Aplicacion: A — 3(385 — 25)* _ 972 m?®

16 x 25
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II. Triangulo

449, Calcular el drea de los triangulos que tienen respectivamente de
base y altura:

1e 24 m ¥ 12 m
2.0 8550 m v 64,34 m

12 x 24
2

e 1° A= = 144 m’

o 20 A 830 XORM_ 5750535 m

450. Hallar el drea de un tridgngulo de 24 m de base y cuya altura es los
5/4 de la misma.
w24 X5

4
2

451. Calcular la base de los triangulos que tienen respectivamente de
area v altura:

1.0 8704 m® v 64 m 40 8704 m® v 136 m

2.0 8704 m* v 68 m 5.0 8704 m? v 544 m

3o 8704 m® v 100 m

El drea de un tridngulo se expresa por la formula:

24

A= = 360 m*

A=D8 g g BB B P
2 a al?
¢ 1°o p=272 m e 4° h=128m
e 2° ph =256 m ® 5° b= 32m
© 30 p= 17408 m

452. ;Cuél es la base v cudl la altura de un tridngulo de 162 m® de érea,
si las dimensiones pedidas son iguales?

Avrea de este tridngulo: b X % = %Zv = 162

de donde b=+162 x2=18m

453. Un triangulo tiene 2880 m?® de drea. ;Cuidles son sus dimensiones,
si estdn en la relacién de 2/5?
Designando las dimensiones por 2x y 5%, tendremos:

Sx X 2x _ 2880

Area: 2
P
2880
de dond. = feB000 . g9
e donde x \/ e
Las dimensiones seran 24 x 2 = 48 m

¥ 24 % 5=120m
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454, Hallar la base y la altura de un tridngulo de 975,375 m® de drea,
siendo la altura el tercio de la base.
Designando la base por x, la altura serd x[3.

Area: “Tx = 975,375

x = /5852,25 = 76,5
La base tiene 76,50 m y la altura 25,5 m

455. Hallar la base v la altura de un tridngulo que tiene 864 m® de drea,
si la base es los 3/4 de la altura.
Lilamando x a la altura, la base serd: 3x/4.

Area: %ﬂ — 864
de donde x = 4/2304 = 48

La altura tiene 48 m y la base 36 m.

456. Un quiosco cuadrado de 3 m de lado tiene un tejado piramidal con
aleros de 60 cm. Calcular el drea de ese tejado, teniendo en cuenta que cada
tridngulo tiene 2,50 m de altura.

Base de los tridngulos iguales que forman el lejado:

34 (0,60 % 2) =420 m
4,20 x 3,50 XAy e

457. Calcular el 4rea de los tridngulos cuyos lados tienen respectiva-
mente:

10 135 m, 8 m vy 75 m
20 330 m, 210,50m vy 410,5m
3o 235m, 31,50m ¥ 17,4 m

Aplicamos la formula T = *\/p(p —a)p —b (P —c¢c) (Geom. 572):
o 1° T —+/1475 x 125 x 62,5 x 72,5 = 2890,40 m®

e 20 T —+/4755 x 145,5 x 265 x 65,5 = 34 653,76 m’

Area del tejado: A=

e 30 T—+/362x% 127 % 47 x 188 = 201,55 m’

458. Dado un triangulo isésceles ABC, cuyos lados iguales AB = AC
tienen cada uno 13 e¢m v el otro lado BC = 10 cm, hallar el drea y altura de

dicho triangulo. _
Sea el tridgngulo isdsceles ABC. Trazando la altura AH, tendremos en el tridn-

gulo recténgulo AHB:
o 1o Alwra: AH = +/AB> — BH® = +/13* — 5* = 12 cm

10 > 12
2

® 20° Areadel tridngulo: A= = 60 cm®
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459. Un tridngulo equildtero tiene igual perimetro que un cuadrado de
2304 cm® de drea. ¢Qué diferencia hay entre el drea de los dos?

Lado del cuadrado: l, =4/2304 = 48 cm
Perimetro del cuadrado o del tridngulo: 48 < 4 = 192 cm
Lado del tridngulo equildtero: by = 4837X4 = 64 cm

Area del tridangulo: A, = i ;/5 _ o X4]’732 = 1773,568 cm®

El drea del cuadrado excede a la del tridngulo en
2304 — 1773,568 = 530,432 cm?

460. Hallar el area de un tridngulo rectingulo isésceles cuva hipotenusa
tiene 15 m.

Dicho triangulo es la mitad del drea de un cuadrado que tiene una diagonal
de 15 m.

Area del cuadrado: A = (L) _ 15 m?

V2 2
Area del tridngulo: A, — 12 _ _ 56,25 m?
N 2 x 2

461. Los lados de un trigngulo tienen, respectivamente, 5, 7 v 10 cm.
Hallar el drea de ese tridngulo v sus tres alturas.
Para hallar el drea se aplica la férmula (Geom, 572):

T=vVpe—ap—5b@p o
T = /11 (11 — 10) (11 — 5) (11 — 7) = 2 /66 = 16,248 cm®
Cdleulo de las alturas:

Af _ 16245 x 2

— 3,249 cm
10

AR = ﬁ16’24§ X2 _ 6,4992 cm

AH' — _’62473 X2 _ 4642 cm

Se advierte que las alturas estdn en relacién inversa con los lados. Al lado
a = 10 em le corresponde una altura que es la mitad que la del lado b.

462. Dado el lado 0,25 m de un cuadrado, hallar el lado de un triangulo
equilitero de igual drea.

Avrea del cuadrado: 0,25

Ve ’“;/3_ = 0.25°
LI

Area del tridng. equil:
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1= [ 025 x4 oo o /B g5 1732 gag
/3 3 3

463. Calcular el drea de un tridngulo equilitero cuvo lado tiene 10 m.

A= ”;—2 V3= % V3 = 43,30 m? [GEon. 568]

464. Un tridngulo rectingulo isésceles tiene 120 m
de perimetro. Calcular su drea. b a

Tenemos :
2b + a =120
{ 20 =a> — a=2b \6

2+ b+/2 =120 b
Fig. 332

es decir

b2+ +/2) =120

120 1200Q-v2) _ _120@ -2 _ g /p
2442 2+422 -2 =2 ( :

2 200 2
Area del tridngulo: A= % = M = 617,76 m*

465. El cateto menor de un tridngulo rectingulo tiene 11 m v la hipotenusa
tiene 1 m mds que el otro cateto. Calcular estos dos tltimos lados v el drea del
tridngulo.

Sean los catetos 11 y b, la hipotemusa serd b + 1,

Tendremos : b+ 12 =p + 11°
b+ 26+ 1 =8 + 121

b— %:60111 y b+1=6lm

Area: A= = 330 m*

60 x 11
2
466. Ll drea de un tridngulo rectdngulo es 294 m? v la altura correspon-

diente a la hipotenusa 8,4 m. Calcular los tres lados.
La hipotenusa tendrd: 294 : 42 = 70 m.

Para hallar los catetos, sabemos que:

B+ & = a® = 4900 (1)
2bc = 4A =294 x4 = 1176 2)
Sumando (1) v (2) v restando. (2) de {1) tenemos:
B+ & = 2bc = 6076 B+ & 2bc = 3724
(b -+ ¢ = 6076 (b — ¢ = 3724
b+ ¢ =7795 (3) b— ¢ =61,02 4

Sumando v restando (3) v (4) da:

b 77.95 g 61,02 _ 49 485 m; ¢ — 72.95 = 61.02 _ g 465 m
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467. Un trisngulo tiene un drea de 42 m®, un dngulo de 60° y uno de los
lados de este dngulo 14 m. Calcular los otros dos lados (fig. 333).

£2x2_ ¢

2 = 14 m; CH =
Sea c m 14

Para ZA = 600; CH = —bzﬁ (CH = altura tridn-

gulo equildtero de lado b).

Luego: M =6
3
6x2 _124/3 £ 9%
b= = =4+/3 =06, m
3 3
Fig. 333 AH = % — Jy/F =, 3% m
HB — 14 — 3,464 = 10,536 m

a — A/CH? + BHE = /36 - 10,536* = 1/147,007296 = 12,12 m

468. Dado el tridgngulo ABC, se toma sobre BC un segmento BD = BC/+
y se traza AD, luego sobre AD se toma DO = AD/4 v se trazan OB y OC.
Calcular el area de los tres trlanguloq parciales AOB; BOC, COA, sabiendo
que el total ABC mide 60 m® (fig. 334).

Tracemos las alturas AH, OK y BL. A
ADKO ~ ADHA, por tanto OK DO 1

AH DA 4

Los tridgngulos BOC v BAC tienen igual base, BC.

Litego

dgrea BOC _ OK _ 1

drea BAC ~ AH 4

Area BOC — %a’ma BAC — T % 60 = 15 m? Fig. 334

Los trigngulos ODB vy OBC tienen igual altura, OK. Luego
dgrea ODB _ DB _ 1

area OBC BC 4

Area ODB = 1/4 drea OBC = 1[4 x 15 m* = 3,75 m?.
Los tridgngulos AOB y ODB tienen igual altura, BL. Luego
drea AOB _ OA DA — DO _ {1 — 1/4) DA _ 3
drea ODB oD DO 1/4 DA
Area AOB = 3 Area ODB = 3,75 x 3 = 11,25 m*
Area COA = drea BAC — drea AOB — drea BOC = 60 — 11,25 — 15 =
= 33,75 m*®
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469. Hailar en el plano de un tridngulo un punto tal, que uniéndolo con
los tres vértices, quede dividido el triangulo en
otros tres equivalentes. A
Tracemos las medianas AD, BE y CF. Sa-
bemos que concurren en un punto G (baricentro)
situado a los 2|3 de cada una de ellas a partir del
wértice. e
Tracemos (fig. 335) el segmento BH perpendicu-
lar a la prolongacion de AD y la altura AK.
Los tridngulos AGB y ADB tienen la misma
altura, BH. Luego B |

dgrea AGB  AG

[t
St

area ADB AD
Area AGB = % drea ADB (1)

Los tridngulos ADB v ACB tienen igual altura, AK. Luego

dgres ADB _ BD _ 1 Area ADB = 1 darea ACB
drea ACB BC 2 2

Segiin (1): dres AGB = 2. 5c L Grea ACB = L ren ACB

1
3 2 3

Andlogamente demostrariamos que
Area AGC :-% drea ACB y drea BGC — % diea ACB

Por consiguiente, el punto buscado es el punio G, baricentro del tridangulo.

470. Sea el tridngulo ABC y O el punto de interseccién de las medianas;
prolongando la mediana AD una parte DE = AD/3 calcular el drea del tridngulo
OBE (fig. 336).

ABDE = AODC (dngulo igual entre lados iguales)
Luego  ABOE es equivalente a ABOC
pero drea ABOC = 1/3 drea AABC (n.° 469)
hiego area ABOE = 1/3 area AABC

471. Un tridngulo tiene por base & = 20 m, y por
altura # = 15 m. Calcular la longitud de la paralela a
la base que divide dicho tridngulo en dos partes equi-
valentes.

El drea del trigngulo parcial AMN (fig. 336) debe
ser la mitad de la del tridngulo dado ABC; pero las dreas
de dos figuras semejantes son proporcionales al cuadrado
de los lados homdéloges (Geom. 550).

B2 _ 1 ¥ 1 A2

Luego

® 2 b 2 2
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2

472. Dado un cuadrado ABCD (fig. 337) de 24 cm de lado, se prolon-
ga AB una longitud BE = 6 cm, v desde E se traza el segmento EF, el cual
divide al cuadrado en dos cuadrildteros iguales. Calcular el area de cada uno
v el drea total de la figura obtenida.

Sea M el punto en que el segmenio EF corta al

lado BC; el segmento MF divide al cuadrado en dos

D c trapecios iguales que tienen igual altura, AB o CD;
F también deben ser de iguales bases. Por tanto,

DF =BM + AF = CM

Sea BM = x, serd CM 24 ¥
Por ser AEMB ~ AEAF tendremos

4 Wikids b= BV2 _ 202‘/5 — 14142 m

M
EB _ BM . 6 «x
—_ = , 0 bien = —
A B E EA AF 24 +6 24 —x
Fig. 337 de donde J0x = 144 — 6x
Jox = 144
x= 4
. 4+ 20 -~ 2
Area de cada trapecio: 2 x 24 =288 cm
Avea del-tridingulo EBM: 6 \2< * 1t

Area de la figura total (288 x 2) + 12 = 588 cm’

473. Dos triangulos isésceles ABC, CDE (fig. 338) tienen las bases
AC = 6 m, CE = 8 m sobre una misma linea recta
v el punto C de estas dos bases es comin. Los
lados AB = BC = 10 m; CD = DE = 15 m. Calcu-
lar el perimetro vy el drea del cuadrilitero ABDE.

El cuadrildtero- ABDE queda descompuesto por
las alturas de los tridngulos dados en el trapecio
rectdngulo BHLD v los tridngulos rectangulos ABH
vy DLE.

En AAHB:

BH — +/AB® — AH? — 4/10° — 3* = 9,54 m
En AELD:

DL — /DE* — ELZ = +/15° — 4 = 1445m A H C L E
El segmento BF paralelo a AE, determina el - Fig. 338

trigngulo rectangulo BFD, que da

BD = +/BF* 4 FD* = v/HL? + (DL — BH)® — +/7* + 491* = 8,55 m
Perimetro ABDE: 2p = 10 + 8,55 + 15 + 14 = 47,55 m.
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Area ABDE: A — BHAEDL 1y . AH-BH , LE DL

2 2
3 ><29,54 4ok ><214,45 127,175 me
474. Los dos tridngulos equiliteros ABC y CDE (fig. 339) tienen las
bases a v b sobre una misma recta ACEO y un vértice comiin C. Se traza BD
v se pro]onga hasta que encuentre a AE en O. Calcular, en funcmn de ay b:
1.2 El édrea del tridangulo BCD.
2.0 El drea de DEO.
3.0 El drea de ABO.
4.0 El area de BCO.
e 1.9 En el tridngulo BCD tracemos la altura DH

Z BCD = 1800 — (L ACB + Z ECD) = 180° — (60° 4 600) = 600
El trigngulo rectangulo CHD es la mitad

A 9.54 4; 14,45

X 7+

de un tridngulo equildtero de lado CD. Luego B
_ CDx/_ D
H
_ BC xDH _ ab f / b
Area BCD = ) - I C 6 E 0
e 2.2 Areadel tridngulc DEO = w Fig. 339
Como ~ OED = 1200 y £ OCB = 1200, ED y CB son paralelos. Luego
EO _ DE . EO  _ b
cO BC b+ EO a
EO b . EO b
= es dectr —— = ———
(6 + EO) — EO (a—b) b (a—b)
Luego EO = sz—b) y como DG = ED f
o —
AreaDEO=L>< b X b'\/-: bf
2 (a —Bb) 2 4(a—b)
® 3.° Area del tridngulo ABO = %ﬂ
_ 2 2
AO=AC +CE+EO=a+b+——0 - @+D@_HiF _ 4
. (a — b) a—2b a—2b
y como I= %
Area ABO = L ® 2 X a\/B __a ﬁ
2 (a — B) 2 4(a—Dn)
& A JTven dd Eridmenls BOQ < CO—;-@

7. —GEOMETRIiA CLAVE, CURSO SUPERIOR
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b bla—h) + B ab
O=CE+ EO =50+ = o A8 /B . S
€ + ’ (a—b) (@ —b) a— b
Area BCO — 17 v ab Y a \E = a’b ’\6
2 (a — b) 2 4(a— b)

475. Un tridgngulo ABC (fig. 340) cuya base AC queda dividida por la

~altura BI = 4 m en dos segmentos de 6 m y 8 m estd inscrito en una circun-

ferencia. Se prolonga BI hasta que corte a la circunferencia en D. Calcular
¢l radio OC de la misma, la prolongacion 1D, las distancias de las cuerdas AC
v BD al centro O, los lados v el drea del cuadrilatero inscrito ABCD.
¢ LFIDKIB-TARIC D=I&XIC _B5RE _ 45 .

1B 4
® 2.9 Cuando dos cuerdas secantes son rectangulares, la suma de los cuadrados
de los cuatro segmentos es constante (Grom. 376, 2.0):

42 +12° +6° 4 8 — 4R
R=+/65 - 806 m

®» 30 OF — ocz—f‘C‘-’;,/Rf—(L‘ZC)ﬂ:

=465 49 —4m

— B N
o 4°0G=+0D -GD"=\/R‘3—(—D)

2
B0 =m—1m

_ AC x BD
2

® 5.° Area de ABCD =16 x 7 — 112 mv°

® 69 AB —+/AI® + IB® = /36  16=72lm
BC = +/IB® + IC* = /16 + 64 = /80 = 4+/5 - 8944 m
CD = /IC® + ID? = /64 + 144 — 4/208 = 14,42 m
AD = /AP + ID* = /36 + 144 = /180 — 6 /5 — 13,416 m

476. Una tinca de forma triangular ABC (fig. 341) tiene por lados:
AB=30m, BC=3"m v AC=5m
1.0 5i se traza l2 altura BH queda dividida en dos parcelas. Calcular el
area de cada una.
2.0 ¢A qué distancia de A habrd que tomar un punto K para que el seg-

mento BK divida a la finca en otros dos tridngulos cuya diferencia sea 120 m??
1.0 Area de los triangulos ABH y CBH. - Como AB es el lado menor

del tridngulo, el dngulo opuesto C es agudo v tenemos:

AB® - BC* + AC? — 2AC < CH
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BC? + AC* — AB®

de donde CH =

2AC
CH =BT L 55 —RC . 4 76
2 x 55
AH= 553176 =2324m
La altura comin: BH — /30° — 2324* = 18,70 m 4 & 2
Ares AEH — L;Q’m& — 217,294 m? Fig. 341
Area BCH — 18702 3176 296,956 m:

2.0 Posicion del punto K.—El drea total de la finca serd:
217,294 + 296,956 = 514,25 m®

514,25 + 120
2

ol otve (BCK) fondrd: é%39—_-197,125 i

Un tridngulo (ABK) tendrd: = 317,125 m?

Como los dos tridngulos tienen igual altura, sus dreas som proporcionales a
las bases; luego

317125  AK . 2537 AK
sy o B ey decir T = ————
197125  CK 1577 55 — AK
do e AK = 2537 X 55 _ 39920 m
4114

477. Dado un tridngulo ABC (fig. 342), tal que AB =124/3 cm y.
BC = 20 cm; el dangulo B = 609, calcular el drea del mismo. ;A qué distancia
del vértice A habra que trazar la recta MN paralela al lado BC para que el tridn-
gulo AMN sea 1/3 del trapecio MNBC? Hillese también el valor de MN.
e 1.0 Trazando la altura AH el tridngulo rectangulo AHB, en ¢l que £ B = 609,

da:
K ABZ\/E =12\/§2x\/§:18m1
Area ABC: A= 20 >2< 18 _ 180 cm?®

® 2.0 Seal el punto donde la paralela MN corta a la altura AH; la distancia
del vértice A a la paralela MN serd Al

Siendo el tridngulo AMN, 1/3 del trapecio, serd 1|4 de! tridngulo total ABC,
v como los dos son semejantes, la razon de sus dreas serd 1/4 v la de sus lados homd-
logos:
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por tanto Al — AZH - 17_3 — G
e 3o MN:——BjC :%)—0=10cm

478. Calcular el area de un tridngulo cuya
mediana A'M’ tiene 12 cm, teniendo en cuenta
que es semejante a otro tridngulo rectingulo cuvos

Fig. 342 catetos tienen respectivamente AB = 20 cm, AC =
= 8 cm.

La mediana de un tridngulo rectdngulo correspondiente a la hipotenusa es toual
a la mitad de ésta; en el tridngulo semejante iendremos:

Hipotenusa : BC = ~/20% +-8% = /464

Mediana : 2 464:2 = /116
Area: 20%_8 = 80 cm®

Las dreas de las figuras semejantes son proporcionales a los cuadrados de sus
lineas homédlogas; por tanto:

A ( 12 )zz 144 donde A =30 148 _go5y oo

80 \ 116 116 116

479. Dada .una semicircunferencia Q (fig. 343), de didmetro BC = 2R,
en el centro trazamos el radio OA perpendicular
y trazamos la cuerda AB = ¢. Sobre OC to-
mamos un segmento OM = g y trazamos la
perpendicular MP hasta encontrar en P a la
semicircunferencia y, por fin, se une P con C
y B. Calcular, en funcién de a y ¢, el drea del
tridngulo BPC.

Aplicacion numérica :

R=6cm, a=4cm ¥y c=6ﬁ

La cuerda AB es el lado del cuadrado ins-
crito; por tanto

AB=c¢—=R+2 R:Bozcoz_cT«/Z__

Fig. 343

Los dos segmentos que la altura PM del tridngulo rectangulo BPC determina
sobre la hipotenusa BC son:

BM:RJrazcg—‘/z—-w y MC:Rfa:% “a

Esta altura PM es media proporcional entre BM vy MC, luego:

) -

2 1
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AreaspczichXPM:%xzx eV2 o opyp =

2
e C\/E ><\/2c2 _agz\/262—4a2 v 2c* =\/4c‘—8azc27
2 4 4 + 4 x4

:\/c‘—Zazc‘Z :\/CZ(CZ—Zaz) _ € S _oa?
4 4 2

Aplicacién numérica :

- Area’BPC — -8 ;ﬁ V(6 v/2F — 32 — 26,832 em®

480. Enun tridngulo ABC (fig. 344) cuyos lados AB = 13 cm, AC = 15cm
y BC = 14 cm, tomamos un punto O en la regidn interior y lo unimos con
cada vértice. Calcular la distancia que hay desde dicho punto a los vértices,
sabiendo que las tres distancias son iguales.

Al ser OA = OB = OC, el punto O serd el centro de la circunferencia cir-
eunscrita al tridngulo; por tanto, OA=0B=0C=R.

Segiin GeoMm. 569

abe abc A
;= R =
A AR de donde A
A, =+/2121 - 13) (21 — 149 (21 — 15) < b
0
A, =/21 X 8 X 7 X 6 = 84 cm? ”
B D
R—OA—OB—oOC= 13 x15x 14 —8,125 cm Fig. 344
4 x 84

481. Calcular el valor de los catetos de un tridngulo rectingulo cuando
la hipotenusa tiene 30 cm v el radio de la circunferencia inscrita r = 6 cm.
Sean b y c los dos catetos gue se buscan. En todo tridngulo rectangulo (n.° 157),
la suma de los catetos es igual a la hipotenusa mds el didmetro de la circunferencia
nscrita,
b+e=a+ 2r

b+c¢=30+12=42 1)

Por otro lado se tiene: b+ & =a =900 %2}

Elevando al cuadrado la (1) tenemos: b+ & b 2bc = 1764 (3)
Restando la (2) de la (3) resulta: 2bc = 864
be = 432

Conociendo la suma de dos niimeros, b — ¢ = 42, vy su producto, bc = 432,
tendremos utilizando las propiedades de las raices:

X — 42x + 432 = 0
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de donde x =21 4+ 4/217 — 432 =21 - 3
x=b=24cm

173

x"=¢=18cm

482. En los extremos de un rectangulo ABCD (fig. 345) se afiaden dos

tridngulos isdsceles cuyas bases
C son AD y BC, iguales a la
anchura del rectdngulo v las
alturas MH y NP iguales a la
mitad de dicha anchura. 5i la
My = N  figura completa tiene 128 cm?®
v la diagonal mavor MN = 20
centimetros, :cuiles seran las
dimensiones de diche rectin-

D

A B gulo? .
Sea x la anchura del rec-
Fig. 345 tangulo, la longitud serd 20 — x,
y el drea (20 —x) x=20x—x",
2
Avrea de los tridngulos: 2 (£ % i) =X
€ (2 2 2
2
Tendremos, pues 20x — &® } % = 128
o bien x* — 40x + 256 = 0

x = 20+ 4/20° — 256 =20 — 12

Como debe ser x << 20, sélo es aceptable el valor x = 8.

Dimensiones: 8 em  y 20 — 8 = 12 cm.

III. Rombo y trapecio

483. Calcular el drea de los rombos cuyas diagonales tienen:
1 36 m y 24 m 3o 6515m y 322m
2.0 4925m y 27,5m 40 9285m vy 769m

El drea del rombo es igual al semiproducto de las diagonales:

B b A= :16;—2" — 432 m?

® 20 A= ﬂ,% — 677,1875 m®

® 30 A_— W — 1048,915 m’
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A — 9285 2>< 76,9

® 40 — 3750,0825 m?

484. :Cuél es el drea de los rombos en los cuales la suma de las diagonales
es igual a 3355 m, si estas diagonales son entre si:

1.0 “Como 4/5 3. Como 6/11
2.2 Como 2/7 4.2 Como 10112

Fara hallar las diagonales hay que dividir sucesivamenie 535,5 m en proporcion
a los mimeros 4 v 5,2y 7,6 y 11, 10 v 11. Lo cual da:

1o 238 v 2975 30189 v 3465
20 119 y 4165 40 255 y 28005
Areas: @ 10 HEXITS 3540250 m?

o 20 A2 XHES _ 2478175 me

o 30 IBXHOS 574425 me

® 40 _255x280,5 _ 35 763,75 m®

485. Calcular el drea de los rombos que tienen de lado v altura, respec-

tivamente:
1o 12m v 7m 30 4924 m v 32,15m
29 20m v 15m 40 5970m y 41,15m
(GEoMm. 496) @ 10 A =12 w7 e 84 m?
® 20 A=20 = 15 = 300 m?®
® 30 A =4924 x 3215 = 1543,066 m?
® 40 A =3597 x 41,15 = 2456,655 m*

486. Calcular el drea de los trapecios cuya altura v bases respectivas tienen:
10 Altural6 m  bases 24 m vy 36 m

20 » 2015m » 3425m y 624 m
3.0 » 36,2 m » 757 m v 858 m
4.0 » 355 m »  106,5 m v 13445 m

(Geom. 501) ® 10 A — (izﬂ) X 16 — 480 m® *
e 20 A-— (W) % 20,15 — 974,65 m®

75,7 + 85,8
2

e 30 A— ( ) x 36,2 = 2923,15 m®

° 40 A= (i”(b:'*izM) x 355 — 4276,86 m?
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487. Calcular las bases v la altura de un trapecio de 100 m?, sabiendo

que la altura es igual a 1/5 de la suma de las bases v que la base menor es la
mitad de la mayor.

Llamando x a la base menor, la mayor serd 2x, v la altura 3x/5.

3x . 3x
L —= x == 100
uego 5 % <

9x* = 1000
100
3

Las bases tienen 10,54 m y 21,08 m
La altura tiene 6,324 m

3

x =

= 10,54 m

488. El drea de un trapecio es de 700 m? los lados paralelos tienen 30 y
40 m. (Qué distancia hay entre ellos?

Tenemos a >< L;‘q'g = 700 m2

de donde a= 700 _ 20

35

489. :Cudl es la longitud de la base menor de un trapecio de 200 m? si
la base mayor tiene 18 m vy la altura 12?

Designando por x la base menor, tendremos:

x + 18
% 1 18} 45 o
(=5 0

de donde: X - 15,33 m

490. El drea de un trapecio es de 900 m?; las dos bases v la altura son entre
si como 2, 3, 4. Calcular las bases.

Sean 2x y 3x las bases v 4x la altura.

Area (23‘:—;3—9"> 4x = 900
o sea 10x* = 900

x = 4/90 = 9,487 m
Las bases tienen 18,974 m y 28,461 m.

491. El 4rea de un rombo es igual a 60 m?. ;Cuil
es su perimetro si la diagonal menor es igual al lado?

El rombo dado (fig. 346) consta de dos tridngulos
equildteros iguales. Luego (GroM. 542):

‘A=2><D—B2\/§:60

c
_ de donde BD* — 120 ‘[ /5
Fig. 346
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y BD = 1/404/3 = 8,323 m
El perimetro tendrd: 8,323 < 4 = 33,292 m.

492. Calcular el drea de cada una de las figuras siguientes:

Wi S A - 64 X238’5 . e - 28 (Grom. 504)
A= %ﬁ X 64 = 2128 m?

Fig. 347
Fig. 348: Tridngulo AEF — —mizxﬁ = 9072 m?
»  ADE — L;“"Z = 43076 b
»  ADC — ils—;ﬂ = 24 009 m?
»  AGB =£2XL= 4929 m?
Area total: 51 186 m?

Fig. 350
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: Fig. 349 Tridngwls A — —33—;‘32— — 528 m
» DE::m;S: 280 m

D=2 2 61 _ 1372,50 m?

v AB =B - arsom

ryapesic HG = 12—“2”1' % (83 f 2) -4080 m’

» GF = ﬁ;i % (134 6) = 864,50 m?

» FE = —27—“573 % 31 — 1503,50 m®

v  BC = _23_;@ X (83 1 13) = 4128 o

Area total = 13194 m’

Fig. 350 Tridngilo ADE = 4/19 x 8 x 5 x 6= 67,52 m?

. » ABC =+/23 x3x13x 7= 79,24 m’
| »  DAC = +/32 x 2 x 12 x 18 = 117,58 m®

Area total 264,34 m?

493. En un trapecio isésceles ABCD (fig. 351) la base menor AB es igual
a los lados oblicuos BC v AD; la base mayor excede a la menor ¢n 30 m vy el
perimetro tiene 130 m. Si trazamos la diagonal AC, el trapecio queda dividido
en dos triangulos. Hillese el drea de cada
uno.

A B

Sea x m la medida de la base menor y
de los lados oblicuos. La base mayor mide
x + 30, v el perimetro del trapecio es:

x+x+x+x+ 30=130
X = 25

La base mayor CD serd:

i Fig. 351 _
25 + 30 =55m

Calculo de la altura AH.—E! #ridngulo vectangulo AHD nos davd:

| AH = +/AD® — HD?
_55-25_ 15 g AH=+/28 13 =20m

HD
pero 2
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Area ABC — % — 250 m*
Area ADC — L;ﬂ — 550 m?

494. En un cuadro (fig. 352) rectangular de 9,60 m de largo por 2,80 m
de ancho se reserva para plantacién un rombo cuyos vértices coinciden con los
puntos medios de los lados del recténgulo. En los lados del rombo se plantan
azucenas a 0,50 m unas de otras.

1.0 :Cuéntos pies hardn falta?

2.0 Cuantos se necesitarian si Gnicamente se pusiesen en las diagonales
del rombo y separadas 0,40 m unas de otras’
® 1.2 Sean ABCD el cuadro, y EFGH el rombo. El lade HE del mismo forma
con las mitades de los lados del rectdangulo un tridngulo rectdngulo HAE, en el cual :

HE = v/AE* + AH® — +/4.8° | 14— 5m

Perimetro del rombo: 5 X 4 = 20 m

Niimero de azucenas: 20:0,5 = 40 pies B E A
® 2.0 Nimero de plantas en la diagonal mayor :
%ﬁ— +1=:25 pies i H
cayendo el 13 en el cruce de las diagonales.
Niimero de plantars en la diagonal menor: c G D
(2)3 il s B pies Fig. 352
Total de azucenas: 25 4 8 = 33 pies

495. Dado un trapecio is6sceles (fig. 353) en el cual la base mayor
AB = 20 cm, la menor DC igual a uno de los lados oblicuos v las diagonales
igual a la base mavor, caictilese el perimetro y el drea de ese trapecio. )
® 1.0 Como el trapecio es isdsceles, serd mscriptible en una circunferencia, por

lo que el producto de las diagonales es igual a la suma

) 2 de los productos de los lados opuestos (Geonr. 385); luego :

AC % BD = (AB x CD) + (AD = BOC)
Se sabe:  AB = AC = BD = 20

; Sea AD =CD =BC =«
1 =
A P[-l . tendremos 20 % 20 = 20x + i®
Fig. 353 de donde x® + 20x — 400 = 0 (1)

Tx = — 10 + +/10° + 400 = — 10 = 22,36

Otro modo. -La ecuacion (1) puede obtenerse asi: AD — x ge opone a un
dangulo agudo, por tanto: )
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AD® = DB® + AB* — 2- AB x AH

x2:202—:r202—2><20><E2;£
xf - 20x — 400 = 0
DH = /12,36 — 3,82% = 1/138,1772 = 11,75 cm

20 4+ 12,36
2

Area del trapecio: =1 === x 11,75 = 190,115 cm®

496. Sobre los catetos a vy b de un tridngulo rectingulo ABC (fig. 354)
construimos dos tridngulos rectdngulos isésceles ADB y BEC tomando AB y BC
por hipotenusas. - ;De qué naturaleza serd el poligono que resulte, v cudl serd
su area en funcién de los catetos a y b?

En el punto B tenemos formados dos dngulos de 45° v otro de 90°; por tanto,
Ios lados DB v BE estardn en linea recta. Las rectas CE y AD, por ser ambas per-
pendiculares a DE, serdn paralelas entre si y el cuadrildtero ADEC serd un trapecio.

El drea de éste se compone del drea del tridngulo ABC y del drea de los tridn-

gulos rectdngulos isésceles ADB y BEC.

£ Area ABC = ab
B 2
g ) Como en un tridngulo rectdngulo isdsceles, la al-
tura velativa a la hipotenusa es igual a la mitad de
ésta, tendrenos: : .
i c Areaz”kD]3:4bz—><'bf{J
Fig. 354
i Area BEC = %
2
AreaADEC — % ¥ &8 Jabi bt a

1 , 5
» — + b)?
» » (a + b)

497. Un trapecio isbsceles (fig. 355). tiene 12 m
de altura v 84,84 m de perimetro. Si la diferencia de
las bases es de 16 m, ;cudl serd el drea de dicho tra-
pecio?

La altura DH forma con la base mayor AB v el lado no paralelo AD un tridn-
gulo rectdngulo, cuyos catetos son 12 m 8 m. :

AD = +/AH® + DH*?
AD + BC =4/12° + & x 2=12884m

Suma de las bases : 84,84 — 2884 =56 m

56 + 16
2

Fig. 355

Base mayor: =36 m



ROMBO Y TRAPECIO . 205

Base menor: WTN’ =20m

Area del trapecio ABCD — i;ﬂ % 12 — 336 m?

498. Un tridangulo ABC tiene 52,7 m de base v 28,4 m de altura. A 17 m
del vértice B se traza una paralela DE a la base. Caicular el drea del trapecio
que resulta.

Altura del trapecio: 28,4 — 17 = 11,4 m.

La paralela DE a la base AC da:

DE s DE _ 17
AC H 52,7 2384
i ddomds BE = % = B

Area del trapecio ADEC — 217—2—31@5— x 11,4 = 480,225 m?

499. Los catetos de un tridngulo rectingulo tienen 144 m v 108 m respec--
tivamente. ¢A qué distancia del vértice A habrd que trazar una paralela a la
hipotenusa para que el trapecio que forma tenga 972 m? de drea?

La hipotenusa tendrd : A/ 144 + 1082 = 180 m

144 > 108

Area de ABC: — 3 = 7776 m®
Altura de ABC: 7776 : 90 = 86,4 m
Area del tridngulo parcial: 7776 — 972 = 6804 m?
Las dreas son entre si como los cuadrados de los lados homdlogos, asi pues.
6804 _ I
7776 86,4
dis il b= 630‘; ;;686 ¥ _ /653184 — 8022 m .

500. En un tridngulo ACB (fig. 356), el £ A =450,
AB=54 cm, AC=36 cm. Sobre AB se toma AD=30cm
y se traza la paralela DE a AC. Calcular el drea del
trapecio DECA. ° D E

AABC ~ ADBE, por tanto:

DE _BD . DE 24

AC  AB’ 36 54 450

F C

de dond E = =
A = 54 Fig. 356
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Siendo : LA = 459,
la altura DF = AF = % o Ealg

Area DECA — i@gﬂ % 154/2 = 551,538 cm®

501. Dado un trapecio ABCD (fig. 357) en el cual la base menor
AB = 12 cm, la base mavor DC = 18 cm v la altura AH = 10 cm, calcular
la longitud del segmento MN paralelo a las bases de modo que lo divida en
dos partes iguales, v hallar a qué distancia se halla de la base AB.

Sea MN=x Al=y, HI=10—y

' 1 18
2

Area ABCD = % 10 = 150 cm?

La paralela MN divide al trapecio en otros dos A, v As equivalentes; halle-
mos el drea de cada uno: '

Alfu;xx;-: 75
o sea 12y + xy = 150 (1)

" A,::lS;xx(io;—y): 75
0 sea 180 + 10x — 18y — xy = 150 (2)

B < sumando (1) vy (2) da:
Fig. 357

10x — 6y = 120
0 sea Sx — 3y = 60 (3)
de donde y = Lgﬁo 4

Sustituyendo wvalores en (1) viene:.

12 (5x3— 60) | (5x —36D)x= 150

60x — 720 + 5x° — 60x = 450
x = 234
MN = x = /234 = 15,297 cm
Sustituyendo en (4):

.5 % 15,297 — 60

W oy
+ 3

= 5,495 cm

502. FEl 4rea de un trapecio equivale a la de un rombo cuyas diagonales
miden 15 cm y 24 em; si la altura es igual 2 la diagonal menor, ;cudles serin
sus bases, sabiendo que difieren de 12 cm? )
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Area del rombo: Dxd d d
2 B+ x4 =DxZ
Area del trapecio: B—er—b X d
de donde: B+-b6=D =24
YV como B—b=12"
B=24—Z£:18cm; b:M—gl;—"—-écm

503. Hallar el drea de un trapecio rectingulo cuyas bases tienen 348 m
v 186 m respectivamente y uno de sus angulos tiene 30°.

Sea d = 162 m la diferencia de las bases y h la altuva del trapecio, el dnguio
de 30° nos dard:

d=ln/3 Qe donids h:d;@ 162“[ = §k=/3

Area trapecio: ﬁgz—lgé X 54+/3 = 24 971,976 m?>

504. Un trapecio isosceles tiene un angulo de 459, la base menor de 85 m
v una drea de 2750 m?®. Calcular su perimetro.

Sean b y b’ las bases y h la altura del trapecio. Siendo los dngulos en la base
de 45°, serd b = b" + 2h, y la formula

B BEb o b s G s k= 3950

2
de donde W + 85k — 2750 = 0
" h:—SSiV852+4X2750:785+135:25m
2 2
Asi pues, b=85+4+50=135m
Perimetro: 85 + 135 + 70,71 = 290,71 m

505. Las bases de un trapecio tienen, respectivamente, 80 m v 29 m v
los otros dos lados 37 m y 20 m. Calcular el 4rea de dicho trapecio (fig. 358).

Tracemos el segmento Cl paralelo a DB.

El problema se reduce a calcular la altura de un tridngulo conocidos los tres
lados. (Probl. 294 v 461.) -

51437420 _ g,

Base: Al =b — b =80 — 29 = 51 m; b= :
Area AACL: A’ = /54 (54 — 51) (54 — 37) (54 — 20) = 306 m®
Altura: h=2XA’: 2X_306=12m

Al 51

80 + 29

Area trapecio: A= % 12 = 654 m?

2
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D C
|h
|
A H h+ B
Fig. 358 Fig. 35y

506. Hallar las dimensiones de un trapecio rectangulo (fig. 359) que tiene
610 m? de 4rea, teniendo en cuenta que consta de un cuadrado y un tridngulo
rectangulo cuva hipotenusa mide 29 m y la base mide 1 m mads que la altura.

Se tiene B+ (h+ 1) =292
de donde B+ h—420=0
Base menor = h = — A4 12+4 aun = 20m
Base mayor = h+ 1+ h=2h + 1 =41m
Asi pues : b=41m b =20m h=20m

507. Hallar las dimensiones de un trapecio isésceles cuya drea es de 66 m®
teniendo presente que la base mayor tiene 8 m mds que la base menor y que
los lados oblicuos tienen cada uno 10 m.-

De los datos se deduce: h = ~/10* — 4* = 9,165 m
b+ b 4+ 8
2
de donde b =321 m  por consiguiente

b=1121m, b =32lm 1+ h=9165m
Q

v el drea x 9,165 = 66

508. Un terreno tiene la forma de trapecio
1sosceles (fig. 360) cuyas bases tienen, respectiva-
mente, 100 m v 40 m, los otros lados iguales
Y c tienen cada uno 30 m. Calcular:

1.2 El drea del terreno, dando el resultado
h en Areas.

B 2.9 El ‘rea del terreno triangular que se

formaria al a1 mentar al trapecio el triangulo par-

4 < _ ) cial formado por la prolongacion de los lados no
paralelos.

Fig. 360 ® 1.°© Tra mos el segmento CG paralelo a DA:

Bt = \/BCE = (b—zi) — /30 30° — /1600 — 40 m

Area ABCD =

100 2—_40 < 40 = 2800 m*> = 28 areas
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® 20 AAOB~ AGCB, luego BB B 100
h GB 40 60
Fdfhads 5 100 40 _ 200
60 3
100 = 200

Al ABO —
rea g

= 3333,33... m®* = 33,33... areas

509. Las bases de un trapecio isésceles (fig. 361) ticnen respectivamente
20 m y 12 m y el lado del mismo tiene 8 m. Calcular: 1.° El drea. 2.° El radio
de la circunferencia circunscrita.

® 1.0 Semidiferencia de las bases: (20 — 12):2 =4 m
h=+/8 — 4 =18 = 4+/3
Area ABCD — % % 4+/3 = 64+/3 = 110,848 m?

® 2° En AOCM:
OC? = MC? + OM? = b7 + &F

En AONB:
OB®* = ON? + NB® = (x — h)? | &
pero oc? = OB?
luego b? 4 & = (x — h? + #

Remplazando b, b’ v h por sus valores v efec-
tuando, da:

_ 14
A Fig. 361
Por tanto: R = 0C = \/62 - (\1[74)2 = \/ﬁ = 1,006 m
3 3

510. Una finca tiene la forma de trapecio isosceles cuya altura, que tiene
20,90 m, es iglal a la semidiferencia de las bases v el drea es de 3762 m?®. Calcular
las bases de dicho trapecio.

: b+ b S 3762
Se tiene: —) = === - (B0
e tiene 5 . 20,9
b—b _
2
b = 180 + 20,90 = 200,9 m
b’ = 180 — 20,90 = 159,1 m

h=0209 e donde

v segun el enunciado

511. Un trapecio isosceles (fig. 362) tiene por base menor R v por lado
R /2.

1.2 Probar que las diagonales del mismo serdn rectangulares.

2. Calcular el-drea que ocupa.
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3.0 Calcular el drea del cuadrildtero que se obtiene
uniendo los puntos medios de sus lados.

e 1° Al ser AD = CB = R+/2, s¢ tiene AD —
= CB = 909; por tanto,

~ AD + CB _ 900 + 900
) N B

— 900

@ 2.0 Como el trapecio es isoseeles, las diagonales serdn
tguales; luego

OD=0C y OA=OB

Fig. 362

El tridngulo rectdngulo isdsceles COD da: 20C® = DC? = R?

oy /5
de donde Oc.= R R R~/2
V \/_ 2
_
2 2 /6
; AO = +/AD* —OD® — _J2r: — 2R _ [O6R® _ R~
3 ~ v 4V & 2

Area ABCD = drea tridngulo ABC + drea iridngulo ADC
A_ACxOB | AC xOD _ AC(OB + OD) _
2 : 2 o
( R/6 , R

_ (A0 + OC) (OB - OD) _ (AO + OCY 2
2 2 2

B sV =Ky

<
]
.
=

(R

o 3° EF:;HGz%; EH:FG:% ycomo AC = BD:

B~ Bl = B6 = AZC :(AO;OC):%(«ﬁ;\/E)

EF v HG son paralelos a AC, vy EH y FG lo son a BD. Come AC v BD
son perpendiculares, EF v HG son perpendiculares a EH y FG v el cuadrildtero
EFGH es un cuadrado.

Area EFGH = [% (V2 + *\/6)]"‘ _ 1:72(2 . /3)

512. Un trapecio (fig. 363) tiene por bases AB — 42 em. DC = 28 cm
vy por altura 22 em.

1.2 Calcular su area.
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2.0 Calcular la longitud de los lados del

M
tridngulo ABM formado por las prolongaciones de ’7\
los lados no paralelos. \

3.0 Calcular la longitud de la paralela a las
|
| /

bases, trazada a 6 cm de la base mavor.
{
e 1o AreaABCD:ig_;—zg-22=770cmz A HF K B

se cortaran las diagonales del trapecio.

4.0 (Calcular a qué distancia de la base mayor
Fig. 363

‘@ 20 Tracemos el segmento CF paralelo a DA, y
“las alturas de los tridngulos BCF y BMA. Estos tridngulos son semejantes ya que
tienen los dngulos respectivamente iguales. Luego

HM _ AB _ 42 _ MB
h FB 14 CB
por tanto, HM = 3k = 66 cm’®
Asimismo AM =3FC=3AD y BM = 3CB
@ 3.° La paralela b (no dz'Eujada) se halla a (66 — 6) cm de M da:
b, @; p’— A2 x 60 A8, i
AB 66 66
e 4.0 A __Bh 0 sea 2 - = = 12
d CD d+d AB + CD 70
de donde d = —22;0—42 — 13,20 ecm
¥ d =22 — 13,20 = 8,80 cm

IV. Poligonos

513. Un poligono irregular tiene 160 em de perimetro. :Cudl seri el lado
del cuadrado equivalente, teniendo presente que los lados del poligono son
tangentes a una circunferencia que tiene 20 cm de radio?

Area del poligono: 1—60—520 = 1600 cm®

Lado del cuadrado equivalente: ~/1600 = 40 cm.

514. Dado el tridngulo rectdngulo ABC (fig. 364) en el cual la hipotenusa
BC = 2a, AB = a, se construye un cuadrado sobre cada uno de los tres lados
y se unen luego los vértices libres de los cuadrados. Calcular, en funcion de a,
el drea del exdgono que resulta.

El exdgono consta de tres cuadrados y cuatro tridngulos.
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Seguin el teorema de Pitdgoras:
Area de los tres cuadrados = 2 drea BCGH = 4a® x 2 = 84°.
AABC = AADE (catetos iguales). Luego:

E
D 1 L AreaADEzAreaABC:%axa'\/_:%Q\/E
A
F J Z ABC = 60° ya que el cateto AB = 1/2 hipo-
tenusa BC.
B C Z FB] =/ ABC (misma especie y lados per-
pendiculares).
Por la misma razén 2~ LCI =2 ACB = 300,
Luego F] = BFv3 \/5 = NI '\/5
G H 2 2%
Fig. 364 L CL _ a3
2 2
Jvea GEP =L 5 Gi % ] =L s b 3¢ 23 _ & A3
2 2 * 2 2
Area HCL:l—x HCXIL:ix 2a % a+/3 _ aa,\@
2 2 2 2
AreaHLEDF — 8a* + 4 x @ V3 _ .04 1 V/3)

2

515. Sobre los lados de un cuadrado se construyen rectingulos iguales.
Calcular la altura que han de tener estos rectdngulos para que al juntar los vér-
tices resulte un octogono regular (fig. 234).

Deberemos tener PE = EG = AD = 4.

El triagngulo PAE es rectdngulo e isésceles, luego

PE? = a* = 2i*

de donde h= % V2

516. En cada lado de un tridngulo equili-
tero (fig. 365) se construye un cuadrado. Calcular D c
el drea del poligono que se obtiene al unir los
vértices libres de los lados adyacentes.

La figura consta: 1.° de tres cuadrados de a
drea a®; 2.° de cuatro tridngulos de igual drea;
en efecto, todos tienen igual base a; la altura del

>

tridngulo equildtero es % \/3_ , v en los demds B

tridngulos, el dngulo 1 = 600, Fig. 365
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Por tanto: CD = AZ—C'\E = %\/5
y el drea comiin serd: % X % \/E = gf\/}

Area total: 3a*+ 4 (%ﬁ) =a’(3 + \/5)

517. El lado de un exdgono regular tiene 3 cm. Construir otro concéntrico
con el primero que sea: 1.9 tres veces mayor, v 2.0 la mitad.

Dos superficies semejantes son entre si como los cuadrados de sus lineas homd-
logas; asi que:

e 10 = = T de donde a® = 34 y a’ =a \/3:

® 2.0 E_ a* _ % de donde a? = a—E‘ h% a = LZLQ

De donde se sigue la construccion siguiente (fig. 366):

Dade el exdgono regular ABCDEF de
lado a: ‘

1.0 Se traza la apotema y se prolon-
ga, OX (por ejemplo).

2.0 Sobre OX se lleva OG =a y
luego GK = a perpendicular a OX. La
distancia OK = a~/2 se lleva sobre OX
y se obtiene OH = a '\/2_

J.o Se traza HJ = a perpendicular
a OH. La distancia Q] = a /3.

4.0 Se describe la circunferencia de
centro O y-de radio a /3.

5.0  Se trazan los radios OAA’, OBB’;
OCC’, ODD’, OEE’, OFF’. Luego se unen
los puntos A’, B’, C', D', E’, F' y se ob-
tiene un exdgono cuya drea es tres veces la
del exdgono dado.

; 2 % Fig. 366
6.0 Se describe la circunferencia de
centro Q y de radio 02—K = # la cual corta a los radios anteriormente citados

en lds puntos A", B, C"”, D", E”, F”, que basta unir para obtener el otro exdgono

pedido.

518. Se prolongan en igual sentido y en una longitud igual al lado, los
lados del exdgono regular (fig. 367). :Cudl serd en funcién del mismo lado a,

el drea del nuevo exigono obtenido uniendo los extremos de.las prolonga-
ciones?
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Todos los tridngulos, tales como ABC, son iguales,
pues

ZB = 1800 — 1200 — 60° 3 AB =%
i o
por tanto AC = ABA/3 =1a+/3
Area del exdgono de lado a: A = %

La del exdgono de lado AC = a w/f;, serd:

e A _3@VAPYE_ 3x3a /3 _ 92°4/3
2 2 2
519. (En qué relacién estdn: 1.° las 4reas del tridngulo equilitero v del
exdgono regular inscritos en una misma circunferencia; 2.¢ las dreas de esos
mismos poligonos circunscritos, y 3.9 las dreas de los exdgonos regulares inscrito
¥ circunscrito? '

.. v s 3Rz 4/3
e 1.0 Area del tridngulo equildtero inscrito: T = e
Avrea del exdgono regular inscrito: E = 3R~27V3
IR /3
Relacion entre ambas: r__ 4+ 1
E 3rR.3 2

® 2.0 Ayrea del tridngulo equildtero circunscrito: T = 3R? \/5
Area del exdgono regular circunscrito: El'= 2R? '\/5

Relacion entre ambas: I; = M _ 3
E op3 2

V. Relaciones

520. Si se unen los cuatro vértices de un paralelogramo con un punto
cualquiera O (fig. 368) de una de sus diagonales, los cuatro tridngulos que re-
sultan son equivalentes dos a dos.

Los dos .tridngulos ABD) v BCD son iguales; por tanto, sus alturas trazadas
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desde los vértices A y C a la bhase BD son iguales. Asi pues, los tridngulos AOD

vy DOC serdn equivalentes, pues tienen igual base e igual altura. Lo propio ocurvird
con los tridnoulos AOB y BOC, luego...

€ D C
0 H
Q
EN .
B A B

Fig. 368 Fig. 369

520 bis. Las diagonales de un paralelogramo determinan cuatro triangulos
equivalentes, iguales dos a dos.

Sea el paralelogramo ABCD (fig. 369).

Tracemos las diagonales AC y BD vy los segmentos DI v BH perpendiculares
a la diagonal AC. .

Los tridngulos ABC v ADC son iguales (tres lados fguales).

Los tridgngulos ADO v ODC son equivalentes (igual altura DI v bases iguales
como semidiagonales). Por la misma razén los tridn-

gulos CBOQ y OBA son equivalentes. Luego los cuatro D G G
tridngulos son equivalentes. /\/ /

Lo} tridngulos AOD y BCO son iguales (tres E F
lados vespectivamente iguales). Lo propio sucede con 0,

los tridngulos AOB v DOC.

'521. Si por un punto cualquiera de la dia-
gonal de un paralelogramo (fig. 370) trazamos una A H B
paralela a cada par de lados del mismo, quedan
formados cuatro paralelogramos; los formados a Fig: 370
ambos lados de la diagonal son equivalentes y
los otros dos son proporcionales a los cuadrados de los segmentos de la
diagonal.

® 1.° La diagonal DB determina seis tridngulos iguales dos a des, como mitades
de paralelogramos.

DAB = DBC; DEO = DGO; y OHB — OBF

Luego  Area (DAB — DEO — OHB) = drea (DBC — DGO — OBF)
es dectr area paralelogramo EOHA = 4rea paralelogramo GOFC

® 2.0 Los paralelogramos DEOG y OHRBF son semejantes va que estan for-
mados por tridngulos semejantes v semejantemente dispuestos. Luego sus dreas son
proporcionales a los cuadrados de sus lineas homdlogas.

Area DEOQG  DO?

Luego =
Area OHBF OB:
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522. El tridgngulo que tiene por vértices los puntos medios de tres lados
de un trapezoide es 1/4 de éste (fig. 371).
El cuadrildatero HFGE que resulta al unir los puntos medios de los lados del
trapezoide ABCD es un parvalelogramo (n.° 121); su drea (producto de la base
por la altura) es:

]
AmHFGE:HFxh:ﬁz& X h
E :
\ y Area ABCD = AC (%) —AC X h
0
A r
luego darea HFGE = 1|2 drea ABCD
4 5 E El AHEG es mitad del paralelogramo HFGE,

luego
Fig. 371 o

Area HEG = 1/4 area ABCD

523. El 4rea de un triangulo rectdngulo (fig. 372) es igual al producto
de los segmentos que los puntos de contacto de la circunferencia inscrita deter-
minan sobre la hipotenusa.

Sean n y m los segmentos de la hipotenusa,
r el radio de la circunferencia inscrita v A el
drea-del tridngulo, tendremos:

BF=n, CE=m v AE=AF =~
2A = AC X AB = (AE + EC) (AF + FB)

- c
2A=(r_+m}(r+n):r2+r(m+n)+mn Bi-(—n : m— -
pero t+rm+ ) =A Fig. 372
por tanto A= mn

524. El 4rea de un trapezoide cuyas diagonales son perpendiculares es
igual al semiproducto de estas diagonales (fig. 371).
Area trapezoide ABCD = drea AABC + drea AADC

drea AABC = AC x %
drea AADC — AC x OTD

area ABCD = AC ( oD + OB) __ _AC | BD

2 2

525. En todo poligono regular de 7 lados la suma de las distancias de un
punto cualquiera, tomado en la regién interna del poligono, a los lados, es igual
a n veces la apotema.

Sea, por efemplo, un pentdgono regular, en el cual a es el apotema, ¢ el lado
v L, m, n, r, s las perpendiculares.

Doble del drea del poligono: 2A = Sac
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v también : 2A=cl+em+ en+ or s
de donde Sac =c({l+m+n+r+5)
Sa=14+m-+n-t+ris

-526. El drea del circulo inscrito en un tridngulo rectangulo es igual a
la suma de las dreas de los circulos inscritos
en los tridngulos parciales que la altura Je-
termina sobre la hipotenusa.

Sean v, t', v los radios y A, A’ A las
dreas de los circulos inscritos (tig. 373). Como
AABC ~ AABD ~ AADC tendremos:

b® A’
LIPS e Sl 1
e? r'? A" @
a® r> A Fig. 373
LA = 2
c2 r/J'Q AI! ( )
B L2 2 2 42 AT+ A"
la (1) da: B B bbb ®

(2) ¥ (3) tienen una razin comun; por tanto, las otras también serdn iguales.
A _ AT+ A”

A A

de donde A=A A"

527. El producto de los radios de la circunferencia inscrita v de las tres
circunferencias exinscritas a un tridngulo es igual al cuadrado del 4rea de ese
triagngulo (fig, 374).

De la semejanza de los tridngulos OBD v O'BE se deduce:

5 e T =L;i (n.o 158)

Luego

r BE

de donde =10 (1)
p—0b
Andlogamente tendremos:

e L )
p—a

Fig. 374 5 p T 3)
p—c

Multiplicamos ordenadamente las (D), @) v (3) v su resultado por r:

d o pr! pirt

rr v or =

G- -G -9 r0-ap_-_00_o
Pero plrt = Al v P —a)p—08(p—1c)= A2
A,

por consiguiente, re’'r’ = =
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528. Si sobre el didmetro AB = 2R de un semicirculo (fig. 375) trazamos
otros dos semicirculos iguales, tangentes interiores con el primero, el drea del
circulo tangente a los tres semucirculos es 1/9 del

drea del circulo de radio R.
Sea r el radio del circulo C.
El tridngulo vectdngulo O'OC da:

&Y 0'Ct — OC? + 00
A 0 O 0 B (% P ?_)i = (R == T)2 + E‘z
Fig. 375 g '
de donde R = 3r

Y como las dreas de dos circulos son proporcionales a los cuadrados de
radios vespectivos, tendremos:

areaC ¥ _ 7

2

1
area O RrR? 9 9

VI. Circulo

529. ;Cudl es el drea de los circulos cuyus radios tienen

16 9 m 3.0 645 m
20 7,50m 4.0 0,25 m?
@ 10 A—xxX9 = 2544696 m® (Geon. 537)
® 20 A=2xx75 =176715 m®
@ 30 A= x 645 = 130,6984 m®
e 40 A= zx02%= 01935 m®

530. ;Cudl es el drea de los circulos cuyo didmetro es de:

1o 7 m : 30 1,75m
202 0,65m 4.0 225m?
Area del circulo: A= -[Td-z (Geowm. 537)
o 1o A— % — 38,4846 m?
o 20 A= % = 0,3318 m?
e 30 A= l% — 2,4053 m
® 40 A TX225% _ 3976 e

Sus
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531. ;Cudl es el radio de los cireulos cuya drea es de:

1.0 4225 m? 30 12,64 m?
20 128 m? 4.0 12,96 m2?

Area del cireulo: A = zR®  dedonde R = |A % 1

T

® 1.0 R=4/4225 x 031831 = 3,667 m
® 20 R=+/128x 0318 —0,6398 m
® 30 R:m =205 m
® 4° R=+/12,96 x 0318 —2,03 m

5332, ;Cudl es el drea de los civeulos que tienen de circunferencia:

12 36 m 302 352m
20 0,72 m 4° 45 m?
Area del cirenlo: A = A <£)2
w2

@ 1° A=031831 x 1,88 =1,0313 m®
® 20 A =0,31831 x 0,36 = 0,0413 m®
® 3° A =031831 x 1,762 = 0,986 m?
® 40 A =031831 x 225" = 1,6114 m®

533. En una limina de hojalata que tiene 80 cm de largo por 64 de ancho,
fcudntos agujeros de 4 cm de radio se pueden abrir, si las circunferencias han
de ser tangentes, y cudl serd en dm?® el drea de los espacios que queden?
® 1.0 El nimero de agujeros igual al nimero de cuadrados de 8 cm de lado
contenidos en la ldmina.

Pero 8 estd contenido 10 veces en la longitud v 8 veces en la anchura.

Numero de agujeros 10 x 8 = 80
® 2.0 Ayreadela ldmina: 80 % 64 = 5120 cm?

Area de los agujeros: =« x 47 x 80 = 4021,25 cm?

Espacio libre 5120 — 4021,25 — 1098,75 cm?

534. Se hace una puerta cochera cimbrada: la parte rectangular tiene

6,2 m de altura v 4,5 de anchura; el arco forma un semicirculo que tiene por
didmetro la anchura de la puerta. El trabajo del carpintero cuesta 90 pts por m?
el del pintor 17 pts el m?® de la parte exterior que ha de estar bronceada, y 12 pts
el m* de la parte interior. ;Cudnto costard la puerta si hay que pagar 375 pts por
el herraje?

Area de la puerta: 4,5 % 6,2 + ZEAS 35,8521 m?.
4 %2
Importe (90 + 17 4+ 12) x 35,8521 + 375 — 4266,38 pts.
535. Hallar el 4rea de un circulo cuya circunferencia es de 1 m.

A =y (%) = 10,3183 x 0,5* = 7,9575 dm®

7
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536. Midiendo el perimetro de un 4rbol se ve que tiene 92 cm. :Cuadl
es el 4rea de la seccién dada por ese punto?
Tenemos: 27R =92 cm; R = 92 _i#b cm

2x T

2
460 _ 46° 31831 x 2116 = 673,5439 cm

i 11

Area = aR? = 7 X

537. El anillo concéntrico o corona circular de 12 m de didmetro interior
tiene 120 m® de drea Calcular el didmetro mayor.
Designando el didmetro mayor por 2R, tendremos (Geom. 544)

a (R — 36) = 120

de donde R = 120 136

kT

5 R _ (1204 36x _ g4
T

El didametro mayor mide 17,22 m

538. Alrededor de un circulo de 11 m de circunferencia se quiere formar
una corona de 20 m?. ¢Cudl serd la circunferencia mayor?

Area corona: A = _C;ic (R —71)

20 — cC+11 /C 11
2 27 2=

(C H1nH(EC—11 ¢ —121
4y 4y

20 =

C* — 121 = 80«

C = +/80x + 121 = 1929 m

539. Cuando se prolonga el didmetro de un circulo en 3,5 m, el drea aumen-
ta 31,25 m? Hallar el didmetro primitivo.
Sea x el didmetro primitivo; el nueve sera D = x + 3,5.

Area de la corona: 7 (R — %) = = (D? — &%)
4
sustituimos -jri [(x + 3,5° — ] = 31,25

X4 Tx 41225 — o = 1B

a
7x = 125
T

x=393m

19788
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540. El paseo que rodea a un estanque circular tiene 1 m de ancho, su
drea 21,98 m® y la circunferencia exterior 25,12 m. Hillese el perimetro y drea
del estanque: = = 3,14,

] 25,12
0r - == ———2 = — 4
Radio mavor PR m
Radio menor : r=4 - 1=3m
Perimetro estanque: C =2 » 3,14 ¥ 3 = 18,84 m
Area estanque: A =314 x 3 = 28,26 m*

541. TUn estanque circular cuya drea es de 13,86 m?® tiene alrededor un
paseo que ocupa 17,326 m*. Calcular el circuito exterior del paseo v su anchura
(= = 22/7). _
® 1.9 Area total del estangue y paseo: 13,86 1+ 17,326 = 31,185 m?

Esta drea equivale a la de un civeulo de radio R, luego

% x R — 31,185

R=, Ades BT Fooee — 395w

22
3,15 X 2 x

Circuito exterior: 2R = - = 19,80 m
® 290 Sea r el radio del estanque, tendremos:
P x 22 = 13,86 m?
7
N FLT T N - S

22
Anchura del paseo: 3,15 — 21 = 1,05 m

542. Para fabricar un disco de Newton se divide, por medio de radios,
un circulo de 14 c¢m de radio en cinco partes iguales subdividiendo éstas después
en siete sectores iguales, uno por cada color. Hillese la superficie que ocupa
cada color y la longitud del arco que abarca cada uno de éstos. Témese = = 22/7.

® 1.9 Areq del disco: 14* ~ % = 616 cm?

Todos los coloves comprenden cinco sectores iguales cuva suma es la 17 parte
del circuln, esto es: 616 : 7 = 88 cm?
® 2.9 I cireulo queda dividide en 35 sectores: su circunferencia sera:

o 22
7
Longitud de cada arco: 83:35 = 2,514 cm

14 - 2 38 cm
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543. Calcular la longitud de la circunferencia inscrita, circunscrita v
exinscrita a un tridngulo equilitero cuyo lado @ = 1 m. Digase también el drea
comprendida entre las circunferencias inscrita y circunscrita (fig. 376).

® 1° Sea OH=%, OB=R y OD=r¢’
El tridngulo rectangulo OHB da: 04._ =4 — =37
/3
de donde 1 =2 g 3
Cireunf. (O, v): Ci = jag/g
para a=1: C, =18136 m
e 20 R=0B=2-0OH =12r
B Sy
- Chaal (O, €, =90 = -280N3,
Fig. 3706 ’
para a—=1: C. = 3,6272 m.

® 3.0 De los tridngulos semejantes OHB v O'DB se desprende:

& _BH v a2
¥ BD' ¢  af CD

como CD = CF = a2
— af? _ a2 _
¥ a + af2 3-af2 3
=137
Circunf. (07, 7): Cy=13C, = ma \/E
bara a=1 C:;=54408 m

2
® 4° Areade la corona (R — 7} A=xnx % (GroM: 544)
para a = 1: A = 0,7854 m*®
544. Comparar las dreas de los circulos inscritos vy circunscritos de los

poligonos regulares de 3, 4, 6 v 8 lados.
Dichas dreas estdn en la relacién de los cuadrados de las apotemas y de los radios.

- — R a 1

@ 10 ‘En el trigngul uildt 1 t =2 4
n el tridngulo equildtero, la apotema a X R 2

Razén del circulo inscrito al circunscrito:, Ci 1y_1

Cc 2 4

® 20 Fn el cuadrado, la apotema a = R;/_Z-; % == —%
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" = Ry
Raszin del civculo inscrito al circunscrito: 1 _ ( qu ) = %
N 2
® 3.0 En el exdgono, la apotema a — B—é-, 2 - ﬁ
2 R 2
Razén del circulo inscrito al circunserito: . . [ 32—3 ]" == %
c \ /

® 49 En el octigono, el lado 1= R(\2— +/2) (Grom. 444),

f
2 ‘ 2 I =
Laapotema a = ‘fiRz - Pi (\{2 — \/5) = % \/2 + /2

la razon

; 2 i . : Ci 3.t /T |2 vy

Razdn del civeulo inscrito al circunscrito - Gi :(L#) _2+v2
Cc 2 4

545. Dado un rombo circunscrito 2 una circunferencia de 10 cm de radio

(figura 377}, calcular el drea del espacio comprendido entre el rombo v ¢l circulo,
si uno de los dngulos del rombo vale 600,

A
Fig. 377

Fig. 378

En el tridngulo rectingulo OBT, ./ TBO = 309 luego

%: Ir a0 = 4 = B
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En el tridngulo rectdngulo TOC, £0 = 30° luego

d 10 20 _ 204/3 g 4043

= y
2 32 V3 3 3
- Area rombo: A, = D xd_ 40+/3 x 40 _ 800\/5 = 461,88 cm?
2 2 x3 3

Area circulo:  As = 7 = 3,1416 x 10° = 314,16 cm®

" Area espacio: A, — A, — 461,88 — 314,16 = 147,72 cm?

546. En una circunferencia O de radio R = 15 cm (fig. 378) desde el
punto B trazamos a ésta dos tangentes BA y BC de suerte que formen un dn-
gulo de 60¢. Calcular:

1.2 Las dos tangentes.

. 2.2 El drea BAMC exterior al circulo.
® 1.0 El segmento BO es bisectriz de los dngulos AOC y ABC En el tridngulo
rectangulo OAB, ZABO = 309 luego

OB =2 x OA =2R
y AB = BC = R+/3 — 15+/3 = 2598 cm

® 2° Area cuadrilitero OABC = 2 drea OAB =2 X A—O;—O-E =
— R % R+/3 =.389,70 cm?®

Area sector circular OAMC = “R:;OUO — 3,14163>< 15 . 235,62 cm?

Area BAMC = 389,70 — 235,62 = 154,08 cm®

547. Para cubrir una mesa rectangular con discos cuyo didgmetro
2R = 37 mm, es menester colocar 117 filas de 84 discos cada una. Calcular el
area de los vacios que quedan al disponer los discos.

Longitud de la mesa: 37 mm xX 117 = 4329 mm
Anchura: 37 mm X 84 = 3108 mm
Area: 4,329 x 3,108 = 13,454532 m*®
Nitmero de discos: 117 x 84 = 9828

z x 0,037* x 9828

Area que cubren:

. = 10,567189 m?

Area de los vacios: 13,454532 — 10,567189 = 2,887343 m?

548. Calcular el radio de una circunferencia teniendo presente que si le
aumentamos o disminuimos 1 m

1.0 El drea aumentard también o disminuird 1 m®.

2. Que la circunferencia resultari tres veces mayor o tres veces mds
pequena.

3.0 Que el drea del circulo seri tres veces mds grande o tres veces ma4s
pequedia.

e 1° g) Setendrda: =[(R+ 1) —R}] =1

de donde ff e B
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el resultado es megativo; por tanto, inadmisible.

b) 2[RE — (R — 1] = 1
do. doniide R — ”2—“ — 0,659 m
1 4
® 20 g 272 (R + 1) = 6aR
de donde R — % —05m
b) B { ) = 2-%“
de donde R—1:%; Rz%:l,Sm
® 30 g) a (R 4+ 1) = 3zR?
‘de donde 2RE — 2R —-1 =0
R = % — 1,366 m
b) (R — 1) = -“?2
de donde 2R® —6R +3 =0
R =3£V3 iz\/g-, R=3+V3 *2\/5 = 2,366 m
La segunda raiz R :3;2@ es tnadmisible,

porque daria para (R — 1) un valor negativo.

549. Dos circunferencias iguales (fig. 379) tie-
nen R por distancia de sus centros. Calcular el drea
comun a los dos circulos. )

Trazando los radios OO’, OA, OB, O’A y OB
Jormamos dos tridngulos equildteros iguales. Trazando
luego la cuerda comiin AB se ve que el drea comiin
a los dos circulos es la de dos segmentos circulares de

1200, esto es (n.° 568):
= % o — T nf% — %2 (47 — 3+/3) = R® x 1,2284

550. El drea de una corona circular es de 120 m?; el didmetro menor tiene
12 m. Caleular el radio de la circunferencia mayor.
De la férmula A=a(R — 7)) sededuce 120 = z (R — 36)

_ 120 + 364

T

R :AIM=8,61m
Y, 11

8 —CGEOMETRIA CLAVE, CURSO SUPERIOR

de donde R?
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551. El 4rea de una corona circular es de 1 m? v.su anchura 0,5 m. Calcular

el area del circulo menor.

De la férmula A = 2ar”] se seduce l=2x x (r + 0,25) 0,5

de donde p= L 95 = (068Y m

T

Area del circulo menor: =z x 0,0683% = 1,465 dm®

552. El drea de la corona circular que forman dos circunferencias con-
céntricas es de 25,328 m®; la anchura de la misma 2 m. Hallar los radios de las
circunferencias.

Sea 1 el radio de la menor; R el de la mayor; v el de la circunferencia media.

La férmula A = 271”1 da en este caso: 25328 = 2a(r - 1) 2

de donde r= 2—!54_& —1=1,0155m
T
¥ : R = 1,0155 + 2 = 3,0155 m

553. Sobre el didmetro AOB (fig. 380) y los dos radios OA, OB, descri-
- bimos a un mismo lado de AB tres semicircunfe-
rencias. El drea limitada por las tres semicircunferen-
cias es de 2464 m®, Calcular R.
Sea OA = R; segiin el enunciado, tendremos:

?{RQ_Z(ZIRZ):HRs
A 0 B 2 8 4

Fig. 380 R — } 4 x 2464 — 56.01 m
N = f ]

554. Dadas dos circunferencias iguales tangentes exteriores (fig. 381) se
traza una tangente exterior comun a las dos ¥ se inscribe una circunferencia
tangente a la recta v a las dos circunferencias dadas. Calcular el 4rea de este
circulo en funcién del radio r de los otros dos.

Sea x el radio del circulo que se desea, el tridngulo D E

rectangulo OAC da: T
OA® 4+ AC®* = OC? ; s )

7 —x)? = (r + x) -

+ (r — x) (r + x) 3 o

= 2464

de donde x = %, y el drea del circulo
wr? Fig. 381
16

555. El édrea de una corona circular es de 640,56 cm® v su anchura 6 cm.
¢Cudl sera la longitud de las circunferencias que la limitan? Témese = = 3,14,

Avrea corona: a (R? — #?) = 640,56

Cc =

de donde R — 2= S4056 oy
3,14
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pero R2— 72 =@R+7NR-7)
y como R—r=6
serd R+7= —2% =34
v de aqui R=34—;6=20cm; r:&;—6=14cm
Longitud circunferencias: ¢, = 2 X 3,14 x 20 = 125,60 cm
- c; =2 x 3,14 X 14 = 87,92 cm

556. Un tridngulo rectingulo ABC. (fig. 382) estd inscrito en una circun-
ferencia de didmetro BC = 2R. El segmento perpendicular AH sobre el lado BC
lo divide en dos segmentos m v n, tales que m = 4 n.

Hallar, en funcién de R, el drea de ese tridngulo. A

Tenemos : m-+n=4n+n= 5 = 2R

2R

I n=-—-— m Hl n
uego 5 B = c

Como la altura h es media proporcional entre my n

R =m-n=4n®
luego h =2n= % Fig. 382
1 4R _ 4R°

Area del triangulo: A = — x 2R x
2 5 5

557. Se tiene un triangulo ABC (fig. 383), rectingulo en A, v cuyos 4n-
gulos B y C valen, respectivamente, 60° y 30°. Calcular, en funcién de la hipote-
nusa a, la diferencia que hay entre el drea del circulo inscrito v el 4rea del circulo
circunscrito al tridngulo dado.

Sean a, b, ¢ los lados del tridngulo y r el radio del circulo inscrito.

Sabemos (n.o 157): b+c¢c—a=2r

Mas en un tridngulo vectdngulo que tiene un dngulo de 600, tenemos:

B . V3
b= VI _a
2 ¥ =5

E de donde 2r=%+%—a

e LR B B S R

Fig. 383

~

=4 /T~

Area circulo inscrito: A, = = X % (\/3 — 12 = % 2 — \/g)
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El circulo circunscrito tiene. por vadio af2, y su drea serd:

A, == £)2 — 2d
) 2 4

Diferencia: A; — A; = % — % 2 —+/3) = %\/j

VII. Sectores y segmentos

558. :Cuil es el drea de un sector de 30° en un circulo de 6,4 m de radio?

2 30 ;
A = 7T X 6,4_ X ﬁ = 10,723 I'l'l.'2
559. ;Cudl es el drea de un sector de 75° en un circulo de 11,3 m de radio?

A=xx 11,3 x -2 — 8357 m?
360

560. ;Cual es el drea de un sector de 140°° 36" en un circulo de 7 m de
radio?

140 3
A=5xX T X = 60,12 m*
! 360 "
561. En un circulo de 25 m de radio, ¢cudl es el dngulo del sector:
1.0 de 3,60 m® 3.0 de 4,76 m®
2.0 de 8,30 m* 4.0 de 16,57 m??

Aplicando la formula del sector (GEom. 540),

. aR? X n sosidi  w o= A x 360

360 aR?

o 10 a= 300X360 _ g 39 35
x X 625

e 20 n— M — 10 31" 18"
a1 % 625

e 30 n— H76x360 _ o353 217
ax X 625

16,57 x 360 , ,

o 4o p— 1057 X 3I60 _ g0 o096
? 7 % 625

562. De un circulo de 14 m de diametro se quita un sector de 44 m®.
iCuil es la longitud v el nimero de grados del arco?

Avrea del civeulo: 7 ¥ 49 ='153,9384 m*®
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Nuamero de grados del arco: 220+ _ 1020 53/ 53
153,9384
Longitud arco: | = IHA 247‘& = 12,57 m

563. Un sector tiene 200 m® y el 4ngulo central 60°. ;Cuil es la longitud
del diametro?

Area del efrculo:

200 % 360 _ 1500 m?
60

En funcion del didmetro tendremos:

2 1200
dedonde A= V’LM — 40 \/i — 39,08 m

564. El arco de un sector es de 72°. ;Cudl es el didmetro del circulo, si
este sector tiene 150 m® de drea?
Tenemos:

. T2
ARE % 12 = 15D
i 360

R — \/E = 4/750 x 0,31831 = 1545 m
JT

El diametro tiene 30,90 m
565.

de donde

El drea de un sector ha de ser de 60 m®. ;Cudl es la longitud de su
arco, si el dngulo central tiene 5007

Longitud del arco: l = 2R < 50 _ 5aR

180 18
Avea sector 7R® % 50 = SaR* = 60 m?
360 36

R— [60x36 _ 4, /3
bl

Vo™
Longitud del arco: = 3

It s
1; x 12\[i: % [35 = 10,23 m
ber 2
- 566,

El drea de un sector es igual a 60 m®. ;Cudl es su dngulo central,
si el arco mide 10 m?

Tenemos (GEoM. 513):

R x5 =60
R =12
Il angulo es igual a: 408 ¢ 10

— 47° 44’ 46"
27 % 12 -
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567. :Cuadl es el drea de un sector en el cual el arco es de 72° y mide 15 m?
720 es 1/5 de 360°; luego la circunferencia tiene

15 x 5 =175 = 2aR

R — 75
P
15 75 2
Area del sector (Geom. 513): ) % = 89,570 m’
JT

568. Conocido el radio, ;cual es el darea del segmento que corresponde
a un dangulo central de 1200?
Aplicacién.—Para R = 60 m.

aR? % 120 _ aR?

Area sector correspondiente: A, =
360 3

El triangulo correspondiente tiene por base el lado del tridngulo equildtero
inserito, R A/3; su altura es R[2 por oponerse a un dngulo de 30°. Su drea serd:

=L xRVIxR_RAS
AR R*a/3 _ R*{4m — 34/3)
: A=A, — A =R -
Area segmento i 2 3 2 -
Aplicacién. — Remplazando R por 60, tendremos:

12,566 — 5,196
12

A = 3600 x = 2211 m*

569. ;Cuél es, conociendo el radio, el drea del segmento cuyo arco fuera
de 1200?

Aplicacion.—Para R = 6 m.

Como el arco de 120° corresponde a un dngulo central de 120°, la solucién
es la misma que en el mimero anterior.

Para R=6m drea: A = 22,11 m?

570. Se inscribe un circulo en un segmento correspondiente a un sector
de 120¢. ;Cudl es el drea restante del segmento? (fig. 384).

B Aplicacion. —Para R = 2.
Area del segmento ABC correspondiente a 120° (nu-
mero 568):

A - R 1343

c y
Z 2
‘ Como la flecha del arco de 120° es R|2 el radio de

la circunferencia trazada en el segmento de 1200 es R/4.

A 5 : o _ aR?
] Area del circulo inscrito: A, =
Fig. 384 16
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Area restante:

A A _R@z- 343 R R 12./3)

12 16 48

Aplicacion.  Remplazando R por 2, tendremos:

A 203z — 124/3) 1,671 m’

48
571. En el segmento correspondiente a un sector de 600 se inscribe un
circulo. ;Cudl es el dren restunte del segmento? (figu- B
ra 385). o
Aplicacion. — Para R 2. N g
A segm. 600 = A weior 0 3 JARY A
cquildr. lado R /,,/
RE R4 R Sk W "
= S o N S RE /3
=g 4 qg er 3 “E
Diametro NM del civculo inscrito en el segmento: \
ey
NM:CMf(:N:R—i;fi:—%(z—- V3) A
- Fig. 385
Area del circulo inscrito: i
- NM? z ? IZia aR?
AZ:’—TM—:TTx T @ A3r = R 7 - 443

Area restante -

A:%an 3/3) ——”1—1;2—(774\/5)=%:;—[12\/§(1—1)—1331

Aplicacién. — Remplazando R por 2, tendremos:
A =4 x 0,07646 = 0,30584 m?®

572. En un circulo de 15 m de radio, scudl es el dngulo del sector cuya
drea es de 600 m??

Area del cireulo: 7 x 15% = 706,86 m?
Angulo del sector:  300° X 600 _ 352, 24 40,

706,86

573. Calcular, en funcién de R, las dreas de los segmentos 60°, 900 v 1209,

® 19 Segmento 600 (n.o571); A — %{21’: &5 /3)

® 2.9 Segmento 90c: . "TR‘ - 13_3 = % (= 2)

® 3.0 Segmento 1200 (n.o 568): A — %(475 ~3+/3)
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574, Calcular el drea del circulo inscrito en un sector de 60° v de radio R.

AOB
En figura 386: ZAOC = izo— — 300
por tanto, en el tridng. rectangulo DEO:
OE=2DE—2r, OC=R=2+r=3 vy r=2
J
Area del circulo inscrito: A = 59&1
A B
D
Fig. 386 Fig. 387

575. Dada una circunferencia de centro O v radio R (fig. 387), trazamos
los didmetros rectangulares AB y CD, v desde el punto A como centro y con AC
por radio describimos el arco CMD. Calcular:

1.2 EI 4rea del sector CADM.

2.0 El drea del creciente CMDBC.

@ 1.0 En ACAD (rectdngulo): AC® 4 AD® = CD* — 4R?

2ACH — 4R
AC? = 2R?
Area sector CADM: A = HAC;E)J 90 _ aR? _ 1,5708 R*
e 20 Areq creciente CMDBC = Area CODB — drea CODM
Area CODB = %
Area CODM g 7R _AC* _ aR® IR _R* (0 9
P 2 2 2 2
~R?

Area CMDBC =

RrR® 2
—=(z—2)=R?
> > (= )
576. En un tridngulo rectingulo (fig. 388) cuva hipotenusa es igual a
2a v 2 B = 600, desde los vértices B v C, con radio AB v AC, trazamos dos



arcos limitados por la hipotenusa en los puntos D v E. Calcular, en funcién de q,
el drea EAD limitada por los arcos AD, AE v el segmento de la hipotenusa ED.
La figura EAD es la suma de dos semisegmentos de 1200 v 600 v cuves radios

som AB =12y AC = a~/3.

2
Area semisegmento 1200: % (47 — 3 \,/5)

34/7)

Area semisegmenio 600

Area total: Ta; (85— 6 x/fé) = 0,443 a®

Fig. 388 Fig. 389

577. Calcular, en funcién del radio (fig. 389), el drea del segmento circular
cuya cuerda es igual: 1.9 al lade del cuadrade inscrito; 2.0 al lado del octogono
regular inscrito.

Aplicacien: R = 2 m.
® 1.° Sea AB el lade del cuadrado inscrito.

El drea del segmento ADB es la difevencia entre el drea del sector AOBD v el
tridngulo AOB; por tanto:

Area sector AOBD = T: drea segmento ADB:
Area tridngulo AOB = Ll A = SLA _r (z— 2)
2 4 2 4+
Aplicacién. —Para R = 2 m
A=t -y =tm
® 2.2 Sea AD = DB (lados del octigone).

Area sector AODE: A = 'ﬂfg-
Area AAOB: A, = M = _;_ v Lﬁz _ rﬂi/i

SECTORES Y SEGMENTOS 233
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Hrow sompronic BEL::  Boof Ry — Ay o “;: = ”22/5=%2(x—2\/5)

0 B Aplicacion.—Para R = 2 m.
EL : \ A A:%(3,1416 — 2 % 1,4142) = 0,1566 m®

578. Calcular, en funcion del radio (fig. 390), el
area de una faja circular limitada por el lado del exagono
inscrito v el lado del triangulo equilidtero inscrito.

Aplicacion: R = 2 m.
® 1.° Sila faja circular no contiene el centro de la
G circunferencia, se obtiene el drea rvestando del segmento
corrvespondiente a la cuerda mavor el segmento correspon-
diente a la cuerda menor; por tanto:

Fig. 390
Area segmento ABCD: A, = % (47 — 3 \/5) (n.o 573)

Hesiswegrnbnts BOD: K, = % (i — B /3 (n.o 573)

Area faja circular ABDE: A=A — A, = :2 e 'T:
i
Aplicacién. — Para R = 2 m
R | e 4 X% 3,1416 _ 2,0944 m°

6

® 20° 8iel centro de la circunferencia estuviese dentro de la faja, se obtendrd
el drea de la faja restando del drea del civculo la suma de las dreas de los dos seg-
mentos correspondientes a las cuevdas; luego

—

Area AFHE: A=ar— ]’l—'z(ch — Feaf B — %(2: - 34/3)
A-— %2(-’ + V3

Aplicacion.—Para R = 2 m
A= % (3,1416 + 1,732) = 9,7472 mv”

579. Para construir un ovalo de tres vér-
tices (fig. 391), se divide AA"= 24 en tres partes
iguales; C es el centro del arco EF, v D es
el de FF’. ;Cuail sera el area del dvalo, en fun-
cién de a?

El drea del dvalo comprende:

a) El drea de dos sectores de 60° y DF comun
radio. Fig 391
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b) El drea de dos sectores de 120° y CF come radio.
c) Menos el drea de dos trigngulos equildteros cuyo lado es CD = CF

A=l1DF2+§—dC F:— -lcr3

3’ 2
pero CF=% y DF=2CF=‘§—G
., 1622 | 22 4a® /3 _ 4a
A= R4 | omy —
3 9 T3 %y 2 7o
A:_4ai(4ﬁ+2_ﬁ__'\/§
9 \3 "3 2

A=%(4n—«/§)

Nota.— El perimetro del évalo vendrd dado por
: aCF = 16 ma
3 9

2

2p 7

580. ¢Cudl serd el drea del 6valo (fig. 392) que se obtiene dividiendo

AA’ = 2q en cuatro partes iguales?
El drea del dvalo consta de:

a) Dos cuadrantes de radio DF.

b) Dos cuadrantes de radio AC.

c)  Menos el cuadrado CDC'D’.

AC =4 CD:a—;/E; DF —2(v2 + 1) \/52+1

Area: A=‘—1XDF3+-'21>< AC?* — CD?

2
A=1[a2(«/5+1)? g] a
2 5 L 2
Ao @ Q+1+24/241 &
8 2

A— QI =20 _ &0 g
i 4

Nota.—El perimetro del dvalo vendrd dado por
2p = aDF + =AC

Zp=alelV2D o]
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VIII. Area de las figuras curvilineas

581. .En un circulo O (fig. 393) se construye un sector de 60°, luego se
describe la circunferencia O tangente en A v en B, extremos de los radios del
sector. Calcular la superficie de la parte comin a los dos circulos.

Aplicacion. —Para R = 2,
El segmento AB, correspondiente al dngulo de 60° en
el circulo O, tiene por drea (n.® 573):

A =%(2;—3«/§) (1)
_El segmento AB, que corresponde a un dngulo de 120°
en el circulo O (el dngulo O es suplemento del dngulo O),

tiene por drea (n.° 573):

A':%z—(drrc—?fﬁ) )

Expresémosla en funcion de R. Ya sabemos (n.© 326) que,
Fig. 393
o _ B ;/5

Sustituyendo en la férmula (2), tendremos :

A’(R;/g)ix4”1§ﬁ=sz4j_3§ﬁ @

Demos a la férmula (1) el denominador 36 y sumemos con (3):

A —R x4 =343 [ pe 62943
36 : 36

2 3
A”=§l6-><(10:z—12 \/E)z%zx(s.-ffﬁ \3)

Aplicacién. — Para R = 2, tenemos A

A= 14—8(5.-: — 6+/3) = 1,1813 m®

582. Siendo a el lado de un cuadrado (fig. 394),
calcular el drea de la Cruz de Malta, que se obtiene
trazando desde los vértices arcos tangentes, dos a dos,
en el punto-medio de las diagonales. D

El drea de un brazo de la cruz es igual al drea del
cuadrado menos el drea de los 'sectores BEF, DHI y de
los tridngulos AHE y CIF. Fig. 394
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Radio de los arcos — diagonal _ a 2” 2

2
Avrea de los dos sectores: % (%5— )2
5 2
Avrea de los dos tridngulos: (a == a—\z/z)

pues estos dos tridngulos juntos forman un cuadrado de lade (a — BE)

2
Area A=2[a2—%*a2—§+a2\/z:|

2

Area A=2[a2ﬁfﬂ——i]:a—2(4\/5—n—2)

=+ 2 2
Area: A = a®> x 0,2576

583. Dado un cuadrado ABCD (fig. 395), de lado m, desde dos vértices
opuestos, con un radio 1gual a m, se describen dos
arcos de circulo que por sus intersecciones determinan
una figura llamada naveta. Calciilese el 4rea que tiene A B
funcién del lado m. i
en funcion ) 7 7
El drea de la naveta es igual al drea de los dos ////
sectores de 90° menos el drea del cuadrado. /
Por tanto,

2
A=“;’Z—m2:”21 (z —2)

A=m’ % 0,5708

Nota.— También puede hallarse restando del drea Fig. 395
del cuadrado la de dos tridngulos mixtilineos.

584. En un cuadrado (fig.-396), cuyo lado es igual a 2a, se inscribe una

circunferencia; desde los vértices del cuadrado se describen, con el radio de la

circunferencia, cuatro arcos, que con la circunferen-

A B cia determinan la figura que aparece sombreada.
Calcular el drea de esta figura.

i Ayea pedida = Area circulo — Area cuadrilitero cur-
‘ vilineo.
Area del circulo: A, = aa”.

. Area cuadrildtero curvilineo = Area cuadrado — Avea
T de los 4 sectores:

=4 Ag=4a2k4XM=4a2—jgz
Fig. 396 360
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Avea pedida: A= nd® — 4a* — na®) = 2na® — 4d* = 2a° (= — 2)
A = a* x 2,2832

585. Desde los cuatro vértices de un cuadrado (fig. 397), de lado m, con
un radio m, se describen arcos en la regién interior. Calctlese el drea de la figura
que aparece no sombreada.

Area pedida = Area cuadrado — Area 4 tridngulos mixtilineos.

Area tridng. mixtilineo ABE = Area cuadrado — 2 - area sector DAE — Area
tridng. equil. DEC.

Avrea del cuadrado: A, = m®
m
A B Area del sector DAE: A, = am? X 30 _ am’
’ 360 12
A -
\\_ Avrea tridngulo equildtero DEC: A;=- m’ 4\/3
/ " Area tridngulo mixtilineo ABE:
2
B C A =m — 2T _ ’"2‘/_ (12 — 22 — 34/3)
. 12 12
.l Avrea pedida:
A =m— _%2(2.1_+3ﬁf9)

A = m?® x 0,82644

586. Dado un tridngulo equildtero (fig. 398) cuyo lado es igual a 2a, se
hacen pasar por el centro y por los vértices arcos
que al cruzarse figuran una hoja de trébol; calcular
el drea de ésta.

_El drea pedida es igual a la de 3 segmentos iguales
cuvas cuerdas son los lados, menos el drea-del tridngulo
equildtero. Cada segmento corresponde a un dngulo
central de 1200 cuya drea (n.° 573) es:

AI=15;(4.7—3\/§)

Pero AC es la cuerda que subtiende el arco de 1200,
luego: Fig. 398

AC=2a=R43 3y R=
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Sustituyendo en la formula tendremos:

A — 4 An 343 _ & (4n—3+/3)
' 3 12 3 x 3

2 —
Area 3 segmentos: A = B 4n : 3+/3)
2
Area tridng. equildtero: A, = &2_‘2%@ s ﬁ

Area pedida: A=3A—A, = ZTa{(Z:z -3 '\/g)

587. Dado un tridngulo rectingulo ABC (fig. 399), sobre la hipotenusa
tomada como didmetro. describimos una semicircunferencia, v sobre los catetos
tomados como diametros, describimos otras dos
semicircunferencias. Demostrar:

1.2 Que el 4rea del semicirculo cons-
truido sobre la hipotenusa, es igual a la sums
de las dreas de los semicirculos construidos
sobre los catetos.

2.2 Que la suma de las dreas de as li-
nulas de Hipdcrates es igual al drea del tridn-
gulo rectdngulo ABC.
e 1.° Como los ires semicirculos son seme-
jantes, sus dreas serdn proporcionales a los cua-
drados de los didmetros, esto es, a los cuadrados
de los lados del triangulo 'T.

Sean Ay, Ay v Ay las dreas respectivas de los semicirculos, tendremos:

Al _ Ay _ Ay o0 sea Ay _ A+ Ay

@ B e @ B+

yecomoa® =b® 4 ¢*,  también serd A, = A, + A,
@ 20° Acgbamosdeverque M + 1+ N+ J=T+1+]
de donde M+N=T
Luego la suma de las dreas de las linulas es igual al drea del tridngulo rectdngulo.

588. En un cuadrado abed (fig. 400) de lado m, desde los vértices-traza-
mos, con un radio m, arcos que se cortan de dos en dos en los puntos A, B, C, D.
Calcular:

1.0 El drea de la figura ABCD en forma de cruz.

2.2 La relacién entre el drea de la cruz mayor ABCD vy el drea de la cruz
menor abed.

1.0 Bl drea de la cruz ABCD consta del drea del cuadrado abed v del drea
de los cuatro tridngulos mixtilineos aBb, aAd, dDc, cCb.
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Area del cuadrado abed: A, = m®.

Area aBb = 2 sectores de 60° — tridng. equil.

Area oBp— TP X 60 X2 m*A/3
360 7

4 drea aBb = % . ,\/3—, A

Area cruz ABCD = m? -+ 47Tm2 — m? «/E

=%2(3+4:'173 NE)
— m?x 3,4568

Fig. 400
Area cruz abed: ”?‘“ Qx = 3+/3 —9) =m® L+ 08264 (n.° 585)

3+4773\[_418

In+ 3439

Razon de las areas de las cruces:

IX. Area de algunos poligonos

589. Hallar el drea de un tridngulo equildtero de 1,2 m de lado.
A= ‘;—2 V/3.=0,6235 m (GEoy. 568)

590. Hallar el drea de un tridngulo equildtero inscrito én un circulo de
60 cm de radio.

R % /3 = 0,4676 m?® (GEom. 550)

591. Un triangulo isosceles tiene 87 cm de altura; el dangulo de la base
vale 300, :Cudl es el drea de este tridngulo?

La altura del tridngulo isésceles determina dos tridngulos rvectdngulos, cada
uno de los cuales tiene un dngulo de 30°, opuesto al lado de 87 por consiguiente,
cada uno de estos tridngulos rectangulos es la mitad de un tridngulo equildtero cuyo
lado es el duplo de 87.

Por tanto, el tridngulo isdsceles es equiwalente a un tridngulo eqm[atem o
medio lado tiene de longitud 87 (Geom. 568). Luego

A _Z%ﬁ:ﬁ“f:—)fz 13 109,508 cm?

592. ;Cuil es el drea de un cuadrado mnscrito en un circulo de 20 cm de
radio?
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Lado del cuadrado inscrito: | = R /2 (Geom. 577). Luego
~ (R/2)" = 0,08 m’

593. (Cuidnto ha de tener el lado de un tridgngulo equildtero para que el
irea sea de 12 m??
A = {T‘ﬁ — 17 (Grom. 568)
de donde p=A48 48\[f16\f

v \/16\/:;*5261111

g

594, :Cual es el drea del octogono regular inscrito:
@ 1.° En un circulo de 80 ¢m de radio.
® 2.9 En un circulo de 1,2 m de radio.
® 3.9 En un circulo de 4 m de radio?

A= 2R2/2 (GroM. 578)
e 10 A=2x08+2= 1,81 m
® 20 A=2x1242= 40729 m*
® 3° A=23x 4.2 452547 m®

595. ¢Cudl es el drea de los exdgonos regulares que tienen de lado:

le 3m 29 15m 3.0 20 em?
A e 35 \3 (Grom. 580)
e 10 A-— ﬁé&@ = 23,382 m®
e 20 A-3X 1252 3 _ 5,8455 m?

o 30 A— %@ — 1039,2 cm?

596. :Cudnto ha de medir el lado de un exdgono regular para que su
area sea de 30 m??

A = 3; /3 =30 (Geom. 580)
jr— 203 3 _ 11,5467

= /11,5467 = 3,398 m_
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597. Cusl es el drea del dodecigono inscrito en un circulo de 2,10 m
de ragio? :
A =3R*=3 x 2,1 = 13,23 m? (Geom. 579)
598. :Cuil debe ser la longitud de un octégono regular para que su area
sea de 12 m?*?

(Geom. 581): A = 2P (1 =~ +/2); 12 =2P(1 ++/2)

- b= S Jeeds - 1) = 58858 — L5T6m
| '

599. ;Cudntas baldosas en forma de exdgono regular de 80 cm de lado
se necesitan para embaldosar una habitacidn de 6,50 m de longitud por 4,72 m
de anchura?

Avrea de la habitacién: 4,72 % 6,5 m?

3% 0843 .,

m
2
4,72 X 6,5 x 2

3 x 0,8 /3

superficie menor que la de un exdgono, es decir: 19 baldosas.

Area de un exdgono:

Numero de baldosas: = 18 baldosas, mds una para una

600. :Cuantas baldosas en forma de tridangule equilitero de 15 cm de -
lado se necesitan para embaldosar una habitacion de 4,38 m de longitud por

2,75 m de anchura?

Avrea de la habitacion: 438 x 2,75 m?
0,15¢ ;< N& -

Avrea de una baldosa :

438 % 2,75 X 4

0,15% /3

menor que la de un tridngulo, es dectr: 1237 baldosas.

Numero de baldosas: = 1236, mds una para una superficie

X. Problemas

601. Anadiendo alrededor de una finca rectangular una faja de terreno
de 10 m el drea aumenta 57 dreas. Si unicamente se afnadiese a un lado menor
v a los dos mayores, el aumento seria de 40 dreas 50 centidreas. ;Qué dimen-
siones tiene la finca?

Sean a v b las dimensiones, siendo a > b.

El enunciado da: (a + 20) (b + 20) = ab + 5700
kY (a + 20) (b + 10) = ab + 4050
de donde 20a + 206 = 5300 (1)

10a + 206 = 3850 (2)
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restando tendremos: 10a — 1450
a=145m b=120 m

602. Dado un cuadrado de lado a (fig. 401) si sobre sus lados o sobre
sus prolongaciones tomamos, en igual sentido y a partir de los vértices una
misma longitud m y unimos luego los puntos obtenidos:

1.2 Probar que el cuadrilitero hallado es un D H ¢
cuadrado.

2.2 Demostrar que ambos cuadrados tienen un
mismo centro. -

3.0 Calcular el drea si m = Sal7. 0
® 1.0 Los tridngulos rectingulos EAG, GBF, FCH
y HDE son iguales por tener los catetos respectivamente F
iguales, luego:

EG = GF = FH = HE

A G B
Fig. 401

Tenemos también:

/ AGE + /BGF = 900

Luego: ZEGF = 1800 — (/" AGE + ZBGF) = 180° — 90¢ = 90e,

De igual modo: ~/GFH = ZFHE = ZHEG = 9(v
por lo que el cuadrilitero EGFH es un cuadrado.
® 290 Sea O el-centro del cuadrado ABCD. Tracemos OE y OF.

Como OA=0C (semidiagonales), EA=FC (construccién) v ZEAQ=FCQ,
(alternos internos), los tridngulos EOA y FOC son jguales.

Luego ’ OE =0F y ZAOE = ZCOF
por tanto los puntos E, O y F estdn alineados v EF es diagonal del cuadrado EGFH
y el punto O (punto medio de la diagonal), es también centro de dicho cuadrado.
® 390 En el tridngulo rectangulo EAG tenemos:

Sa T 2a
EA=m==" AG=AB -—GB=q—==%22
7 4 & 7 7

Area del cuadrado EGFH:

_ 29a°
49

Nota.— FEn el caso en que los puntos EGFH estuvieran en la prolongacion
de los lados, un raciocinio andlogo conduce a los mismos resultados en los dos pri-
meros apartados.

En cuanto al 3.° tendremos: EA = (a -+ 'r_’?—a)= lga y AG = 57—“
12a \* S5a\? 169a*
A = EG? = EA* + AG? = [ — ) =
(5 (F) ="
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603. Sobre los lados de un exagono regular (fig. 402) de 3 m de lado,
se construyen rectiangulos de 1,5 m de altura, y luego se unen los vértices proxi-
mos del rectingulo con arcos trazados desde los vértices del exdgono como

centros. Calcular el drea total de la figura ob-

E tenida.
La figura consta del exdgono regular, mds
) . \ 6 rectingulos, v 6 sectores de 60°.
5 Avrea del exdgono.” _
3 \ M = 2_7,.\ﬁ = 23,382 m®
; ~ 2 2
A 20

Area de los 6 rectdngulos:

%:3X9:27m2

Area de los 6 sectores de 60° o circulo entero:

na® _ 3,1416 x 9
Fig. 402 4 4

Area total: A = 57,4506 m*

= 7,0686 m®

604. Los lados de un paralelogramo (fig. 403) tienen 100 m v 80 m v
los angulos valen 120° y 609,

1.0 Digase la naturaleza de la figura formada por los puntos de concurren-
cia de las cuatro bisectrices.

2.0 Calcular el drea de los dos cuadrild-
teros. '

3.0 Demostrar que las diagonales de la
segunda figura son paralelas a los lados de la
primera.
® 1.° Como los dngulos A y D, B y C son
suplementarios, sus bisectrices serdn perpendiculares
vy, por tanto, el cuadrildtero EFGH serd un rec-
tangulo. ’

o B R BOS, daalmra o= %‘ﬁ Fig. 403

Area ABCD: A — AB x f‘%‘@ — 100 x 40 4/3 = 6928 m®

b) En los tridngulos rectingulos GAB y FBC, como los dngulos en B tienen
600, resultard:
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ara GB=BG—BF=%=10m
HG=AG7AHﬁ(AB—AD)3{3—:17,32m
{uego drea EFGH: A =10 x 17,32 = 173,20 m’®

® 30 [La dzaganal HF es paralela a AB, pues los lados AG y BG quedan di-
vididos en la misma relacion; en efecto:

AH _ 1]2BC+/3 _ BC , BE _12BC_ BC
AG 1/2 AB ,\/g AB BG 1/2 AB AB
AH _ BF

por consiguiente, —= =

AG GB
De un modo andlogo demostrariamos que EG es paralela a BC.

605. En un rectingulo ABCD (fiz. 404) cuva base AB = 120 m v cuva
altura AD = 50 m trazamos por el centro O
el segmento FG = 2AB paralelo a las bases
v tal que los puntos F v G queden fuera del [
rectangulo; si unimos luego FA, FD, GB, GC ‘
con segmentos que se corten en 1 y H: D i C
1.2 Demostrar que los vértices del rec- |
tangulo son los puntos medios del cuadrilitero F G
obtenido. 0
2.9 Que IH es perpendicular a FG. A A
3.0 Haliar la razén entre las dreas de los
triangulos AHB, HFG. H
- 4.2 Caleular el drea del cuadrilitero FHGI.
® 1.0 Los segmentos DC vy AB son paralelos Fig. 404
a FG e iguales a su mitad, luego:

Ci DI DC _AB _AH BH 1

GI FI FG FG FH GH 2

- GI FI GH FH
Por tant CI=——— DI=—— BH=—— AH= "=
or tanto 2 > ) )
® 20° FI=FH y Gl = GH. luego FG es mediatriz de HI; v HI es per-
pendicular a FG.

® 3o AHAB ~ AHFG. La razdén de sus dreas es igual al cuadvado de la
razon de semejanza, por tanto:

Area AHAB _ (1)2 _ 1

Area AHFG | 2 4

® 49 Como el cuadrilditero FIHG es simétrico con relacion a la diagonal FG,

Area FIGH — -FG ; HI _ 2AB >; 2AD _ 240 ; 100 _ 45 000 m®
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606. En una circunferencia (fig. 405) de 50 mm
de radio se inscribe un rectdngulo de 40 mm de

ancho. )
1.2 Calcular el drea total de los cuatro seg-
E G  mentos comprendidos entre la circunferencia y el
0 contorno del rectingulo. ‘
A e B 2.0 :Qué figura se obtiene al unir los puntos
medios de los lados del rectingulo?
3.2 Calcular el perimetro y el drea de esa figura
Figg 405 geométrica.
2 ® 1.° Fl drea total de los cuatro segmentos es igual
al drea_del circulo menos el drea del rectdngulo inscrito.
Area del cireulo: ar? = 3,1416 x 5% = 78,54 cm?®
Lado AB=124/5 —2°=2+21 = 9,16 cm
Area ABCD = 9,16 ¥ 4 = 36,64 cm®
Area de los segmentos: 78,54 — 36,64 = 41,90 cm*

e 2° FEl cuadrilitero EFGH tiene los lados iguales, pues los tridngulos, tales
como AEF, EDH, son iguales y las diagonales EG v HF son perpendiculares; luego
EFGH es un rombo.
& 3.0 Se tendrd, pues: EF=0A= 5cm

Perimetro EFGH: 5x4=20cm

Area EFGH = ;— irea ABCD = 18,32 cm®

607. Se extiende una cuerda bien tensa entre los puntos A y B (fig. 406)
distantes enire si 5 m; luego se tijan los extre-
mos de otra cuerda que mide 25 m en los 5 B A B B
mismos puntos; se tira de ella de modo que '
forme con la primera:

1.¢ Un triangulo BAC, rectingulo en A,

2.0 Un tridngulo isdsceles tal que AC, =
= (C,B. Calcular el drea limitada por ambas

cuerdas en cada caso. b, s
® 1.0 El itridngulo rectangulo BAC, da:

a + b = 25 ¢}
3 al — b = AB?* = 25

(th '|" b}) (al - bl) = 25

25 25 _
— = === 2
(3} bl a T bi 25 ( ) C1
Sumando v restando (1) y (2): Fig. 406
a1—25;1—13m b1=25; =1%m
5 x 12




PROBLEMAS 247

e 2.° FEl tridngulo isésceles BAC, da: as = 25

Altura: CH = 4 /a® — (ﬂ ,/ 25 (—) — § B

Avea tridngulo BAC,: A — 2% 21’ \/_ — 25 ><22,4a = 30,625 m®

608. En un tridngulo ABC (fig. 407), la base BC tiene 72 m, la altura y
la mediana correspondientes tienen respectivamente 45 m v 60 m.

1.9 Calcular la longitud de los lados AB v AC.

2.0 ¢Qué radio tendria un circulo que tuviese igual drea que el tridgngulo
dado?
® 1.0 Sean AH la altura v AD la mediana:

HD — +/AD? — AFP = +/60° — 452 = 1/1575 = 39,686 m
HB = 39,686 — 36 = 3,686 m

HC = 39,686 + 36 = 75,686 m

AB = +/AH® + HB® — /45 + 3,686° — 45,15 m

AC = /AH?® + HC® — /45 = 75,686° — 85,05 m

® 20 Areq ABC: A= n*;ﬁ — 1620 m®

El vadio del circulo de igual drea sevd:

r=,/1020 _ 2590 m

7T

A
D _Q =
N M 0 N
H B D ¢ A M E P F NGB

Fig. 407 Fig. 408

609. En un trapecio ABCD (fig. 408) la base mayor AB tiene 264 m,
la altura 75 m; 4A745°3 £ B = 600,

1.0 Calcular el drea del trapecio.

2.2 ¢En qué punto de AB, a partir de A, habrd que trazar la altura que
divida el trapecio en dos partes equivalentes?
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e 1o ZA=45; portanto, AE=DE= 75 m
ZB = 60e, FBchzi“/g:ZS\/E= 43,30 m
DC = 2064 — (75 + 43,30) = 145,70 m

Area ABCD — w % 75 = 1536375 i

© 2.0 El drea del trapecio es igual al producto de la base media por la altura;
la altura que divide al trapecio en dos partes equivalentes deberd pasar por el pun-
to O medio de la base media v la distancia que separa a dicha altura de A serd:

AP = AM" + M'P

AE 75 &
AM’ = 2= D _ 37
B > 375m
MP— MN. _ MN _ AB -+ DC _ 264 + US,70 _ 105 495
2 4 4
Luego - AP =375 + 102,425 = 139,925 m

'610. Sea el cuadrilitero ABCD (fig. 409) circunscrito a unz circunferencia ()
de radio R, y tal que la diagonal AC pase por el centro, que 2~ A v ./ C sean su-
plementarios y que AO = 2R. 5i E y F son los puntos de contacto de AD v DC,

calcular:
A 1.2 Los dngulos B, D v FOC.

2.2 El drea de OEA. Aplicacién: R = 1,2 m.

3.2 La longitud de OC.

4.2 El radio de la circunferencia circunscrita al
trapezoide ABCD.

e 10 A+ £C = 1800
por tanto
ZB 4 ZD = 180°
AABC = AACD por tener los 3 lados iguales, luego
180

4]3:.4D=—2 = 900

En el triangulo rectdangulo AEO

luego ZOAE =30° y AE — R+/3

Por correspondientes £ FOC = ~ OAE = 300

e 2° Adrea AOEA: A:OEéAE:RX;{ﬁzREf

para R =12 m Al 222‘/5 — 1,24704 m?
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® 3.2 OF es la altura del tridng. equildtero de lado OC:
OF =R — 9(32—‘/5 de donde  OC —ZRY3

oc.— 2% 1,2 %1,732

paraR =12 m 3

= 1,3856 m

® 4.9 Radio de la circunferencia circunscrita:

. _ AC _ A0 +OC =L(2R+2Rﬁ):R+ R+/3 _ RG 4 +/3)

2 2 2 3 3

_ AL
3

3

paraR =12m r 1,8928 m

611. Dada una circunferencia O (fig. 410) se trazan en ella, a distinto
. lado del centro, dos cuerdas paralelas AB y CD, la primera igual al lado del

tridngulo equildtero inscrito v la segunda igual al radio: si unimos luego sus ex-
tremos, queda tormado el trapecio ABCD que tiene
10 em® de drea. Calcular:

1.0 El drea del circulo.

2.0 El perimetro del trapecio.

3.2 La longitud de sus diagonales.

e

/ AOD — /COB =ADZ+—C~B—:
_AP_360—CD KB 360 60 120 _ gy,
2 2
ZABD =/ BDC = £ BAC — ZACB = 2D _ 45 Fig. 410

2
Por tanto, ADOC y AAOB son rectdngulos e isésceles asi como los AAOF
v ADOE.
De ello se sigue:  AB = R+/3; CD =R; AD — BC = R+/2

e 19 dlmratrapecio: EF = EO + OF = CZA _ AB

EF - R _ Ra3 R+ 403
2 2

2

Area trapecio: A, = R+ R\/_ R(l + \/_) =10

40 20
de donde : R*= = =202 — '\/g)
A+v3H* 24473
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. Area circulo: A = aR® = 202 (2 — +/3) = 16,84 cm?

® 29 Perimetro ABCD: 2p—R + B /3 4+ 902
2p=R(1++3 +2+/2) =R x 556

e 39 -En AAOB: 2A0° — AB® — 3R  AO — /%Ri — Rv0

En ACOD: 20C* — CD? = R 0C = /B - e

AC = BD = AQ + OC — R;/E + Rz‘/i - R(‘/62+“/£)
612. Dada una circunferencia de 17 m de radio (fig. 411) trazamos la
cuerda AB a 8 m del centro y el didmetro COD perpendicular a dicha cuerda.
Calcular la longitud de 1a misma y ademads la de las cuer-

C das CA y AD v el drea del trapezoide inscrito ADBC.
A/NB AF=+/0A* — OF =17 -8=4/225 =15 m
y AB = 30 m

0 El tridgngulo rectangulo CAD da:

CA — +/CD x CF =1749 m
AD = ~/CD » DF = 29154 m
D El trapezoide ADBC es simétrico con relacion a CD.

e

Fig. 411 Area: A — AB < CD _ 30 x 34 _ 510 m?®
2 2
613. Dada la circunferencia O (fig. 412) trazamos los didmetros AB v CD
perpendiculares entre si.
1.0 Demostrar que el cuadrilitero ADBC es poli- E

gono regular.
2.0 Calcular el lado v la apotema del mismo, en
funcion de R = 1,6 m.
3.2 Si prolongamos el lado BC hasta que encuentre C
en B a la tangenve trazada en A, hallar el drea de la figu-
ra mixtilinea limitada por AE, EC v arco CA. F
® 1.0 Los lados AC = CB — BD = DA, porque sub-
tienden aicos iguales. A B

Los dngulos A, B, C, D también son iguales por ins-
crilos en una semicircunferencia; por tanto, el cuadrildtero
ACDB es un poligono regular, un cuadrado. Por con-
siguzente (GEOM. 442), D

® 2 AC=R+2=1,6+2=22627m Fig. 412
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Aiotni or — R 2\/5 = %5 —4, 13933
® 3.9 El drea que se busca se compone del drea del trapecio AOCE menos la
del sector de 900, -AOC.

AE + OC s KD
2

Los tridngulos rectdngulos semejantes BAE y BOC dan:

Area trapecio: A =

" AE . AB 2R x R

Ab . BE  ogen AR = R XER _op

oC OB e donde R
Avrea AOCE: AI:%XR=STRE'

2 2
Area del sector AOC: A, = n’f
Area EAC: A= 3R?  aR* R (6 — =)
2 4 4
para R=160m A =1,8294 m?

614. Un jardin circular tiene alrededor un paseo uniforme; la circunfe-
rencia exterior excede a la interior en 6,6 m, v el drea del paseo es de 47,355 m®.
Calcular el drea del jardin: = = 22/[7.

Se tiene 27R — 2ar = 6,6 m
de donde - P —333_ = 105w (1)
y 355 = w0 — P ® o) (=5
de donde R4 = ﬁ%fi) = 473',3353 = 1435 m 2)

Restando la (1) de la (2) da: r = 6,65 m.

Area deljardin: A = =* = 22 X76 65" _ 138,985 m?

615. Dada una circunferencia de radio R = 0,60 m, y un punto C fuera
de ella, pero tal que OC = 2R, si trazamos la tangente CD, se desea conocer:

1.2 La longitud de esa tangente CD.

2,0 El drea del tridgngulo COD (fig. 413).

e 1° CD = +/0C* —0D* =R+/3=1,04m

e 20 AreacoD — ED >2< oD _ Rzz‘/g — 0,31176 m®
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616. Dada una circunferencia de radio OA = R (fig. 413).
1.0 Determinar sobre la prolongacién de este radio un punto B. tal que
c las tangentes BD y BC’ con la cuerda que une los con-

tactos C'HD formen un triangulo equilitero.

2. Calcular la longitud de C'D, BH y el area del
triangulo C'OD.

3.0 Construir la figura cuando R = 30 mm.
® 10 Si ABCD es equildtero, serda £ BC'D = 60° y
ZOBD = 300.

En ABDO (rectdngulo): OB = 20D = 2R.
o 29 Elarco C’AD = 120° luego C'D = R+/3

para R=3cm: CD =519 cm

B e GO =8, B 2R
7 2 2
para R =3 cm: BH = 4,5 cm
Fig. 413 Area C'OD: A = €D ; OH _ Rg‘:ﬁ = 3,897 em®

e 3.° Setraza una circunferencia de radio R = 3 cm y sobre OB = 2R = 6 cm
como didmetro se describe una circunferencia, la cual determinard sobre la circun-
ferencia dada O los puntos de contacto C" y D.

617. Se nos da una circunfergncia O (fig. 414) de didmetro AB = 2R,
En el extremo A trazamos una tangente y en el otro extremo B una secante,
la cual corta a la circunferencia en C y a la tangente en D v forma con AB un
angulo de 300,

1.2 Calcular BC, CD, AC v AD.

2. Demostrar que existe otra circunferencia que pasa por B y C, v ademads
es tangente a AD, dando una idea de ella.

3.2 Calcular el area del tridngulo ACD externo a la circunferencia.

e 1° /B=230° luego AC=600 y AC—R
CB = +/AB® — AC® = V4R* — R* = R+/3

DC _ AD _ AC

AC AB CB

AABC ~ AADC:

de donae DC = AC — R - Rﬁ
CB  R+/3 3
AD — AB x AC _ 2R* _ 2RA/B _ oryie
Ch R~/3 3

® 2° SiTCB es la circunferencia pedida, tenemos:
DT? = DB x DC = AD? Fig. 414
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Para hallar el punto 'T' de contacto, bastard llevar DT = DA. El centro O’
se determina con la mediatriz de CB y la perpendicular 'TO’ a la tangente irazada
en A.
® 3.0 El drea del tridngulo mixtilineo ACD se compone del drea del tridngulo
ACD menos el drea del segmento de 60° (n.o 573):

618. En una circunferencia (fig. 415) O de radio R se trazan dos didmetros
perpendiculares AB v CD, v por el punto D, medio de OC, se traza EF paralela
a AB. 5i después se trazan las cuerdas AE, B¥ prolon- M
gindolas hasta que se corten en M, calcular:

1.0 El drea del trapecio AEFB,

2.9 El 4rea del tridangulo EMF.

3.9, El segmento circular ECF.

e 1. Area AEFB: A :w % OD

EF es la cuerda de 120° ya que su distancia al centro
es OD = R/2 (Grom. 449), por tanto EF — R /3.
Luego

A_2R=R+3 R _ R(2++/3)
== 2 2 - 4 Fig. 415

® 2.° Tracemos FG paralela a AE, por lo que AEMF ~ AGFB vy notando
que la altura de AGFB es igual a OD, tenemos: : ’

MD_EF. MD_ R+3 /3
OD GB' R2 IR _R+3 2-43

MD - Rv3 _RA32+4/3)
273 = 5/3) 2

A—EFxXMD _R+3xR+/3@+43)_ 3R(2+ /3
2 4 4

® 3.9 LEOF =120 el segmento ECF es igual al sector EOFC menos el
tridngulo EOF, esto es (568): :

Area EDFG: A= %{4:1: ~3./3)
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619. Sea el rombo ABCD (fig. 416) en el cual £ A = 60°. Si unimos
A v B con los puntos C’ v D’ simétricos de C y D respecto de AB, probar que:
1.6 ABD’C’ es un rombo 1gua] que el pri-

mero.
2.0 ADD’ es un trlangulo equildtero.
3.0 CDD’C’ es un rectangulo.
4.0 ACD'C’ es un trapecio isdsceles.
5.2 Calcular el drea del tridngulo equila-

“tero, del rectangulo y del trapecio isosceles men-
c10nados en funcion de AB = a.
® 1.0 El cuadrilitero ABD'C’ es igual que el
rombo ABDC por ser simétrico de éste con relacion
a la recta AB. '
D ® 2.2 EI tridngulo ADD’ es equilatero, pues
AD’ = AD como simétricas con relacion a AB
vy ZDAD’ = 2 Z DAB = 600.
.® 3.0 Fl cuadrilatero CDC'D’ es un rec-
s tangulo; en efecto, D'C’ es paralela a DC como simétrica de una paralela al eje
AB v CC’ ¥ DD son perpendiculares a DC y D'C’, pues lo son a su paralela AB.
® 4.9 FE| cuadrilatero ACC'D’ es un trapecio isdsceles, pues ~ACB +
+ L C'AC = 1809; por tanto, D'C v C’A san paralelas; por fin, como se ha wvisto
ya (1.9), D'C’ = AC.
El cuadrilitero CAC'D es también un trapecio isdsceles e igual al trapecio
D’'C’AC.
® 5° Como BA = BD = BD’, DAD’ es el trigngulo equildtero inscrito en
la circunferencia, cuyo ceniro es B v el radio, a; por tanto:

Area ADD": A—la V3243 _ 3a°+/3
4

4

Fig. 416

‘\

Dimensiones del vectangulo CDD'C”:
DC=a v DD =a \/5 (lado del tridngulo equildtero inscrito)

Area CDD'C" A=axa+3=2a+3
Bases del trapecio ACD'C: AC'=a vy CD’ = 2g; altura: 1/2 a \/5
Area ACD'C": A= a \/_: M

S
_2 4 g/f/
620. Dada una circunferencia O (fig. 417) / g /
de radio R senalamos en ella cuatro puntos, M ‘B,./ /

A, B, C, D, tales que el arco AMB = 120¢°, g /
arca BC = arco CD = 60°. Los segmentos AB J H
-y CD prolongados se cortan en S y las cuerdas s EnL
AC y BD en E. ) A

1.0 Calcular ~ ASD = /25, ZBEC = TV
=Zmy ZBCS = Zn. F | G
2.0 Hallar, en funcién de R, las longitudes ‘

AB, BC, SD, SA, EA, EB, SO, asi como tam- 0
bién la distancia desde B al segmento SC. Fig. 417

n
c
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3.9 Calcular las dreas SBC, SAD v ABCD asi como la del seg. circular AMB.
4.2 8i unimos los puntos medios de los lados del cuadrildtero ABCD, probar
que la figura que se obtiene es un rectdngulo y hallar el drea del mismo.

L e ss— AD —BC _ 1200 — 600 _ 40,
2 2

s~ AD - BC _ 1200 4 600 _ g0,
2 2

/- BC £ ED _ 600 4 600 ~ 600
2 2

® 20 AB es el lado del triingulo equildtero v BC del exdgono inscrito:
AB=R+v3 y BC=CD=R

El tridngulo ACS es isosceles, pues /A = /s — 300 la altura CB divide
a AS en dos partes iguales; por tanto,

SA — 2AB = 2R /3
SD=SC+CD -AC+ CD=2R + R = 3R

EA es la altura del tridngulo equildtero inscrito; por tanto, sevd:

= I, EB=—"2"— —2AWVJd
EA 3 B

SO es la mediana del trigngulo ASC: la Sdrmula (GEom. 363):

2 2
@+ 8 =2 +2m* dard £ — L8 _ s

2
es decir - S0 = w _ R — J@%‘*R; - R® — 7R? S

SO = R+/7

® 39 AdreaSBC: A - BS xBC _ R'\/E:; R_R V3

2 2
=
Area SAD: A AD; SD:3R><2Rx/§ t:ﬁ;ﬁ

Area ABCD: A - AC ‘5 BD _ 2R szﬁ - R A3

Area segmento 1200 AMB: A = % (42 — 3 -\/?T) (n.” 573)

® 4.0 El cuadrildtero FGIJ es un rectangulo porque sus lados son respectiva-
mente paralelos a las diagonales AC vy BD, las cuales son perpendiculares entre si:

FG-i=42 - R g 1G-yr-BD _RYS

Area FGIJ: A = FG x IG = R »IR—gfi:r_%@




256 GEOMETRIA PLANA

621. En una circunferencia de radio » = 2 cm (fig. 418) se traza el radio OB
c perpendicuiar al diametro AD y luego por el punt r,

medio de OD, trazamos la recta HE paralela a OB,
la recta AB que corta a HE en el punto C v luego
la tangente CF. Se desea conocer:
1. AB, CB, CE, BE, HE.
F 2.9 El 4rea del segmento AMB.
3.0 El drea del trapecio OBCE.
D 4.0 La longitud de la tangente CF.
5.0 Determinar graficamente el punto del arco
\ BD desde el cual se vea BE bajo un dngulo recto.
® 1.° AB = cuerda de 90° = lado del cuadrado
H inserito = RA/2 = 2,8284 cm.
Fig. 418 Los segmenios paralelos OB y EC permiten es-
' cribir:
R
— x R \/5
BC __AB po_OE-AB_ 2 _RV2 _ g3 em
OE AO AO - R 2

Como /A = 459 el tridngulo vectdngulo AEC es isdsceles; luego

CE=AEzR+%=%=3cm

BE = +/OB® + OFE® =\/ ¥ 4&2: \Xgizzgﬁ:‘*,‘mﬁcm

4
HE — +/OHF — OF* — \/R3 -R- \/31:2 -2 vicmzem

® 2° Segmento AMB = sector 90° — tridngulo AOB

aR® _R*_R® . 9y —3,1416 cm?
4 2 4
| SR o
e 3o AreaOBCI-::CL;OE-OE=2—2-%_— 5?‘ 2,5 cm?

® 4o F| teorema de la tangente (GEoM. 378) da

CF = +/AC x BC — +/ (AB + BC) x BC —
= f%x%@:%f:%‘ﬁcm

® 50 Sobre BE como didmetro se describe una circunferencia; el punto 1 en
que corta al arco BD serd el que resuelve el problema, porque, en efecto, £ BIE = 90°
como inscrito en una semicircunferencia.
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622. Dos semicircunferencias O y: O’ (fig. 419) son tangentes exteriores,

y sus didmetros son

AB y BC = AB/4

5i se trazan las tangentes en A y en C vy las tan-
gentes comunes DE y BI:

1. Demostrar que los tridngulos OOI,
DOI y EO'T son rectingulos.

2.9 Demostrar que T es el punto medio de
FG, distancia de los puntos decontacto.

3.0 Calcular: ) BI, EG, AD en funcién

de r = O'C. &) El area del trapecio ACED y
la de éste no comprendida en los dos. semicirculos
dados.

Aplicacion numérica: = = 3,14 v r = 1 cm.
® 1° ADAO = ADFO, AIFO = AIBO,
) ATOB = AIGO’, AEGQ' = AECO’
(tridngulos rectdangulos con hipotenusd comin y cateto igual).

Por ser bisectrices de dngulos adyacentes, DO es perpendicular a OT; 10’ a O'E;

OI 2 10". Luego los triangulos DOI, EO'T y OO son rectangulos.

® 2.0 Las tangentes, trazadas desde un wmismo punio a una civcunferencia son

“iguales; por tanto
FI =1B = IG
@ 3° a) En AOO'L: BI = /OB x OB = /4% = 2r = 2 cm.
En AEO'T: 0'G* = IG x EG
OG> 7ﬁ:L=
G % 2 tPem
ADAO ~ AIBO’ (rectdngulos con.ZADO = ZBIO | por tanto:

de donde EG =

AD _ OA
AD. T ¢ S ART — 8 —
BT BO’ 1ego AD : 8 = 8 cm
b) Area del trapecio ACED: A — @;ﬁ % AC
OF = Bil—

i
2
AC = AB + BC =87 + 2r — 10r

Luego A = 8rtrf2 x 10r =

470 42,50 cm®
2, 4 :

Area de ACED, no comprendida en los semicirculos:

1702 ._ ( 16772 ar? ) _ 17

A 4 2. 2 2

(3 — a) = 15,81 cm?

9 —CGEOMETRIA CLAVE, CURSO SUPERIOR
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623. Dado el triangulo ABC (fig. 420), en el cual AB=¢ =11 m,
AC=b=15 m, BC=a =21 m, se desea
saber:

A 1.2 El modo de trazar la altura AH sir-
viéndose Unicamente de la regla v el compds.

2.2 Demostrar que HC > HB.

3.2 Demostrar que HC? — HB? = AC? —

— AB?, deduciendo por tanto los valores de HC

B c v HB y el drea del tridngulo dado.
E F ® 19 Véase el modo de trazar una perpen-
G dicular a una recta dada desde un punto tomado
fuera de ella (Geom. 243).
Fig. 420 ® 29 Como AB y AC son oblicuas desiguales,
| ‘ sus pies no equidistardn del pie de la perpendicular,
v como AC > AB, es HC > HB.
® 3.0 Sahemos que AC? = HC®* + AH? (€))]
AB® = HB®* + AH® (2)
Restando (2) de (1):  AC® — AB? = HC® — HB?
de donde se deduce: . HC* —HB* = 225 — 121 = 104
0 bien (HC + HB) (HC — HB) = 104
de donde HC — HB = 104 I 4,95 m
HC + HB 21
uego HC = 2LE4P — 12975 m
3 HE = 2L “24 S _ 8,025m

v finalmente, AH = +/AB® — BH® = /121 — 644 = 7,52 m
Area ABC — % — 78,96 m?

624. En un triangulo equilitero ABC (fig. 421) de 60 m de lado se toma
sobre el lado BC un segmento BD = 40 m y sobre el lado BA otro BE = 25 m.
1.0 Calcular la recta-ED. )
2.9 Qué longitud debiera tener BE para que el
segmento ED) dividiese al tridngulo dado ABC en dos .
partes equivalentes.

o 1o EH=&;@=2527“/§:21,65m'

BH:%BE:IZ,Sm |

DE = ~/EH* + HD? B H D ot

¥y HD=BD —BH=40—-125=275m Fig. 421
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i ilnsia DE — \/(%)2 4 g75 — 35 n

o 20 Area%ABC: A:%xﬂz;@’:ﬁo\/ﬁmﬁ

EH — 2A _ 45043 =452\/§

40 20
BE:%EH.\/E=4S'\EZ><X23X V3 — 45m

625. Los dos catetos de un tridngulo rectdngulo tienen b = 9my ¢ = 5 m.
Calcular el drea del circulo circunscrito a dicho tridangulo.

Cuadrado de la hipotenusa: a* = b* + ¢ = 81 + 25 = 106, pero la hipote-
nusa de un tridngulo rectdngulo es el didmetro de la circunferencia circunscrita;
el drea de este civeulo serd, pues:

ad® _ 3,1416 x 106
4 4

A=

— 83,2524 m

626. Sobre la hipotenusa BC = a de un-tridngulo rectdngulo en el cual
" /B = 600 (fig. 422), se construye un cuadrado; v sobre los catetos AB v AC
se construyen tridngulos equildteros. Calcular el drea total obtenida al unir los
veértices proximos.
En el tridngulo ABC:
ZB = 600, AB:%:% ¥ AC:#

Los vértices F, C v E estdn en linea recta, porque los dngulos en-C valer 1809°;
GA es paralela a BC, porque los dngulos alternos en B

y BAG son iguales. ’ /F
. .
drea ABC = “=+/3 N \l
agrea BDEC = &* c
2 B
drea AGB = % \/5
A GDEFG 2
e drea ACF = :‘;c; \/§
2
drea BGD = % D E
Fig. 422
dgrea GAF = %\/g
Area GDEFG — 9‘8‘2 + 71“6 /% = %: (18 + 7+/3)
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627. En cada vértice de un cuadrado ABCD (fig. 423) se trazan, en la
regién interior, rectas tales que, como AR, formen un dngulo de 30° con los lados.

‘1.6 Demostrar que la figura obtenida LMNR es un cuadrado.
2.0 Determinar el drea de la misma en funcién

D € del lado @ del cuadrado dado.
L ® 1.° a) Los dngulos son rectos, porque si tomaimos,
M por e., AANE, ZA =300, ZE = 60°, y AN = 90,
: Lo mismo pudiera decirse de los /R, £ L, £ M.
R b) * Los lados también son iguales, siendo la medida
comun de todos:
N NR = AR — AN
A E B como estos tridngulos rectdngulos tienen un dngulo de 30°
Fig. 423 .
AR — M y AN=2Z
2 2
de donde NR:“';/5 *%:%(\/‘5—1)

® 20 Area MNRL: A = NR® — [% 3 — 1}}2 = a—;(z )

628. En un trapecio rectingulo ABCD (fig. 424), la base mavor
AB — 100 m, la oblicua BC =30 m y ZB = 45°.

1.0 Calcular el drea del tridngulo ODC que se
forma al prolongar los lados no paralelos.

2.0 ;Qué longitud deberia tener BC para que el
area del triangulo ODC fuese la mitad que la del OAB?
® 1.0 EI trigngulo “rectangiulo BEC es isdsceles
(£ B = 45°) y, por tanto,

EC — /—32—2:'15\/5

3 DC — AE — AB — EB = 100 — 15+/2 A
Como ZOCD = 45°, OD = DC, luego - Fig. 424

0

Area ODC: A = sz — (100 *215 V2 _ 31037

® 20 Como las dreas de las figuras semejantes son proporcionales a los cua-
drados de los lados homdlogos, deberiamos tener:

OB _ 2
ocr 1
de donde 2002 — OB? = (100 +/2)*= 20 000
v oC = 100

Asi pues, BC = 0B — OC = 100+/2 — 100 = 41,42 m
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629. Un terreno tiene forma de trapecio (fig. 425); las bases tienen
AB = 80 m, DC = 40 m y los lados no paralelos miden AD = 30m y BC = 50 m.

1.2 Probar que dicho trapecio es rectangulo.

2.0 Hallar el drea del terreno y el drea de los tridngulos que forman las
diagonales al cruzarse. ,
® 10 ZDAB = 90° va que AD v la altura CH del trapecio tienen igual valor.
En efecto:

CH = +/BC* — AB® = +/50° — 40° = 30 = AD

® 20 Area ABCD: A — w % 30 = 1800 m?

De la semejanza de los trigngulos AOB y DOC

se deduce:
2 L, obion —— 50 D B c
n b 30 —m 40 n
de donde m=wz20m vy n=10m o
120 i
_ _ 80 % 20 _ 5 |
Avrea de AOB: A BNE 800 m A ~ 3
Area de DOC: A — w — 200 m? Fig. 425

Los tridngulos ADC y BDC son equivalentes por tener igual base, DC, e igual
altura (la del trapecio). Por tanto:

Area ADC — drea DOC = drea BDC — dyea DOC
es dectr drea ADQ = drea BCO

I

Avreas de ADO y BCO: A — 1800 — (8200 + 200) _ 400 m*
630. Al levantar el plano de una finca se observa que tiene la forma poli-
) gonal ABCDEF (fig. 426), v que si se traza la dia-
‘B A gonal CF queda dividida en dos trapecios isésceles

] ’ ABCF y CDEF, cuyos lados AB y DE son iguales
H G a la tercera parte de CF, la cual tiene 90 m.
C E

I Con estos datos, v sabiendo ademis que /. BCF =
=ZAFC = 45° v /FCD = ZCFE = 60°, cons-
truir la figura y caleular el drea que tiene.
® 1.° Para determinar el trapecioc ABCF, bastard
que sobre CG, diferencia de las dos bases, construyamos

D E el tridngulo rectdngulo isisceles CBG, trazando luego

BA paralela a CF vy después AF paralela a BG.
Construyendo, con CG por lado, el tridngulo equi-

latero CDG y trazando DE paralela « CF y EF

paralela a DG, obtendremos el trapecio CDEF.

Fig. 426
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e 20 Al sor /BCF=/AFC =45 ¢ BH-— CE—AB _ 35,

Area ABCF A, = w % 30 — 1800 m®

Al ser ZFCD = £ CFE = 60°
o CG2«,/§ :(CF—ZDE)'\/ST:mﬁ

es

Area CDEF A, = w % 30 4/3 = 3117,6 m®

Area ABCDEF A = A, + A; = 1800 + 3117,6 = 4917,6 m*

631. El 4rea de un exdgono regular es de 935280 cm®. Calcular:
1.9 El radio de las circunferencias inscrita y circunscrita.
- 2.0 El drea de la corona comprendida entre ellas, demostrando que es
equivalente a la del circulo que tuviese por didmetro el lado del exagono.
® 1.0 Sea a el lado del exdgono regular.
El radio de la circunf. circunscrita, serd: R = a

y el de la ¢. nserita: r =

Area dél exdgono: A = 3a* /3 de donde ot = —24
2 : 34/3
Por tanto: R=a= DIMORD 4/360 000 = 600 cm

& 3 % 1,732

2 43/5 - 6002\5 = 300 /3 = 519,6 cm

@ 2° Area de la corona:

A:H(Rz—r2)=:z(a2— 3a2)= aa’

que es el drea del civculo de didmetro a.

Pava w— 6 m: A=”§52=93=23,2744m2

632. En una circunferencia O (fig. 427) de dia-
metro AB, se traza la cuerda AC = a que forma con
AB un dngulo de 30°, y ademds se’trazan las cuerdas
AD = AC y las CB, BD.

Calcular en funcion de a:

1. El radio R de la circunferencia.

D 2.0 El 4rea del trapezoide ACBD.
Fig. 427 Aplicacion.—Para g = 2 m.

C
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1.0 Para ZCAB = 30°, serd CB = R = a'?\’/l’_,

e 2.0 El trapezoide ACBD estd formado por dos trigngulos rectangulos iguales
ACB y ADB cuyos catetos miden R y a. Luego

Area ACBD: AZZX&T;_QZRX‘IZRQ‘;/S

Aplicacién. —Para a = 2m R = 23& = 1,155 m

Area ACBD: B2 ;/5 = 2,31 m?

633. Dada una circunferencia O (fig. 428), trazamos las cuerdas AB y AD
iguales al lado del cuadrado inscrito; BC, igual al lado del exdgono regular ins-
crito, v por fin, la CD. Calcular:

1.0 El valor de £ By ZD.

2.9 El drea del trapezoide ABCD, en funcién del radio R.

o 1° ,B—AD+DC _ 900+ 1200

+ — 1050
2 2
/D — ABerBC _ 900;600 —

& 2.° Area ABCD = drea ABD + drea BCD
Arii ABDF — BD x OA 2R xR —Re

2 2
AreaBCD. = BCECD :RXZR\/§ =R2£/§

Fig. 428

Area ABCD — R{ 2 + +/3)

634. Dada la circunferencia O (fig. 429), en la prolongacién del didme-
tro AB tomamos un punto M tal, que MO = 2R y trazamos las tangentes MC
y MD.

1.0 Probar que el tridgngulo MCD es equilédtero.

2.0 Calcular, en funcién de R, el drea que tiene.

3.0 ;Qué clase de cuadrilitero es ACMD v cudl es su area?

@ 1.° En AOCM tenemos que OM = 20C, luego £ OMC = 300y £ CMD =
= 60° v como CM = DM serd £C = £ZD = 60° y el triangulo MCD es
equilatero.

e 2° OC>=0OM x OI, de donde

R2 R
QI = = — =R 1
R 5 y CD /3 (1)
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Area AMCD:
A_ CDxIM _ RﬁXBR:iRQﬁ
2 2%2 4

® 3o Enel trigngulo 1CA tendremos:

AC=\/W=\/(32R)2+(R;/§)2=R\/§(2)

Comparando (1) v (2): )
CD = (CM = DM) = AC = (AD = CM)

por tanto, ADMC es un rombo, v su drea:

Fig. 429

A=2:><L\.MCD=@—

635. Dos circunferencias O, O’ (fig. 430) de radios R v r son tangentes
exteriores en I. Si se fraza la tangente comuin exterior AB v la tangente comun
interior 1D: )

1.2 Demostrar que D es el punto medio
de AB.

2.0 Calcular AB.

3.0 Demostrar que el cuadrilitero OO’AB
es un trapecio v calcular el ‘drea que tiene.

Aplicaciocn: R=4m, r=3m.
® 1.° Como las tangentes trazadas desde un
punto a una misma circunferencia son iguales,
tendremos: 1D = AD = BD y D sera el punto
medio de AB. ‘ Fig. 430
e 2° Trazando por el punto O, la O'F pa-
ralela a AB, se forma el triangulo rectangulo O'FO, en el cual:

00'=R+7, OF=AB, OF=R—r

AB = OF =+/00% — OF2 = /(R + 72 — (R — r)2 — +/4Rr — 2 4/Rr

Aplicacion : para R=4m v rr=3m
AB=2+/4x3=4+3=698m

@ 3.0 Los radios OA vy OB de los punios de contacio son perpendiculares a
la tangente AB vy, por tanto, paralelos; luego el cuadrildtero OO’AB es un trapecio.

Area OO’AB — (R;F ’) X 2+4/Rr = 144/3 = 24,248 m®

636. Dadas dos circunferencias O y O’ (fig. 431) secantes en los pun-
tos A y B; por este dltimo punto trazamos una secante cualquiera CBD.

1. Demostrar que el triangulo ACD es semejante al tridngulo AOQ’
v que la razén de semejanza entre sus lineas homoélogas es igual o menor
que dos. )



PROBLEMAS 265

2.0 Calcular el adrea C’OO’D’ cuando
C'BD' sea paralela a OO0’ AB = 3 cm,
00" = 4 cm.
® 1.9 Los tridngulos ACD y AOQO’ son se-
mejantes, pues

2T = 20 =-AMB

lo mismo que
T
T = A 6= %

Consideremos ahora las lineas homélogas AC’, AO, AC:

St C'D’ es paralela a 00, la razdén i?) =
Para cualquiera otra posicicn de la secanz-e, la cuerda AC serd menor que el

AC

didmetro AC’, por tanto: < 2.

® 2.0 Cuando C'D’ es paralele a 00, CD" =200" =8 ¢m
Area C'O0TD A=CED +00"  AB _12 x3 _ 9 cm?

2 2 2

637. Sobre los segmentos rectilineos AC, CB y AB de una recta ACB
(figura 432), se describen, a un mismo lado, semicircunferencias Yy se traza en
el punto C la perpendicular CD vy se trazan AED y BFD. Demostrar:

1.9 Que ECFD es un rectangulo.

2. Que EF es tangente a las cir-
cunferencias O v O,

3.° Que el cuadrilitero ABFE es
inscriptible.

4.2 Que el circulo de didmetro CD
equivale al drea comprendida entre las
tres semicircunferencias.

5.2 Caleular CD, AD, CE v CF
para AC = 3R/2.

e 1° EC y CF son perpendiculares
entre si por ser respectivamente perpen-
diculares a los catetos AD y BD del dn-
gulo recto D; por tanto, el cuadrilatero ECFD es un rectangulo.

® 2.° EF serd tangente a las circunferencias O y O si es perpendicular a
los vadios O'E y O”F; mas todos los dngulos a son iguales, lo mismo qiie los dn-
gulos b y como a+ b =190 SOFEF=/0"FE — 900 ¥, por consiguiente,
EF es perpendicular a OE y a O"F y tangente a las circunferencias Q' y Q.
® 3.9 Siel cuadrilitero ABFE es inscriptible, se deberd temer (Growm. 367):

DA x DE = DB x DF
Vv es asi, ya que: DC* = DA x DE = DB x DF luego. .

Fig. 432
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e 40 Bn AABD (recténgulo): CD* = AC- CB. (D
Area del circulo de didmetro CD: s iDg == AE “CB (2)
Avrea semicireulo de didmetro AB: T—‘:B?— *
Area semiciveulo de didmetro AC: L§72—
Area semicivculo de didmetro CB: ”f_gfi

Area comprendida entre las 3 semicivcunferencias:

Z[AB® — AC* — CBY] = [(AC + CBf — AC* — CBY] =

=‘%><2'-AC-CB=%-AC-CB (3)

Vemos que (2) = (3) que es lo que queriamos demostrar.
@ 59 Pawra AC=3R/2, CB=R[2 y (1)da:

/3R _ R _ [3R® _R
CD = ; [0 g s )
2 2 4 2‘/_
AD — ZRX—BTR——qMRQ —R+/3

CF CB R/2
i )i 3 et we B Lo IME.
AABD ACBF, luego

CF:AP :R;/i_ CE - AC _ 3R

L
4

: 2 4
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Recapitulacion

638. ;Cudl serd el drea del circulo inscritc en un sector circular cuyo
dngulo central tiene 60°? (fig. 433).

Ver n.c 574, o también: Tracemos el radio OB bisectriz del dngulo EOD = 60°
y la tangente al arco en el punio B. El tridngulo OED serd equildtero v sus bisectrices
serdn al mismo tiempo alturas v medianas. Como el punto M es el incentro, resulta:

2
BM = _qu = % de donde  Area del circulo inscrito = ==
E B D
C E C D
B A
0
Fig. 433 Fig. 434

639. ;Cual serd el drea del circulo inscrito en un sector circular de 900?
(figura 434). )

Tracemos el radio OC bisectriz del dngulo EOD y la tangente al arco en el
punto C. Los tridngulos rectdngulos EOD, ECO vy DCO son isdsceles. Luego

DE —20C =2R, OD =OE =R+/2
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Pero (n.2 157): 2MC = OE + OD — ED = 2R sl — OR.= DR (*\/2v —1)
MC=Rx2-1) _
Area civculo circunscrito: A = aR® (/2 — 1 = 2R*(3 — 2 \/E)

640. Dado el dngulo recto ASB (fig. 435) v la circunferencia de centro O
y radio R inscrita en él, se une el vértice S con el centro O v se prolonga el seg-
mento hasta la circunferencia. Por los extremos del didmetro se trazan dos per-
pendiculares a éste, prolongdndolas hasta que corten a los catetos del dngulo
recto. Calcular en funcién del radio R, el darea del trapecio ABCD, comparandola
con el drea del octégono regular inscrito en dicha circunferencia.
® 1° Trazando los radios por los puntos de contacto, el cuadrildtero que se
forma es un cuadrado, pues £G = £S5 = £1 = 90° v los lados contiguos
0G = OL

La diagonal de este cuadrado es bisectriz del dngulo ASB, y por ser perpen-
dicular a DC v AB serd también altura de los tridngulos rectangulos DSC y ASE;
luego éstos serdn isésceles, lo mismo que sus mitades SHC y SEB.

A - Por tanto, SH = HC y SE = EB

Area trapecio ABCD: A = CD;AB * HE
. SH — S0 — THE—R2— B =1 (/2 — 1)
CD=2-HC=2SH=2R(+/2—1)"
G 6 SE=SH +: HE=R({/2 1) + 2R=R (/2 + 1)
] AB — 2-SE = 2R(+/2 + 1)
§ 1 B om0 [2R<ﬁ—1} 2R (V2 - 1)]2R
‘ 2
Fig. 435

A=TR x 242 x IR =4R/2

® 2.° Area del octégono regular inscrito en funcién de R: 2R* \/2- (Geom. 578).

El drea del trapecio ABCD es doble que el drea del octbégono regular
inscrito en la circunferencia dada.

641. Sean dos rectangulos. El primero tiene 240 m de perimetro, v las
dimensiones del segundo exceden en 15 m a las del primero. Si la relacién de
las areas de los dos es de 5/8 héllense las dirnensicnes correspondientes de esos
rectangulos.

Sea x la longitud del 1.°, su anchura serd: 120 — x; las dimensiones del 2.0 sévdn:

x4+ 15 vy 120 — x + 15 o sea 135 — «x

Ecuacién : x (120 — x) =5
G+ 15035 —a 8
Resolviendo: x* — 120x + 3375 =0
x = 60 + /3600 — 3375 = 60 + /225 = 60 + 15
1* i x =75 m
rectangulo { = 45 m
2.9 rectdngulo [75 +15 =90 m
145 + 15 = 60 m
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642. Un predio en forma de trapecio tiene por bases 152 m v 78 m, v ha
sido comprado en 79 350 pts por tres labradores, que se reparten la finca segln
lo indica la figura 436.

DB es una diagonal. B c

AE’prolongado pasaria por C. .

¢Qué cantidad deben entregarse mutua-

mente si al hacér la compra han pagado por £
igual? ‘
Sea h la altura del trapecio. £
Area AABD — AD; ke 1522>< Bk A D
Fig. 436
Area ABCD = BC2>< ho_ 78; ho 39 4

) AAED ~ ABEC, luego sus alturas se obtienen repartiendo h proporcional-
mente a lgs bases AD y BC, o sea a 152 y 73.

152 % A 76k

-La altura del tridngulo AED serd: —=L A%
230 115
AD x 76k 76 x 76k
A AED = =
e g 2 % 115 115
Area AABE — 76k — 76 < 76h __ 76k X 39
- 115 115

El drea de las tres parcelas es propercional a

76 x 76h 76k » 39

39, ,
115 115

o sea 39 x 115 = 4485; 76 = 5776: 76 % 39 — 2964

H - Precio del ABCD = 23152;2—%81 26910 pts

2 79 350 x 5776
F-P del ED = —==—— "~ 21/ . 344 S
recio del AA 13 225 56 pts

G - Precio del AABE = 72350 X 2964 1550,
13 225

Cada labrador anticipé 79 350 : 3 = 26 450 pts.

El aldeano H debe devolver al labrador G: 460 pts.

El aldeano F debe devolver al labrador G- 8206 pts.

643. Dado un tridnguloe equildtero ABC (fig. 437), desde cada vértice
se describe un arco con el lado del tridngulo por radio.
" Calcular el drea total de la figura que forman :] tridngulo v los tres seg-

mentos circulares. Témese AB = 0,45 m. -
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Area AABC:

Avrea pedida:

Area sector ABMC:

El drea pedida se compone del drea de 3 sec-
tores de 60° menos 2 tridng. equildteros ABC

A _ aR* x 60 _ aR®
! 360 6

R® /3

4

A,

[

Para R = 045:

Fig. 437

A=3x R
6

R A3 R
e V3)

A= -@‘;5—2 % 1,4096 = 0,142722 m?

644. Dada una circunferencia de centro O (fig. 438) v radio R = 50 cm

se divide en seis partes iguales en los puntos A,

‘B, C, D, E, F.

Desde estos puntos como centro y con un
radio igual a R, se describen arcos de circun-
ferencia que qiedaran limitados en la circunferen-
cia dada, formando de ties en tres un rosetén
de seis puntas. Calcular ¢l drea que tiene dicho
roseton.

Trazando los radios OA, OB vy la cuerda AB
gueda formado el tridngulo equildtero ABO, de
donde £ OAB = 600.

El roseton se compone de seis hojas iguales y
cada hoja consta de dos segmentos circulares de 60°
v de radio R.

Avéa segmento: A~ K 2”11_2 34/3
Area roseton: A=12 [Rﬂ 2‘11; 3 \/5

Para R = 5dm:

(n.o 573)

}:Rﬂ(zn—:h/ﬁ)

Fig. 439

A =252 x 3,1416 — 3 x 1,732) = 27,18.dm?

645. Dadas tres circunferencias iguales (figu-
ra 439) tangentes entre si dos a dds, calcular, en
funcién del radio 7, el area del triangulo curvilineo
comprendido entre dichas circunferencias.

Aplicacién.—Para r = 5 cm. =

El drea del tridngulo curvilineo sombreado es
igual al drea del tridngulo equildtero ABC disminuida
del drea de tres sectores de 60° cada uno.
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Area AABC en funcién del lado:

,Al :E’\/5

4
y por ser 1 = 2r, serd:

Area AABC: s %\/5 NG
Area 3 sectores de 600 A, = 3 X 16"‘ = nTrz

5 2
Area tridng. curvilineo: A = »* ﬁ - q; =y %(2 \/g — )
Aplicacién. — Para r = 5 cm
Area: Are % (2 x 1,732 — 3,1416) = 4,03 cm®

646. Dado un cuadrado ABCD (fig. 440) de lado @ = 20 cm, desde cada

vértice como centro v con un radio r = a/2 se describe
un arco de circunferencia limitado por los lados del

cuadrado. Calcular, en funcién del radio v, el drea A
del cuadrado curvilineo que resulta.

Sea r el radio. El drea del cuadrado ABCD serd 412,

De este drea habrd que rvestar el drea de cuatro
sectores de 90°, o sea de un circulo de radio v para ob-
tener el drea pedida:

Area: A =47 — o =1*(4 — 7)

Aplicacién.—Paraa = 20 cm, osea r=10cm D

A = 100 (4 — 3,1416) — 85,84 cm® Fig. 440

647. Siendo los vértices de un rombo (fig. 441) de lado igual a una dia-
gonal, los centros de cuatro circunferencias iguales,
tangentes dos a dos, calcular el 4rea de la super-
ficie curvilinea comprendida entre esos cuatro
arcos, en funcién del radio R.

® 19 El rombo se compone de dos tridngulos

equildteros unidos por la base CA = 2R = AB.

Area rombo: A, = 2 X (2];{)“_72’\/5 = 2R? ‘\/5

® 2.0 De este resuliado hay que restar:
a) Dos sectores de 60'3.} Total: un circulo
b) Dos sectores de 1200, A, = aR?
Area pedida: A, — A, = 2R*~/3 — aR* = R®(2+/3 — =)

Fig. 441
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648. Desde los puntos medios de los lados de un cuadrado (fig. 442),
con la mitad del lado por radio, se describen cuatro semicircunferencias en la
regién interior del cuadrado. Calcular el drea del cuadrifolio obtenido.

Sea u el lado del cuddrado; serd R = al2.

Sumando los cuatro semicirculos se tiene el drea del cuadrado mds el drea de
la figura plumeada.

Por tanto, el drea del cuadrifolio sera

A= —=— B 2 , ;
‘ A:QT((%)'Q‘Z:'—{G2 —a2=a—z(:72)

‘ 2 2
N L Aplicacién. —Para a = 4 m .
- . A = 8(3,1416 — 2) = 9,1328 m?®

‘ i
!‘ | j”“ N Nota.  El espacio curvilineo en blanco gque forma

(| ;I la cruz de Malta es igual al cuadrado menos el cuadrifolio,
D o esto es:

Fig, 442 A:037§{372)=%(4—:{)

649. En una semicircunferencia de centro O (fig. 443) v didmetro AB = 2r,
desde C, punto medio de esta semicircunferencia como centro, y con un radio AC,
se describe una circunferencia, la cual cortard en D a la prolongacién del ra-
dio OC; v ademds se trazan las cuerdas AD y BD. Se desea saber:

1.2 El drea del triangulo ADB.

2.0 EIl 4rea del segmento circular AOBE.

3.0 El drea comprendida entre el arco ADB v la semicircunferencia ACB.
® 1.0 Area dél tridngulo ADB.—Sea R el radio de la cirbunferencia mayor
v 1 el de la mds pequefia, tendremos:

R =AC = OA~2 = r~+/2
Al AADE: 6D =0C 4 6D = v4 #/1= v{1 4 4/

La base AB = 2r; por tanto, el drea serd:

A - 2r><r(;J-r’\/'5) — (1 uf.\/fx)

® 20 Area del segmento AOBE.—Siendo / C =
= 900, el sector AOBE serd la cuarta parte del circulo

de centro C v radie = «,/5

Area sector: A== (r '\/5)2 _ 2 _ @
4 4 2 / \
Area L\.ACB: A, = zizil o N 4

Area segmento: A, — Ap — H; — ¥ = _ri"_(_[ — 2)
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® 3.° Area comprendida entre la semicircunferencia y el arco ADB.
Este drea serd la difevencia entre el civculo mayor v la suma del semicivculo menor
mds-la del segmento AOBE.

Area circulo mayor: A, = aR* = = (r \/5)2 = 2art.

i
2

Area semiciveulo menor: A, =

2 2
Avea deseada: A =2 — [ '7; — %(1 - 2):|

4
A=2a" ---j; — S tr e A =P+

650. Dado un paralelogramo ABCD (fig. 444), unimos los puntos medios
de cada lado con los puntos extremos del lado opuesto. Calcular el drea del
octégono - interior que se forma, en funcién del drea del paralelogramo.

Sea ABCD el paralelogramo y M, N, P, Q los puntos medios de sus lados.
- Al unir estos puntos con los extremos de los lados AB, BC, CD, DA queda formado
el octigono interior convexo A'M'B'WN'CP'D'Q’, cuyos wértices estdn situados
sobre las cuatro rectas AC, MP, BD, NQ que se cortan en el centro O del paralelo-
gramo.

Conuviene observar, ademds, que los vértices A’, B, C’, D’ son cada uno la
interseccion de las tres medianas de un wmismo tridngulo.

Los tridngulos OA'M’ y OAM tienen el dngulo en O comuin; sus dreas serdn,
por tanto, proporcionales a los productos de los lados que le comprenden (GEoM. 551);
ast pues:

AOA'M” _ OA" x OM’
AOAM OA x OM-

Por ser A’ el punto de concurso de las tres
medianas del N ABD:

oA, 1
OA 3
v ademds, por ser M’ el centro del paralelogramo §
ABNQ, divide a OM en dos partes iguales A M B
De donde: AOANM _ 1 ® X1 LA Fig. 444

A OAM 3 2 6

Como el mismo razonamiento se pudiera aplicar a las demds partes componen-
tes del octégono, podemos sacar la conclusion: el drea del octogono es la sexta
parte del area del paralelogramo.

651. Se unen los puntos medios de los lados de un cuadrado ABCD (figu-
ra 445) con los vértices no adyacentes del mismo cuadrado, v se desea saber:

1.2 De qué naturaleza es el poligono determinado por los ocho segmentos
que se trazan. '

2.2 Cuadl es el perimetro de dicho poligono.
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3.9 Cudl es la razon entre el drea de ese mismo poligono v el drea del cua—

drado dado.

® 10 Sea ABCD el cuadrado dado; unamos los puntos medios M, N, F, Q
de los lados con los vértices no adyacentes de ese cuadrado y obtendremos el octdégono
A'MB'N'C'P'D'Q".

® 20 FEn e cuadrilitero MQ'PN’, los segmentos OQ" y ON’ son la cuarta
parte del lado del cuadrado; por tanto, dicho cuadrildtero es un rombo v los dn-

gulos Q" vy N’ del octigono seran iguales.

D B ¢ Andlogamente se demostraria que NP'QM’ es
\ 7 también un rombo e igual al anterior; luego
P

o’ c / Q' =4N =P =/ M (1)
Asimismo CD’AB’ y DC'BA son dos rombos
Q 0 N iguales, y por tanto

T=AB = LC = LA 2)

\ Ademds, los dngulos del grupo (1) no son
N tguales a los del grupo (2) pues la relacién de las
diagonales en el rombo MQ'PN’ es 2 mientras
A M B gue en el rombo CD’AB’ es 3 segiin se podria
comprobar si trazdsemos PQ.

Por tanto, el octdgono tiene sus angulos
_iguales dos a dos.

En cambio sus lados son iguales. En efecto, de la igualdad de los tridngulos
PON’ y P’ON se desprende que los tridngulos PP'C’ v NN'C’ serdn también iguales,
de donde: P'C" = C'N".

Por consiguiente, el octdgono A'M'B’..., que tiene sus dngulos iguales dos a
dos y los lados iguales, es circunscriptible a una circunferencia.

En el tridngulo QOP, el punto D’ es el punio de concurso de las medianas;
luego D'P’ = QP’|3, y éomo P'O es la cuarta pavte del lado del cuadrado dado,
st vepresentamos AB por a, tendremos:

= Q0 + 0P = /= EW il

Fig. 445

16
de donde D'P’ = % ﬁ
v el perimetro de AM'B'.... 1% ﬁ W 8 = 233\/5

® 30 FEn virtud del n.° 650, el area de este octéogono vale la 1/6 parte
del area del cuadrado ABCD.

652. Dado un octégono regular ABCDEFGH (fig. 446), se trazan las dia-
gonales AG, GE, EC, CA y HF, FD, DB, BH.

1.2 Demostrar que los puntos A’, B, C’, D/, E’, F, G’, H’ donde se
cortan esas diagonales, son los vértices de otro octdgono regular.

2.0 Calcular, en funcidén del radio R, de la circunferencia circunscrita al
poligono dado, la razén entre las dreas de ambos octdgonos.
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3. Demostrar que el segmento KI. que une A
el punto medio K del arco FE con el punto medio L 4 8
del arco ED, es el Jado de otro octégono regular. A B
® 1.0 Cada uno de los dngulos del octégono re- / \
gular ABCD... wale 135° y sus lados todos son iguales; H SN\

por tanto, los tridngulos ABC, BCD, CDE... son ¢

o 1 C
isdsceles e iguales entre si. Por consiguiente, los tridn- G' o' |
gulos ABB', BCC’, CDD)'... son también isdsceles e \ /
wguales entre si. F'  E|

De lo expuesto se infiere que los dngulos v lados del F N\ D
octégono A'B'C'D’... son iguales entre si, v por tanto K“‘:Séi/ L

dicho octégono sera regular.
Fig. 446

® 2.9 Area octégono ABCD...: A, = 2R* /2 (Growm. 578).
Apeas AAEH: A= _}T[ZRZ V2 — (RA/2)] — %2(«/5 1

Por ser AABB’ ~ AAHB (dngulos iguales):

AABB’ _ AR AABB’ _ R:(2 —+/2)
AAHB HB*'  R2j2(4/2 — 1) 2R®
AABR _REG/2-1D2—+2) _ R (3+/2-—4
2x2 4
pero AAA'B’ = AAHB — 2 AABB’

amam = Bo2-1-Fevi-9=R¢ 2v3

Avrea octégono A'B'C’D’... A, = ACEG — 4AAA'B’
As = 2R® —2R*(3 — 2+/2) = 4R* (v/2 — 1)

A RAN2 T W2 2 42

Razon de las dreas: =% =

A 4R GW2-1 202-1 2

@ 3.0 El segmento KL subtiende un arco igual a

la octava parte de la circunferencia dada, pues FED
es la cuarta parte de la misma.

Luego EL es el lado del octégono regular
convexo inscrito en la circunferencia.

653. Construir un pentigono regular cono-
ciendo el lado (fig. 447).

Procedimiento de las figuras semejantes. — En
una circunferencia cualquiera inseribimos el pentd-
gono regular abede y unimos los vértices con el cen-

tro O.
Sobre la prolongacion de Od tomamos el pun-
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to M y irazamos MN paralela a de, y a partir de M, sefialamos MN igual al lade
dado.

Por N traszamos una paralela a Od, -la cual cortara en C a la pmlonaacwn
de Oc.

Hecho esto, se trazardn DC paralela a dc, BC paralela a be, ete.

El pentdgono ABCDE es semejante al abede; por tanto, vegular y su lado
es tgual al lade dado MN.

654. Construir un tridngulo conociendo dos dngulos v una mediana (figu-
ra 448).

Como se conocen los tres dngulos del tridngulo desconocido se podrd construir su
semejante A'B'C’ vy, suponiendo que la mediana dada es la correspondiente al vértice A,
en el tridngulo A’B’'C’ tracemos la mediana A'M’ y sobre ella tomemos A'M igual a
la mediana dada. La paralela a B'C’ trazada por M, resolverd el problema deseado.

Fig. 448 Fig. 449

655. Dado un pentigono regular convexo ABCD (fig. 449), si prolon-
gamos sus lados dos a dos, los puntos de concursoe obtenidos son los vértices
de otro pentigono regular convexe A'B'C'D'E".

En efecto, los tridngulos ABD’, BCE’, CDA’, DEB’ y EAC’ son isdsceles
e iguales entre si, por temer por base el lado del pentdagono dado v los dngulos bdsicos
adyacentes iguales; por consiguiente, los tridngulos AC'D’, BD'E"..., serdn iguales
por ser isésceles, con un dngulo igual, el del pentdgono, comprendzdo entre lados
respectivamente iguales; por tanto, el pentdigono A'B'C'D'E’ es equildtero. Ademds,
en virtud de la igualdad de los tridngulos mencionados, sus dngulos también son
iguales; luego el -pentdgono es regular.

656. Dado un exagono regular se le inscribe una circunferencia tangente
a los lados. Calcular, en funcién del lado del exagono, el drea comprendida entre
el exdgono regular v la circunferencia.

Sea 1 el lado del exdgono v Ar el drea que se desea calcular.

B, = 3[22\/5

Avrea del exdgono:
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El radio de la circunferencia inscrita es r = 1/2-1 \/:7;; por tanto,

Area del civculo: Ay = 7 X %
- Avea pedida: Ar = 3127‘/5 — 3112 - % 12 (gﬁ )

657. Tomando por base cada lado de un cuadrado (fig. 450) se cons-
truyeron en lo interior del cuadrado cuatro tridngulos equildteros; estos triangulos
determinan, de este modo, una estrella de ocho puntas.

Si A, A, A, designan sucesivamente las dreas de la estrella, del cuadrado
v del tridngulo equildtero, demostrar que A, — 8A, — 3A,.

Los cuatro pentdgonos céncavos que rodean a la estrella hasta completar el

cuadrado son evidentemente iguales (lados y dngulos respectivamente iguales).
Area AIA'TA = Area AIHDA — (drea A'HDA’ + drea DI’AD)

A.x As A‘i A4
== [Z4 === —A
2 (2*2) 2 ?

Los 4 pentdgonos = 8 drea AIA'TA — 8 (‘% - ,) — 4A, — 8A,

Area estrella A, = A, — Area de los 4 pentdgonos
A, = A, — (#A, — 8A;) — 8A, — 3A,

c A B

5 G

Fig. 450 Fig. 451

658. Por dos vértices opuestos de un' cuadrado dé’lado a se trazan dos
cuadrantes de radio /2, limitados respectivamente por los lados del cuadrado;
tomando, como nuevo cenfro, el centro del cuadrado, describimos, con igual
radio que antes, otros dos cuadrantes que terminan el trazado del cuadrilitero
curvilineo inscrito en el cuadrado dado (fig. 451).

Demostrar que el 4rea de este cuadrildtero es la mitad del drea del cuadrado.

Area buscada = 2 sectores de 90° y radio % + 2‘>< (% del cuadrado — sec-
tor 900 y radio %)

Avrea del cuadrado: a*.
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na’

Avrea del cuadrante de —;~ de radio: T

2 2 2 2

Area del cuadrildt. curvilz}zea i A= 0 X ;'2 -+ 2(5; - _;‘é )= %
Otro modo.—EI cuadrante 1 es igual al 2 vy el 3 al 4. Por tanto, la parte
rayada equivale al doble de uno de los citadrados AO, su drea serd por consiguiente:

a\®_ a°

A—2x ( : ) -

659. Desde un vértice del exdgono regular (fig. 452) como centro y con

el lado por radio, se describe un arco de tircunferencia,

limitado por dos vértices del exdgono. Calcular la di-

ferencia entre el drea del poligono dado y el drea del
sector que hemos formado.

Sea a el lado del exdgono, v A el drea que se desea
conocer. Esta diferencia serd:

_ 3243 wa a2’ i
Ar ) 3 —6(9\/3—23)

660. En un exagono regular, ABCDEF (fig. 453),
inscrito en la circunferencia O de radio R, sobre AB,
BD, DE, EA, se construven hacia afuera cuatro semi-
circunferencias. Demostrar que la suma de las cuatro linulas comprendidas
entre la circunferencia O y las semicircunferencias referidas es al drea del exd-
gono como 2 es'a 3.

El drea de las 4 linulas = drea cireulo (semiciveulo AE -+ semicireulo BD) +
+ drea circulo (semicir. AB + semicirc. ED) — drea cuatro segmentos (EFA,
BCD, AB, ED).

Area 4 segmentos = drea circulo OD — drea rectdng. ABDE.

A = R(R;ﬁ)ﬁ «:(%)— [zR* — R4/3 X R]

B3aR | xR Re 4 R*4/3 = RPA/3

Fig. 453
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Avrea exdgono ABCDEF: - A, = L\gg
Raszon de las dreas: 2=

661. Desde los vértices de un exdagono regular (fig. 454) como centro se
describen, hacia adentro, arcos de circunferencia que mueren en el punto me-
dio de los lados advacentes. Calcular el drea comprendida entre los seis arcos
mencionados.

Cada arco de circunferencia determina en el exdgono un sector de 1200, euyo
radio es la mitad del lado del exdgono.

Sea a el lado del exdgono; el drea del poligono curvilineo sevd:

A 30 +/3 —6(~1~' na2)= 3a° /3 g’

2 3 4 2 2
A=§;—(3\/§—n)

662. Dado un tridngulo rectingulo isdsceles ABC (fig. 455), cuyo cateto
es a, desde el dngulo recto A como centro se describe un cuadrante de circun-
ferencia con a por radio; una vez limitado el cuadrante en los puntos B y C,
se describe una semicircunferencia, hacia afuera del tridngulo ABC, con BC
por didgmetro y las dos semicircunferencias, cuyos didmetros son AB y AC, que
pasan por D, pie de la altura correspondiente a la hipotenusa. Demostrar:

1.2 Que el drea de la linula M es equivalente al drea del AABC.

2.9 Que las dreas N vy P son equivalentes.

e 19 Area ABC= “72

2 "
AreaM =% = Area ABC Fig. 455

o

Otra sclucidn

na®

M = Area semicireulo mayor — segmento.

2
ABC = Area del sector ABC ii— — segmento.

Luego la linula M vy el tridngulo ABC son equivalentes.
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e 2° Area segmento u = % [(%)3 a—2 (%)2} = ;7—; (z — 2)

Ara P =2 X E(a - =L (x -2

c_aat a5 a5 @ gy
Area N 4 ) 216(7 ) 8(7 )

Luego las dos figuras P y N son equivalentes

663. Habiendo dividido el didgmetro de un circulo (fig. 456) en media y
extrema razon, se describen, con cada segmento como
didgmetro, dos semicircunferencias, situadas a distinto
lado del didmetro. Probar que la linea curva que se
forma divide al circulo dado en media v extrema
razoén.

Sea B el punto que divide a AC en media y extrema
razon.

Designemos por R el radio del circulo dado; por x
la distancia del centro al punto B; por A y A’ las dreas
de las porciones en que las semicircunferencias de did-

D' metro AB y BC dividen al circulo dado C.
Fig. 456 Por hipétesis: (R + x)* = 2R (R — «) (1
! Habrd que demostrar: A? = C x A’ (2)

Sustituimos en (2) C, A y A’ por sus valores en funcién de R y x:

aR? l R+xY =z (R—=xV]|* _ 2|:.7R2__.-r_ R+ x¥
[2+2(2) 2(2.)] T 2(2>+

Pl () BT - (5 - (5

(R® 4+ Rx)® = 2R* (R® — Ryx)
R*(R | «x)° = 2R®(R® — Rx)
(R + xP=2R (R — x)

Lo cual es evidente por la hipétesis (1) por lo
que queda demostrado (2).

664. Se describen dos semicircunferencias
concéntricas, AB v CD (fig. 457), y dos semicir-
cunferencias iguales, AC, BD. Demostrar que el
drea comprendida entre estas cuatro semicircunfe-
rencias es igual al drea del circulo EF.

AC=BD=7r—s FE =7r + s
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Por hipotesis ha de ser:
r® 2 st a(r — s)? _ _mir+ sy
2 2 4 1

Mas esta wgualdad hipotética se veduce a la identidad
(r +sP =@+ s)2 Luego...

Nota.—El espacio comprendido entre las cuatro semicircunferencias se llama
salinén o escudo.

665. Dado un cuadrado ABCD (fig. 458), se trazan las diagonales, v desde
los vértices como centro se describen arcos de circunferencia que pasen por
el punto de interseccién de las diagonales, y limitados por los lados del cuadrado.
Demostrar que:

1.2 El poligono EFGHIJKL es un octégono
regular.

2.0 Calcular el drea de la figura plumeada. =

3.0 Siendo AB = 5 m, hallar el drea, con una LE
aproximacion de 0,01.

A

e 1o SeaAB:a.-BO:L‘ZQ

AE:szafL@:d(z—\/i E
2 2 D

"EF =g—a(2 -2 =ai—1
Por otra parte:

LE:AE\/EZQ—%‘/M‘: a(v2 -1

Fig. 458

Por tanto, los lados del poligono EFGHIYKL son iguales.

Ademds, los dngulos valen 135° como suplementos de dngulos iguales de 450
en los tridngulos ALE... Luego es un octégono regular.
® 2.0 FEl drea de la superficie plumeada es igual al doble de la diferencia entre
el cuadrado v el semicivculo de radio OA. Por tanto:

o 2 _ T a 2\ ::‘i _
A2|:a 2( 3 ):, 2(4 7)

@ 3.° Para a = 5m, tendremos:

254 — 3,1416)
2

A= = 10,73 m®

666. Dado un cuadrado ABCD (fig. 459) de centro O, demostrar que
los centros de las circunferencias inscritas en los ocho triangulos AOB, BOC,
COD, DOA, ABC, BCD, CDA, DAB son los vértices de un octégono regular.
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A E B ¢Cudl es la razén de las dreas de este octégono
y el cuadrado?

e 1.2 Sea O, el punto de concurso de las bisec-
O 02 trices del tridngulo AOB. Como BO es una de las
bisectrices del triangulo ABC, la recta AO,; se en-
contrard con BO en Oa, que es el centro de la cir-
cunferencia inscrita en el tridngulo ABC.

Cada uno de los dngulos tales como 0,00,
valdrd evidentemenie la octava parte de 3600, esto
o es, 459; bastard, pues, demostrar que dicho tridngulo
es isdsceles.

D C Lo cual es asi, en efecto, pues se tiene:

Fig. 439 AOOIOE = 13250 = 400201

Luego los ocho centros de las circun-
ferencias inscritas son los vértices de un octogono regular.
@ 29 Come el octégono consta de ocho tridngulos iguales a 00,0, v el cua-
drado se compone de ocho tridngulos iguales a OEB, tendremos:
Octégono 0,0,0, AOO,0, 00

— e {1
Cuadrado ABCD AOEB OE- OB &

‘ Pevo en el tridngulo AOB, el teorema de las bisectrices da:

' 00, _ AO Bbin 00, _ AO
i 0.B  AB’ OB  AO + AB
!I a '\/5 g . ﬁ
| OA- OB 2 2 a
de donde 00, = = =
| OA + AB a \/5 +a ﬁ £ 2

Sustituyendo valores en (1) y reduciendo, tendremos:

a 2
Octégono O,0,. .. _ ( \/§.+ 2 ) _ 3,\/5 e
Cuadrado ABCD a® /2

4

667. Dadas dos circunferencias:

1.2 Construir otra circunferencia igual a la suma o a la diferencia de aquéllas.

2.2 Construir un circulo igual a la suma o a la diferencia de dos circulos
dados. )
® 1.0 Sean R, y Rs los radios de las civcunferencias dadas v X el radio de la
desconocida, se tiene:

22X = 2x (R, + Ry)
de donde X=R + R,
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La circunferencia pedida tiene por vadio la suma (diferencia) de los radios de

las dadas.

® 2.0 Para este caso se verifica:
aX?

de donde Xz

= a (R L RY)
— R + R}

Si X* =R} + R, el radio X de la desconocida es la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo cuyos catetos son Ry v Rs.

S7 X% =R} — R, el radio X

de la desconocida es un cateto de un tridngulo

rectdngulo que tiene Ri por hipotenusa v R, por el otvo cateto.

668. En una circunferencia de radio R (fig. 460) se trazan dos didmetros
perpendiculares, AB y CD, que se cortan en el

punto O. Sobre los cuatro radios como didmetros
se describen circunferencias, cuya parte comtn
forma una estrella de cuatro puntas, Calcular el
area de dicha estrella en funcién del radio de la

circunferencia dada.
Aplicacion. —Para R = 2 m.

Tracemos OEF, AE y O'E. ZOEA = 90° y
ZLEAO = 459 por tanto, £ OO'E = 90° y el drea
de la estrella serd igual a ocho veces el drea del
segmento OGE = (s)) correspondiente a un circulo

de radio R|2,

Area segmento OGE = sector OGE — tridn-
gulo OGE :
R Re R® 5 Fig. 460
BT T TR

R® R®
Area de la estrella: A, = 8§ X 16 (r —2)= > (= — 2)

Esto es, la semidiferencia entre las dreas del civeulo dado y el cuadrado inscrito

en dicha circunferencia.

Aplicacién.— Para R = 2 m:

[+

A, =—(3,1416 — 2) = 2,2832 m?,

2

669. Sea un tridngulo equilitero ABC (fig. 461) de lado a, v G el punto
de concurso de las medianas. Desde los vértices A, B, C como centros, se des-
criben arces de circunferencia que, pasando por G, quedan limitados en los
lados del tridgngulo; luego se unen con semicircunferencias exteriores al tridngulo.
Calcular, en funcién de a, el drea del rosetén que se ha formado.

El roseton sin los 3 semicirculos exterioves es igual a 3 sectores de 60° menos

el drea del tridng. equildtero:

Bl AG—2ap_2,aV3 a3
B 3 2 3
Radio: PM — AG — AP— 4V3 _a _a@+v3-3)
3 2 6
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Area 3 sectores: A, = 3 x — x 60 w ( “;ﬁ )7 _ ad’

Area ABCD: A, — V3

Area 3 semicive.: A, = 3 X l[a (2\/5 — 3)j|- _ ma® (7 — 4’\/5)
2 . 6 3
A:AI 7A-2 = AA:;
A @ _ a3 ad (1 —44/3)
6 4 8
A - dad® — 6a* /3 + 217a® — 122a+/3
24
A:%i [z (25 — 12 /3) — 6/3]

670. Se divide una circunferencia de centro O y radio R (fig. 462), en
seis partes iguales. Desde los puntos B y D como centros y con un radio igual
a R, se describen dos arcos de circunferencias AQC v COE; desde el punto C,
con CA como radio, se describe el arco AE. Calcular el drea de la parte plumea-
da AOEG.

Area AOEG = segmento AGE + 2 (irapecio ABOH — sector ABO)
Segmento AGE = sector ACEG — trigng. ACE

Segm. AGE: A] = ( ‘\/_) et - :R ﬁ} VE — aR 3R ‘\/_3
4

360 > i
Trap. ABOH: A, = AB#ZHO K ap=R+R2_B ;/5 _ 3R2§/§

Sector ABO: A, = aR?* % 60 aR?
360 6

A—TA1+2(A2—A{)
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2 2 & 2 2 2
Area buscada: A — L? — l3R4ﬂ + 2 (——3R8\/§ = —‘T? ) = L‘?

671. Dada una circunferencia O de radio R (fig. 463), se divide en tres
partes iguales en los puntos A, B, C. Sobre OA, OB, OC como didgmetros, se
“describen tres circunferencias que, en su conjunto,
forman un rosetén de tres 16bulos. Calcular, en B £
funcién de R, el drea de dicho rosetén. 4

Trazamos los radios 1D, HD.

OIDH es un paralelogramo, por lo que su dia-
gonal OD es divectriz de £ BOA, asi que:

/DOl — £BOA 1200 _
2 2

Por lo que ADOI es equildtero.

El drea del rosetén se compone del drea de tres
circulos, cuyos didmetros son el radio de la antertor,
menns seis veces el drea del segmento OFD. Fig. 463

En el tridngulo equildtero OID, se tendrd:

Segmento OFD = sector IOFD — triangulo ODI

Segmento OFD = = (_11)2 1 (3)2 V3

600

6 \ 2 4 \2
Segmento OFD _ aR R W/g
24 16 _
Area del voseton: A =3 |z Ry 6 (LRz _ Rz\/g)
2 24 16

A:%z(%: +34/3)

672. Desde cada vértice de un cuadrado (fig. 464) como centro, con el

A B lado @ como radio, se describe un cuadrante de

circunferencia. ¢Cudl serd el drea del espacio cur-

E vilineo comprendido entre los cuatro arcos al cor-
I tarse dos a dos?

Sean E, F, G y H los vértices del cuadrilitero

| ‘ curvilineo que determinan los cuadrantes al cortarse.

HAL || H [1]]]LaKE Trazamos los segmentos DE, DF, AG, AF; el

{ 111 }

tridngulo ADF por construccién es equildtero, por
consiguiente :

AF =600, FC = 900 — 600 — 300
D C Defi'g\ualnj_oiio . .

AE — AH =DH = DG = ... — 300
por lo que ]:3—F\'=P/T(§:(§—I:I=ﬁ-]§=300.

El cuadrildtero vectilineo EFGH tiene sus lados iguales, como cuerdas que
subtienden arcos iguales.

Fig. 464
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En AEDF (isésceles): . EDF = EF — 300
1800 — 300

» / DEF = £DFE = 750
Bora /HED = HD _ 450
FEieso /HEF — /HED + / DEF = 150 750 = 900

De igual modo: 2 EFG = £ZFGH = £ GHE = 990

por lo que el cuadrildtero rectilineo EFGH es un cuadrado cuyvo lado es igual al
del dodecdgono regular inscrito en una civcunferencia de radio a.

Luego EF =a \,"2 — /3 (GeonM., 469),
Avrea cuadrildtero curvilineo EFGH = drea cuadrado EFGH + 4 segmentos
de 300,

Area del euadrado EFGH: A, = (a V2 — \ﬁ)z =a* (2 — \/5).

Area del segmento EIF de 300 = sector 30° — tridngulo EDF

_ ad 1 . AF _ #d® _a
A= T PEST=T 3

D e, BREER K = £ — 3734 %z?n — B ? [+ 30 —+/3)]

NEY

673. Calcular el drea de los cuatro tridngulos curvilineos que quedan sin
plumear y forman las esquinas de la figura anterior, v que, tomados dos a dos,
con el cuadrildtero curvilineo EFEGH darian lugar a una naveta.

El drea de las cuatro esquinas se compone del drea de cuatro segmentos de 90°,
v a como radio, menos el duplo del cuadrado curvilineo EFGH.

Area 4 segmentos: A, =4 (lff- = 921) =a (z—2)
Doble cuad. curv. EFGH:  Ax = 25 [2 4 3.(1 — +/3)]
Area pedida:
A= -2 a+r30- Vi
=a (31 2 «./5)

674, Dividida una circunferencia de centro O
y radio R (fig. 465) en seis partes iguales en los pun-
tos A, B, C, D, E, F, sobre cada uno de los radios
OA, OB, OC, OD, OF, tomados como diametros, se
describen circunferencias, en las cuales, tomando con-
secutivamente, de tres en tres, las partes comunes de




RECAPITULACION 287

dichas circunferencias, se forma un rosetén de seis puntas, plumeado en la figura;
¥ tomadas consecutivamente, de dos en dos, forman otro rosetoén, externo al
anterior, y también de seis puntas. Calcular el drea de esos dos rosetones, en
funcién del radio de la circunferencia R.

® 1.° Area del primer rosetén.— ZAOB — Qo v el tridngulo 00,0,, siendo
isosceles, es equildtero; por tanto, la roseta interior equivale a 12 segmentos de 600
¥ un'radio R|2. Tendremos (573):

2
A =12 [(BRY.22—343 zﬁ(zﬁ_gﬁ)
2 12 4
® 2.9 Area del segundo rosetén.— Los angulos AGO y BGO son rectos; por
consiguiente los puntos A, G, B estdn en linea recta v OG es mediatriz de AB; por

tanto :

ZAOG — 4A203 _ 403002 — 300,
ZOAG = 6%  £00,G — 1200

Por donde se infieve que esta segunda roseta es equivalente a 12 segmentos
de 120° v de radio R|2 disminuidos en el roseton interior.
Aplicando la férmula del no 573 tenemos :

R\* 42 -3./3] R
A =12 () E=SNI RS 4 3
: [(2) 12 ] $ =3V
A, — R® (4..77%/3') _Rz(zxﬁsﬂ)z 27R* _ R
4 4 4 2

* es decir, la mitad del drea del circulo dado.
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GEOMETRIA DEL ESPACIO

La recta y el plano

675. Por los extremos no comunes de tres segmentos iguales que parten
de un mismo punto A, se hace pasar una circunferencia; hdllese el centro y el
radio de la misma.

Trdcese una perpendicular desde el punto dade A (fig. 466) al plano P de-
terminado por los extremos no comunes de los tres
segmentos iguales; el pie de esta perpendicular serd A
el centro de la cireunferencia pedida y la distan-
cia entre este centro y uno de los. extremos no
comunes serd el radio de la circunferencia que se
busca.

676. Demuéstrese que toda recta que for-

ma angulos iguales con otras tres que pasan por LC\
su pie en un plano, es perpendicular a dicho B
plano. p C

Sea la recta AB, la cual forma dngulos iguales
con las BC, BD y BE (fig. 466), que pasan por Fig. 466
su pie B en el plano P; digo que AB es perpendicular
al plano P.

En efecto, tomemos a partir del punto B distancias iguales BC, BD y BE y
tracemos las oblicuas AC, AD y AE.

Por tener un dngulo igual comprendide entre lados respectivamente iguales,
seran: NHNABC = AABD = AABE y de la igualdad de éstos se deduce que las
oblicuas AC = AD = AE vy que el punto B equidista del pie de ellas.

Pero el pie de la perpendicular trazada desde el punto A al plano P equidista
también de los tres puntos C, D, E; v como quiera que ese punto es iinico, coincidird
con el B, v la recta AB serd la perpendicular al plano P. ’

[w)

677. Por un punto dado, hacer pasar un plano que forme con. otro plano
fijo P, un dngulo dado.
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A Por el punto dado A (fig. 467) trdcese la
perpendicular AO al plano P vy una oblicua AB,
que forme con AQO el dngulo complementario del
dado.

Sea B el punto de wnterseccion de esta oblicua

. v el plano P, trdacese una civcunferencia desde el
5 centro O v de radic OB situado en este mismo
. plano.

El plano determinado por la oblicua AB y
la tangente en B a la circunferencia descrita re-
Fig. 467 suelve el problema. Admite infinitas soluciones.

678. Si una recta v un plano son paralelos, todo plano perpendicular a
la recta es también perpendicular al plano propuesto, y reciprocamente.

Sez AB la recta paralela al plano M; demostremos que el plano N. bperpen-
dicular a la recta, lo es también al plano dado
(figura 468).

@ 1.0 Siporun punto cualquiera 1 del plano M
trazamos 1C, paralela a AB, esta recta estard en
el plano M, v serd perpendicular al plano N; ‘
luego el plano M, que contiene a la recta 1C, es ‘

A

® 2.° Reciprocamente.  Una recta AB v
un plano M, perpendiculares a un mismo plano N, /
son paralelos (fig 469). // B
En efecto, si la recta AB y el plano M se /N
encoritraran en un punto cualquiera O, por ejem-
plo, desde este punto se podria trazar una perpen- Fig. 468
diculav a la interseccion EF; esta recta seria
perpendicular al plano W (GEoM. 648) v tendriamos desde un mismo punto dos
perpendiculares a un mismo plano, lo que es imposible.
Lutego la recta AB y el plano M son paralelos.

679. Una recta v un piano perpendiculares a una misma recta son pa-
ralelos.

Sez AB (fig. 470) una recta v M un plano perpendiculaves a una misma rec-
ta CD: demostremos que son paralelos. En efecio, si la recta AB y el plano M se

d | |
1 /

C

M E| /N

Fig. 469 Fig. 470
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encontraran en un punto cualquiera, O, por ejemplo, podria unirse este punto con
el punto E que indica la interseccion de la vecta CD ron el plano M.

La recta CD, perpendicular al plano M por hipdétesis, lo seria también a OIE;
entonces tendriamos, desde un solo punto O, dos perpendiculares OAB y OIE, a
una misma vecta, lo que es imposible.

Luego la recta AB y el plano M son paralelos.

680. Si dos planos son respectivamente paralelos a otros dos que se cortan,
las intersecciones son paralelas. o

Sean los planos M y N (fig. 471) respectivamente paralelos a los planos P
v Q, gue se cortan segiin CD. Demostremos que la interseccion AB es paralela a CD.

Siendo paralelos los planos M y P, la recta AB que pertenece al primero de
estos planos, es paralela al segundo (Grom. 605, Cor.); siendo paralelos los planos N
¥y Q, la recta AB que pertenece al primero serd también paralela al segundo.

Luego la recta AB, paralela a los planos P vy Q que se cortan, serd paralela
a su interseccion CD,

C
AA B
E
Q E
M
Fig. 471 Fig. 472

681. Por un punto dado, trazar un plano que pase a igual distancia de
otros tres puntos dados.

Sean O v A, B, C los punios. dados (fig. 472).

Los puntos A, B vy C determinan el plano ABC. Por el punto O se traza un
plano M paralelo al plano ABC, y por lo tanto equidistante de los tres puntos dados.

682. Si una recta se mueve sobre una de las caras de un diedro, el angulo
que forma con su proyeccién sobre la dtra cara serd
mdximo cuando dicha recta sea perpendicular a la f
interseccidn de los dos planos.

Sea el diedro formado por los planos M y N
(figura 473); AD una recta cualquiera del plano M,
A un punto fijo v D el extremo mowvil sobre la
wnterseccion de los dos planos.

Tracemos AC, perpendicular al plano N, y AB,
perpendicular a la interseccion de los Pplanos M
v N. El plano que determinan estas dos perpendicu-
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lares cortard al N segin la recta CB. Demostremos que se verificard la desigual-
dad ZABC > ZADC.

Siendo AC perpendicular al plano N, lo serd también a CB y CD; por tanto,
los dos tridngulos ABC y ADC son rectdngulos en C.

Ademds, CB es una perpendicular trazada desde el punto C a la interseccion BD
de los dos planos v CD es una oblicua; por consiguiente serd CB < CD.

Hagamos girar el tridngulo ACB sobre AC como eje hasta llevarle al plano
del tridngulo ADC; entonces el punto B caerd en B’, puesto que los dos tridngulos
ABC y ADC son rectdngulos y CB << CD.

Pero 2/ AB'C > £ ADC por ser dngulo externo del tridngulo ADB’ corres-
pondiente a 2 AB'D.

Luego ZABC > ZADC

683. Si desde un punto exterior a un plano se trazan a éste dos segmen-
tos oblicuos desiguales, al mayor corresponde una proyeccién mayor e incli-
nacién menor sobre el plano que al menor.

Sean los dos segmentos AB vy AC oblicuos al
plano P (fig. 474), trazados desde el punto exterior
al mismo A.

87 AB > AC, digo que también serd OB => OC.
En efecto, si fuese la proyveccion OC = OB, tam-
bién seria el segmento AC = AB, contra lo supuesto.
Lo propio ocurriria si OC > OB, pues seria
AC > AB, contra la hipdtesis. De aqui que sea
OB > OC.

Si hacemos girar al tridngulo AOC alrededor
de AO como eje, la proyeccion OC caerd sobre OC’
y la oblicua AC tomard la posicion AC’:

Por tanto, ZACO > ZABO
o bien ’ ZACO = ZABO

684. Si una recta vy un plano son perpendiculares, todo plano que pase
por la recta o le sea paralelo es perpendicular al plano dado (fig. 475).

Si el plano pasa por la perpendicular es evidente. Si el plano Py es paralelo a
la recta dada v, el plano P, es perpendicular al P.
En efecto, puesto que Pa es paralelo a la recta r, podremos trazar en este plano

-

R

Fig. 475 Fig. 476
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una rvecta v’ paralela a la 1; v como la t es perpendicular al plano Py, su paralela
también lo serd. Entonces el plano Py serd perpendicular al P., pues contiene a la
recta 1, que es perpendicular al plano P,.

685. Dos segmentos paralelos e iguales, cortan a un plano P segtn dos
angulos iguales, y sus proyecciones también serin iguales.

Sean los dos segmentos AB y DE (fig. 476) iguales v paralelos; sus proyec-
ciones respectivas sobre el plano P son A”B’ y DE’ y los dngulos que forman con
el plano P estdn sefialados en C y F.
® 1o AACA” ~ ADFD" (rectingulos, con lados paralelos).

Luego il ST
® 29 Por By E trazamos paralelas a CA"' y FD"' respectivamente; resulta:
AABA" = ADED’ (hipotenusas iguales v Z A = 2 D)

Por tanto: BA’ = ED’
3y como BA’=BA” y ED =ED”
erd B'A” — ED”

686. Dos triedros que tienen dos caras respectivamente iguales y el diedro
comprendido desigual, tienen también la tercera cara desigual, y reciproca-
mente.

Sean los triedros S y S’ (fig. 477) que tienen las caras b v c respectivamente
iguales, v desigual el diedro comprendido. En
la arista comiin a las caras iguales, tomemos ,
SA = S'A"; tracemos los planos ABC vy S
A'B'C’ perpendicularmente a las wmismas
artstas. La semirrecta SA serd perpendicular
a AB y AC, lo misimo que S'A" a las senti-
rectas A'B" y A'C’.

ASAC = AS'A'C’ por tener un lado
wual (SA = S’A’) adyacente a dngulos ves-
pectivamente iguales, luego:

AC =AC" y B8C=5C
También ASAB = A S'A'B'; por tanto,
AB=AB y SB =SB
La medida de los diedros SA, S’A’ es la de sus dngulos planos CAB y C'AB’;
de modo que al ser diedro SA < diedro S'A’, serd también £ CAB < / C’A'B’.

Luego los tridngulos ABC y A'B'C’ tienen dos lados respectivamente iguales ¥
el dngulo comprendido £ A < £ A por tanto

CB < C'B’ (Geowm. 86)

Los tridngulos CBS y C'B'S’ tienen asi dos lados respectivamente iguales, y
el tercer lado CB << C'B’; luego £a < Za’.

Reciprocamente.—.Si por hipitesis tenemos la cara a menor que &', los
tridngulos CBS y C'B'S’ tendrdn dos lados respectivamente iguales v /a < / a’;
luego CB << C'B’.
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Los trigngulos ABC y A'B'C’ tienen asi dos lados respectivamente iguales,
v el tercer lado CB < C'B’; luego £ CAB < LC'A'B" y ¢l diedro SA es menor
que el diedro S'A’.

687. En todo triedro, a mayor diedro se opone mayor cara, v reciproca-
mente.

Sea el diedro SB menor que SC (fig. 478). Tracemos
un plano SCA’ que determine en SC, con la cara SCB, un
diedro igual a SB. El triedro SA'BC serd isdsceles, v la cara
A’SB igual a A'SC.

La relacién entre las caras del triedro SACA’ es

(GeoM. 681): ASC < ASA’ — A'SC
Sustituyendo la cara A’'SC por su igual A'SB, resultard:
ASC < ASB

Reciprocamente.— Sea, en el triedro SABC, la cara ¢
Fig. 478 mavor qua la b; demostremos que el diedvro SC es mayor
i que SB. De suponer iguales estos dos diedros resultarian iguales
las caras opuestas, lo que es contrario al subuesto.
Suponiendo el diedro SC menor que SB, tendriamos en virtud del teorema
directo £ ¢ < Zb; lo que también es contrario al supuesto.
Luego el diedro SC es mayor que SB.

688. En todo tetraedro se verifica: 1.° La suma de las caras es igual a ocho
rectos. 2.0 La suma de los diedros esti comprendida entre cuatro y doce rectos.
® 1.9 La suma delas caras de los cuatro triedros, vértices del tetraedro, es igual
a la suma de los dngulos interioves de cuatro tridngulos, o sea ocho rectos.

@ 29 Sean ayapas, Pifefa, Yivays, 600 los diedros correspondientes a los
triedros respectivos de los wértices A, B, C, D del tetraedro. Se tendrd:

2 rectos a +

< + ay < 6 rectos
2 rectos << [ +

o

C)

-+ pa << 6 rectos
va < 6 rectos
+ 65 << 6 rectos

2

="

[ N R Y

2 rectos 1+
2 rectos o +

[~ Ty

Pero fii = ai; 71 = a5 01 = az; y2 = fo; 0 = Pa; 0 = ¥
Sumando ordenadamente:

8 rectos < 2(a + a + as + P2+ Ba + i) < 24 rectos
o bien: 4 rectos << a; + s + az + B2 + fz + y; < 12 rectos

689. En todo triedro isésceles, a caras iguales se oponen diedros iguales,
y reciprocamente.

Sea el triedro isésceles VABC (fig. 479), esto es, un triedro cuyas dos caras
AVB v AVC son iguales. Digo que los diedros correspondientes a las aristas VB
v VC son iguales.

 En efecto, desde un punto cualguiera A de la arista VA, tracemos la semirrec-
ta AD perpendicular al plano BVC y desde el pie D de esta perpendicular, tracemos
las semirrectas DB v DC, perpendiculares respectivamente a las aristas VB y VC.
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Los planos ADB v ADC definen en el triedro los
dngulos DBA y DCA que son las secciones normales o
rectilineos correspondientes a los diedros cuvas arisias son
VB y VC.

Pero AAVB = AAVC (hipotenusa comin VA vy
£ AVB =2 AVC) luego AB = AC, cuya igualdad en-
trafia esta otra de los tridngulos rectdngulos

ADAB = ADAC

¥, COmo consecuencia,
Z ABD = £ ACD

Reciprocamente. — Considerando la misma figura, Fig. 479
si los diedvos ABD y ACD son iguales, se tendrd también la
igualdad de los tridngulos rectdngulos ADAB = ADAC, de donde AB — AC,
¥ por tanto, AAVB = AANC por ser rectangulos que tienen la hipotenusa comiin
v un dngulo agudo igual.

Luego Z AVB = / AVC

690. En todo triedro isdsceles, el plano bisector del diedro comprendido
entre las caras iguales, es perpendicular a la tercera cara y determina dos angulos
iguales.

En el triedro VABC (fig. 479), supongamos que sean iguales las caras AVB
y AVC, v supongamos ademds que el plano VAD seaq bisector del diedro correspon-
diente VA. Entonces, los dos triedros VADC y VADB tienen un diedro igual com-
prendido entre caras iguales entre si e inversamente dispuestas, siendo, por tanto,
simétricos dichos diedros.

Por consiguiente, los diedros AVDC y AVDB son iguales v por tamto rectos.
Stendo, por la misma razdén, iguales las caras BVD y CVD.

Nota.— De la misma manera se demostraria que si un plano pasa por la arista
v la bisectriz de la cara opuesta, es perpendicular a dicha cara.

691. Si un diedro tiene dos dngulos diedros desiguales, a mayor angulo
diedro se opone mayor cara v reciprocamente.

Sea el triedro VABC (fig. 480) en el cual el dngulo diedro correspondiente

a la arista VA ‘es mayor que el dngulo diedro corres-
v pondiente a la arista VC.

En el dngulo diedro BVAC, construyamos el
dngulo diedro DVAC = BVCA,; entonces el trigdro
VADC serd isésceles, v por tante AVD = CVD.

Pero en el triedro VABD, se tiene que

AVB < AVD + BVD
o sea AVB << CVD - BVD
o bien AVB < CVB

Reciprocamente.—Si las caras de un triedro

Fig. 480 son desiguales, a mayor cara se opone mayor diedro.

En efecto, supongamos que los diedros opuestos

a dichas caras sean iguales; entonces el triedro serd isésceles v las caras opuestas a
esos diedros serdan iguales; lo que es contra la hipétesis.
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692. FEn todo triedro convexo, un diedro exterior es menor gue la suma
de los otros dos no adyacentes vy mayor que su diferencia.

En efecto, si designamos por A, B, C, los dngulos diedros de un triedro con-
vexo, tendremos:

e 10 A+ B+ C = 2 rectos

de donde Diedro exterior a C = 2 rectos — C << A + B

@ 20 Como el triedro es convexo, tenemos: A + C < 2 rectos
V COR Mayor razon: A 4+ C — B < 2 rectos

de donde 2rectos — C>A —B

693. La suma de las ocho caras del dngulo poliedro del capitel de una
torre, al variar entre 0 y 3600, :entre qué limites puede variar la suma de los
dngulos bisicos de las caras laterales de dicho capitel?

Suma total de los dngulos de las ocho caras: 8 x 2 = 16 rectos
Suma de los ocho dngulos del vértice del capitel : de 0a 4 rectos
Suma de los 16 angulos basicos de 16 a 12 rectos

694. ;Qué limite resultard en el caso general de un dngulo poliedro de
n caras?

Suma total de los dngulos: 2n rectos
Angulos en el vértice: de 0 a 4 rectos
Angulos basicos ° de 2n a (2n — 4) rectos

695. Hallar la distancia que media entre un punto y un plano dados.
Sea M el punto dado y ABC el plano dado (fig. 481)
M Desde el punto M, por medio de un cordelillo de sufi-
ciente longitud, se seflalan en el plano tres puntos cuales-
quiera A, B, C, equidistantes de M; se construye el tridn-
gulo ABC, v en los puntos medios de sus lados se trazan

E 2 5 F
o D perpendiculares que determinan el punto O equidistante
de los vértices.

A F B La recta MO es la distancia pedida, pues siendo

iguales las oblicuas MA, MB v MC, sus pies equidistan
N del pie de la perpendicular. Ademds, el punto O es el
Fig. 481 tinico punto del plano que dé OA = OB = OC. Luego
MO es perpendicular al plano ABC y determina la dis-
tancia que media entre el punto M y-el plano dado.

696. La aguja de un campanario forma un dngulo s6lido de ocho caras
cuya suma es de 909. Hallar el valor de cada uno de los dngulos en la base de
las caras laterales.

Suma de los dngulos de los ocho triangulos: 8 x 2 = 16 rectos
Suma de los ocho dngulos en el vértice: 1 recto
Diferencia, o sea valor de los 16 dngulos en la base: 15 rectos
Valor de cada uno de estos dngulos: 15X 908 840 227 30"

16
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697. Dadas dos rectas, trazar un plano paralelo
a ambas rectas y a igual distancia de cada una de ellas,

Sean AB y CD (fig. 482) las rectas dadas. Por la
recta AB se puede trazar un plano M paralelo a la rec-
ta CD, y por CD otro plano paralelo a la recta AB
(Geom. 605); por tanto, los planos M v N son paralelos.

Luego el plano R, trazado a wgual distancia de los
planos M y N, serd paralelo a cada wuna de las rectas
AB y CD, y equidistard de cada una de ellas.

698. Por una recta dada, trazar un plano que pase

a igual distancia de dos puntos dados. ;
Sea AB la recta, C y D los puntos-dados, v sea M
el plano (fig. 483). Las perpendiculares CE v DF han
de ser iguales; estas rectas son paralelas por
C ser perpendiculares a un mismo plano; luego
A ACEG = ADFG por tener un lado igual adya-

I cente a dngulos vespectivamente iguales, y por
Z EG F tanto CG = GD.
E %,

! Por consiguiente, el plano '™ gueda deter-
;i minado por la recta AB y el punto G, punito
B w medio de la vecta CD que une los puntos dados.

Fig, 483 699. Una habitacién tiene de alt_ura
a=4m y en un punto del techo se sujeta
una cuerda de 10 m de larga v con el extremo

libre se traza una circunferencia en el suelo procurando tener bien tensa la cuer-
da. Hillese el drea del circulo que resulta.

La cuerda bien tensa representa la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo que
liene por catetos la altura a = 4 m v el radip r de la circunferencia.

Por tanto, =P g
Area del circulo: A = 2 = z (P — a*)
A = 3,1416 (10 — 4?) = 3,1416 x 84 = 263,8944 m?

700. En un punto P de un plano M (fig. 484) A
se coloca verticalmente un listén que tiene @ = 5 m
v haciendo centro en el pie del mismo, se traza una
circunferencia en el plano M, de radio r =2 m. En
un punto B de esta circunferencia se traza una tangente a
BC de 7 = 8 m de longitud. ¢Qué distancia hay entre
los extremos del listén y de Ia tangente?

# =y S

AC =@ +di =g+ + 12

AC = /5 + 22 + 8° =964 cm Fig. 484
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PROBLEMAS SOBRE LOS POLIEDROS

701.
1.0
e 10
e 20
702.
1.0
e 1o
e 20
703.
¢Cudl es
1.0
e 1o
e 2°
704.

I. Area del prisma

¢Cudl serd el drea de un cubo que tiene:

5 m de lado; 2.0 12,45 m de lado?
Aprea total del cubo: A =6a"=6 x5 =150 m>
Avrea total del cubo: 6 % 12,45° = 930,015 m®

Si a representa la longitud de la arista de un cubo, ¢cudl serd la férmula?
De la suma de las aristas; 2.0 Del drea total de las caras?

El cubo tiene 12 aristas; por tanto, la suma serd 12a.
Area de las 6 caras: 6 (a X a) = 6a.’

Las tres dimensiones de un paralelepipedo rectingulo son a, b, c.

La féormula de la suma de las aristas; 2.0 La del drea total?
Suma de las aristas:  4a + 4b + 4c = 4(a +b +c)
Areéa total: 2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + bc)

:Cudl es el drea lateral de un paralelepipedo rectingulo que tiene

5,25 m de largo, 4,5 m'de ancho v 3,75 m de alto? Calcular también el area total.

1.0

2.0

705.

-Area total: 73,125 + 47,25

Perimetro de la base:  2(5,25 + 4,5) = 195 m
Area lateral: 19,5 x 3,75 = 73,125 m?®
Area de las dos bases:  2(5,25 x  4,5) 4725 m?
120,375 m*

iCual es el drea lateral de un prisma recto de 9 m de altura si la

base es un tridngulo equilitero de 1,8 m de lado?

Perimetro de la base:” 1,8 X 3 = 54 m
Area lateral: 54 x 9 =48.6 m*
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706. :Cudl es la superficie total de una pilastra de 8 m de alto, cuya base
es un cuadrado de 5,225 m® de 4rea y cuyas caras laterales son rectangulos?
La pilastra propuesta es un prisma cuya base es un cuadrado.

Lado del cuadrado - 45,2250 = 2,286 m
Perimetro de la base: 2,286 x 4 = 914 m
Area lateral: ) - 9,144 x 8 = 73,152 m?
Area de las bases: 5225 x 2 = 10,45 m?
Area total: 73,152 + 10,45 = 83,602 m®

707. Se quiere empapelar un cuarto cuya longitud es de 9,25 m, la an-
chura 4,75 m y la altura 4,8 m; las aberturas no empapeladas representan una
superficie total de 12,25 m?.- ;Cusntos rollos de 12 m por 50 cm se necesitardn,

"y cuidl serd el gasto si el rollo cuesta 37,5 pts?

Perimetro del cuarto:  2(9,25 + 475) = 28 m
Superficie de las paredes: 28 X 48 =13440m®
Superficie empapelada : 1344 — 12,25 = 122,15 m®
Superficie de un rollo: 12x 0,5 = 6 m?
Namera de rollos: % = 2035 ~21
Gasto: 37,5 x 21 = 787,5 pts

708.7 Un paralelepipedo rectidngulo tiene 3 m de largo, 5 m de ancho
v 8 m de alto. Calcular:
1.0 El area lateral del sélido;

o
2.0 El lado de un cubo que tenga igual superficie total que el paralelepipedo.
1.0 :

° Perimetro de la base: 2(3 - 5) = 16 m
Area lateral: 16 x 8 =128 m?

® 2.° Ayrea de las bases: 23 > 5= 30 m?
Area toral : 128 + 30 =158 m®
Lado del cubo: 1T58 = 513 m

709. Las caras de un cubo tienen juntas 54 m®. ;Cudl es:
1.2 La longitud de una arista;
2.2 El volumen del cubo?

® 1.9 Longitud de la arista: /54 :6 — 3 m
® 2.° Volumen del cubo: 3 x 3 x 3 =27m?

710. La altura, anchura y longitud de un paralelepipedo rectingulo tienen
respectivamente 2, 3 y 4 m. ;Cudl es:

1.2 El volumen;

2.0 EI drea total;

3. La diagonal;

4.0 La suma de las aristas;

5.2 La arista de un cubo equivalente;

6.2 La diferencia de drea entre los dos solidos;

7.¢  La diferencia de las sumas de sus aristas respectivas,
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e 1.0 Volumen del paralelepipedo: _ 4x3x2=24 3
e 2.9 Arealateral: AL =2p x h=24+13) x2 =28 m*
Avrea de las bases: 2(4 X 3) =24 m’
Area total: 28 - 24 =52 m?®
e 3.0 Diagonal (GEoM. 726): A/22 + 32+ 4= 538 m
e 4.° Suma de las aristas: AxH+BxH+2x4=36 . m
® 5.0 Arista deun r;ubu equivalente: ] \3/ 24 = 2,885 m
e 6.0 Areade este cubo: 6 x 2,885° = 49,9394 m®
Diferencia de drea: 52.— 49,9394 = 2,0606 m*
@ 7.9 Suma de las aristas del cubo: 2,885 x 12 =3462 m

Diferencia de sumas de las aristas: 36 —34,62= 1,38 m

711. :Cuél es el 4rea de la base de un prisma cuddrangular que tiene
15 m de alto, v cuyo volumen es de 4,25 m®?

Llamando x a la superficie de la base, tendremos:

425 =15 x «

de donde: x = 425:15 = 0,2833 m*

712. :Cudl es la altura de un prisma cuya base tiene 3,5 m® de drea, y
cuyo volumen es de 5,75 m®?

Volumen: 575 =35 %X a

’ a=575:35=164m

713. El édrea lateral de un paralelepipedo rectdngulo de’7 m de altura es
63 m?% cuil es el perimetro de la base?
2p x 7 =063

2p=63:7=9m

Area lateral :

714. ;Cuél es la altura de un prisma recto cuya drea lateral es de 104 m?
si 'la base es un pentdgono regular de 2,6 m de lado? '

2,6 X 5 x b= 104 m*
ho—oi0d
2,6 X5
715. :Cudl es la anchura de un paralelepipedo recténgulo cuya drea la-
teral es de 196 m?, la longitud de 9 m y la altura de 7 m?

Perimetro de la base: 196 :7 = 28 m
Semiperimetro: 28:2=14m-
Anchura: 14 —9= 5m
716. . ;Cudl es el lado de un cubo cuya drea total es de 486 m®?

-Longitud del lado: ~/486:6 =9 m

Avrea lateral :

=8m
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II. Volumen del prisma

717.  ;Cudl es el volumen de un cubo de 7,5 m de lado?
V=a®*= 75 = 421,875 m®
718. (Cudl es el volumen de un prisma que tiene 7 m® de base Yy cuya
altura es de 3,4 m?
V=7 x34=238m?

719.  ;Cuil es el volumen de un prisma triangular si la base del tridangulo
tiene 1,02 m, su altura 80 cm v la altura del prisma 2,6 m?

1,02 x 0,8

Avrea de la base: —=——= = (,408 m?

2
Volumen del prisma: 0,408 x 2,6 = 1,0608 m®
720. :Cuintos estéreos tiene una pila de lefia de 15,5 m de largo, 4 m
de ancho y 7,25 m de alto? :Cuil es el volumen real, si los vacios se evaltian en 1/7?
Volumen de la pila de lefia: 15,5 x 4 x 7,25 = 4495  estéreos
El wolumen real serd: 4495 x 6/7 = 385,285 estéreos

721.  :Cuil es el volumen de una pared maestra que tiene 4,5 m de largo,
25 cm de espesor v 3,2 m de alto?
V=45 x025 % 3,2=3,6m*
722, ;Qué volumen tiene un prisma triangular regular de 2,24 m de alto
si el perimetro de la base mide 3,75 m?

]

Llamando 1 al lado de la base, el volumen serd:
V= %Jg X a
El lado tiene: 375:3=1,25m
2
Vngf@xZ%:Lﬂﬁmﬂ
723. Una caja de hojalata -tiene 1,8 m de largo, 1,08 m de ancho y 1,5 m
de profundidad. ;Cudl es en litros su capacidad?
Volumen de la caja: 1,8 x 1,08 x 1,5 = 2,916 m?
Capacidad en litros: 2916 litros
724. Un aljibe rectangular tiene 12,25 m de largo y 75 cm de ancho y
de profundidad; calcular su capacidad en hectolitros.
Volumen del paralelepipedo: 12,25 % 0,75 x 0,75 — 6,890 625 m?®
Capacidad en hectolitros: 68,906 hl

725. En una sala de 8 m de largo por 5,75.m de ancho y 3,5 m de-altura
se quisiera aumentar Ja cubicacién en 8.05 m®, reduciendo la longitud 1 m.
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© :Cuénto habri que levantar el techo para este efecto y cudl serd entonces la
d to q : P ¥ £y e
superficie de las paredes? :Es la misma que antes, o ha aumentado o disminuido?

Volumen de la sala: (8 = 5,75 x 3,5) + 8,05 = 169,05 m*

Altura: _169,05  _ 4,2 m

5,75 x 7

| Habra que subir el techo: 42 —-35= 0,7 cm
Nuevas dimensipnes:

Largo: 7 m
Ancho: 57> m} Perimetro: (7 + 5,75) x 2= 255 m
Alto: 42 m
Area de las, paredes: 25,5 x 4,2 = 107,10 m?®
En vez de 27,5 x 3,5 = 96,25 m?
Aumento: 10,85 m*

726. Alrededor de un campo cuadrado se'abre un foso de 0,80 m de ancho,
con lo cual queda reducida la extensién de la finca a 46,7856 dreas. Si la tierra
extraida es de 199,296 m?*, :cual sera la profundidad del foso v cudl el perimetro
exterior? ‘

El drea restantie cercada por el foso formard un cuadrado, cuvo lado es:

[ = ~/4678,56 = 68,4 m

Lado de la finca incluido foso: L =684+ 08 x2= 70 m
Perimetro exterior: 70 x 4 = 280 m
Area del campo y foso: 700 = 4900 m®
Avrea del foso solo: 4900 — 4678,56 = 221,44 m?®
Profundidad del foso: 199,296 : 221,44 = 0,9I m

727. Con una cartulina rectangular de 28 cm por 23.cm, constriyase el
cubo mayor posible, pegando las aristas con papel de goma. Hillese después
su volumen vy el drea de la cartulina sobrante.

Tomando 4 caras a lo largo, tendrd cada una: 28 :4 = 7 cm.

A esas 4 caras se pegan las 2 bases, tomadas del resto de la cartulina.

Volumen del cubo: 7% = 343 cm®
Avrea total: 77 X 6 = 294 cm®
La cartulina tenia: 28 x 23 = 644 cm®
Sobrante: 644 — 294 = 350 cm?

728. Hemos pagado 455 pts por labrar una piedra cdbica, a razén de
84 pts m® A como sale ésta, si habia costado 600 pts m??

Area total del cubo: 6a° = 455: 84 = 54167 m*

Avrista del cubo: a = 4/54167:6 = 0,95 m

Volumen del cubo: V = 0,95 = 0,857375 m?®

Coste de la piedra: 600-x 0,857375 + 455 = 969,425 pts.

729. En una caja rectangular se podrian colocar en sentido longitudinal
15 cubitos de 4 cm de arista v quedarian 2 ¢m vacios; disponiéndolos en sentido
latitudinal, se colocarian 10 cubos de iguales dimensiones y quedaria un vacio
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de 3 em, v en sentido verrical cabran exactamente 8 de esos cubitos. ;Cudl es
el volumen interior de la caja? ;Cudntos cubos de 5 cm de arista podrian dis-
ponerse dentro y cudl seria el espacio que quedari vacio?

Dimensiones de la caja:

Longitud : (4 x 15) + 2 =62 cm
Latitud : (4 >x10) + 3 =43 cm
Altura: 4 x 8 =32 cm

Vol. interior: 62 % 43 x*32 = 85 312 cm® = 85,312 dm®
Niumero de cubos de 5 cm que podrin colocarse:

A lo lavgo: 62 :5 = 12 por defecto

A lo ancho: 43 :5 = 8 por defecio.
A lo alto: 32:5 = 6 por defecto.
En total: 12 %< 8 X 6 = 576 cubos.
Volumen de estos cubitos : 5% % 576 = 72 000 cm?®

Espacio vacio: 85,312 dm® — 72 dm® = 13,312 dm®

730. Una clase tiene 8,25 m de largo, 7 m de ancho v 3,45 m de alto. Pre-
guntase:

1.0 Qué volumen de aire contiene.

2.0 Cudnto pesa este aire, suponiendo que un litro de aire pesa 1,3 g.

® 1.0 Volumen de la clase: 8,25 < 7 x 345 = 199,2375 m?
® 29 Peso del atre: 1,3 x 199,237 5 = 259,0075 kg

731. Las dimensiones exteriores de un edificio son 17,25 m de largo,
11,5 m de ancho v 10,5 m de alto; las paredes exteriores miden, por término
medio, 62 cm de espesor. Hay 24 ventanas de 1 m de ancho por 1,72 m v 2 puer-
tas de 1,15 m de ancho por 2,58 m de alto. ;Cudl es el volumen de las paredes?

Amplitud de las paredes con las puertas y wentanas:

2(17,25) + 2 [11,5 — (2 x 0,62)] = 55,02 m
Volumen total de las paredes con las puertas vy ventanas:
55,02 % 10,5 x 0,62 = 358,1802 m*

Vol. ventanas: (1 % 1,72 % 0,62).< 24 = 25,5936 m®
Vol. puertas: (2,58 x 1,15 x 0,62) x 2 = 367908 m®
Vol. paredes: 358,1802 — (25,5936 + 3,679 08) = 328,907 52 m®

732. Hay que demoler una pared que tiene 46 m de largo, 1,5 m de alto
vy 70 cm de espesor. Reedificada, tendrd 80 cm de espesor v 1 m de alto. Por
la demolicién de la pared antigua, extraccién de piedras y acarreo de escombros,
se pagan 28 pts por m?, y 45 pts por la construccién de 1 m* de la nueva. ;Cuénto
-costard el trabajo?

Volumen de la pared antigua: 46 > 1,5 % 0,7 = 48,3 m*

Gasto por la demolicion: 28 X 48,3 = 13524 pts
Volumen de+la pared nueva: 46 x 1 x 0,8 = 36,8 m?

Gasto por la construecion: 45 x 36,8 = 1656 pts
Gasto total: 1656 + 1352,4 = 3008,4 pts

733. Una caja de embalaje se ha guarnecido interiormente con una lamina
de cinc que presenta un desarrollo superficial de 3,60 m?. Hallese el volumen
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interior de la caja, siendo la longitud el doble de la anchura, y las caras extremas,
‘uadrados iguales.
Llamando x a la anchura, la longitud serd 2x.

Perimetro de la caja: = 2(x + 2x) = bx
Area lateral : bx X x = 6x°
Area de la base: 2% K. a2 — 2
Area total : 2(2x%) + 6a% = 10x®
Luego 10x* = 3,6

2 036 =06 m
Volumen: 0,6 0,6 % 1,2 = 0,432 m*

734. Se tiene un tridngulo isdsceles, cuya drea es de 6 m® y la altura es
la mitad de la base; ¢cudl serd el volumen del prisma triangular recto construido,
tomando este tridngulo por base, y sabiendo que el 4drea total del prisma es de
24 m*®? )

En todo tridngulo iséscéles la altura relativa a la base es al mismo tiempo me-
diana.

Y cuando, en un tridgngulo, la mediana es la mitad del lado correspondiente,
ese tridngulo es rectangulo.

El tridngulo, en este caso, es un semicuadrado.

Area del tridngitlo base: % 2 =6 rn"
de donde: = +/6 '\[
"Hipotenusa del tridng. l\/_ =3/ '\/3 \/_ = '\f
Area lateral prisma: AL — (2-2+/3 + \/_)k =21 (2/3 + /6)
Area total prisma: AT = 2R (24/3 + \/_ 6) + 6 X 2
Por el enunciado: 20 (2+/3 + /6) + 12 = 24
94 — 13

o B 6
2243 4+6) 243 +4/6

racionalizando - h = ﬂw =2 ﬂf '\/(:

Vol. prisma: V =6 (2+/3 — +/6) = 6 < 1,014 — 6,084 m*

735. Tenemos una serie de 30 prismas, cuyas alturas van creciendo de
1 cm a partir de 1 que tiene el primero, hasta 30 cm que tiene el tltimo. Todos
ellos tienen por base un exdgono regular de 3 cm de perimetro. Se desea saber:

1.2 La suma de sus volamenes;

2.0 La suma total de sus areas.
® 1.0 La suma de los voliimenes es equivalente al volumen de un prisma iinico
cuva altura fuese la suma de todas las alturas de los prismas dados; mas estas al-
turas van en progresion aritmética, siendo el primer término 1 cm v el iiltimo 30 cm.

de donde :

La suma H serd, pues: 1+ g(l 30 _ 385 om
3 x 3 \/5

Volumen: V= x 465 = 302,0175 cm®

2
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® 2.0 La suma total de sus dreas se compone de la suma de sus dreas laterales
mds 60 veces el drea de una base.

La primera equivale al drea lateral de yn prisma dnico cuya altura fuese la
suma de las alturas de todos-los prismas dados, 465 cm:

Area lateral: AL = 3 x 465 = 1395 cm?

Area total: AT.—/1395 + -3 0’52—;/5 X 60. _ 4433.97 ot

.~ 736. Un hojalatero quiere hacer un cubo con una ldmina de cinc de 8,64 m®.
sCudl sera: -
1. La longitud de la arista;
2.0 El volumen del cubo?

® 1.0 Longitud de la arista: +/8,64:6 =1,20m
® 290 Volumen: 1,28 = 1,728 m*

737. Para cercar una finca de 32 m de largo por 20 m de ancho, se cons-
truye uha pared de 1,5 m de altura por 0,2 m de espesor. Dicha pared tiene
una puerta de entrada de 1,2 m de ancho abierta hasta arriba. Calcular el volu-
fen y superficie de la pared teniendo en cuenta también el remate y puerta.

Perimetro exterior: (32+20)x 2-—12=1028m

Perimetro interior: 1028 — 02 x8 =1012m

Base de la pareds m,s;_m;,z % 02 = 204 m?
Vol. de la pared: 20,4 x 1,5 = 30,6 m*
Area pared- (exterior) : 102,8 x 1,5 = 1542 m?
Area pared (interior) : 101,2 % 1,5 = 151,8 m®
- Montantes puerta: 02x15%x2 = 06m
Remate (igual que la base) : 20,4 m*
Area total: 327 m?

738. Un ferrocarril atraviesa una llanura por un terraplén cuya seccién
representa un trapecio de 6 m de alto v 8 m
de ancho en la parte superior. Los taludes for-
man una pendiente de 75 cm por metro. ;Cudn-
tos metros cdbicos de tierra se han necesitado
por kilémetro para este terraplén, y cudl es la
superficie del talud?

Puede considerarse el terraplén como un pris-
ma cuya base es el trapecio de la seccién v cuya
altura es de 1 km. A
; Sea ABCD (fig. 485) el trapecio de la seccion.

Longitud de AB = 6:0,75 = 8 m.

Fig. 485

En AABE: AE = +/AB® — BE? — /64 — 36 = 529 m
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Base mayor del trapecio: 5,29 + 8 + 5,29 = 18,58 m

Area ABCD: A, = ﬁ:‘-‘ii‘x 6 = 79,74 i

Vol. tierra acarreada: V = 79,74 x 1000 = 79 740 m*

Un talud tiene la forma de un rectdngulo de 1000 m de longitud por 8 m de
ancho. Luego:
Area de los taludes: A = (1000 x 8) x 2 = 16 000 m®.

739, Calevlar el volumen del prisma ABCDEFGH (fig. 486) sabiendo
que las caras ABCD y EFGH, paralelas v
verticales, son dos trapecios cuyas aristas
AB=EF =42 cm y DC = HG = 24 cm;
los lados oblicuos de este trapecio tienen 15 cm
cada uno; y la longitud dél prisma AE = BF =
= CG = DH = 80 cm.

Suponiendo que este prisma fuera una
pila, :qué cantidad de agua contendria si es-
tuviese lleno hasta los 2/3 de altura vy des-

—
MY N R cansara sobre la base DCGH?
® 1.9 Tomemos el trapecio ABCD como base
del prisma, la altura de este trapecio serd DL

Fig. 486 AL — 2 — 24
2

9 cm

En AALD (rectdngulo): DL = A/AD? — AL? = 4/15° — 9 = 12 cm

Area ABCD: A= “7*224 % 12 = 726 cm®

Volumen del prisma: V = 726 x 80 = 58 080 cm? = 58,08 dm?®
® 29 Sea MNR el nivel del agua en la cara ABCD. AMND ~ AALD,
luego

DL x 2 12 x 2

DN = = = 8 cm
7 3 Lk
MN=AL3X2_=9;<2:6cm

MR =DC + 2MN = 24 + 12 = 36 cm

Aréa CDMR: A:MxDN:#xszmomz

Volumen de agua: V = 240 x 80 = 19 200 cm® = 19,2 dm®

740. Se quiere construir un dique de piedra de granito que tenga 750 m
de largo, 3,5 m de alto, 4,75 m de ancho en la base v 2,2 m en la parte superior.
El metro ctibico de granito pesa 2500 kg, v el kilo cuesta 0,3 pts. :Cudl seri el
coste de este dique?

Véase el problema mim. 738.
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Area de la seccion ABCD: M %

Volumen del granito:, 12,1625 x

Importe:
741.

309

35= 12,1625 m*

750 = 9121,875 m’

0,3 x 9121,875 x 2500 — 6841 406,25 pts.

La altura de un prisma recto es de 4 dm; cada base es un rectangulo,

y uno de los lados es el doble del otro; el drea total es de 28 dm?®. Pregtntase
cudl es el drea de cada una de las caras laterales v de las bases. Digase, ademis,
el peso del mercurio contenido en este prisma, suponiéndolo hueco. Densidad

del mercurio: 13,59.

Sea x dm el lado menor del rectangulo hdsico,
Area lateral: 2Q2x + x) ¥ 4 = 24x
Area de las bases: 2(2x % x) = 4x°
Area toial: 4x® + 24x = 28
Se simplifica y resuelve: x>+ 6x— 7= 0

de donde x=—3+4/16=—3+4= 1dm
La respuesta negativa no es aceptable pues se trata de una longitud.
Cara pequefa =1x4=4dm’
Cara grande =2 x4 =8dm’
Area de labase =2 x 1 =2 dm?
Volumen del prisma’ = 2 x 4 = 8 dm?
Peso del prisma: P = 8 x 13,59 = 108,72 kg

742. La superficie total de un prisma de aluminio de forma exagonal
regular es de 12 dm?; su altura es 1 dm. Calcular el volumen y el peso del sélido,

si la densidad del aluminio es 2,5.
Sea 1 dm el lado del exdgono:

Avrea lateral : AL = 6l x 1=6]
Area total - AT =61+ 2 (3’2 J): 61 + 5,2P
Por hipotesis: 6] +,5 =12
Se resuelve: 52F + 6l — =0

[— —23 £ V94624  —34 845 1048 dm

5,2 5,2

Area base: A = 312;/5: 3 x ;’0482 —\/§ = 2,84 dm®
Volumen del prisma: V = 2,84 x 1 = 2,84 dm?

Peso del prisma:

P=284x25=710kg

743. Un prisma exagonal tiene 3,82 m de alto; cada arista de la base es

de 34 cm. ¢Cuadl es su volumen?

3P 3 _
)

5 = 3 x 34

2
V = 30,032 88 x 38,2 =

Area base:

Vol. prisma:

/3 = 30,03288 dm?
1147,256 dm’
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744. Un aljibe tiene la forma de un prisma octogonal regular de 80 m
de perimetro. (Qué volumen de agua contiene cuando ésta sube a 75 cm?

Lado del octégono de la base: - 80:8=10m

Avrea del octégono (Geop. 581): A=PEQ@ 42

Area base: B =100 (2 + 24/2) = 482,842 m?
Volumen del agua: V = 482,842 x 0,75 = 362,131 m*

745. ;Cudnto costard la mamposteria de un pabellén de forma octogonal
regular de 3 m de lado, 4 m de alto a flor de tierra v 1 m de cimientos, a razén
de 50 pts el metro cuadrado de mamposteria? Los huecos de puertas y ventanas
no entran en cuenta.

Area lateral: ~ AL =3 x 8 x (4 +1) =120 m?
Importe: 50 x 120 = 6000 pts

746. Hallar el drea lateral de un prisma exagonal regular cuyo volumen
es de 1299 dm® y cuya altura es doble que la diagonal mayor de la base.

Avrea base: B = 3!2—2@

La diagonal mayor del exdgono regular es doble del lado; la altura del prisma
serd, pues: ’

h=20x2=4

Vol. prisma: V= WT\/E % 4l = 61°4/3

Por hipétesis: 6I° /3 = 1299
1299 1299 ‘
- - e YR e
{’/6\/5 V 6 x 1,732 > dm
= 20 dm

Area lateral: AL = 6lh = 6 % 5 x 20 — 600 dm®

747. ;Cuél es la longitud de un aljibe rectangular de 2 m de anche v 2,3 m
de alto, si su volumen es de 225 hectolitros?

V=2%225xx=225

W S
242,35

748. ;:Cudl es la profundidad de un estanque de forma cuadrada que
tiene 2,4 m de lado, y del cual se han sacado 82 m® de tierra?

V=24x24xx2=8m

32

X == ———
2.4 X 2.4

= 14,236 m
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749. ;Qué altura tiene un prisma de 5,75 m® de volumen si su base tiene
3.05 m®?

V =305 x x =15,75
x =272 _ 1885m
3.05 )

750. Un tejado rectangular (fig. 487) de una sola pendiente cobija una
lefiera de 8 m de larga por x de fondo y 3,5 m sobre el nivel del suelo en AR
v 47 m sobre el mismo nivel en DS. Sabiendo
que el tejado forma con la horizontal AH un

dngulo de 300, calcular el drea del tejado y el
volumen de lefia que puede contener.

DH=47—-35=12m
En AAHD, /A = 300 luego
AD — 2DH = 24m

D

linea de mdxima pendiente.
Area del tejado: A =8 x 2,4 =192 m".
Volumen de lefia que se podrd guardar: serd Fig. 487
el mismo que el del paralelepipedo de 8 m de largo
por 3,5 de alto y AH de fondo, aumentado del
volumen del prisma de 8 m de largo y el tridngulo AHD por base.

e AD2\/§ _ 24X 1732 50784

2
Vol. paralelepipedo: 8 x 2,0784 x 3,5
Volumen del prisma: 8 x 2,0734 x 0,6
8 x 2,0784 % 4,1 = 68,17 m*

Volumen total: V=
751. :Cual serd la profundidad de un pilén rectangular de 48 cm de largo
v 36 cm de ancho, si ha de contener 56 litros?
48 % 3,6 x x =56 dm?

L 56
48 % 3,6

= 3,34 dm

752. En una zanja de 4,1 m de largo por 3,5 m de ancho, han de caber
24 m® de cal. ;Cudl serd su profundidad?
41 % 3,5 x & =24 m*
24

x=-—=1 _ _1672m
4,1 x 3,5

753. ;Cudntas herraduras se pueden fabricar con una barra de hierro
de 3,5 m de largo y 25 mm de espesor v de ancho? Una herradura pesa 450 gramos
v la densidad del hierro forjado es de 7,78.
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Vol. de la barra: 0,25 x 0,25 x 35 = 2,1875 dm?®

Peso de la misma: 2,1875 x 7,78 = 17,01875 kg
Nimero de herraduras: E’(%l% = 37

754. Se emplea la décima parte de’l m? de cal viva para revocar 300 m?
¢A qué altura se elevard en una zanja de 1,5 m de largo por 1,2 m de ancho la
cal viva necesaria para revocar 3500 m??

0,1 = 3500

Volumen de la cal: = 1,166 666 m*
300
Por tanto: 1,5 x 1,2 x x = 1,166 666
oo 1166666 ooy
1,5 x 1,2

755. :Cudntos hl de trigo puede contener un granero de 8,67 m de largo
vy 5 m de ancho, cuando sélo estd lleno hasta una altura de 30 cm? Exprésese
en kilos el peso que sostiene el piso si un hl de trigo pesa 70 kg.

Vol. trigo: V = 8,67 x 5 x 0,3 = 13,005 m* = 130,05 hl
Peso trigo: P = 70 x 130,05 — 9103,50 kg

756. En la construcciéon de una via férrea se extrae tierra en una extension
de 186 m de largo por 6 de alto. La zanja tiene 20 m de ancho en la parte su-
perior y 7,50 m en la inferior. Esta tierra se esparce en capas iguales en un terreno
de 24 dreas. ;Cudnto se aumentard la altura de ese terreno?

La tierra extraida puede considerarse como un prisma cuya base es un trapecio.

Vol. prisma: V = Lglé X 6 % 186 = 15 345 m’
Altura de la capa de tierra: 154?)?)5 = 6,393 m

757. En una pared de ladrillo, los espacios vacios estin valuados en un
20 9% del volumen total. ¢Qué cantidad de argamasa se necesitard para llenar
esos vacios, si la pared tiene 2,4 m de alto, 9,5 m de largo v 20 em de espesor?

Volumen de la pared: 24 %95 x02=45 m’

4,56 % 20
100

Volumen de los vacios: = 0,912 m?

758. Para una construccién se necesitan 5424 m lineales de madera. Un
tercio de esta madera tiene una seccién rectangular de 16 em por 20; otro tercio
tiene una seccién de 15 cm por 16; un sexto, de 20 cm por 22, vy el dltimo sexto,
de 12 cm por 15. El carpintero recibe por cada metro lineal 11 pts. :Cudl serd
su ‘beneficio o su pérdida si el metro ctbico, incluidos los gastos de transporte,
le cuesta 220 pts?
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5424

Volumen del 17 tercio: 0,16 x 0,2 x 3 = 57,856 m®

> del 2.9 tercio: 0,15 x 0,16 x 54—331 — 43,392 m

v del 1 sexto: 0,22 x 0,20 X % — 30,888 m?

> del 2.9 sexto: 0,15 x 0,12 x i:‘* - 16272 m’

» total: 157,408 m?
Precio de venta: 11 = 5424 = 59 664  pts.
Precio de compra: 220 = 157,408 = 43 970,56 pts.
Beneficio: 15 693,44 pts.

759. Un ladrillo tiene 25 cm de largo, 12 de ancho v 65 mm de espesor.
¢Cuantos ladrillos se necesitarian para construir una pared de 5,2 m de largo,
1,15 m de alto v 56 cm de espesor, descontando por las junturas un 30 %, del
volumen?

Vol. real de ladrillos: 5,2 % 1,15 x 0,56 X % = 2,34416 m?®
Vol. de un ladrillo : 0,25 = 0,12 x 0,065 = 0,00195 m?
. : 2,344 16
N de ladrillos: = =12
umero de ladrillos 0.001 95 03

760. Una sala tiene la forma de un paralelepipedo rectingulo; la diagonal
mide 14,5 m y las tres dimensiones son entre si como los nimeros 3, 6 v 7.. Pre-
guntase qué volumen de aire contiene.

Sean las dimensiones 3x, 6x, 7x; tendremos (GEOM. 726):

(Bx)F + (6x)F + (7x)° = 14,5°
9x% — 36x° + 49x° — 14,5°
043 = 14,5°

de donde X = IL’Sa = 1,496
94

Volumen: V = 3x x 6x x 7x = 126x° = 126 x 1,496° = 421,609 m*

761. EIl volumen de un prisma exagonal regular es de 71,112 m® y el lado
del exigono mide 2,34 m. Calcular:

1.0 El drea de la base.

2.9 La altura del prisma.

® 10 Areadelabase: A — LX—Q’;‘P—\/% — 14,2256 m

& 20 Abwradel prisma: h=—1L112. _ go98 o

14,2256
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762. Se fabrican con oro unas hojas que tienen una diezmilésima de mm
de espesor. ;Qué superficie se podria cubrir con 5 gramos de estas hojas? Den-
sidad del oro: 19,50. :

1

Tomando el cin por unidad, el espesor de 1 hoja serd 00 000 cm

Sea A cni® el drea que podremos cubrir.

El peso del oro serd: A X SO, S 195 =5¢g
100 000
A= 5(’109& — 25641 cm® = 2,5641 m?
£

763. :Cudl es el peso y cudl el precio de un tronco rectangular de caoba
de 2,75 m de largo, 35 cm de espesor v 2,25 m de ancho, si 1 m® pesa 12 quin-
tales v cuesta 2850 pts?

e 1.9 Peso: 2,75 % 0,35 x 2,25 x 12 = 25,9875 quintales
® 2° Precio: 2850 x 2,75 x 0,35 x 2,25 =6172 pts.
764. ;Cuil es la arista de un cubo de 343 cm?® de volumen?
Arista: 1= m =7 ecm
765. :Cudl es el peso de un prisma cuadrangular de hierro colado de

5,27 m de alto, v cuyos lados tienen 12 y 16 cm? La densidad del hierro colado
es de 7,25.

Peso;:  P=1527 % 12 x 1,6 x 7,25 = 733,584 kg

766. ;Cuinto pesa la hulla de una pila de 6 m de largo, 4 m de ancho
v 1,8 m de alto, si la densidad de la hulla es 1,4 v si se descuenta por los vacios
un 15 9, del volumen?

P— 60 x 40 x 18 x 1,4 x 85
100
767. La arista de un cubo es de 1 m. Calcular la superficie de una seccién
trazada segin dos aristas opuestas.
La seccién es un rectangulo cuyas dimensiones son una arista v la diagonal
de una cara.

A =1+/2 = 1,4142 m?.
768. La densidad del oro fundido es de 19,238 y la del cobre de 8,788;

si se hiciera un cubo con el oro puro contenido en un millén de monedas antiguas
de 20 pts v otro con el cobre contenido en las mismas, (cudles serian las aristas
de estos dos cubos? La ley de estas monedas era de 0,900 v 1 g de oro aleado
valia 3,10 pts.

Peso: = 51 408 kg

20 000 000
31

20 000 000 x 9
3,1 x 10

Peso de 1 000 000 de monedas de 20 pts:

Peso del oro puro:
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20000000 x 9,
3.1 x 10 x 19,258

_ 4/ 20000000 x 9 _ 67,05 cm
31 x 19,258

Aprista del cubo de cobre: I, =3 % = 41,97 cm

769. TUn sillar mide 3,2 m de largo, 1,8 m de ancho y 2,4 m de alto. ;Cual
seria la arista de una piedra cibica de igual volumen?

Arista: 1=+/32x18 x 2,4 =24m.

770. :Cudl serd la arista de una zanja cibica cuyo volumen ha de ser
el doble de otra que tiene 2,20 m de lado?

Vol. de la zanja: V=202 x2
Arista: 1=22 % /2 =2,77178 m.

Volumen:

Arista del cubo de oro: 1,

771. Se quiere fundir en uno solo dos cubos de latén cuyas aristas respec-
tivas miden 15 v 24 cm. ;Cudl serd la arista del cubo?

Arista: 1= +/15" + 24 = 25,8 cm.

772. La tierra de miga de una bodega de 7,6 m de largo, 5,75 m de ancho
vy 2,8 m de profundidad se ha transportado en carretas de 0,45 m?®. 51 el volu-
men de la tierra firme es al volumen de la tierra de miga como 10 es a 17, v s1
los obreros reciben 17,5 pts por la extraccion y transporte de 1 m* de tierra firme,
preguntase:

1.2 ;Cuintos metros cibicos de tierra firme han transportado los obreros?

2.0 ;Cuantos metros ciibicos de tierra de miga?

3.0 ;Cuidntas carretas se han llenado?

4.0  ;Qué suma ha tenido que pagar el propietario?

5.0 ;Cuinto habria tenido que pagar de mas, si hubiera pagado el metro
ctbico de tierra de miga a igual precio que el de tierra firme?

e 1.0 Vol tierra firme: V, =76 x 575 x 28 = 12236 m®
o 20 Vol tierra miga: %= %ﬁ— — 208,012 m’
® 3.° Niimero de carretadas: 208,012 463

0,45
e 4.0. Gasto: 17,5 x 122,36 = 21413 pts
® 5.° FExceso de gasto: m%w = 1498,91 pts

773. :Cuénto pesan 50 m lineales de hierro forjado de 12 mm de espesor
por 56 mm de ancho, si la densidad del hierro forjado es de 7,787
Tomando el decimetro por unidad, tenemos:

Peso: P =0,12 x 0,56 x 500 x 7,78 = 261,408 kg.
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774. iCudl es el peso de un bloque de hielo de 6,8 m de largo, 3,2 m de

ancho v 75 cm de espesor, si el peso del agua y el del hielo estin en la relacién
de 16 a 157°

Tomando el decimetro por unidad, tenemos:

Peso: p 08 x 32 567'5 X 15 _ 15300 kg

775. Un montén de greda es dos veces mds ancho y cuatro veces més
largo que alto. Su volumen es de 2,16 m?®. ;Cudles son sus dimensiones?
Sea x dm la altura, la anchura sevd 2x y la longitud 4x.

. Volumen: x % 2x X 4x = 2160 osea  8x% = 2160
de donde x = 6,463 dm

Altura: 0,6463 m  anchura: 1,2926 m  longitud: 2,5852 m.

776. Calcular la diagonal de una caja de torma cibica que tiene 1 m de lado.
Diagonal (Geom. 326): D=+3x1= 1732 m.

777. Calcular la diagonal de un cubo que tiene 1 m® de drea total.
Avrea total: 6a® =1 de donde at =1/6

Diagonil: D = 32" = /% - %\/5 — 0,7071 m

778. El volumen de un paralelepipedo rectingulo es de 6720 cm® v sus
aristas son entre si como los nameros 3, 5, 7. :Cudl es, en centimetros, la lon-
‘gitud de estas aristas? _

Pueden representarse las tres dimensiones por 3x, 5x y 7x.

Vol. paralelepipedo: 3x x 5x % 7x = 6720
105x* = 6720

Las tres dimensiones seran:

779. Sabiendo que todo cuerpo sumergido en el agua experimenta un
empuje vertical ascendente igual al peso del volumen de agua que desaloja,
jcuanto pesa en el agua un cuerpo de 400 kg, si sus dimensiones son 1,2 m,
62 em y 40 cm?

Volumen del cuerpo: 1,2 x 6,2 x 4 = 297,6 dm®
El cuerpo en el agua pesa: 400 — 297,6 = 102,4 kg

780. Un tablén en forma de paralelepipedo, de madera de haya, que tiene
20 cm de alto flota sobre el agua. ¢Cual es el espesor de la parte que sobrenada,
si la densidad del haya es de 0,87

Stiendo la densidad 0,8 6 4/5 la parte que sobrenada serd 1/5 de 0,2, 0-sea 0,04 m.
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781. Un paralelepipedo rectingulo de hielo de 10,5 m de alto estd sumer-
gido en agua de mar. La densidad del hielo es 0,93 v la del agua de mar es 1,026.
¢Cudl sera la altura de la parte del paralelepipedo que sobrenada?

Debemos tener: Peso agua desalojada = Peso hielo
B % 10,5 x 0,93 =B < & x 1,026

p — 10,5 > 0,93
1,026
Altura de la parte qué sobrenada: 10,5 — 9,518 = 0,982 m.

de donde: = 9,518 m

III. Area de la piramide

782. :Cudl es el drea lateral de una pirdmide regular que tiene por base
un tridngulo equildtero de 5 m de lado, si la apotema de las caras mide 8,165 m?
¢Cual es el area total de la misma?

El drea lateral se compone de tres tridngulos iguales de 5 m de lado v 8,165 m
de altura.

o 1.0 Kl —2 %5 ; 8,165 _ 612375 m?
e 20 AT — 61,2375 + 57:\/5 — 72,0625 m®

783. :Cudl es el drea total de una pirdmide regular que tiene por hase
un tridngulo equilédtero, siendo la arista de la base de 8 m vy la lateral de 10 m?

Apotema: ap = V10° — # = 9,165 m
Are total: AT = ( Ao § . 2467 ) " 822/5 — 137,6928 m?

784. Ei lado de la base de una piramide cuadrangular regular tiene 5 m.
Determinar el drea lateral de esta pirdmide siendo su apotema de 8 m.

Avrea lateral: AL =p xap =75 x 2 x § = 80 m?

785. La base de una pirdmide regular es un cuadrado de 10 m de lado,
las aristas laterales tienen también 10 m. ¢Cudl es el drea total de esa pirdmide?

El drea total se compone de un cuadrado de 10 m de lado v de 4 tridngulos
equildteros de 10 m de lado.

2
AT — 10° + 4 (-12—«/5) — 273,206 m*

786. :Cudl es el drea lateral de una piramide pentagonal regular en la
que el lado de la base tiene 5,25 m v la apotema de las caras 6,56 m?

AT 55 X ; X 6,56 _ 86,1 m?
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787. En una pirdmide pentagonal regular de 4,8 m de lado, las aristas
laterales tienen 5,25 m. Hallar el drea lateral.

Apotema: ap = /525 —24* = 467 m
Area lateral: AL — % % 48 % 5 % 4,67 = 56,04 m®

788. Cada arista lateral de una pirdmide exagonal regular mide 15 m.
Determinar:

1.0 El drea lateral, si el lado del exdgono tiene 8 m.

2.0 El drea total.

Apotema de las caras: ap = /152 — 42 = 14,4568
o i e larel: AL — 83X 6. 144568 — 346,9632 m?

® 20 Areatotal: AT = 346,9632 + M—f—lﬂ — 513,24 m’
789. ;Cuil es el drea total de un tetraedro regular de 4 m de lado?
El drea total se compone de 4 tridngulos equildteros o sea I* '\ﬁ

AT = 16+/3 = 27,712 m®

790. La altura de una pirdmide exagonal regular tiene 8 m. ;Cudl es el
area lateral si el exagono de la base tiene 6 m de lado?

Arista lateral: =+ 8 +62=10m
Apotema: ap =+/10° — 3* = 954m

Area lateral : AL =6 % 3 % 9,54 = 171,72 m®

IV. Volumen de la piramide

791. ILa altura de una pirdmide tiene 9 m, y la base, que es un octogono
regular, mide 11,24 m®. ;Cudl es su volumen?

11,24 X 9
vV — )
3

= 33,720 m?
792. La base de una pirdmide es de 25 m® y su altura es de 7,2 m. ;Cual
es su volumen?

v-2B5Xx72_ 60 m*

793. :Cuadl es el volumen de una pirdmide triangular de 2,55 m de alto,
si el triangulo de la base tiene 75 cm de alto por 80 de base?

0,8 x 0,75 2,55

V =
2

X = 0,255 m*
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794. La altura de una piramide tiene 3,6 m, y la base, de forma triangular,
tiene 3,24 m de base por 2,75 m de altura. Hallar el volumen.

_ 324 %275 36

v
2 3

= 5,346 m’®

795. (Cudl es el volumen de una pirdgmide triangular regular de 2 m de
alto, si el lado de la base tiene 80 cm?

V- % % % — 184,747 dm®

796. ;Cudl es el volumen de una pirdmide triangular de 3 m de alto,
s1 los tres lados de la base son de 1,5 m, 1,9 m y 2,6 m?

Area de la base: B = x/3 * 1,5 x 1,1 x 0,4

V=+3x15x11x04 x%=1,40712m3

797. Una piramide cuadrangular tiene 15 cm de altura v la base es un
cuadrado que puede imscribirse en una circunferencia de 8 cm de didmetro.
Calcular el volumen y peso de esta pirdmide, suponiéndola maciza v de una

‘materia gque pesa § gramos por cm?.
La base de esta pirdmide es un cuadvado cuyas diagonales tienen 8 cm; por

tanto, su drea serd: % = 32 cm®.
Volumen: V = % = 160 cm®
Peso: P=8x 160 =1280g = 1,28 kg

798. Una pirimide tiene por base el cuadrado ABCD gue puede ins-
cribirse en una circunferencia de radio R = 12 cm. Las aristas laterales forman
con la base un dngulo de 45°. Calcular el drea total y el volumen de dicha pi-
ramide.

Sea P el vértice de la pivdamide, O el centro de la base v h la altura PO.

La altura h, la semidiagonal OA y la arista lateral PA forman un tridngulo
rectdngulo en O y de 45° en A.

Por tanto: OA =PO=h=R=12cm
La arista de la base serd: AB=R x/i
Area de la base: (R 4/2) = 2R®

Las caras laterales son trigngulos equildteros puesto que:
PA = PB = AB = R+/2

Area lateral de la pirdmide: AL =4 x (R \/;2 \/i = 2R® x/:i

Area total: AT = 2R*+/3 + 2R® = 2R* (/3 + 1)
AT =2 x 122 (+/3 + 1) = 786,816 cm®
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2.
Volumen de la pirdamide: V = %{ = % R?
V=212 = 1152 cm®

3

799. :Cusdl es el volumen de un monolito piramidal cuya base cuadrada
tiene 1,89 m de lado y la altura de la piramide tiene 4,12 m?

vV — 1,89 x 1,89 x 4,12
3
800. Amontonando piedras en forma de pirdmide rectangular, los lados
de la base miden 4,5 m v 3,3 m v la altura del montén 7 m. ;Cudntas carretadas
se llevardn si en cada una caben 0,75 m?®?

45 x 33 x7
3 x 0,75

801. ;Cudl es el volumen de una pirdmide de 4 m de alto, si la base es
un trapecio cuyos lados paralelos tienen 3,72 m v 5,2 m y la altura 2,19 m?

= 4,905 684 m®

Numero de carretadas: = 47

V= (—3%) x 2,19 x + = 13,0232 m°
802. ;Cudl es el volumen de una pirammide exagonal regular de 3,6 m

de alto, si el lado del exdgono es de 3,6 m?

3F /3 3 X 3.6
= 2 3
2 V3

2

Area del exdgono:

2

803. ;Cudl es el volumen de una pirdmide exagonal regular si el lado del
exagono es de 1,6 m, y las aristas laterales del solido de 4 m?

Altura de la piramide: h=+/4 —16%=367Tm

Vo3X36V3 0. — 40,404 09 m®

Avrea de la base: B = w
a
Volumen : V= % X w ® 3,67 = . 36 m*
~ 804. La base de una pirdmide regular es un exdg: - .. de 6,12 m de peri-

metro, v la altura de la piramide es igual a los 2/3 del ;  umetro. ;Cudl es su
drea total y su volumen?

Lado de la base: [=612:6 = 1,02m

Altura de la piramide: h = QJL’?,—XZ = 4,08 m

Apotema de la b;zse: ap, = % = 0,51 \/5 m
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Apotema de la pirdmide: ap = \/'—I-,OB2 + (0,51 \/g}'l = 417 m

Area lateral: AL = 812 5 4497 — 127602 m?
Area base: B = 3 X 1‘32)2 ﬁ = 2,703 m’
Area total : AT = 12,7602 | 2,703 = 15,4632 m*®
Polumens V= 1? 2,703 % 4,08 = 3,67608 m’

V. Area del tronco de piramide

805. Calcular el area lateral de un tronco de pirdmide triangular de bases
paralelas en el que los tres lados de la base mavor miden 2, 3 v 4,25 m. El 1.7 lado
de la base menor tienen 95 cm v las alturas de los tres trapecios 5, 6 v 6,45 m.

Las bases son triangulos semejantes, por tanio:

D e o 25
0,95 *® v
de donde: x = 1,425 m; y = 2,018 m
El drea lateral se compone de 3 trapecios cuvas bases y alturas se conocen:

157 trapecio:

5 — % x5 = 7375 m’
2.0 trapecio:
K= % 6 =13275 m?
3.7 trapecio:
By, == Lzzms % 6,45 — 20,2143 m?
Area lateral del tronco: AL = 40,8643 m®.
806. :Cuail es el area total de un tronco de A B
piramide regular (fig. 488) de bases paralelas que Fig. 488

son cuadrados de 4 v 2 m de lado? La altura
del tronco es de 4 m.

Apotema : EF = VEM? + MF® = /4 + 1 = 4,123

11 —GEOMETRIA CLAVE, CURSO SUPERIOR
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Avea lateral: AL = ?L*TP— X ap = w X 4,123 — 49,476 m®

Avrea bases: B+ B =44 22 =20 m>

Area total: AT = 69,476 m*®

807. :Cuil es el drea lateral de un tronco de pirdmide regular de bases
paralelas de siete lados, si los poligonos de las bases tienen 1,64 m v 1 m de lado
v la altura de los trapecios 2,25 m?

K, = (l%u) % 7 % 2,25 = 20,79 m?

VI. Volumen del tronco de piramide

808. ;Cuil es el volumen de una piramide truncada cuya base mayor es
de 144 m?, la base menor 81 m® v la altura 15 m?

vV — 1?3 (144 + 81 + /144 x 81) = 1665 m’ (Grom. 839).

809. Las bases paralelas v cuadradas de un tronco de pirdmide regular
tienen de lado 9 v 4 dm, v la altura del tronco es de 15 dm. Calcular su volumen.

15

V=?(92 + 4 +4 < 9) = 0,665 m*

810. ;Cuil es el volumen de un tablén de 3 m de largo que tiene secciones
paralelas cuadradas de 58 y 28 cm de lado?

V- %(0,582 40,28 + 0,58 % 0,28) = 0,5772 m*
811. Las dos bases de un tronco de pirdmide son cuadradas y paralelas;

sus lados miden 9 v 8 m, v la altura del tronco 3 m. Calcular su volumen.

v:%(q&; 8+ 8 x 9) =217m’

812. La base mavor de una viga tiene 30 dm? la base menor es los 5/6
de la mayor, v la longitud de la viga es de 4 m. ;Cudl es su volumen?

30 x 5
6

La base menor tiene: = 25 dm?.

Vo= % (30 = 25 + /30 = 25) = 109,848 dm’
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813. :Cudl es en litros la capacidad de una artesa de 1,40 m de profun-
didad v cuva forma es la de una pirdmide truncada invertida? La abertura su-
perior es un cuadrado de 1,15 m de lado y cada lado de la inferior tiene 86 cm.

¥ — 1—;& (11,52 = 8,6 + 11,5 x 8,6) — 1423,85 dm* = 1423,85 1

814. ;Cuil es el volumen de un tronco de pirdmide exagonal regular de
bases paralelas de 70 v 20 cm de lado, si la altura es 2 m?

A3

Area del exdgono: 2

V=@(3x72ﬁi3x22«/§,\/3x72\/§><3x22\/§)
‘ 2 ' 4

3 2
vV — 2—:? [3’2& (49 + 4 + 14)] = /3 % 670 = 1160,44 dm?

815. :Cudl es el volumen de un tronco de piramide exagonal regular de
3,8 m de alto, siendo los radios de las bases de 40 y 20 em?

V=§(3><42\/§4_3x22ﬁ+\/3x4‘2\/§x3x2‘3\/§)
) 2 4

3 2

v=%[3})ﬁ (16 +.4+8):| = 19+/3 x 28 = 921,424 dm®

VII. Piramide y tronco de piramide

816. El drea lateral de una pirdmide triangular regular tiene 45 m®. De-
terminar la longitud de la arista lateral, si la apotema es de 6 m.

3 x6=45m
j= X2
6 %3

Arista lateral : x =+/6"+25=65m

817. :Cual es la longitud de la arista de un tetraedro regular cuya drea
total es de 36 m?®?

Area lateral :

S5m

de donde:

%xaf:w

de donde : 1= ﬂ% = V12 '\/5 = 4,559 m
3

Area total :
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Fig. 489

pero
luego

de altura?

Base:
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818. Cuil es la altura de un tetraedro regular que tiene 1 m* de drea

Llamemos h a la altura buscada v a a la arista. El drea total estd formada
por 4 tridngulos equildteros de lado a

4 x “21/3 100

\/ 100 /3
3

aF =

La altura en funcién de la arista (n.® 901) es:

po a6 10043 6 AJ2004/3
3 V3 3 3
h — 6,204 dm

819. EIl drea lateral de una pirdmide exagonal
regular (fig. 489) es de 180 m®; el lado de la base tiene
6 m. Calcular:

o La apotema de las caras.

La altura de la piramide.

La longitud de una arista lateral.

La inclinacién de la apotema de las caras.
La inclinacién de una arista lateral.

6 X6

[ PR IS
e'c a0’

® 1.0° Area lateral: 5 ap — 180 m?
Apotema: ap = SI = 1801:‘ 2 _ 10 m
36

® 20 Alnwa dela piramide: SO = +/SB* — OB*

SB? — SI® | BI* = 100 — 9 — 109
SO — /109 — 36 = 8,54 m

SB — /109 — 10,44 m

® 4.9 La inclinacion de las caras es igual a

LCS P

@ 5.° [nelinacion de una arista lateral

o1 34/3
05 854  _ 4423
OB 6 e

820. ;Cuil es la base de una pirimide de 5,445 m® de volumen v 3,63 m

B— 2% %2 _45m’
3,63
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821. Una pirdmide cuyo volumen es de 68 m” tiene 12,75 m de altura.
¢Cudl es el drea de la base?

B=58X3_ 4 me
12,75

Base:

822. El volumen de una pirimide pentagonal es de 86,85 m®. ;Cudl es
su altura, si el poligono de la base tiene 17,37 m?®?

b 8685 x3 o

17,37

823. :Cudl es la altura de una pirdmide cuyo volumen es de 1,35 m? v
la superficie de la base 3 m??
h— %3‘ 1,35 m

824. Una pirdmide tiene 27 m” de volumen. La base de forma trapecial
tiene 17 m por suma de los lados paralelos, que distan 3 m. Calcular la altura
de la pirdmide.

17 x 3k

Voliomen : V= % =97
2 3
i SN T
17

825. :Cudl es la altura de una pirdmide triangular de 8,6957 m® de volu-
men si los tres lados de la base miden respectivamente 2 m, 2,15 m v 1,85 m?

Area de la base: B = +/3 x 1 % 0,85 x 1,15 = 1,7124 m’

_ 8,6957 < 3
1,7124

Altura: = 15,23 m

826. ;Qué arista ha de tener un tetraedro regular para que su volumen
sea de 1 dm®?

Segiin Geom. 769: 11—2 @ /2 = 1000

a — V6000 +/2 = 20,4 em

827. Un tronco piramidal regular tiene 980 cm’ de volumen v 15 em
de alto; una de las bases, de forma cuadrada, tiene 6 cm de lado. Calcular el
lado de la otra.

Llamemos V al volumen, h a la altura, | al lado conocido v x al lado descono-
cido; tendremos:

g—* B+~ P =V
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o sea 5 (36 + &* + 6x) = 980
simplificando x* + 6x + 36 = 196
X+ 6x—160= 0

x=—3+49+160= —3 +13

x = 10 em. La respuesta negativa no es aceptable.

828. ;Cual es la profundidad de una zanja en forma de tronco de pira-
mide cuadrangular regular, si el lado de la abertura tiene 2,3 m, el del fondo
1,4 m y el volumen es 36,4 m®?

36,4 :% 232 + 1,4° + 23 x 1,49)

h = 10,43 m.

829. Un tronco de pirdmide tiene 1 dm?® de volumen y sus bases son tridn-
gulos equildteros de 12 y 18 cm de lado. Calcular la altura.

00 — 4 (183 4 125+ [T IR

4

O %‘/—5 — 10,129 cm

830. El volumen de un obelisco es de
128,102 m?; este obelisco tiene la forma (fig. 490)
de un tronco de pirdmide de bases cuadradas y
paralelas de 2,4 m y 72 em de lado. Calcular:

1.9 Su altura.

2. La longitud de una arista lateral.

e 1.0 128102 =% (2,420,722 4 2,4 % 0,72)

de donde

Fig. 490

h — 48,052 m
e 20 AH = AO — A'Q" = 12+/2 — 0,36 /2 = 0,84/2

Avrista lateral: AA" = +/48,052% + 1,4112 = 48,064 m

831. :Cudl es la longitud de una viga cuyas extremidades son rectangulos
paralelos que tienen el uno 33 cm por 28 cm, v el otro 28 cm por 0,2375 m,
si por esta viga se pagan 420 pts a razén de 300 pts el m'?

Vi ‘;')22 = %(3,3 X 2,8 + 2,8 X 2,375 + 2,8+/3,3 x 2,375)

h = 177,19 dm = 17,719 m

832. ;Cuil es el peso de una pirdmide de asperén de 4 m® de base v 3 m
de alto, si su densidad es de 2,27
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P=V x D:ﬂQ;—“’x 2,2 = 8800 kg
833. ;Cudl es el peso de una pirdmide cuadrangular regular de hierro
de 2,59 m de alto, si el lado de la base tiene 58 em? Densidad del hierro: 7,788.
_ 58 x 259 x 7,788
3

P

— 2261,832 kg

834. Una pirdmide de base cuadrada tiene 23,48 m de lado v 46,18 m
de altura. Suponiendo que esta pirdmide sea de piedra de una densidad igual
a 2,75, calcular su peso.

p — 2348 x 461,8 % 2,75
3

— 23 337 888,75 kg

835. Calcular el peso de un pedrusco de granito cuya forma es la de un
tronco de pirdmide cuyas bases tienen respectivamente 3,55 m? y 0,78 m?, si
la altura del tronco mide 2,8 m v la densidad del granito es de 2,78.

P :% (355 + 78 + +/355 % 78) x 2,78 — 14 685,81 kg

836. Un mausoleo tiene Ia forma de una pirdmide truncada de siete caras
v las bases paralelas 2,5 m? y 1,8 m?. (Cudnto pesa este mausoleo, si la altura
es de 3 m y la densidad de la piedra 2,419?

P:% (2,5 + 1,8 + /2,5 x 1,8) x 2,419 — 15,52998 ton

837. ;Cudl es el peso de una viga de encina de 4,6 m de larga, si la suma
de las bases es de 1,13 m?, v su diferencia de 0,15 m®? Densidad de la encina: 0,69.

Base mayor: L‘;OJS — 0,64 m?
Base menor: 1—’13—50’—15- = 0,49 m?
P— —4;’— (0,64 + 0,49 + /0,64 x 0,49) x 0,69 — 1,788 02 Tm

838. :Cudl es el volumen de un tetraedro regular de 1 dm de arista?

R é % 0,19 /2 = 0,117 850 dm®

839. Un tronco de piramide regular (fig. 491) de 4 m de alto, tiene bases
cuadradas y paralelas de 3 v 5 m de lado. Calcular:

1.6 La longitud de las aristas laterales de la pirdmnide,

2.0 La altura de los cuatro trapecios.



GEOMETRIA DEL ESPACIO

328
S @ 1° Tenemos (Geon. 827)
.':;i"". SN B A'B i i
71NN SM AB 5
_SM' __ ? de donde SN’ = 12 6 m
SM” + 4 5 2
SM =SM" — M'M=6 4 =10m
SB? = SM? + MB?
2-MB? = AB’
M =28 D 95,
2 2
SB = +/SM* MB? = /100 — 12,5
Fig. 491
En—
= 4/112,5 =10,6 m

2.0 Altura de los trapecios: B'K = +/BB? — BK?

&
S‘B’ - B"C': SB” zi; SB — 10,6_\' 3 §5hm
5B BC 10,6 5 5
BB’ — 10,60 — 6,36 = 4,24 m
BK — BC BC_5-3_ .,
2 2
BK =+/424 —1? = 412 m
840. Las aristas laterales de un tronco de prisma triangular regular miden
25m, 2,6 my 2,65 m, vy la base tiene 38 cm de lado. Hallar la altura de una
pirdamide equivalente y de base igual.
B4 B
Volumen del tronco: V., =B x ﬁ—”’f—z’@
Volumen de la piramide: V. = B }3—?

ITgualando v simplificando
h=25-+26+265=775m

841. Una pirdmide (fig. 492) esta limitada por
una base cuadrada de 40 ecm de lado y por cuatro
trisgngulos equilateros. Calcular:

1.0 Su superficie total.

2.9 Su altura.

3. Su volumen.
La superficie se compone de un cuadrado y de

cuatro tridngulos equilateros; luego:

AT — 22+ 4°+4/3 — 43,71 dm?
SH — +/SA* — AW?

Fig. 492

e 10
® 2.° Altura
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2 -
Pero AH?® = (2 '\/2) = B
Luego SH—= /4 § = 2,828 dm
e 3o ¥ *V—;‘SZS— — 15,083 dm’

842. Una pirimide de nogal de forma exagonal regulur (fig. 493) tiene
40 cm de altura, v el lado de la base 15 cm. Calcular:

1. Su superficie total.

2.9 Su volumen.

3.0 Su peso, si la densidad del nogal es de 0.,6.

Tomemos por unidad el decimetro.
® 1.0 La superficie total se compone del exdgono de
la base y de seis tridngulos isésceles. Calculemos la apo-
tema.

ST = +/S0* — OF

~
pera 01 — Q_B%S_ (Grom. 447)

a i 2
. o — 3CB 315 ges
4 4

luego 51 = /4 4 1,6875 — 4,205 dm Fig. 493

3x 1,543 , 6% 1,5 % 4205

AT — . — 4768  diad
) 2
e 20 vV — &é@ " % — 7,794 225 dm®
e 3o P — 7794225 % 0,6 = 4,677 kg

843. Una pirdmide cuadrangular regular de granito tiene 3,6 m de alto
v pesa 18 316,8 kg. :Cudl es la arista de la base? Densidad del granito: 2,65.

. 183168 . 36

Volumen : Vo= S22 220 <

2,65 T3
de donde: a= %% — 24 din

844. Las dos bases de un troncs de pirdmide miden respectivamente
8 y 2 m®. Construir un prisma equivalente de igual altura y de base cuadrada.
¢Cuadl serd el lado de esta base?
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Liamando 1 al lado del cuadrado vy h a la altura comin, tendremos:

V=§’—(8;2+\/8x2):[2h

de donde 1= \E = 2,1625 m

845. El techo de un pabellén tiene la forma de una pirdmide exagonal
regular. ;Cudntas tablas de 4 m de largo por 24 cm de ancho se necesitardn
para cubrirlo, si el lado del pabellén tiene 3 m y la altura del techo 4,45 m?

La superficie del techo se compone de 6 tridngulos

Apotemas  ap = | AA5E 4 ( 3 ‘2/5 )9 — /19,8025 + 6,75 = 5,15 m

AL =3 X3S X8 _ 4635me
Avrea de una tabla: 4 % 0,24 = 0,96 m*
5 46,35
Niimero de tablas: 2= = 49
1mero de tablas 0.96

846. Hallar el volumen de la mayor de las piramides de Egipto cuya base
es un cuadrado de 230 m de lado, sabiendo que las caras laterales son tridngulos

equilateros.
Altevar SH = 2308 g — L= B0 1553
N 2 V2
Volumen: Vi= ? % 2307 % 115 /2 = 2867 761,9 m®

847. En un circulo de 10 m de radio se inscribe un tridngulo equildtero.
iCudl seria el volumen de una pirdmide que tuviera ese tridngulo por base y
de altura 12 m?

Lado tridng. equildtero inscrito (GeoM. 426): [ = R+/3

Area base (GEoMm. 550): . B = 3R \/5 AR 122\/3 =75 \/gm’

Volumen: — 754/3 x £ = 5196 m*

848. La aguja de un campanario es una pirdmide cuadrangular regular
que se ha de empizarrar con pizarras de 24 cm de largo por 20 cm de ancho,
de modo que se cubran entre si en 1/3 de su superficie:

1.0 :Cudntas pizarras se necesitaran, si la aguja tiene 10,5 m de arista v
la base 2,8 m de lado?

2.0 ;Cuil es la altura de la aguja?




PIRAMIDE Y TRONCO DE PIRAMIDE 331

® 1.9 La superficie de la aguja se compone de cuatro iridngulos isosceles cuyos
lados se conocen.

Tenemos : A =44/119 x 91 x 14* = 4 x 1456,9 dm?

24 x 2 x 2
3

4 x 14569
32

2
& 1P Al h=./105 — % = 10,31 m

849. Un obelisco de granito en forma de un tronco de pirdmide de bases
cuadradas tiene por coronamiento una piramidita. Las bases miden de lado
respectivamente 2,42 m y 1,5 m y su distancia es de 21,6 m. Hallar el peso de
este obelisco que tiene 22,8 m de altura total. Densidad del granito: 2,75.

Avrea iitil de una pizarra:

=32dm’

Numero de pizarras: = 1822 pizarras

Vol. tronces 'V, =% (2420 + 1,5 + 1,5 x 2,42) = 84,502 08 m?
Altura de la piramidita: 228 —216= 1,2 m
Vol. de la piramidita: Vv —152— X 1,5 = 09 m?
Volumen total: V = 8450208 + 0,9 = 85,402 08 m
Peso: P — 85402,08 x 2,75 = 234 855,72 kg

850. Hallar la altura de una pirdmide regular de base cuadrada y de 6,783 m?
de area, si cada una de las aristas tiene 3,89 m.
Lado de la base al cuadrado: 6,783 m.

La altura se caleula como en el problema 846.

Altura: h=_/3_89 — %Si = 3,426 m

851. Las dos bases de una chimenea forman cuadrados de 1,4 m v 0,6 m
de lado; la altura es de 12,5 m. Hallar el volumen de la mamposteria, descon-
tando el vacio interior que es de 44 cm por 38 cm.

El volumen de la mamposteria es la diferencia de dos troncos de pirdmide de
igual altura.

12,5

Fol. exterior: 3

14 +06" +14 x06) =13,167 m°

o
Tl Stariir: %’ (0,44° 1 0,38 4 0,44 x 038) = 2.105 m’'

Volumen de la mamposteria: 11,062 m?
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VIII. Prismas semejantes

852. FEl drea de un prisma tiene 22,04 m®. :Cudl es el drea de un prisma
semejante cuyas dimensiones son la mitad de las primeras?

Estando las dimensiones en la relacion de 2 a 1, las dreas esiaran en la rela-
cion de 4 a 1.

= 551 m?

Area del prisma: A = %

853. :Qué lado se ha de.dar a un cubo para que su superficie sea la mitad
de la de otro cubo que tiene 16 m de lado?

Tenemos —_—= ==

167 =
= =82
x =25 V

854, Un prisma tiene 12,25 m*® de drea lateral. ;Cudl es el drea de otro
semejante cuyas aristas tienen una longitud tres veces mayor que las del pri-
mero?

El area serd 9 weces mayor o sea 110,25 m?®.

11,3136 m

855. Se trata de reducir un prisma triangular de 3,5 m de alto v 2 m®
de base a otro semejante que tenga s6lo 1 m de alto. ;Cual serd el irea de su base?
Las dreas de las bases son proporcionales a los cuadrados de sus dimensiones

homologas.
Luego 2 &
x 1*
de donde: x = 0,1633 m®

856. En qué proporcion estdn las dareas v volumenes de dos cubos que
tienen respectivamente 2 v 4 m de lado?

Al estar los lados en la relacion de 2 a 4 o de 1 a 2.

Las areas estardn en la relacion de 1 a 4.

Los volamenes en la relacion de 1 a 8.

857. Si se hacen los planos de un edificio segin la escala de 1 cm por
metro, scudles serian, con relaciéon a este plano, las dimensiones, dreas v vola-
menes verdaderos?

® 1.° Las dimensiones son 100 veces mayores.
® 2.9 Las dreas son 10.000 veces mayores.
i @ 3.9 Los volimenes son 1 000 000 de veces mayores.

1 858. Un aprendiz de carpintero tiene que hacer una caja semejante a otra
cuyas dimensiones son: altura, 30 cm; anchura, 48 cm; longitud, 60 cm. Esta
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caja ha de tener 4 cm menos en la altura, v el aprendiz hace la caja con 4 cm
menos en cada dimension. :Cudl es el error cometido?
Stendo las dos cajas sélidos semejantes, las dimensiones estdan en la misina relacion.
Sea la anchura x em v la longitud v cm.

30 _ 48 60
26 x kY
De las dos pruneras razones resulta: x = 41,6 cm
De la primera y tercera: y =152 cm
Error cometido en la anchura: 4 416 = 24 cm
Error cometido en la longitud : 56 —52 = 4 cm
859. La arista de un cubo tiene 0,37 m. ;Cudl es la arista de un cubo
doble?
2
0,37% 1
de donde x — /037 « 2 =0374/2 = 0,466 m

860. Un paralelepipedo tiene 16 m? de volumen. (Cudl serd el volumen
de otro semejante de aristas tres veces mayores?

v _ 3
16 18
de donde: V=16 ¥ 3" = 432 m’

861. :Cudles son las dimensiones de una caja en forma de prisma regular
de base cuadrada cuya capacidad es de 4 m*® v su alturd el triple del lado de la

base?
Liamanac x al lado de la base, la altura serd 3x.
Volumen: ¥ X 3x=3"=1
/4
R “f-‘%:%v%:hmm
3 3
Altura: 3x — 330 m

862. Las dimensiones de dos paralelepipedos de madera son: altura, 2 y
3 m; longitud, 6 v 7 m; anchura, 3,5 v 4,5 m. ;Son semejantes? En caso con-
trario, (qué se ha de modificar en la longitud vy anchura del menor para hacerlos
semejantes, sin que cambie la altura?

No son semejantes los paralelepipedos por ser desiguales las relaciones de las
dimensiones

B b 38

37 7 45
Representemos por x, v la longitud v anchura del paralelepipedo menor, se-
mejante al mavor; tendremos:
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de donde x = 4,67 m; y=3m
Hayv que disminuir la longitud en 6 — 4,67=133m
Hay que disminuiv la anchura en 35—3 = 0,50 m

863. Un paralelepipedo tiene 5 m de largo, 4 m de ancho v 3 m de alto;
otro semejante tiene 6 m de ancho. ¢Cudles seran las demds dimensiones?
Representando por x la longitud pedida, por v la altura, tendremos:

45 3
6 x 3
de donde: g = Z 6 =75m
6 x 3
y = : — 45 m

864. Tres cubos tienen de lado respectivamente 3, 4 y 5 m. Hallar el lado
de otro cubo equivalente a los tres primeros.

Lado del cubo pedido: 1=~/3 - 4° + 52 =6m

865. El pendn errdtico de Pravolla, en los Alpes, tiene de volumen 17 000 m?®.
¢Cudles serian sus dimensiones si se quisiera labrar con él un paralelepipedo
de bases cuadradas v de altura doble del lado de las bases? Se concede que para
esta operacién el volumen del pefién se reduce a los 9/10 del volumen primitivo.

17 000 x 9
10
Representando por x el lado de la base, la altura serda 2x

Volumen: X % 2x = 2x% = 15300

Volumen del paralelepipedo : = 15300 m*

Lado de la base: x=———=197m

Altura: 2x =394 m

IX. Piramides semejantes

866. Hallar el lado de un tetraedro regular de 10 m*® de volumen.

3
Volumen (GuoM. 769): ;’—7 A2 =10

_j10x12  [1204/2 4 _
A= ; 7\3/ . — /602 = 4394 m

867. Un tetraedro regular de 1 m de lado tiene 0,117 851 m® de volu-
men. Hallar el volumen de los tetraedros regulares cuyos lados miden: 1.2 0,5 my;
2201 m; 3.° 4,5 m.
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Los lados de estos tetraedros son, respecto del tetraedro dado, como
1 1 9

27 10 2
Los voliimenes se hallardn multiplicando 0,117 851 por el cubo de estas rela-
ciones, o sea por

1 1 729

8’ 1000’ 3
10 0,014 731 m®
2.0 0,000 117 m?
3.0 10,739 172 m?

868. Una piramide triangular regular tiene de altura 4,5 m v por lado
de la base 2,25 m. Hallar la longitud del lado de la
base de otra semejante que tenga 3 m de alto. - S

De la semejanza de las pirdmides resulta:

x _ 3
225 45
de donde: x=15m

869. Hallar la altura v el volumen de dos pira-
mides semejantes (fig. 494) cuvas bases cuadradas
tienen 2025 v 1681 m® de drea, suponiendo que la
inclinacion de sus aristas laterales es de 1,4142.
® 1.° [Inelinacion:

i(c)) — 14142 = /2, SO = AOV2

Fig. 494

Pero AQ, en la pirdmide, se deduce de la velacion

JAQ? — AR  AO — AB _ A/2025 _ 45

' V2 A2 V2

Altura 1.2 pirdmide: SO =32 % A/2 — 45 m
V2
Volisen 1> pirdmide: V = %S;ﬁ — 30375 m®

e 2.0 Comparamos las alturas y woliimenes con lados homdélogos:

Ju /1681 41

= — h, =41 m
45 /2025 45
v, 41 41° x 45°
. v, — A X 45 _ 95973 2/3 m?
30375 458 1T 45 % 3 I3

870. Se quieren hacer seis zocalos de piedra de silleria sobrepuestos en
gradas de igual altura, que es de 1,8 m para los seis zdcalos. El primero debe
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tener 6 m de lado e introducirse 42 cm en el que le sigue v asi sucesivamente.
Hallar la altura de cada zdcalo, la longitud del lado de la base de cada uno v
el volumen total (fig. 495).

e 1.0 Altura de cada zécalo: 1,8:6 = 0,3 m.
e 2.9 Ladodela base:

1 6 m 3° 432m 5° 264m
20 516m 4° 348m 60 1,80 m

/ l C e 30 Volumendell.o: 68 > 0,3=10,800 m*

» del 2.0: 516 % 0,3= 7,987 68 m?®
v del3.0: 4322 x03= 5,598 72 m?®
v del4.9: 348 0,3= 3,633 12 m?
v del 500 2,64 0,3= 2,090 88 m*
v del 60018 «03= 0,972 m®

Fig. 495

Volumen total : 31,082 40 m?

871. ;A qué distancia del vértice debe cortarse una pirdmide paralela-
mente a la base para que resulten dos partes equivalentes?
Sean P v P’ las pirdamides total v parcial; h v W' las alturas respectivas:

W_P _ 1 K1
WP 2 KA
i A b — kX % — h x 0,7937

872. Un tronco de pirdmide tiene 855 cm® de volumen v 15 cm de altura;
la base menor es un cuadrado de 6 cm de lado. Hallar el volumen de la pird-
mide total.

Calculemos el lado x de la base inferior del tronco.

Tenemos (Geom. 839):  15/3 x (36 — 2 + 6x) — 855
de donde 2+ bx — 135 =0

X%
x=—34+494+1353=—-3+12=9cm

La respuesta negativa no es aceplable yva que se irata de una longitud.
Llamemos h a la altura de la pivdmide deficiente.

Lthk_9. h=30em
h 6 B

e 92X (3(; + 15)

873. Un tronco de pirdmide tiene por volumen 1 dm® v sus bases son
triangulos equildteros de 12 v 7 cm de lado. Hallar la altura v el volumen de
la pirdmide total.

Liamemos a la altura del tronco h,. Tendremos:

| 111(122\/572\5
3\ 4

4

Tenemos:

Vol. pirdmide total: = 1215 cm?®
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e o =
de donde 2’%\/_3 = 1000 hy = &207}43 — 25,01 em
7

Liamando < a la altura de la base deficiente, tenemos:
7
x -+ 25,01 12
Altura de la piramide : h = 2501 + 35,01 = 60,02 cm
122 4/3 60,02
4 3
874. Se corta una pirdmide por un plano que pasa por el tercio de las
aristas, a contar desde el vértice, v paralelo a la base. :Cudntas veces contiene
la pirdmide primitiva a la pirdimide deficiente?
La pirdmide primitiva contiene 27 wveces a la pirdamide deficiente, pues
vV _ 3 _ 2
v’ 1 1
875. Una pirdmide de 36 c¢m de altura tiene por base un exdgono regular
de 12 cm de lado. ;A qué distancia del vértice se halla una seccién paralela a
la base si el drea de la seccién es de 1 dm?®?
3 ¢ 1224/3
2

de donde  x = 35,01 em

Volumen de la pirdamide: V — = 1247,45568 cm®

Area del exdgono base: = 374,112 cm?

36* 374,112
& 100
36° < 100 360
374,112 19,342
876. En la misma pirdmide, :a qué distancia se halla la seccién si el volu-
men del tronco restante es de 2 dm?®?

Segiin Grom. 754:

de donde: d=

= 18,61 cm

Vol. de la pirdmide total: V, = 374,112 «

% — 4489344 cm®.

Vol. de la piramide deficiente: V, = 4489344 — 2000 = 2489 344 em?®.

4 2489344
36° 4489 344

36° % 2489344
4489, 344

877. la parte principal del obeliseco de Lugsor, que se halla en Paris,
es un tronco de piramide de 21,6 m de altura. Las bases cuadradas tienen, res-
pectivamente, 2,42 m v 1,54 m de lado. :Cual seria la altura de la piramide total?

Las alturas son proporcionales a las aristas; llamando H a la altura de la
pirdmide total v h a la altura de la pirdmide deficiente, tendremos:

242 H

Por tanto

de donde d= = 36 % 0,822 = 29,592 cm

1,54 n
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Restando cada consecuente de su antecedente, resultard:

242 — 1,54 _H-—h _ 216
1,54 h h

por lo cual

h
v H =378 + 21,6

»

37,8 m
59,4 m

878. Una estatua maciza de bronce, de tamafio natural, pesa 482 kg. ;Cudn-
to pesard otra estatua cuvo tamafo sea la cuarta parte de la primera?

El peso serd 64 veces menor, o sea 7,531 kg
879. Las chapas de blindaje, fabricadas en el Creuzot, pesan hasta 3594,24
kilogramos. ;Cudles son las dimensiones de una de ellas de forma paralelepipé-

dica, si las aristas son entre si como los numeros 6, 80 y 120? Densidad del hierro:
7.8.

Dimensiones : 6x, 80x, 120x

3594.24
7.8

= 0,008, x=02dm

Volumen de la chapa: 6x x 80x x 120x =

3 359424

Y T 78 % 6 x 80 % 120

6x = 1,2 dm 80x = 16 dm 120x = 24 dm

880. En la fibrica de Essen, donde se funden los cafiones Krupp, se ob-
tienen masas de acero fundido que pesan hasta 37 000 kg. ;Cudles serian las
dimensiones de una de ellas, de forma prismdtica, con base rectangular, v cuvas
aristas son entre si como los numeros 3, 4 v 57 Densidad del acero: 7,829.

E!l raciocinio es andlogo al anterior:

1,286 m, 1,714 m, 2,143 m

881. En la misma fibrica funciona un martinete que pesa 50000 kg.
¢Cusles son sus dimensiones, sabiendo que tiene la forma de una pirdmide
truncada de base cuadrada, cuvos lados son entre si como 4 y 3 1/2 y cuya al-

tura es igual a dos veces v media el lado de la base mayor? Densidad del hierro:
7,788.

Dimensiones : 4x, 3,5x  10x  (en metros)
Volumen x densidad = peso

% (1622 + 12,25x* + 14x%) 7,788 = 50

B 50 % 3 v
i 7,788 x 10 x 42257 °
4x =1428 m ; 35x=125m ; 10x =357 m

0,357 m

882. Un martillo de hierro colado tiene las dimensiones expresadas en
la figura 496 v la forma de prisma cuadrangular que termina en otro de base
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trapecial. ¢Cudl es el volumen de este martillo y cuiles serian las dimensiones
de otro semejante que pesase 10,29 kg? Densidad del hierro colado: 7,202.
® 1.0 FEl wolumen del martillo consta del volumen del prisma cuadrangular,
aumentado con el volumen del prisma de base trapecial, menos el volumen del hueco
prismdtico donde se introduce el mango.

Prisma cuadrangular: 5

52 =% 41 x 50 = 106 600 mm?®

Prisma de base trapecial :

(%)xmxsz: 59 800 mm® D :

—]

Volumen total:

o
wn
166 400 mm® |
mm’ }:'14 i
Volumen del hueco: \ 4.
22 % 14 % 52 = 16 016 mm® Ne—52-—
Volumen real : 150 384 mm® Fig. 496

® 2.9 Los volumenes de los martillos son entre si como los cubos de las dimen-
siones homdlogas, o sea:

150,384 .02 _ 50% 1 2% 1P B

10290 : 7,202 & 4? 5 2* w £

de donde x = 110 mm
u=3mm ; t=11 mm.

; y=106mm ; z=87mm ; v = 47 mm;

883. Con la hulla extraida durante el afio 1875 se hubiera podido cons-
truir una piramide exagonal regular de 1 km de lado y 200 millones de toneladas
de peso. ;Cudl seria la altura de esta pirdmide? Densidad de la hulla: 1,135.

Volumen de la piramide: 200 000 000 : 1,135 m?

h (3 x 1000% 200 000 000
% & (3 x 1000° /7Y _ 200000006
R 3 ( 2 ‘/_) 1,135
W _ s03u4m

j s ..
1135 4/3

884. ;Cudles serian las dimensiones de una pirdmide semejante a la an-
terior, construida con el cobre extraido durante el mismo afio, si la produccién
total se evalia en 70 000 toneladas? Densidad del cobre: 8,788.

Llamando x al lado de la base y h a la altura, tendremos, comparando los
voliimenes : .

200 000 000 : 1,135 _ 1000° _ 20347

70 000 : 8,788 xF w
de donde: x=7674m h=156m
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X. Demostrar las siguientes proposiciones

Prisma

885. Las diagonales de un paralelepipedo se cortan en sus puntos medios.

Sea el paralelepipedo AG (fig. 497). Por dos aristas opuestas BF v DH tra-
cemos un planc. Por ser estas dos rectas iguales v paralelas, el cuadrildtero BFHD
es un paralelogramo v las diagonales BH y DF se cortan en su punto medio.

Si dos diagonales cualesquiera se cortan en sus puntos medios, tedas las diago-
nales tienen que pasar por un mismo punto, que es el punto medio de cada una de ellas.

G H

Fig. 497 Fig. 498

886. Los dos planos diagonales que pasan por las aristas paralelas de un
paralelepipedo le descomponen en cuatro partes equivalentes.

En efecto, en el paralelepipedo AC (fig. 498), los dos planos ABC, DEF se
cortan segun la reeta MN, paralela a la AB; pues el plano ABC es paralelo a la rec-
ta DE v, por tanto, la interseccion de los planos DEF v ABC, esto es, [a recia MN,
serd paralela a la DE o a la AB.

Ademds, el punto N es el punto de concurso de las diagonales del paralelo-
gramo BC. Luego los cuatro tricdngulos BMD, DMC ete., son equizvalentes (520 bis).

Y, en consecuencia, ios prismas triangulares BMDA, DMCE, FCMN,
FMBA son equivalentes, va que tienen la misma altura v bases equivalentes.

887. Uniendo los puntos de interseccion de las diagonales de dos caras
opuestas de un paralelepipedo, la recta de unién contiene todos los puntos de
interseccién de las diagonales de toda seccién plana trazada entre las menciona-
das caras.

En efecto, la recta MIN que une los puntos de interseccion de las diagonales
de dos caras opuesias del paralelepipedo AC puede tomarse como interseccion de
los planos ABC, EDF (fig. 498).

Consideremos la seccion plana PQRS trazada entre las caras opuestas BMD,
ANE del paralelepipedo AC. EI plano diagonal ABC coria a dicha seccion segiin
la diagonal PR, v al plano diagonal EDF, segqiin la diagonal QS.
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Por consiguiente, el punto de concurso de las diagonales PR v QS se halla sobre
la recta NIN.
La recta M es, por tanto, el lugar geométrico de los centros de los para=
lelogramos que se obtienen al trazar secciones planas entre las caras opuestas BMD

v ANE del paralelepipedo AC.

888.

pectivas a la arista opuesta.

Si en un prisma triangular se traza un plano paralelo a una de las
caras laterales, dicha cara v la seccidon son proporcionales a sus distancias res-

Evidentemente un plano, tal como el FGIH (fig. 499), paralelo a la cara BE

del prisma triangular ABCE, determina un paralelogramo.
Ahora bien, los paralelogramos BCED y FGIH fienen
una dimension comuin, BD = FH, v sus dngulos son res-

pectivamente iguales.

Por tanto, sus dreas serdn proporcionales a las otras
dos dimensiones; luego:

v también

suponiendo que AJ] v AK sean las distancias respectivas del
punto A a las caras BCED y FGIH.

BCED _ A] Fig. 499

BCED _ BC
FGIH  FG
BC _ AB _ A]
FG AF AK

En consecuencia:

FGIH  AK

889. En un cubo, el plano que pasa por el punto medio de tres aristas
concurrentes corta al solido segn un exdgono regular.

no paralelas y no

Fig. 500

Consideremos el plano trazado por los puntos
medios 1, J, K (fig. 500), de tres aristas no paralelas,
dos a dos, v que no pertenecen a un wmisimo dngulo
salido.

Tracemos las diagonales BE, BG, GE de las
tres caras del dngulo siélide F, v la diagonal AC.

La recta 1], que mne los puntos medios de BA
v CB, es paralela a la recia AC e igual a la mitad
de la misma. También JK es paralela a BG e igual
a su mitad.

Luego el plano 1JK, trazado por rectas paralelas
a EG v BG, es paralelo a los planos BEG v ACH.
Por lo tanto, KL v CH son paralelas como inter-
secciones de dos planos paralelos 1JKL. v ACH, por
un tercero CGH.

Pero K es el punto medio de CG; luego 1. es

el punto medio de GH, v KL = CH/2, etc. Por consiguiente, el plano 1JK pasa
por L, M, N, puntos medios de los lados correspondientes.

El exdgono obtenido es regular, pues cada lado es la mitad del lado de un tridn-
gulo equilatero, v los dngulos son iguales, como suplementos de los dngulos de un



342 GEOMETRIA DEL ESPACIO

tridngulo equildtero. En efecto, la recta 1] es paralela a EG; JK es paralela a BG;
luego el dngulo 1JK es el suplemento del dngulo BGE.

890. :A gué distancia del vértice hay que cortar una pirarnide, paralela-
mente a la base, para que las dos porciones resulten equivalentes?

Sea P la pirdmide total, P’ la pirdamide parcial; h vy h' las alturas respectivas.
Tenemos la relacién:

e_P_ 1 K1

B P 2 k3
De donde h' =k x 0,7937

Nota. — Puede escribirse también :

W_1_
V24

luego h' = % 4

S

h 32

%

891. Demostrar geométricamente las formulas siguientes (fig. 501):

I. (a—+ b)z =a® < 3a®h + 3agb® + B
II. (@ — &) = a®> — 3a°b + 3ab®> — b°

® 1. Sobre una misina recta tomese, a continuacién una de otra, las longitudes
BC = a, CA = b v constrivase un cubo que tenza

D por arista la swmma (a + b). Sea el cubo AD.

Tomemos sobre las otras dos dimensiones del
H cubo, v a partir del vértice A, longitudes Al =
= AG =b y por los puntos C, G, 1 tracemos
planos paralelos respectivamente a las caras AL,
.13 BM, AK, los cuales descompondrdn al exaedro AD
en ocho partes, a saber:
P 1.0 El cubo ED = a°.

& R 2.9 Tres paralelepipedos andlogos al EL, cada
uno de los cuales descansa sobre una de las caras
EF, F], EH del cubo ED; de aqui que la suma

B de ellos sea  3a®b.

Fig. 501 3.0 Tres paralelepipedos andlogos al EM, o

sea  3ab?

4.0 El cubo AE = b®,
Por tanto a -+ b)® = a® + 3a’b - 3ab® | b®

o II. Supongamos que en la figura 501 sea AB = a, AC = b. El cubo que
tiene por arista (a — b), viene ahora representado por el ED.

1.0 Separemos del cubo AD tres paralelepipedos andlogos al AF, o sea los
paralelepipedos AF, AH, AJ, cuvo wvolumen total es  32°b.

2.°  Procediendo asi, hemos separado los paralelepipedos AN, AP, AQ, dos
wveees, v el cubo AE, tres weces; habrd pues que afiadir una ves los cuerpos AN,
AP, AQ y dos weces el cubo AE, o sea en junto- 3ab® -+ 2b°.
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3.0 En esta iltima operacion, al agresar una wves los paralelepipedos AN,
AP, AQ, hemos agregado tres veces el cubo AE; habrd que rebajar, por tanto, estos
valores, es decir,  3b%.

En resumen, se tendrd que:

(@ — b =a® — 3a°b + 3ab® + 2B° — 37
= a* — 3a°h + 3ab® — B*

892. El volumen de un prisma triangular es igual al producto de una
cara lateral cualquiera, por la mitad de la
distancia de esta cara a la arista opuesta (figu-
ra 502).

En efecto, sabido es que un prisma trian-
gular es equivalente a la mitad de un paralele-
pipedo de igual base y de la misma altura, y
como en un paralelepipedo podemos tomar como
bases dos caras opuestas cualesquiera, de aqui se
sigue que el wvolumen del paralelepipedo, duplo
del prisma triangular dado, sea igual al producto
del drea de una cara lateral del prisma por la
distancia de esta cara a la arista opuesta. Luego el volumen de un prisma triangular
es igual al producto de una cara lateral cualquiera por la mitad de la distancia de
esta cara a la arista opuesta.

Fig. 502

893. El volumen de un prisma regular es igual al producto del drea la-
leral por la mitad de la apotema de la base (fig. 503).
_ Por el eje MN de un prisma regular de n caras, y por cada
“arista lateral del mismo, hagamos pasar sucestvamente planos

M que le descompondrdn en n prismas triangulares tguales al
DNCAMB.

A B Ahora bien, si NI es la apotema de la base, serd perpen-
] dicular a la cara ABCD, y el volumen del prisma triangular
DNCAMB serd:

NI
Area ABCD x (n.c 892)
5 N [
de donde n x (DNCAMB) = n x (drea ABCD) x %
D 1 C
Fig. 503 o sea:  wolumen del prisma regular = drea lateral NI
vV — AL < ap
2

&

894. La suma de los cuadrados de las proyecciones de un segmento sobre
tres ejes ortogonales dos a dos, es igual al cuadrado de dicho segmento.

Siempre podremos suponer que el segmento arranca del punto de concurso de
los tres ¢jes ortogonales; pues siempre serd posible desplazar los ejes paralelamente
a si mismos hasta disponerlos de esa suerte, quedando en tal desplazamiento las proyec-
ciones sin variacion alguna en sus valores o magnitudes.
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1z Sean a, b, c (fig. 504) las provecciones del seg-
mento OM o d sobre los ejes ortogonales ox, ov, oz
c) Se tendrd, sucesivamente:
| a®* + p* = 0OD*
oD + & =da&
de donde a> + b* + ¢ = d

Esta propiedad equivale a esta otra: En todo pa-

ralelepipedo rectangulo, el cuadrado de una diagonal

1B . esigual a la suma de los cuadrados de las tres dimen-
Y  siones.

o

Piramide
Fig. 504

895. Los segmentos que unen los puntos medios
de las aristas opuestas de un tetraedro se cruzan en un mismo punto, que es
el punto medio de cada uno de ellos (fig. 505).

Sea el tetraedro VABC. Consideremos el segmento DE que une los puntos
medios de las aristas opuestas AB, VC. Digo que uno cualquiera de los segmentos
que unen dos pares de arisias opuestas restantes, GF, por ejemplo, pasard por el
puntto medio 1, del DE v que, asimismo, el punto 1 es el punto medio de GF.

En efecto, la figura DFEG es un paralelogramo,
va que DF v GE son paralelos a AC e iguales a la
mitad de éste, respectivamente, por lo que sus diagonales
DE v GF se cortan en su punto medio.

896. Los puntos medios de las aristas de un
tetraedro regular son los vértices de un octaedro,
también regular.

Supongamos que el tetraedro VABC (fig. 505)
sea regular; al unir consecutivamente los puntos medios
de las aristas se obtienen ocho tridngulos, cuyvos lados
son la mitad del lado del tetraedro regular dado.

Por consiguiente, todas las caras de la figura
GLEDMFY son ocho iriangulos equildteros, iguales
enire Si.

Ademds, en un tetraedro vegular, VB v AC son
ortogonales; por tanto, la seccion GEFD es un cua-
drado, v las rectas GF, ED son perpendiculares entre
s/ e iguales.

De aqui se concluve que el solido GLEDMF es un octaedro, cuvas ocho caras
son tridngulos equildteros v cuyos ejes DE, GF, LM son iguales y perpendiculares
entre si dos a dos. Luego es un octaedro regular.

Fig. 503

897. Los puntos medios de las aristas de un tetraedro cualquiera son los
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vértices de un octaedro cuvas aristas opuestas son iguales v paralelas, v cuvo
volumen es la mitad del volumen del tetraedro dado.

Los puntos medios G, L, E, D, M, F de las aristas de un tetraedro cualquiera
VABC (fig. 505) son los vértices de un octaedro, en el cual las arvistas GE y DF
son paralelas a la AC, e igual a la mitad de ella; por tanto, GE v DF son iguales
v paralelas.

Ademds, el plano GLE es paralelo al ABC; luego el tetraedro VGLE es se-
mejante al VABC, siendo 1/2 la razén de semejanza, tendremos:

Volumen VGLE _ VG® _ 1 _ 1
Volumen VABC VA? 2 8

Asi pues, =i del tetraedro VABC rebajamos sucesivamente los tetraedros VGLE,
ADMG, BDFL, CEFM, quedard el octaedro considerado.

Por tanto, Vol. GLEDFM — VABC — 4 x % % VABC — % VABC.

898. Dado un tetraedro cuvas seis aristas son iguales, que llamaremos a
(figura 506):

1.0 Si designamos por H el punto medio de la arista CD, demostrar que
el plano ABH es perpendicular a dicha arista CD v B
decir qué dngulo forman las dos direcciones AB v CD. :

2.0 Sise corta el tetraedro por medio de un plano
paralelo a las direcciones AB y CD trazado por un
punto cualquiera M de la arista BC, demostrar que
la seccion MINPQ asi obtenida es un rectingulo. In-
dicar la posicion que ocuparia el punto M dado caso
que la seccion MNPQ fuese un cuadrado.

3.0 De qué naturaleza son los dos sélidos en
que la seccion MNPQ divide al tetraedro?
® 1.0 Como las medianas AH v BH son al misno
tiempo alturas de los tridngulos equildteros ADC v BDC,
la recta CD serd perpendicular a las AH y BH y, por
tanto, al plane ABH.

De lo dicho se desprende que la recta CD es per- Fig. 506
pendicular a cualquiera otra vecta trazada en el plano
ABH v, por consiguiente, a la AB; forman, pues, un angulo de 90°.
e 2.° Por el paralelismo del plano seccion MINPQ, resulta que las rectas MQ
v PN son paralelas a la CD, v las recias PQ v MN lo son también a la AB.

Mas acabamos de ver que las recias CD y AB son ortogonales; por tanto, las
rectas MQ, PN serdn perpendiculares a las PQ, MN, y el cuadrildtero MNPQ,
por tener sus lados paralelos y rectangulares, sera un rectangulo.

Para que dicho rectangulo fuese un cuadrado seria necesario que el punto M
fuese el punto medio de BC. En este caso se tendria que

MQ = PN = %9 y  PQ = MN —

AB
2

Al ser iguales las aristas CD v AB, resultard que todos los lados del rectdngulo
MNPQ serdn iguales, siendo, por tante, un cuadrado.
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® 3.° [La seccion MINPQ descompone al tetraedro en estos dos sélidos:
ABMNPQ y DCMNPQ.

El primero tiene las aristas AB, NM, PQ paralelas y el segundo tiene las DC,
MQ, PN también paralelas; por tanto, estos dos sélidos son dos troncos de prismas.

899. Hallar el volumen del paralelepipedo rectdngulo ABCDEFGH (figu-
ra 507) sabiendo que sus tres dimensiones AB, AD, AE son proporcionales a
los nameros 3, 4, 5 ¥ que la diagonal AC del rectangulo ABCD es igual a 1 m.

F B Dimensiones:
y AB = 3x; AD = 4x; AE = 5x
\\ : 4/ Vol. paralelepipedo :
. — A V= 3x x 4x X 5x =604 (1)
0 En el recidngulo ABCD:
o\ Tode @ + e = 1
7 L de donde
& \
4 e= [L_1
H D ’ 25 5
Fig. 507

Sustituyendo en (1):

_ 1V 60 3
v 60(5> o~ 0,48 m
900. Dado un cubo ABCDEFGH (fig. 508) de arista @, hacemos pasar
un plano transversal por la recta DH, diagonal de la cara superior, v por el vér-
tice B, con lo cual queda determinada la pirdmide ABDH. Hillese el volumen
v el drea total de dicha pirdmide.
® 1° Tomando el punto B como vértice de la pirdmide, la altura AB serd la
arista a, v la base AHD serd un semicuadrado de lado a; por tanto:

2 3
v—a , a _2a
3

3 6
El wolumen de la pirdmide es igual a la sexta parte H G
del volumen del cubo. /
® 2.0 El drea total de la pirdmide se compone de tres A= D
semicuadrados iguales al AHD mds el drea del tridngulo
equildtero BHD, cuvos lados son iguales a las diagonales
de las caras del cubo: E
A3 x | @23 oty
2 4
a c
A:?G+Mﬁ

Fig. 508
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901. Dada una pirdmide (fig. 509) cuya base y caras laterales son tridngulos
equildteros de lado a, calcular:

1.0 El drea total.

2. Calcular el volumen de la pirdmide.

La pirdmide dada es un tetraedro regular.
® 1.0 El drea lateral es la de 4 tridng. equild-
teros de lado a

AT:4xi4\/i:a2\/§

® 2.° Las aristas VA, VB, VC son segmentos \
oblicuos iguales. El pie, G, de la perpendicular VG A& =
equidista de A, B y C. G es por tanto el circun- ' @

centro, y en este caso ademds baricentro, del AABC. Fig. 509

Poy tanto:

AG=—2xAD—2 x 23 _ a3

3
En AVAG: VG — /e (a3

aﬁ _ a’ /2
3 12

Volumen VABC: V = % X “22/5 %

902. El volumen de una pirdmide regular es igual al producto del drea
lateral por 13 de la distancia del centro de la base a una cara lateral.

Sea P una pirdmide regular de n caras, O el centro de su base v S la ciispide.
Haciendo pasar planos por el centro O, la cispide S v cada uno de los wértices de
la base, la pirdmide P queda dividida en n pirdmides triangulares iguales, cuyas
bases son las caras de P v cuvas cispides se confunden con el centro O. Su altura
es, pues, la distancia d de O a cada una de las caras (la misma para todas).

Llamandoe A al drea de cada una de las cavas de Py V a su volumen, tendremos :

V=(%A><d)>< n= (A X n) X%=érea1ateraldeP X%

903. EI volumen de un tronco de pirémide
triangular (fig. 510) de bases paralelas es igual
a la sexta parte de la altura del tronco por la
suma de las dreas de las dos bases, mas el cud-
druplo del drea de la seccién equidistante de
estas bases.

Si V, B, b, S, h representan respectivamente
el volumen del tronco de pirdmide ABCDEF, el
drea ABC, el drea DEF, el drea MNP y la altura
del tronco, decimos que serd:

V:%(B4b+48)
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Primera demostracion AABC ~ AMNP ~ ADEF

o Area ABC _ Area MINP _ Area DEF

AR MNE DE?

o bien =

de ahi que sea \/ﬁ - \/; _ \/g

% (VB + /b) JE
v también = ‘k'

]7 (A< mry MH
e % (AR + DE) = MN
se infiere que también serd »\/% % (vB «‘/{_;)
0 sea g - % (\/B i \6}_.

Por ctra parte, sabido es que

\-':%(be;\/ﬁ):%(zfsf21:42«/85)
\-"=%[B—‘b+(B—‘b—2«/Bb)]
8l

\':%[be+(«/§+x/3)f]

v, por iltimo:

b

v B b 48
6( )

Segunda demostracién.  E! volumen del tronco ABCDEF representado
por N puede descomponerse en esta forma:

V = AGIDEF + CHGIEF - EGBH

V = AGT - Je CHGI-% » GBH-% s % (6AGI + 3CHGI + 2GBH)

Teniendo en cuenta que DEF = MJL = AGI, que CHGI = 2 JKPL v que
BGH = 4 JNK, tenemos:
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V= % [(AGI + CHGI + GBH) + AGI + 4AGI 4+ 2CHGI + GBH]
” % (ABC + DEF ~ 4M]JL + 4]JKPL + 4JNK)

= ~§— (ABC + DEF — 4MNP) — % (B + b+ 48)

XI. Poliedros regulares

904. :Cudl es el nimero de aristas de un octaedro regular?
El octaedro vegular estd limitado por 8 tridngulos equildteros cuve niimero

total de lados serd 8 =< 3 = 24, los cuales combinades de dos en dos para formar
los dngules diedros, dardn:

24:2 = 12 aristas

905. ;Cudl es el drea de un octaedro regular de 3 cm de arista?

A=28xX "1/3 =2F /3
Si I=3cem, A=2x9+/3=31176 cm®

906. :Como puede descomponerse el volumen del octaedro regular?
Puede descomponerse en dos pirdmides cuadrvangulares vegulares que tienen por
altura la semidiagonal del octaedro.

907. :Cudl es el volumen del mismo?

La altura de cada una de las dos piramides cuadrangulares en que se puede
dividir al octaedro es igual a la semidiagonal del octaedro; litego

h _d va - al _ a\ﬁ
2 2 2

Volumen octaedro: V= (% X ab % ‘07@) < 2= zVT\/Z
z

908. :Cudl es el ntimero de aristas de un icosaedro regular?
De un raciocinio andlogo al del nim. 904, resulta:
20—53 = 30 aristas

909. :Cudl es el drea de un icosaedro regular de' 3 cm de arista?
Esta drea es igual a la de 20 tridngulos equildteros iguales, o sea:

A=20><“£J3:5a“~«/§

Si a=3cm: A=35%9+3 =779 cm?
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910. ;Cudl es la arista de un icosaedro regular de 1 dm?® de drea?

Segiin la formula anterior:  5a° '\/5 =

. 1
por tanto: a=_/ = 0,339 dm
5 '\/5

911. Un octaedro estd inscrito en un exaedro regular de arista a, de tal
E modo que cada vértice sea tangente en el centro
de una cara del exaedro. Calcular el drea v

volumen del octaedro (fig. 511).

A Las 12 aristas son iguales; cada una es la
hipotenusa de un tridngulo rectdngulo isésceles,
cuyos catetos valen cada uno al2.

[ 7 3w
Arista: 1] = _[2 bl =—aﬁ
2 2
~D @ 1.° Area del octaedro; consta de 8 tridn-

oulos equildteros de lado 1]:
B =g

1. ar2 _ .2 /2

Fig. 511 AT:TK(—Z )\/EXS—aZ'\/:;

e 29 Volumen: La base de cada pirdmide es un cuadrado de lado 1J:

Area base: B = (%) e

z
Altura de cada pirdmide (n.o 907): h = 2 5 2 ‘\Zﬁ = %
Vol. octaedro: V = A ( a? i) w2 = a’
3\2 2 6

912. :Cudl es el numero de aristas de un dodecaedro regular?
El dodecaedro estd limitado por 12 pentdgonos regulares iguales.

5 x 12
2
913. ;Cudl es el drea de un dodecaedro regular de 3 cm de lado?
Este drea se compone de 12 pentdgonos regulares iguales, cievos lados (GEOM. 452)
v apotema (Grom. 449) son:

Luego tiene = 30 aristas.

Lado del pentdgono en funcién de 1 l =

=

2
Apotema: ap = _% PR )
21

10— Denfs

Despejando r en (1): r =
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Llevando r a (2): ap=% 104X724f/§_12=% #_1:
AYi == B

i f84 /8 I (Hﬁ)(s——x/?):_l\/su«/?

2 5 /5 2 20 2 5
Avrea pentdgono: Al =p xXap= 57[ b4 ?l 3 +52 \/g
~£ 511045

Area didecdgono: A = 12A, = 31® \/25 + 10+/5

Aplicacién: paral = 3 cm: A=27V25 +104/5 = 185,810 76 cm?®

914, Cual es la arista de un dodecaedro regular de 1 dm?® de area?
Tenemos (913) 3PFV25 +10 \/§= 1 esdecir P x 20,64564 =1

1
e (S SR
2064564 12201 dm

915. Trazar el desarrollo de la superficie total de un octaedro regular
de 2 cm de lado.

Este desarrollo consta de 8 tridngulos equildteros iguales (fig. 512).

1.0 Se trazan dos circunferencias iguales de 2 cmn de radio que se intercepten
en un arco de 600,

2.0 Se trazan en cada una de ellas ires arcos de 60° ademds del que inter-
ceptan.

3.0 Se trazan las cuerdas v radios correspondientes.

Fig. 512 Fig. 513

916. Trazar el desarrollo de un icosaedro regular de 2 ¢cm de arista.

Este desarrollo consta de 20 tridngulos equildteros iguales (fig. 513).

1.0 Se traza un paralelogramo ABCD tal que £ A = 60°, AB = 10 ecm v
AD = 2 cm. ’
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2,0 Se dividen AB v CD en 5 partes iguales.

3.0 Se trazan 10 tridngulos equildteros uniendo los puntos de divisicn.

4.0 Se construven otros 10 tridngulos equildteros opuestos por las bases a
los 10 tridngulos anteriores.

917. Trazar el desarrollo de un dodecaedro de 2,5 ¢m de arista.

Este desarrollo consta de
12 pentdgonoes regulares igua-
les de 2,5 cm de lado (fig. 514).

1.0 Se traza una cireun-
ferencia de radio arbitrario,
OM, r se inseribe en ella un
pentdgono regular (GEOMETRIA
460). En uno de sus lados, MIN,
se toma M'I" = 2.5 ecm. Por T
se traza TR paralela a OM.
La civeunferencia de centro O v
radio OR corta a los 5 radios
en puntos que unidos dan un
pentdgono de 2,5 cm de lado.

2.0 Se trazan 3 circunferencias de radio OR que tengan con la anterior por
cuerda comuin el lado v se completan los pentdgonos.

3.0 Se fraza otra serie de seis circunferencias igual a la anterior pero que
tenga una cuerda comuin con alguna de las civeunferencias anterioves. Luego se inscribe
en cada una de ellas un pentdgono.

Fig. 514

918. 'T'razar el desarrollo de la superficie total del sélido de Arquimedes
(figura 515), v calcular esta super-
ficie cuando la arista es de 15 mm.
Este desarrollo consta de 18 cua- +— . — . — 1

drados iguales v de 8 tridgngulos eqiii-
ldteros iguales: ]

Area de los 18 cuadrados: 40,50 cm?
Area delos 8 trigngulos: 7,79 em®* |— VYL AV L ]

Area total: 48,29 em®> Fig. 515
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EJERCICIOS SOBRE LOS CUERPOS REDONDOS

I. Area del cilindro

919. ;Cudl es el drea lateral de un cilindro, si el didgmetro tiene 4 m v
la altura 3,75 m?
Area lateral : AL = 2arl (Growm. 809)
AL =27 x 2 x 3,75 = 47,124 m®
920. El radio de la base de un cilindro es de 2,8 m, la altura es igual a
los 3/5 de la circunferencia de la base. ¢Cudl es el drea lateral de este cilindro?

Circunf. de la base: 28 % 2 % 31416 = 17,592 m

Altura: M: 10,555 m

Area lateral: AL = 17,592 x 10,555 = 185,6836 m?

921. Una columna cilindrica tiene 58 cm de radio v 4 m de altura. ;Cual
es el drea lateral?

Area lateral : AL = 2 x 3,1416 x 0,58 x 4 = 14,577 m?

922. El drea de la base de un cilindro es de 3,08 m?. Hallar el drea lateral
sabiendo que la altura es igual a tres veces el radio de la base.

AL = 2arh = 2ar x 3 = 61°
ar® = 3,08
AL = 3,08 x 6 = 18,48 m?

923. El radio de la base de un cilindro tiene 35 cm, v la altura es el duplo
del diametro. Hallar:

1.2 El drea lateral del cilindro.

2.2 El drea de las bases.

Altura 035 x2x2=14m
® 1.0 Area lateral: AL = 2av] = 2 x 3,1416 % 0,35 ¥ 1,40 = 3,078768 m>
® 2.° Ayrea delas bases: B = 0,35° x 3,1416 x 2 = 0,769692 m?

12 —GEOMETRIA CLAVE, CURSO SUPERIOR
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II. Volumen del cilindro

924. ;Cuidl es el volumen de un cilindro cuya base tiene 2 m? v la altu-
ra 1,46 m? :

V=2x146 = 2,92 m®

925. :Cudl es el volumen de un cilindro que tiene 85 cm de altura v cuya
base tiene 35 cm de radio?

Volumen del cilindro: V = ar’h (Geowm. 812)
V = 3,1416 x 0,35 x 0,85 — 0,327 119 m?

926. ;Cuil es el volumen de un cilindro cuva circunferencia de la base
tiene 3,08 m y la altura 1,50 m?
2

VeBa=E x4
4

br 4

Vo %82 x 1,5 = 1,132 320 m®

T

927." ;Cudntos litros contiene una cuba cilindrica de 4,8 m de didmetro
v 1,96 m de profundidad?

Radio de la base: 48:2 = 24 dm
Volumen: V = 3,1416 = 24* x 19,6 = 35 467,407 litros

928. Un cilindro de 25 cm de radio contiene cierta cantidad de agua.
¢En cudnto se elevard el nivel del agua si durante 13" 30" estd vertiendo agua
en €l un grifo que arroja 16 litros por minuto?

Agua que ha vertido el grifo: 16 x 13,5 = 2161 = 216 dm®
Base del cilindro: 2,5% % 3,1416 = 19,635 dm*
Altura del nivel de agua: 216:19,635 = 11 dm

929. El drea lateral de un cilindro es de 942 cm?® y su altura 15 em. ;Cudl
sera su volumen? (x = 3,14).

Circunferencia de la base: 942:15 = 62,80 cm
Radio: 628: (3,14 x 2)= 10 cm
Volumen: V=10 x 3,14 x 15 = 4710 cm?

930. Con una lamina de laton rectangular ABCD, tal que AB = 40 ¢m
AD = 36 cm, se fabrica un tubo cilindrico. Calcular el drea lateral v el volu-
men del tubo obtenido:

1.2 Cuando se unen los bordes AB v DC de Ia ldmina.

2.9 Cuando se unen ios bordes AD v BC. En ambos casos hay que perder
una faja de 1 cm de ancho.
® 1.9 Se une AB con DC.—En este caso el tubo tiene 40 cm de largo v la
circunferencia de la base 36 — 1 = 35 cm
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Avrea lateral : AL = 40 x 35 = 1400 cm®
. 35

de la base: s —
Radio de la base 7% 314
Volumen: V= 3,14 x [—33 Y x 40 = 3901,26 cm®

2 % 3,14

2.2 Cuando se unen los bordes BC con AD:
Circunferencia de la base: 40—-1= 39 em
Area lateral : AL =39 x 36 = 1404 cm®

Volumen: V= 3,14 x (—32 _¥ x 36— 4359,24 cm®

2 x 3,14
931. Un pozo, comprendida la mamposteria, tiene 1,86 m de didmetro
v 12 m de profundidad. ;Cudntos metros cibicos de tierra ha sido necesario
extraer para construirle?

Ve (%)x 3,1416 x 12 = 32,606 038 m®

III. Dimensiones del cilindro

932. Hallar la altura de un cilindro cuyo volumen es de 2,7 m® v base

3,25 m®.
De la férmula: V=Bxh vesulta h= %
_BF
= —’—3’25 0,83 m

933. Un tonelero tiene que hacer una cuba cilindrica de 1,4 m de pro-
fundidad. ;Cual serd el didmetro, debiendo ser la capacidad de 11 hl? (7 = 22/7).

11 hl equivalen a 1,1 m®.

Vol. cilindro: -27—2 xrrx14=1,1

oo i,1 x 7 1
D tro: =2,/ """ =2x—=1
tanetro xr 1,4)(22 2 m

934, :Cuil es el drea de la base de un cilindro cuyo volumen es de 248 dm?
v su altura 1,2 m?

Tenemos: B x 12 = 248 dm*®

248
B = 210 _ 2
B 20,67 dm'
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935, Cudl es el radio. de la base de un depésito cilindrico de 5000 hl
de capacidad v cuva profundidad es de 5 m?

5000 hl equivalen a 500 m®

Tenemos:

v 500
: Y /500 _ 56
dedarde: T h FE x B e e

936. De un deposito cilindrico cuyo didmetro es de 8,4 m salen 7,7 litros
de agua por segundo. ;Cudnto habrd bajado el nivel del agua al cabo de 3/4 de
hora? (z = 22/7).

Tres cuartos de hora son 45 » 60 = 2700 segundos.
Volumen del agua salida: 7,7 > 2700 litros.

Avrea base depdsito: (%)2 X 22 _ 42 x 22 dm?®

7 7
El nivel bajard: h = % = 3,75 dm

937. Hallar la altura de un cilindro cuva base tiene 84 m?, si esta altura
es la mitad del didmetro.

De la férmula ar* = A resulta:

pete=, ¥ _5i7m
3,1416

938. Una placa circular de hierro colado que sirve para cerrar el registro
de una alcantarilla tiene 4 cm de espesor. ;Cudl serd el didgmetro, si pesa 394,052 kg,
teniendo presente que estd perforada en el centro por un orificio cuadrado de
2 em de lado? Densidad, 7,9; = = 22/7.

Volumen del orificio: 2x2x4= 16 cm?®
gue pesardan: 7,9 x 16 = 126,4 g
Peso de la placa sin orificio: 394,052 + 0,1264 = 394,1784 kg
que representan un volumen de: 3941784 :7,9 = 49,896 dm?®
2 v
V = ar*h  dedonde r =
h
s 49,896 x 7 49,896 x 7
Didmetro: =2 \/ =
idmetr 22 % 04 = 12,6 dm

939. Una troje de forma cilindrica contiene 1200 hl de trigo. :A qué
altura subira el trigo de la troje si ésta tiene 8 m de didmetro?

A
Altura: h=—Y 120 537
2" 3,1416 x
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940. En un cilindro de 1 m® de volumen el didmetro es doble de la altura:
1.0 ;Cuidl es el didmetro?

2.0 ;Cual la altura?

3.0 ;Cual el drea total?

Llamemos t al radio, 2v al didmetro v r a la altura.

® 1.0 Vol cilindro: ar Xr=mf=1
Didmetro:  2r =2 §/—L— — 0,68 x 2 = 1,36 m
31416
e 29 Altura: h=r=0,68m

® 3.9 Ayrea total: AT = 2ar X v + 2ar = 422
AT = 4 x 3,1416 x 0,68 = 5,8107 m?

941. Un cilindro cuya altura es igual al didmetro tiene de drea total 1 m?.
1.0 ;Cudl es su altura?

2.9 ;Cuil su volumen?
Sea r el radio y 2r la altura.
Area total : AT =237 (r + 2¢) = 627 = 1 m?
de donde: AR S Y
3,1416 =< 6
Altura: h=2r=0,23033 x 2 =0,46066 m

Volumen: V = 77 x 2r = 220 = 1 x ?" = 0,076 678 m*

942. El agua contenida en un vaso cilindrico de 35 cm de didmetro v de
1 m de altura ha de envasarse en otro también cilindrico y de 80 cm de didmetro.
¢Hasta qué altura subird el nivel del agua?

Vol. agua 1.7 vaso = Vol. agua 2.° vaso

_!X(LJS)‘E ¥l =3 K 038 zxx
2 2

_ 0,35, 0,8 _ 0,1225
4 T 4 064

943. Hallar el volumen de un cilindro cuya drea total es de 62,8 cm?,
siendo la suma del radio v la altura 5 em. Calcular el drea lateral v la de la base

(= = 3,14).

b4

=0,191 m

Area total : AT = 22R (R + k)
Tendremos, pues: 62,8 =2 x 3,14R x 5 = 31 4R
de donde R=08_5:n » a=5-2=3um
314 .
Volumen: V = 7R*h = 3,14 x 4 x 3 = 37,68 cm?
Area lateral : AL = 3,14 x 2 % 2 % 3 = 37,68 cm’

Area de la base: B= L_z‘w’@ = 12,56 cm?
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944 T,as medidas efectivas de capacidad usadas en el comercio por mayor
son cilindros cuva profundidad es igual al didgmetro. :Cudl es el didgmetro de
las medidas siguientes:

1.0 Del hectolitro. 3.9 Del doble decalitro

2.0 Del medio hectolitro. 4.0 Del decalitro.

5.9 Del medio decalitro.

V = X 2r =2ar dedonde r= 3E

122

o 10 Hectolitro: 2r—2 o/—199 _ 951 x 2 —502dm
, \l 6,2832

® 20 Mediohl: 2¢=2 s—2 _ — 199 x 2 — 3,98 dm
6,2832

20
e 30 Dobledal: 2r=72 4 — 1.4 — 294
_ oble da r 62832 47 x 2 =294dm

& AE Desdlitre: Tp—2.u 10 195 %2 — 232 dins
6,2832

® 50 Mediodal: 2r=2 /——— =092 x 2 —1,84
edio da iy 36,2832 0,92 x ,84 dm

945. :Cudl es el drea total de una cisterna cilindrica de 1200 m* de volu-
men, cuva altura es igual al didmetro?

V== x2r =2 = 1200 m*

e iimde y= o—1200 5959,
2 % 3,1416

El drea interior se compone del drea lateral mds el drea de la base.

= 2ar X 2r + a® = 577

A
A =5 x 3,1416 x 5,758 = 520,7919 m®

IV. Aplicaciones

946. Hallar el peso de un tubo de plomo de 2,5 m de largo, 18 cm de
disgmetro interior y cuyo espesor tiene 8 mm. Densidad del plomo: 11,4
La base del tubo es una corona.
Volumen del tubo: V = x (R* — ")} k
Peso del tubo: P=aR*—Phxd
P — 3,1416 (0,98° — 0,9%) x 25 x 11,4 = 134,662 kg

947. ;A cudntos kilogramos equivale la presién del agua en el fondo de
una cisterna cilindrica de 5,75 m de didmetro, si el agua llega a una altura de
3,4 m?
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Presicn es la fuerza por cada unidad de superficie:

presidn = Suﬁeejji:'cie = gpecmw S R

presion = 34 dm % 1 = 34 kg|/dm®

948. Se ha cavado un pozo de forma cilindrica de 12,8 m de profundidad
por 1,9 m de didmetro. :Cudl es su volumen? Tomese = = 3,14. Se construye
después en esa excavacion una pared de mamposteria alrededor y verticalmente.
Concluida la obra, el pozo cilindrico tiene 1,5 m de diametro. ;A cuanto as-
ciende el gasto total si se han dado 160 pts por metro cubico de tierra extraida

y 500 pts por metro ciibico de mamposteria?

Volumen del pozo: 0,95 x 3,14 x 12,80 = 36,27328 m?

Coste del vactado : 160 x 36,273 28 = 5 803,70 pts
Volumen de la canteria: 3,14 x 12,80 x (0,95* — 0,75%) = 13,665 28 m*®
Coste de la canteria: 5003 13,665 28 = 6 832,60 pts
Imporie total: 5803,70 — 6832,60 = 12 636,30 pis

949. Un cilindro 1lleno de un liquido cuva densidad es 0,915 tiene 25 cm
de altura interior y 20 cm de didmetro interior. Hallar ei peso total si el vaso
tiene 1 mm de espesor. Densidad del recipiente 4,4.

Peso del liquido: a x 12 % 2,5 x 0,915

Volumen de la envoltura: = (1,017 — 1) x 2,5
Volumen del fondo del vaso: = x 1,017 x 0,01

2,2875 ke
0,05025 7 dm®
0,010201 = dm?®

Volumen toral: 0,060451 = dm?
Peso del vaso: 0,0604517 x 44 = 0,2659844 7 kg
Peso total: 7 (2,2875 + 0,2659844) = 8,022 kg

950. La altura interior de un vaso de cinc de 1 litro de capacidad v de
forma cilindrica es el duplo del diametro v su espesor es de 5 mm. Hallar su
peso. Densidad del cinc 7,19.

o ; 1
R - del vaso: ¥ = o——— — 04
adio interior del vaso: ¥ T % 31416 0,43 dm

Altura interior del vaso: 0,43 < 4 = 1,72 dm

Radio exterior del vaso: 0,43 - 0,05 = 0,48 dm

Volumen de la envoltura: = (0,48% — 0,43%) = 1,72 = 0,07826 =~

Volumen del fondo del vaso: T % 0,487 = 0,05 = 0,01152 ~

Peso del vaso: = (0,07826 + 0,01152) = 7,19 = 2,02796 kg

951. En un tubo cilindrico de 10 cm de didmetro interior se vierten
4,04481 kg de leche cuya densidad es 1,03. ;Qué altura alcanza el liquido?

VZEZM: 3,927 dr
D 1,03

Aliuval h=—Y_ = 3927 _54m

o 0,7854
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952. Se ha cavado un pozo cilindrico que tiene 2 m de didmetro v 1,5 m
de profundidad. Al remover la tierra ha aumentado 2/3 de volumen. :;Cudntos
volquetes de 0,75 m® de cabida se necesitan para transportar la tierra?

Volumen del pozo: 3,1416 x 1 x 1,50 = 4,7124 m®

Volumen de la tierra: i%X_S = 7,854 m’

Volquetes que se necesitan: 7,854 : 0,75 = 11 por exceso

953. La densidad del vapor de agua es los 5/8 de la densidad del aire ¥
1 litro de aire pesa 1,293 gramos en Paris. Hallar el peso del vapor contenido
en el cilindro de una caldera que tiene 50 cm de diametro v 80 em de largo.

Volumen del cilindro: V = (%)2 % 3,1416 x 8 = 157,08 dm’

Peso del vapor: P = 157,08 x 1,293 x % ~ 126,94 g

954, 'Tres piezas cilindricas de distintas clases de madera miden 4,6 m
de largo por 34 cm de didmetro, y tienen, respectivamente, por densidad, 0,75,
0,56 v 0,69. Calcular su peso total.

Wl da eadln besm: W — (32—4) % 31416 X 46 — 417,644 dm®

Peso 1.2 pieza: 417,644 x 0,75 = 313,23 kg
Peso 2.2 pieza: 417,644 < 0,56 = 233,88 kg
Peso 3.2 pieza: 417,644 x 0,69 = 288,174 kg
Peso total: 835,284 kg

955. Un cilindro de hierro colado tiene 1,4 m de largo v 86 mm de dia-
metro. Después de pasado por el torno el didametro disminuye 3,5 mm. Hallar
el peso que se ha disminuido. Densidad del hierro colado: 7,25.

Didgmetro primitivo: 0,86 dm.

Didmetro después de pasado por el torno: 0,86 — 0,035 = 0,825 dm.

Peso del hierro colado que se ha disminido:

P — 3,1416 x [( 0’236 ) " ( 018225 )] % 14 x 7,25 = 4,7013 kg

956. TUn rollo cilindrico de madera tiene 0,25 m de radio v 2,2 m de largo
y pesa 275 kg. :Cudl es la densidad de la madera con que estda hecho?

Vol. del rollo: V = 3,1416 = 2,5% x 22 = 431,97 dm®
Densidad: 275:431,97 = 0,637

957. Un depdsito de cinc de forma cilindrica tiene 1,5 m de radio. Ver-
tiendo en €l 20 m® de agua se nota que se pierde por un orificio que estd a 2,15 m
de la base, que es imposible tapar. ;Cudntos hectolitros de agua se han derra-
mado vy a qué altura habria subido si no hubiera sido por el orificio?
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Vol. del agua conservada: 3,1416 x 1,5% x 2,-15 = 15,19749 m?

Agua perdida: 20 — 15,19749 4,80251 m?®
= 48,0251 hl
Altura sin el orificio: 20:3,1416 < 1,5* = 2,83 m

958. Una cuba cilindrica de 1 m de didmetro pesa 45 350 g. Después
de puesta en un estanque, se envasan en ella 151 litros de agua. (Cudntos centi-
metros se hundira?

Segin el principio de Arquimedes, la cuba desalojaré un peso de agua igual
a su peso total, o sea

45,35 + 151 = 196,35 kg

Este peso representa un volumen de 196,35 dm®.
De la férmula V = ar*h, resulta:
196,35
h=——""==__ —25dm=25cm
3,1416 x 5° " N

959. Un cilindro de corcho tiene 40 cm de altura v 60 cm de didmetro.
Hallar su peso, sabiendo que la densidad del corcho es 1 4 de la del agua. :Qué
peso serd necesario ponerle encima para que se hunda por completo en el agua?

® 15 Vol del cilindro: V =31416 x (g) X 4 = 113,097 dm®

Peso del corcho: P= ﬁ%()()i

= 28,274 kg

® 20 Hay que aiadir: 113,097 — 28,274 — 84,823 kg

960. Hallar el valor de un cilindro macizo de latén de 38 cm de largo
v 9 cm de didmetro, a razén de 36 pts el kg. Densidad del latén: 8,75.

Vol. del cilindro: V = 3,1416 x %l % 38 = 24174612 cm?

Peso del latén: P — 8,750 x 2417,4612 = 21 152,7855 g
Valor del latén: 36 % 21,1527855 761,50 pts

961. Una placa circular de hierro colado de 1,2 m de didmetro v 0,05 m
de espesor tiene en el medio un hueco cuadrado de 12 cm de lado. ;Cuénto
pesard esta placa, teniendo presente que la densidad de esa fundicién es 7,2?
Tomese x = 3,14,

Avea de la placa: 3,14 < 62 — 1,22 = 111,6 dm
Volumen : 111,6 < 0,5 = 55,8 dm?
Peso: P =558 % 7,2 = 401,76 kg

962. Una probeta cilindrica de 3,5 dm de didmetro esti llena de agua
hasta 14 ¢m de altura; introduciendo en ella una piedra sube el nivel hasta 2,04 dm.
¢Cuidl es el volumen de la piedra? Tomese x = 3,14,

Diferencia del nivel : 204 — 14 = 6,4 em
Vol. piedra: V =314 « 17,5* x 6,4 = 6154,4 cm®
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963. Calcular el peso de la leche contenida en un vaso cilindrico que
tiene 40 cm de didmetro interior y 50 cm de alto. Densidad de la leche: 1,03.

Weliion 2ol Lfiad W —BI46: (%) % 5= 62,832 dm

Peso de la leche: P = 1,03 x 62,832 = 64,417 kg

954, ;Cudnto se pagara por labrar un cilindro de asperén gue tiene 66 cm
de didgmetro v 2,4 m de largo, a 75 pts el m®?

Avrea lateral del cilindro: AL = 0,66 x 3,1416 x 2.4
Imuporte: 75 % 0,66 % 3,1416 x 2.4 = 373,22 pis

965. Un tronco de roble de 5,75 m de largo v 76 cm de diametro vale
850 pts. :Cual es el precio del metro cubico?

Volumen del tronco: V = (?) * X 3,1416 » 5,75

Precio del metro ciibico: 850 = 325,8 pts.

0,38 x 3,1416 x 5,75
966, TUna columna cilindrica de madera de 5 m de altura v 25 em de dii-
metro ha de cubrirse con una chapa de hierro batido de 2 mimn de espesor cuvo
precio es de 500 pts el quintal. ;Cudnto costard este trabajo, si se pagan 50 pts
por la hechura? Densidad del hierro: 7,80.

Radio interior del hierro batido: 25:2=125dm

Radio exterior: 1,25 + 0,02 = 1,27 dm

Volumen del hierro batido: (1,277 — 1,25 = 3,1416 = 50 dm?®
Importe del hierro batido:

(1,27 — 1,25%) % 3,1416 % 50 x 7,8 X % — 308,75 pts

Valeor total: 308,75 — 50 = 358,75 pts

967. :Cudl serd el precio de la cal necesaria para blanquear unra torre
de 6,8 m de diametro v 25 m de altura? Sabese que con 1 hl de cal que vale 34 pts
se pueden blanquear 10 m®.

Area lateral de la torre: AL = 31416 = 6.8 ¥ 25 m?
3,1416 > 6,8 x 25 hi
10
33,1416 x 6,8 x 25
10

968. En la catedral de Cérdoba hay unas 1000 columnas de 0,4 m de dii-
metro v 4 m de altura. ;Cuil es el volumen de cada columna y cudl el volumen
total?

Cal empleada:

Precio de Ia cal: = 34 = 1815,84 pts.

0,4\

Vol. de una columna: (T) x 3,1416 x 4 = 0,502 656 m’®

Vol. de las 1000 columnas: 0,502 656 x 1000 = 502,656 m?
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969. Una caldera de vapor, formada por un cilindro de 5,8 m de largo
por 0,9 m de didmetro, estd colocada de tal suerte que la superficie caldeada
forma un sector de 130°. :Qué drea estd caldeada?

x x 0,9 x 58 x 130
360

970. ;Cuanto se pagard por cavar un pozo de 15 m de profundidad v

2,3 m de diametro, sabiendo que hasta 3 m de profundidad se pagan 8 pts por m®

v desde 3 hasta 6 m se pagan 3 pts mds por metro cubico, v asi sucesivamente’?

Area caldeada:

= 5,922 m?

Vol. pozo de 3 m: V = (%) ® 3,1416 x 3 = 12,464 298 m?

Gasto 1.2 serie de 3 m: 12,464 298 x 8§

2.a > 12,464 298 % (8 + 3)
3.8 » 12,464 298 = (11 ~ 3)
42 ¥ 12,464 298 x (14 — 3)
5.a » 12,464 298 x (17 + 3)
Importe: 12,464 298 (8 + 11 + 14 + 17 + 20) = 872,50 pts.

971. Una chapa rectangular de hierro batido que tiene 1,75 m por 80 cm
se enrolla en forma de tubo a lo largo o a lo ancho. Hallar el didmetro v el volu-
men en ambos casos, v el peso del tubo, si el metro cuadrade de hierro batido
pesa 8,25 kg; hallar también el precio del tubo, si el medio kilo de hierro batido
vale 6,5 pts.

Didmetro en el 15 caso: 17,5:3,1416 = 5,57 dm
Didmeivo en el 2.° caso: 8 :31416 = 2,54 dm
Vol. en el 157 caso: V, = (5’—257) * 3,1416 x 8 = 194,955 dm®
Vol. en el 2.0 caso:  V, = (ﬁ) 3,1416 » 17,5 — 88,796 dm®
Peso del tubo: 1,75 % 0,8 »x §,25 = 11,55 kg
Precio del tubo: 6,5 » 11,55 =« 2 = 150,15 pts

972. (Cudl es el 4rea total de un cilindro que tiene 1 m de altura y de
didmetro? ¢Cual seria el lado de un cube de igual drea?

Area total cilindro: AT =2ar(h — v} = 2r (27 + 7) = 61

0 sea AT = 6 x 3,416 x 0,5 — 4,7124 m®
Por hipétesis: 6a* = 4,7124 m?
Lado del cubo: 2 = /47124 : 6 = 0,8862 m

973. Se quiere agotar un pozo de 8,6 m de profundidad por 2 m de did-
metro con una bomba que saca 10 litros cada 2 minutos. :;Cuinto tiempo se
necesitard para agotario?

Vol. del pozo: NV = a2 » 10* x 86 = 27 017,76 dm®

Tiempo preciso: 212&’/—6 =9%h3Im3ils

® 60



364 GEOMETRIA DEL ESPACIO

974. :Cuél es el volumen de una bdveda semicilindrica que tiene 6 m
de largo y 5,8 m de didmetro interior, siendo de 86 cm el espesor de la obra?
:Cudnto costara la construccion de esta boveda a razén de 200 pts el metro ciibico?

El wvolumen de la béveda es igual al wolumen de un medio cilindro de

(—558— + 0,86) de radio, menos otro medio cilindro de 5—58 de radio.
y— X376 x6 ax29X6_ 3,376 —2,9) = 53,981 m®
2 2 ) bl »
Importe de la construccién: 200 x 53,981 = 10 796,25 pts.

975. Un cilindro de 1 m de didmetro estd circunserito a un cubo. ¢Cual
es la diferencia de volumenes entre los dos sélidos?

‘La arista del cubo, como también la altura del cilindro, es igual al lado del
cuadrado inscrito en la base.

Arista del cubo: a=r ﬁ

Vol. del cilindro: V, = r® X r '\/E = ar’ \/E

Vol. del cubo: Vs = (r +/2)? = 22/2

Diferencia de volitmenes: V, — V., = #* \/5 (7 — 2)

V. — V., = 5 x 1,4142 x 1,1416 — 201,806 dm®

I

976. Un depésito circular tiene 5,4 m de didmetro v 1,4 m de profun-
didad. ;En cuinto tiempo lo llenara un grifo que da 0,4 litros por segundo?

a X 27 x 14

——=—————=22h15m58s
0,4 x 60 x 60

Tiempo:

977. Se quiere forrar completamente, con bramante de 2 mm de didgme-
tro, la superficie lateral de un cilindro de 80 cm de didmetro v 1,2 m de largo.
{Cudntos metros de bramante seran menester?

z X 0,8 x 1,2
0,002

978. :Qué cantidad de agua sacard en cada movimiento del émbolo una
bomba cuyo tubo tiene 16 cm de diametro, siendo de 46 cm la altura debajo
del émbolo?

Vol. del cuerpo de bomba: V = 3,1416 x 0,8 x 4,6 = 9,25 litros

= 1507,968 m

979. Un rectangulo de 40 cm de largo por 5 cm de ancho gira tanto alre-
dedor de su lado mayor como al de su lado menor. Hallar el volumen v el drea
total engendrados cada vez.

Alrededor del lado mayor :

V = 3,1416 x 5% x 40 = 3141,6 cm’®
AT =2 (h + 1) =2 % 3,1416 x 5(40 + 5) = 1413,72 cm®
Alrededor del lado menor :

V =131416 x 40* x 5 = 251328 cm?®

AT = 2ar (h + v) = 2 x 3,1416 x 40 (5 + 40) = 11 309,76 cm®
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980. ;Cudntos ladrillos se necesitaran para revestir un pozo de 3,45 m
de profundidad v de 1,1 m de didmetro, si los ladrillos tienen 12 em de ancho
v 6 cm de alto (Lontando las junturas)? La longitud del ladrillo representa el
espesor de la pared.

z x 1,1 % 3,45

Nii llos: -
Niimero de ladrillos 0.12 % 0,06

= 1655,88 es5 decir, 1656

981. Un cubo cuya arista tiene 1 m estd circunscrito a un c11mdro Hallar
la diferencia de volimenes entre los dos solidos.

Volumen del cubo: V, = 1°* = 1 m®

Radio del cilindro: 0,5m

Volumen del cilindro: V, =z x 0,5 x 1 =0,7854m?
Diferencia: V, — V. =1 —0,7854 = 0,214 6 m®

982. Se corta a escuadra un cilindro de madera que mide 5 m de largo
y 60 cm de didgmetro. Hallar:

1.2 El volumen de la madera cortada.

2.0 El area total de los cuatro segmentos.

Lado del cuadrado inscrito: r+/2 =3 \/5 dm
® 1° Volumen: V =1[23 — (34272 x 551372 dm®
® 20 Ayeq total: A=7x3—-2x3= 10,2744 dm®
983. Si se necesita 1 cm® de oro para dorar la superficie lateral de un

cilindro de 75 cm de altura ¥ 20 cm de radio, cudl serd el espesor de la capa
de oro, que suponemos uniforme en todo el cilindro?

Sea x cm el espesor de la capa de oro: p
1= 2[(20 + x)* — 20%] x 75
de donde: x4+ 40x — 1/752 = 0
Espesor: x = 0,0010609 mm

984. Dos hojas rectangulares de cinc tienen ambas 1,6 m por 60 cm. Se
enrolla la primera a lo largo, ajustando los bordes, y la segunda del mismo modo,
pero a lo ancho. Hallar la diferencia de capacidad de los cilindros resultantes.

Empleamos la formula del drea del civculo en funcién de la circunferencia:

2
Diferensiq; AE X6, . 6 X6 _ 20 9640 gyt
4= 47 z

985. Un tubo metdlico tiene 1,5 m de largo, 40 cm de didmetro exterior
y pesa 700,969 kg. Hallar el espesor de sus paredes, si la densidad del metal
es de 7,7.

Tomemos por unidad el decimetro, llamemos x al radio interior.

Vo 200969 . 45 3916 (22 —4)
7,7
de donde: 2 — x* = 700,969 x = |4 — _700,969 _ 1,437
7.7 X 15a 7.7 x 152

Espesor: 2 — 1,437 = 0,562 dm
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986. Calcular el volumen de la mamposteria de un depésito eliptico cuyo
eje mayor tiene interiormente 5,8 m, el eje menor 4,9 m vy cuya profundidad
es de 85 cm; el espesor de las paredes es de 38 cm vy el del fondo de 20 cm.

Avrea de la elipse: A = mab

a:sziJro,zszz,zsm

Semiejes externos:

b=%+0,38=2,83m

Vol. envoltura: YV, = 7(3,28 x 2,83 — 2,9 x 2,45)0,85 = 5,814 370 m*
Vol. fondo: Vo= % 3,28 x 2,83 x 0,2 5,832 317 m?®

Il

Volumen total: V = 11,646 687 m*

987. :Cuil es la capacidad de una bafiera de 1 m de altura y de base elip-
tica cuyos ejes tienen 1,85 m y 64 cm?

Capacidad: V = =z (M) »x 10 = 929,91 litros

988. A un cilindro de 1 m de alto y 35 cm de didmetro se le quita un sector
cuyo angulo central tiene 1400°. Hallar el volumen de este sector v su area total.

7 % 352 x 1 x 140
4 % 360

® 2.0 FEl drea total se compone de 2 sectores de circulares de 1400, de 2 rectdn-
gulos de 1 m por 0,175 m y del drea lateral cilindrica correspondiente al arco de 1400,

® 1.9 Vol sector cilindrico: V =

= 37 415,583 cm?

Avrea sectores circulares: A, = 1 X (3—25)_ X ;;)Lg % 2 = 748,31 cm?
Area rectdngulos : A, =100 x 17,5 X 2 = 3500 m?®
Area lateral cilindrica: Ay — 7 x 35 x 100 x 340 = 4276,06 em?
Avrea total pedida: A = 8524,37 cm?

989. A un cilindro de 1 m de largo v 30 cm de didmetro se le quita un
prisma triangular cuya base es el tridngulo equildtero inscrito. Hallar el volumen
de este prisma v el de la parte restante.

e 1.9 Vol prisma:

v — rw/i)zx/? Xk:iilfi\[ix 10 = 229,2275 dm?

® 2° Vol restante: V= nx15 — %752\/5) % 10 = 41,458 dm®

990. En un cilindro de 1,5 m de largo y 40 cm de didmetro se inscribe
un prisma exagonal regular. Hallar el volumen de la parte restante del cilindro.
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Vol vestimio: W= [1 X 22— %‘@-] % 15 — 32,616 dm®

991. Una béveda semicilindrica de 5 m de largo tiene su didmetro in-
terior de 2,05 m y el exterior de 2,62 m. Hallar el volumen de la mamposteria.

V== M_ﬂ)xizsizﬁmms
4 4 2

992. Una béveda tiene 7,4 m de largo v 42 cm de espesor; su arco interior
pertenece a una circunferencia de 4,3 m de radio v corresponde a un 4ngulo
central de 135°. Hallar el volumen de la mamposteria de esta béveda.

V — 2 (4,72 — 43%) % 74 X ;’3?3 33,027 043 m®

V. Area del cono

993. Hallese la férmula del 4drea total del cono de revolucién en funcién
del radio vy la generatriz (fig. 316).

Sabiendo que OA = v, VA =1, tenemos que el drea de la base serd =r?, y
arl el drea lateral.

Sumando : AT = ar® + arl = ar(r + 1) (D
994. Hallese la férmula del rea lateral del cono de
revolucion en funcién del radio y la altura.
Area lateval : AL = wil
pero 1 =+/VO? - OA* = +/a* + #°

AL = ar~/a® + 1?

995. Hillese la férmula del drea total del cone de
revolucién en funcién del radio v la altura.

En la formula (1), sustituyamos 1 por \/a2 + 2,y

resultard :
AT = ar(r + +/a% + r?)

996. Haillese la formula del drea lateral del cono de revolucién en funcién
de la altura y la generatriz.

Avrea lateral: AL = arl
pero - r=+F —a

AL = al /I — a°

997. Hallese Vla formula del drea total del cono de revolucién en funcién
de la generatriz [ y la altura A.

Fig. 516
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Area total: AT = ar (r + 1)
AT — 2~/ P — B ({+ /F — 1) = 2(1~+/12 — h> + I — h?)

998. ;Cudl es el area lateral de un cono recto cuya generatriz tiene 4,5 m
v la circunferencia de la base 6,25 m?

K = “—éﬁ — 14,0625 m®

999. ;Cuil es el drea lateral de un cono recto cuva generatriz es de 3,75 m
v el radio de su base de 1,897 Calcular el area total del mismo.
AL = 3,1416 x 1,89 x 3,75 = 22,2661 m*®
AT — 3,1416 = 1,89(1,89 + 3,75) — 33,488 m’

1.000. :Cuadl es el drea lateral de un cono recto cuva altura es de 3,25 m
v el radio de 1,25 m? Calcular el drea total del mismo.

AL — 3,1416 ~ 1,25 < +/3,25 | 1,25 — 13,643 814 m*

AT = 3,1416 x 1,25 (1,25 + 3,25% + 1,25%) = 18,5525 m’

1.001. ;Cuil es el drea lateral de un cono recto que tiene 2,08 m de altura
v 1,04 m de radio?

Segiinn.0994 AL = ar+/a* + v = 7 x 1,04 4/2,08° + 1,04 = 7,53 m?

1.002. ;Cual es el area total de un cono cuva altura sea de 10 m vy la cir-
cunferencia de la base de 314 dm? (7 = 3,14).

p=3L4 _ 50

2ar = 314 m
2m

Area total (n.© 995):
AT=r (r++/ @+ 1) =a %5 (54 /1004 25)=25x (1 + 1/5)=254,03 m?

1.003. Un cono recto cortado por un plano que pasa por el eje tiene por
seccion un triangulo rectdngulo cuva hipotenusa es de 1,8 m. ;Cudl es el drea
lateral del cono?

La altura es igual al radioc 1,8:2 = 0,9 m
AL = arl = 7 % 0,9 x 4/0,9* + 0,9 = 3,598 734 m?

1.004. ;Cudl es el drea total de un cono recto que tiene 3,69 m de altura
v 4,95 de generatriz?

AT = ar(l + 1 r= /495 — 3,69 = 3299 m

AT = 3,1416 = 3,299 (4,95 + 3,299) — 85,4938 m?

1.005. Se construye un cono con un sector circular correspondiente a
un circulo de 14 cm de radio v 63° de medida angular. Averigliese el drea lateral
v la de la base de dicho cono. Témese 7 = 22/7.
® 1.0 FEl drea lateral serd la misma que la del sector; por tanto:

14° % 22 x 63 5
AL = 1t >~ 22 > == — 107 2
L T % 360 07,80 cm'
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® 20 [l drea de la base serd la de un civculo cuva eircunferencia sea la lon-
gitud del arco del sector dado.
c 154* x 7
A= = : = 18,865 m*
4 4 x 22 ’
1.006. :Cudl es el drea lateral de un cono recto que tiene 5,25 m de altura
v 4,62 m la circunferencia de la base?

Avrea del circulo:

Radio: ,— 462 _ 231

2a 14
Aplicando la férmula del niim. 994, tendremos:

AL — = x 231 (5952 (ﬁ)gz 12,2457 m®
oI r

1.007. ;Cudl es el drea lateral de un cono recto cuvo radio de la base tiene
1.4 m y cuya generatriz es los 5/4 de la circunferencia de la base?
Circunferencia de la base: 2 > 14,

2z x 14 x 5

Generatriz: =

4
AT, — gl — 2 L4200 LAGE B IAE - 1 -5
2 : :

1.008. ;:Cudl es el drea lateral de un cono recto cuya generatriz tiene 3 m
siendo el didmetro de la base el doble de la altura?

Diametro: 2r = 2h, dedonde v =h

= 48,363 m"

»

P g s 19 340
FP=R+¢y=22=09; r—\/z 5

3

I

AL = 3,1416 X 3 x

g 19,98 m*®

1.009. :Cuanto pesa el tejado de cinc de una torrecilla cuvo remate es
un cono de 3 m de lado y 2,7 m de didgmetro? Se sabe que Ia hoja de cinc tiene
1 mm de espesor v que su densidad es de 6,86.

Area: AL = 3,1416 x 13,5 x 30 dm®
Volumen : V = 3,1416 =< 13,5 x 30 x 0,01 dm?
Peso: P = 3,1416 = 13,5 x 30 x 0,01 x 6,86 = 87,283 kg

1.010. :Cuil serd el dngulo que tiene el sector formado por el desarrollo
del drea lateral de un cono de revolucion de 4 m de circunferencia v 5 m de
generatriz o lado?

El desarrollo de un cono de revolucion es un sector circular cuyo radio es la
generatriz, v la circunferencia es igual al arco.

Longitud del arco: BRI g
OngLiu arco 180
de donde: n— 1800 X 4 _ 4onepqgr

5z
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1.011. Constrivase un cono de revolucién tal que el didmetro 2r = 6 cm
v que el drea lateral sea los 5/3 de la base. Calcilese ademas el radio v el angulo
del sector que representa el desarrollo del drea lateral del mismo.

El drea lateral es arl v la de la base =r®.

Se tendrd, por tanto: 7—7;’ ~ i3
ar ¥ 3
de donde, radio del sector: 1= % =5cm
La longitud del arco del sector es igual a la de la circunferencia bdsica:
aln
I
180
= 3610r _ 3605>< 3 2160

VI. Volumen del cono

1.012. Hallese la férmula del volumen del cono en funcién de la genera-
triz v del radio.

2
Vol. del cono: V = m:';h perec h =+/F — #®
2 2 2
Sustituyendo V= l—%

1.013. Hillese la f6rmula del volumen del cono en funcién de la generatriz
y de la altura:
En el trigngulo vectdangulo VOA (fig. 517), tenemos:

OA? =VA® —VO? opsea 1P=PF— 1
v_2= (' —h)h
3
1.014. ;Cual es el volumen de un cono cuya altura es de 1,35 m v el drea
de la base de 3,4 m?®*?

V=M=1,53m3

3

1.015. :Cuadl es el volumen de un cono cuya altura mide 2,1 m v el radio
de la base 56 cm?

v — 31416 x 0,56* x 2,1
- 3

— 0,689 644 m®



VOLUMEN DEL CONO 371

1.016. ;Cudl es el volumen de un cono cuya altura es de 4 m y la generatriz
de 5 m?

Radio de la base: y2 — 52 42 —9Q

1 M&i = 37,699 m®

1.017. :Cuil es el volumen de un cono cuya generatmz es de 1.6 my
la altura de 1,02 m?
Firm. m 1013 v 31416 X (1,6° = 1,02%) x 1,02

= 1,623 151 m®
1.018. ;Cudl es el volumen de un cono cuya circunferencia de la base
es de 1,98 m v la altura de 1,23 m?

CZ
4=

Avrea de la base: B =

. _Bxh_ Cxh_ 198 x 1723 ,
1 g == = = =2 3 = 0,1279 m®
e 3 122 12 % 31416 7™

1.019. ;Cudl es el volumen de un cono cuya generatriz tiene 5,25 m y el
didametro de la base 4,13 m?

Esmm, niim., 1012 ¥ — 31416 X 2’06523“* 5,25% — 2,065% _ 1 55 o

1.020. :En qué proporcién estdn los volumenes de dos conos de una misma
altura v cuyos didmetros respectivos tienen 56 cm y 1,12 m?
Llamando h a la altura, los volimenes de los dos conos serdn:

v, — _ah_ 056"
3 4
vV, 056 1

2 =

b 1,12}

;0 Vo=
3 4

luego:

V. 1,12*° 4

1.021. Un cono vy un cilindro tienen iguales bases v alturas. :En qué
proporcion estdn sus volimenes?

Volumen del cilindri: **@ 0V = nih &
Volumen del cono: o o V= ‘W;h

La relacién es de 3 a 1. .

1.022. Una pila de heno tiene 6'm de altura; ia parte inferior es un cilindro
que tiene 3,8 m de alto por 5 m de diametro; el remate es de forma-conica. Hallese
el volumen de heno que contiene: ! T2
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Vol. del cilindro:
Vol. del cono:

Vol. total:

D

1.023. Si construimos un
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V, = x X 2,5¢ x 3,8
Vo =a x 2,5% X 6 — 3,38

3
V = 3,1416 x 2,5 (3,8 —232—) — 89,012 m?

cono de revolucién con una cartulina dandole
por area lateral la de un sector de 120° y radio R
(figura 517), hallar el drea total y el volumen de
dicho cono. Aplicacion: R = 27 cm, = = 3,14,

Sea r el radio de la base del cono v h su al-
fura.

La circunferencia de la base es igual al arco
BD, esto es, igual a la tercera parte de una cir-
cunferencia de radio R.

2aR
20r =
ar 3
de donde F= _2aR _ R
2a x 3 3

El tridngulo rectdngulo SOB, dard:

Area de las bases:
Area lateral :
Area total:

Fig. 517 h= R — 2 = R2f%fz¥
Avrea total :
R R 4
A= arilfd 9 = R 4B =L g0
ar (L4 r) b 3 ( - 3 ) 9 T
Volumen: V = arh _ n X R X 2R ﬁ = 27R’ '\/5
' 3 3 9 3 81
Aplicacion: AT = % x 3,14 x 27* = 1017,36 cm’®
v 2x314 ><81273 X LM% _ 2181 716 o3
VII. Area del tronco de cono

1.024. Hallar la férmula del drea total del tronco de cono en funcién de
la generatriz v de los radios.
Sean R v r los radios, | la generatyiz:

aR® + ar* = a(R® + %)

a(R + »)
AT = a(RP+ #A) 4+ a(R+nl=x R Lt +1(R+1)]
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1.025. Hallar una férmula para calcular el drea total del tronco de cono
en funcién de la altura y de los radios.

En la férmula anterior: AT = =z[R* + 7 + [ (R + #)]
sustituvamos 1 por su valor en funcién de la altura v de los radios.
I=+/a + (R — P
AT = 2[R* + * + (R - r)+/a®> + (R — r)’]

1.026. :Cudl es el drea lateral de una cuba de forma tronco-cénica si el
didmetro del fondo tiene 2,1 m, el de la abertura 23 m y la generatriz 3,84 m?

Area lateral : AL =4 (R + 1)
AL = 3,1416 (1,05 + 1,15) x 3,84 = 26,5402 m?®

1.027. :Cuil es el drea de un tronco de cono, si la generatriz es de 6 m
v la suma de las circunferencias de las bases paralelas 8,48 m?

A=§’;—8x6:25,44m2

1.028. ;Cudntos metros cuadrados de hojalata se necesitan para hacer
un vaso cuya forma es la de un tronco de cono con tapa, si las dos bases tienen
20 v 29 em de radio y la profundidad es 12 em? (z = 22/7).

Area lateral : AL = (20 + 29) +/9* + 122 = 2310 cm?
Area basos: AT — 27—2 (208 + 29%) — 39003 em?
Area total: 6210,3 cm?

1.029. Hallar el drea interior v exterior de una chimenea que mide 22 m
de altura y cuyos radios interior y exterior de la base superior tienen 30 y 40 cm
y los de la base inferior 1 m y 1,2 m.

Area interior: 3,1416 (0,3 + 1) 4/22* + 0,7° = 88,855 m®
Area exterior: 3,1416 (0,4 + 1,2) /222 + 0,8 = 110,657 m?

1.030. En un cono de 6 m de altura y 4 m de radio se traza a 2 m del vér-
tice una seccién paralela a la base. Hallar el drea lateral del tronco de cono que
resulta.

El drea pedida es la diferencia entre las dreas laterales de dos conos: éstas
son entre si como los cuadradoes de sus lineas homdlogas.

Area lateral del como total: AL = 7-4-4/62 + 42 = 47 +/52 m?.
Sea x el drea lateral del cono deficiente, tendremos:
2 /
= =2 _1 de donde x:%—szm"‘

4z+/52 6 9 9
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Apyea lateral del tronco de cono:

AL — 47+/52 — 4nV/52 4z 592 X8 _ 80,53 m®

9

1.031. Dado un dngulo XOY = 300 (fi-
gura 518), v sobre el lado OY dos puntos A
8 v B tales que sea OA =4 m y OB =9 m,
por A y B trazamos una circunferencia que
sea al mismo tiempo tangente a la recta OX.
A 1.0 Siendo C el punto de contacto sobre
OX, calcilese el valor de OC y ademds el
de CD, altura del tridngulo ABC, asi como
Lt _  las distancias AH y BK desde los puntos Ay B
0 H c K X 3larecta OX.
2.0 Hallar el drea engendrada por el seg-
mento AB al girar alrededor del eje OX.

@ 1.0 OC=+0A X 0OB=+36=6 m

Fig. 518

Siendo  /XOY = 300, CD = 92£ ~5 m
Asimismo AH = 02_A =2 m
y B =98 _am

@ 20 A = z(AH + BK) x AB = 3,1416 x 6,5 x 5 = 102,102 m".

VIII. Volumen dei ironco de cono
1.032. :Cuidl es el volumen de un tronco de cono de bases paralelas si
la base inferior tiene 2,25 m?®, la superior 1,21 m*® v la altura del tronco 90 cm?
V= ng 2,25 + 1,21 + /2,35 x 1,21) = 1,533 m®

1.033. :Cual es el volumen de un tronco de cono de bases paralelas cuyo
radio de la base superior tiene 42 cm, el de la base inferior 63 cm y la altura
del tronco 2,1 m?

V — 3,1416 x 231 (0,428 + 0,63 4 0,42 % 0,63) = 1,842 646 m?
1.034. ;Cudl es el volumen de un drbol de forma troncocdnica de 9,25 m
de Jargo si las circunferencias de los extremos miden 1,5 m y 55 cm?

¥ 9)25 1’52 i 0)552 i 1,5 % 0,55 ' 0,867 773 m®
3 4 4 47

5




VOLUMEN DEL TRONCO DE CONO 375

1.035. ;Cudl es el velumen de un drbol troncoconico cuya longitud es
igual a 12 veces la suma de las circunferencias de sus extremos, si sus didme-
tros respectivos tienen 30 v 12 cm?

127 % 6,2

V = 3,1416 (2,5 + 0,6 ~ 2,5 % 0,6) ~ 1985 dm®

1.036. Los radios de un tronco de cono tienen respectivamente 90 v 40 c¢m
v la alrura es igual al duple de la media geométrica de estos radios. ;Cudl es
el volumen?

Altira: h=2+4/9 % 4 =12 dm

V = 3,1416 x % (0! + 4% 1 9 x 4) — 1253,498 dm®

1.037. Los radios de un tronco de cono tienen respectivamente 90 v 40 cm
v la generatriz es igual a la suma de los radios. ;Cuadl es el volumen? (7 = 22/7).

Generatriz: 9+ 4= 13 dm
Altura: 4132 — (9 — 42 = 12dm
V= z—zx%(gz 4 1L 9 X 4) = 1672 dm?

7

1.038. Una cuba llena de vino tiene la forma de un cono truncado de
1 m de profundidad; el didmetro del fondo es de 85 cm, el de la abertura de 1,25 m.
{Cudntos toneles de 108 litros de capacidad se podran llenar con el vino de la
cuba?

V= 31416 X %’{6,252 L 425% 4 6,25 X 4.25) = 876,3755 dm®

Nitmero de toneles: = 8 toneles (sobraran 12,3755 Litros).

v
108

1.039. Un madstil tiene 24 m de largo; el extremo alto tiene 0,38 m de
didmetro v el didmetro de la base es los 15/7 del otro del extremo alto. Hillese
el volumen.

-2}

V:%(REJrerrRr) I 14
V = 3,1416 x 2—; [0,19f + (9119;—15) L ) AN
E

2 9,197415] = 7,021 675 m®

1.040. Un hojalatero tiene que hacer una alcuza
de fo_rrna a_nalf)ga ala de la. figura 519 y con las di- | ins
mensiones indicadas en la misma. Hallar el drea lateral }
v el volumen de esa alcuza. Fig. 519

20
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La alcuza se compone de dos cilindros y de un tronco de cono.
Area lateral del cilindro menor :

2arh’ =2 % 3,1416 x 1 x 4 = 2513 e’

Avrea lateral del cilindro mayor:
2arh = 2 % 3,1416 x 10 x 20 = 1256,64 cm?

Avrea del tronco de cono:

3,1416 x 11 x /36 + 81 = 373,73 cm®

Avrea lateral : AL = 1655,50 cm®
Vol. del cilindro menor: 3,1416 x 1 x 4 = 12,57 cm®
Vol. del cilindro mavor: 3,1416 x 10® x 20 = 6283,20 cm®
Vol. del tronco de cono: 3,1416 x (100 + 1 + 10) = 697,43 cm?
Vol. total: V = 6993,20 cm?

IX. Dimensiones del cono y del tronco de cono

1.041. :Cuél es la férmula que permite hallar la generatriz [ de un cono
en funcién de la altura y del radio?

1=+h®—+1r?
1.042. Hallar la altura de un cono en funcién de la generatriz y del radio.
h=+ r=+/1+1)0—rx)

1.043. Calcular el radio de un cono en funcién de la generatriz y de la

altura.
r=+/F —k=+/(+h)(1-h

1.044. Cuil es la generatriz de los conos que tienen las dimensiones
respectivas siguientes: alturas, 6, 9 y 12 m; radios, 4,3y 4 m?

@ 1ercono 1 =~/ 36 +16= 7211m
® 20 1 =+ 81 + = 949 m
® 3 1 =+/144 ~ 16 = 1264 m

1.045. :Cudl es la altura de los conos que tienen las siguientes dimen-
siones respectivas: generatrices, 12, 16 v 20 m; radios, 4, 5v 6 m?

® 1.« cono h=4+/144 — 16 =11,313 m
® 20 » h = +/256 — 25 = 15,198 m
® 3 » h = /400 — 36 = 19,078 m
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1.046. :Cudl es el radio de los conos que tienen las siguientes dimen-
siones respectivas: generatrices, 6, 9 v 12 m; alturas, 5, 6 v 4 m?

® 1 ¢cono r =4+ 36 —-25= 3316 m
= ® 20 » r=+/8—36= 6708m
r

o 3o — /14 — 16 = 11,313 m

1.047. ;Cudl es la generatriz de un cono recto cuva drea lateral tiene
30,8 m® vy el radio de la base 2,109 m?

A=narl dedonde I = A
r
30,8 — 4,648 m

T 31416 x 2.109

1.048. ;Cudl es la circunferencia de la base de un cono cuya area lateral
es de 28 m® v la generatriz de 7 m?
A=zarl;, 2A =2l dedonde 2ar = —2%

c=2%28 _gm

1.049. ;Cudl es la altura de un cono que tiene 3,077 m® de volimen v
35 ecm de radio en la base?

V:ﬂ de donde h = 3\2
3 ¥
= 3 %3077 _ 53004 10
z % 0,352

1.050. ;Cudl es la altura de un cono cuyo volumen es de 0,188 65 m?®
v cuva circunferencia de la base tiene 1,54 m?

V = i3 X B = L X 85
3 3 4
0,188 65 — . L5
3 4=
b _ 018865 >1<5152 X 31416 _ pgg8

1.051. (Cudl es la altura de un cono cuyo volumen tiene 4 m® vy la base
3,6 m??

v—lgBxn
3

de donde h=£=3>{4:3,33m

B 3,6
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1.052. ;Cudl es el radio de un cono cuyo volumen es de 1,6 m® y la al-
tura de 80 cm?

W= % ar’h

r:\/3v :\/3X1’6 — % _1382m
nh 7 % 0,8 T

1.053. Una cuba conica de 20 cm de alta estd llena de agua. ;A qué altura
subird el agua cuando se haya vertido la mitad? (figu-
ra 520).

como H = 20 cm:

\/ v\ dedonde:

Fig. 520 h— .1/%)—3- — 20 fé— — 15,87 cm

1.054. Un embudo de 20 cm de didmetro ha de tener 2 litros de capaci-
dad. ;Cuadl serd su altura?

Volumen : z X1 % % = 2 dm?
6

de donde: h =
3,1416

— 6 x 031831 = 1,91 dm

1.055. ;Cudl es el didmetro de un cono de estafio que tiene 25 cm de
altura vy cuyo peso es de 19 111,4 gramos? Densidad del estano: 7,3.
Tomando por unidad el decimeiro, tendremos:

19,71, ;14 e 235

.. 19,1114 x 3
d iro: 2r=2 [ ~r——T "7 92X ]=
idmetro i / 73 % 2.5 % 2 1 2dm

1.056. El radio de la base de un cono recto es de 2,10 m v la generatriz
es igual a los 4/5 de la circunferencia de la base. Hallese:

1.9 El drea lateral del cono.

2.0 La altura del mismo.

Volumen cono:

® 10 AL = mrl=2 x 3,1416 x 2,1 x % x 3,1416 x 2,1 — 69,64 m®

@ 20 h:q/l?—rzz\/(%x2><3,1416x2,1)2—2,12=10,34m
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1.057. Un embudo tiene 13 litres de capacidad. Hallar su didmetro v su
profundidad, si ésta es el duplo del diametro.

-3
V:nr‘zx%znrfx%z“'g?
[3v 13 x 3 1
' _ s =146d
de donde: v e \‘/3,1416 X 4 "

Didmetro: 0,291 m Altura: 0,582 m

1.058. Hallar el radio de la base de un cono que tiene 1 m® de volumen
v 3 m de altura.

Volumen: ar® % % =1

de doside: r— |1 — /03183 = 0,56 m
Jt

1.059. Hallar la altura de un cono truncado en funcién del volumen ¥
de los radios.
Llamando R v r a los radios de las bases, tendremos:

V:Z—h(R2+r"‘+R7)

h— 3v
a(R? + r® + Rr)

1.060. :Cuadl es el radio de la base inferior de un tronco de cono recto
que tiene 30,615 m® de drea lateral v 1,95 m de generatriz, si el radio de la base
superior es de 1,4 m? (7 = 3,14).

AL === R + »I
30,615 = 3,14 (R + 1,4) 1,95

30,615

R+14=—"""=_=275
34 x 195 T
R=5—-14=36m
1.061. ;Cudl es la profundidad de un vaso de 11,176 litros de capacidad,

cuya forma es la de un cono truncado, sabiendo que el didmetro superior tiene
24 cm vy el inferior 28 em? (7 = 22/7).

Volumen tronco: T?h (1,22 ¢+ 14 + 1,2 x 1,49 = 11,176

fy = 11176 X 3 ><7=2,1dm
22 x 5,08
1.062. Un cono tiene 2,25 m de radio v 3 m de altura. :Cual es por metro
la inclinacién de la generatriz?

La inclinacion de la generatriz es de

3 o
75~ b3
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1.063. Un cono tiene 3 m de altura v 4 de diametro. ;Cuil es el dngulo
formado por la altura v la generatriz?

Tangente: 2:3 = 0,666
La tabla de tangentes da 33° 39'.

1.064. :Cudl es el precio de 4 troncos de drbol troncocénicos de 4 m
de largo, sabiéndose que los radios de los extremos de cada uno tienen .34 y
26 cm v que el metro cibico vale 196 pts? ;Cudl seria la diferencia de precio
si se consideraran como cilindros cuya base fuera la media aritmética de las
bases dadas?

Precio troneos: 4?(0,172 + 0,132 + 0,17 x 0,13) x 4 x 196 pts

(0,17 -+ 0,13)‘5
2

Precio cilindros: = X 4 x 4 % 196 pts

0,17° 4+ 0,132 + 0,17 x 0,13
3

Diferencia: 167 x 196 [ 70,1521 = 1,31 pts

1.065. Un pan de aztcar queda dividido por una seccién paralela a la
base en dos porciones equivalentes. 51 el cono tiene 0,54 m de altura por 0,18 m
de didgmetro, ¢qué altura tendrd el cono deficiente que resulta?

Stendo los wvolimenes de dos conos semejantes proporcionales a los eubos de
las alturas, tendremos llamando x a la altura:

& A
0,54 2

de donde: x = :JO’;43 = 0,428 m

1.066. Desde el vértice de una hojalata rectangular (fig. 521) se describe
un arco de circunferencia con un radio igual al lado menor,
A B v se construyve un cono con el sector asi obtenido. Hallese
la altura v el volumen de este cono.
El drea lateral del cono es igual al sector circular ABE.
x x 182
4

E
(8]
,-/ S de donde, radio de la base: r = 4,5 cm

el -
h=+18 — 45 = 174 cm

V= 173’4“ x 45° = 369 cm?

/ Luego ar X 18 =

D 18cm c

1.067. Dos vasos de forma conica v de peso igual,
tienen 25 cm de altura interior v 12 cm de didmetro.
Se llena el uno de éter cuya densidad es 0,71 v el otro
de dcido sulfarico cuva densidad es 1,84. Hillese la diferencia de peso de los
dos vasos.

Fig. 521
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Tomemos por unidad el centimetro para obtener el peso en gramos

a X 6" x 25 x 1,84
3

7 %X 6% x 25 x 0,71
3

Peso del dcido sulfiirico:

Peso del éter:

7 X 6% x 25
3

Diferencia: (1,84 — 0,71) = 1065 g

1.068. Las dos bases paralelas de un tronco de cono son de 22 v 40 dm®.

Hallar el didgmetro que ha de darse a un cilindro de igual altura vy de volumen
equivalente.

Volismen; % (22 + 40 + /22 x 40) — w*h

2 62 % \3/22 x40, ., [62 +3\/§6 = 8.3 s
a T

1.069. Se ha hincado verticalmente en el suelo, cerca de un drbol cuya
sombra tiene 34 m, un jalén de 1,4 m de altura v cuya sombra es de 2,1 m. Hallar:

1.2 La altura del arbol.

2. Su volumen, siendo de 1,2 m la circunferencia de la base, v supo-
niéndolo perfectamente cilindrico.

Liamemos x a la altura del drbol; tendremos: C
14 x 2
& ]o =" =22= = 2267
21 34 % 3 BRE
1,22 2
® 2° Volumen: V — X225 = 0,865 m® Q)é“ E

1.070. El tridngulo rectingulo ABC (fig. 522)
gira alrededor de BC. Calcular:

1.0 El drea total engendrada.

2.2 El volumen. Dimensiones: hipotenusa,

AC=15cm; BC =10cm

AB = /15 — 10* = 5 /5 em e sz
® 1o dreatotal: AT = 25+/5 x (15 + 5+/5) — 919,54 cm?
10
3

® 2° Volumen: V=mzxx 125 x = 1309 cm®

1.071. Hallar la superficie total v el volumen, si el mismo tridngulo gira
alrededor de AB.

® 1.0 Adreatotal: AT = z x 10 x (10 + 15) = 785,40 cm®

2
® 20 Dolimmsns V= n x 100v125 3"125 = 1170,801 cm®
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1.072. El trapecio ABCD (fig. 523) gira alrededor de BC. Hallar el drea
engendrada por AD v el volumen engendrado por el trapecio.
e 1.0 Area engendrada por AD: = (10 - 25) 25 = 27489 cm®
® 2.° El volumen engendrado serd el de un tronco de cono:

V= T?h @+ )
h o= AE — +/AD? — DE? = 4/25* — (25 — 10)® = 4/400 = 20 ¢cm °

230 (25% - 10° + 25 % 10) — 20 420,4 cm®

V = 3,1416 x

A 10em B

D 15em E 10ecm C

Fig. 524

1.073. Hallar el drea total engendrada v el volumen, si el mismo trapecio
gira alrededor de DC (fig. 524).

® 1° AreaAD = 71 x 20 x 25 = 1570,80 cm’
Area AB =27 % 20 x 10 = 1 256,64 cm?
Area BC = 7 x 400 = 1 256,64 cm*®
Area total: 4 084,08 cm®
e 2° Vol ADE :Lx;‘ﬁx 15= 7183,20 cm®
Vel. ABCE = 7 x 400 x 10 = 12 566,40 cm?®

Volumen total : 19 746,60 cm®

1.074, El agua contenida en un vaso conico de 18 cm de altura y 24 cm
de diametro se vierte en un vaso cilindrico de 10 cm de didgmetro. :Hasta qué
altura subira el agua?

=n><122><%:n><52><h

L — 144 x 6

= 34,56 cm
25
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1.075. Una cuba en forma de cono truncado tiene la base eliptica; los ejes
del fondo tienen respectivamente 1,8 m v 1,2 m; los de la abertura tienen 2,08 m
v 1,5 m. ;Cudl es su capacidad si la altura es de 86 cm?

Area de la elipse: xab. (GEom. 914.)

Volumen de la cuba:

v:%@x 6 + 10,4 x 7,5+ /9 x 6 x 10,4 x 7,5) = 1772,4 1

1.076. Haliar el dngulo del sector formado por el desarrollo de la super-
ficie lateral de un cono de 4 m de circunferencia v 5 m de generatriz.
Véase el no 1.010.

1.077. 'Tres conos macizos de latén, de 50 em de altura, tienen por dia-
metros 12, 24 y 36 cm. Hallar la arista del cubo equivalente a estos tres conos.

0,6* X 5= 4 1,22 X 5x , 1,8 x 51
3 3 i 3
VT = if%ﬁi (1 + 4 + 9) = 26,38944 dm®

Arisia: a = /26,3894 = 2,97 dm

1.078. En un circulo de hojalata de 84 cm de radio se corta un sector
de 150° para hacer un cono. Hallar:

Vol. totai:

1.9 El radio de la base de este cono.
2.0 El volumen.
3.2 El volumen del cono hecho con el sobrante de la hojalata.

@ 1.9 Longitud del arco del sector: | = Mcm

180

Este arco forma la circunferencia de base del cono:

7 X 84 x 150

2ar =
180
84 < 150
sheas T80 % 2 o
® 290 Volumen: N T X 35% v 24: — 35 = 100 765,511 cm?
@ 3.° Long. del arco parte sobrante: 1, — 1><_188‘3><—21Q cm
Long. circunferencia base: 2R — %L 8% < 210

180

Radio de la base: R — S+ X210 _ 4q
360

T 3 49% % A/84% — 492
3

Volumen del cono: V = = 171 552,545 cm?®
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X. Area de la esfera

.079. Una esfera tiene 3,08 m de radio. ;Cudl es:
o La circunferencia de un circulo maximo.

El 4area de la esfera?

El radio de la circunf. de un civculo mdximo es el de la esfera.

C = 2ar =2 % 3,1416 x 3,08 = 19,352 m

e 29 Areqesfera: A= 4x® = 2ar x 2r = C X 2r
A = 19,352 x 6,16 = 119,2083 m*

o
o

1
1
2
1

1.080. ;Cudl es el drea de una seccion central en una esfera de 24 m
de radio?
El drea pedida es la de un circulo mdximo:

A = 7 — 3,1416 x 5,76 — 18,0956 m?

1.081. Esxpresar en funcién del radio r de una esfera el drea total de un
hemisferio vy de su base.

Area del hemisferio: 21t
Avrea del circulo mdximo: =

1.082. ;Cudl es el drea de una esfera, si la circunferencia de un circulo
maximo tiene 4,84 m?

} Area total: AT = 3ar®

Segiin 1.079-2.0: A=C=xD
Pero D = C
s 4
de donde: A=C xS 4842 » 03183 = 7,4565 m°
I

1.083. Expresar el radio de una esfera en funcién del area.
Tenemos (GEoM. 960) A= 427

de donde r:\/%z% [A
s 7

1.084. ;Cudl es el radio de una esfera que tiene 6,16 m* de area?

Segiin n.01.083: r = \/E _ [—816 g7 m
Bt 12,5664

1.085. Expresar la circunferencia maxima de una esfera en funcién del
area A de dicha esfera.

Tenemos: A=4m? y y = 1 /A
2 i1
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Sustituyendo r por su valor en: = 2ar

da: C=2n x—f \/7 \/A‘*z

1.086. :Cudl es la circunferencia mixima de una. esfera que tiene 12 m?
de drea?

Segiin 1.085:  C = +/Ax = 4/12 x 3,1416 = 6,14 m._

1.087. ;Cudl es, en funcién del didmetro exterior D v del espesor e, el
area interior v exterior de una esfera hueca?
St D es el didmeiro exterior, D — 2e serd el didmetro interior.

Area exterior: aD?

Area interior: (D — 2e)?

1.088. ;Cudl es el drea exterior e interior de una esfera hueca de 35 mm
de espesor, si el didmetro exterior tiene 1,05 m?

Area exterior: aD? = 3,1416 x 1,05* = 3,4636 m>

Area interior: 7 (D — 2¢)® = 3,1416 x 0,98 = 3,0172 m?

1.089. :Cuidl es en dm® el drea de una bala de cafién de forma esférica
cuyo radio es de 10 cm?

A =4m* =4 x 3,1416 x 1* = 12,5664 dm?

1.090. ¢Cual es el espesor de una esfera hueca cuyas dreas interior y ex-
terior son de 3 m® y 3,12 m??
El espesor pedido es la diferencia entre los radios R y r.

SR — TS e domils Bie ﬂ — 0,4983 m

= 0,4886 m
Espesor 0,0097 m

4ar* = 3; de donde r=

1.091. :Cudl es el drea total de un cilindro, de un cono vy de una esfera,
siendo 7 el radio de estos tres cuerpos y 2r la altura de los dos primeros? Apli-
cacion en el caso que r = 25 cm.

Area esfera: A = 47
Area total cilindro: AT = 2ar (I + r) = 277 X 3r = 6ar®
Area total cono: . AT = ar (I + 7)

PR Y S
Sustituyendo AT = ar (r 54 ¥) = nr? (\/5 + 1)
Suma dreas: S=4a® L 6 + o (‘\/; + 1) = ar* (11 + '\/g)
Parar = 25 cm: S = 3,1416 x 25 % 13,236 = 25 988,886 cm?
1.092.  :Cudl es el 4rea total de un segmento esférico de una base de 80 em
de altura en una esfera de 2,1 m de radio?

13.—GEOMETR{A CLAVE, CURSO SUPERIOR
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El drea pedida se compone del drea del casquete esférico mds el drea del circulo

« de la base.

Area del casquete: 2arh = 6,2832 x 2,1 x 0,8 = 10,5557 m?
Caleulemos el radio x del circulo de la base. Este radio es una media propor-
cional entre los dos segmentos del didmetro
X =34 %08 =272

Area de la base:  ax* = 3,1416 x 2,72 = 8,5451 m®
Area total : AT = 10,5557 + 8,5451 = 19,1008 m*

1.093. Expresar la altura de un casquete esférico en funcién de su drea

v del radio de la esfera.
Llamemos h a la altura, r al radio de la esfera v A al drea del casquete dado.

Tenemos (Grom. 959, 3.2):
A

2ar

A =2marh dedonde h =

1.094. ;Cuadl es la altura de un casquete esférico de 3 m® en una esfera
de 1 m de radio?

" 3
.©1.093: =——— = 0,4774
Segun n.° 1.093 h 6.2832 % 1 m

1.095. Una esfera cuvo radio tiene 4 m estd cortada por dos planos que
pasan a un mismo lado del centro, a 2 ¥y 3 m. Se pregunta:

1.0 ;Cuidl es el drea de la zona resultante?

2.0 ;Cudles son las dreas de las dos bases de esta zona?
e 1.° La altura de la zona es de 1 m.

Area de la zona: A = 2arh — 6,2832 x 4 » 1 — 25,1328 m?

® 2.9 Radios de las bases:
=4 — 2 = 12; n=4-—-3=7

2

Area 1.2 base: A, = 31416 x 12 = 37,6992 m*
Avrea 2.2 base: A, = 3,1416 x 7 = 21,9912 m*

1.096. Una esfera tiene 1,8 m de radio. ;Cudl seria el radio de un circulo
equivalente a una zona de esta esfera, cuva altura fuera de 20 cm?
Sea x el radio del civculo pedido.

Tendremos : ax? = 2arh

De donde: X =+/2rh=4/2 x 1,8 x 0,2 = 0,848 m

1.097. En una esfera de 42 c¢m de radio se trazan, a un mismo lado del
centro, planos paralelos, a 14 cm de distancia. Hallar los radios de las bases de
las zonas v del casquete que resultan.

Numero de zonas que se ha de determinar: 42 :14 = 3,

Habrd 3 secciones; la 1.2 serd un civeulo mdximo: r, = 42 cm.
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El radio de la 2.2 seccién serd una media proporcional entre los dos segmentos
del diametro:

r:=+/(42 + 14) (14 + 14) = 28 /2 - 39,60 cm

El radio de la 3.2 seccion es una media proporcional entre 70 v 14
r; = +/70 x 14 = 14 4/5 = 31,31 cm

1.098. :Cudl es el radio de una esfera en la cual un casquete de 35 cm
de altura tiene un drea igual a 2 m??
De la férmula A = 2arh, resulta:

A _ 2
22k 6,2832 x 0,35

1.099. El 4rea de un casquete esférico es 2,85 m?*. Hallar el 4rea de la
esfera correspondiente, si la altura del casquete es de 45 cm.

=09m

Area casquete: A = 2arh  dedonde r = i

2nh

Avrea esfera: E =4a® = 472 x T*%% = 3;
E—=— 28" __ _ 17677 m®

31416 x 0,45°

1.100, :Cudl ha de ser la altura de un casquete correspondiente a una
esfera de 9 m de radio para que tenga 169,6464 m®> de drea?
Avrea de la zona: A = 2arh
e A 169,6464
2ar 6,2832 x 9
1.101. ;Cudl es el drea convexa de un huso de 80° en una esfera de 5 mm
de radio?

=3Im

ar’n

Area del huso (GEoM. 964): A = 90

A — 31416 >;052 X 80 _ 6981 mm®

1.102. ;Cudl es el drea total de una cuna de 25° en una esfera de 88 cm
de radio?

El drea total de una cufia esférica se compone del drea del huso, mds el drea
de los dos semicirculos mdximos que la determinan.

Ay dida- A — @ L T X 25 a1 25\ _ = X 23
rea pedi art + % Eix +90 —18

3,1416 x 88 x 23
18

A=

= 31 086,481 cm*
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1.103. ¢Cuil es el radio de una esfera en la cual el drea de un huso de 459
es de 1m??

ar® X 45 _
90

de donde r= 0 _ 2 _ 0,798 m

\ 457 \/3,1416

Area huso: A= 1

1.104. ;Cudl es el dngulo de un huso esférico cuya drea tiene 104,72 m?
si el radio de la esfera es de 10 m?

]

Area huso: ar'n _ 104,72
90
n— 10472 x 90 _ 300
3,1416 x 100

1.105. Una caldera de vapor de forma cilindrica termina en sus extremos
en una semiesfera de 40 cm de radio. Hallar el drea externa de esta caldera,
si el cilindro tiene un radio igual al de las esferas, vy la longitud es el duplo del
diametro.

Llamemos r al radio comin al cilindro y a la egfera.

Area de la parie cilindrica: 2ar X 4r = 8ar®
Avrea de los dos hemisferios: 4ar®
Avrea toital: 12292

AT = 12a7* = 12 x 3,1416 x 0,4*> = 6,0318 m®

1.106. :Cuédnto costard el dorado de una bola de 25 em de radio, si el
metro cuadrado de ese dorado vale 535 pts?

Area de la bola:  4r® = 4 % 31416 % 0,0625 m?
Gasto: 535 x 4 x 3,1416 x 0,0625 — 420,2 pts

1.107. Siendo la presién del aire sobre 1 cm? de 1,026 kg calcular Ia fuerza
necesaria para separar dos hemisferios de Magdeburgo de 6 cm de radio des-
pués de hecho el vacio.

Fuerza: F = 1,026 kg X 42r® cm?
F =1,026 x 4 x 3,1416 x 36 = 464,15255 kg

- 1.108. Dada una esfera de centro O y radio-R (fig. 525), se traza un plano
secante que determina un circulo de centro D y de didmetro AB, v un casquete
esférico de altura DC.

1.2 Determinar el drea A de dicha esfera, v sirviéndose de R v CD hallar
el drea A, del casquete.

2> Determinar el valor de CD en el caso en que sea %‘- = o, hallando
n

en este mismo caso OD en funcién de R v de #.
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® 19 Ayeaesfera: A = 4aR? (1) C
Area casquete: A, = 2aR x CD 2) / \
® 29 Dwidiendo ordenadamente, resulta: A 5 B
A _CD _ 1 0
A 2R n
de donde CDh = L}
n
IR 2 G
OD=0C—-CD=R— =R(**) .
n n Fig. 525
L ]

XI. Volumen de la esfera

1.109. ;Cudl es el volumen de una esfera de 84 cm de radio?

v=Far L3146 < 84 — 2482702 o’
1.110. ;Cudl es el volumen de una esfera de 4 cm de didmetro?
1

vV —

- mﬂ:é— X 3,1416 x 4% = 33,510 cm®
1.111, ;Cudl es el volumen de una esfera cuya drea tiene 113,0976 m??
En funcién del drea de la esfera, el volumen es igual al producto de dicha drea
por 113 del radio. Busquemos el vadio:

A =4 dedonde r= A
4x

Vol A U096 ., | 1130976 . 455 G076
3 4 3 V4 x 3,1416

1.112. ;Cudl es el volumen de una esfera en la cual la circunferencia de
un circulo maximo es de 4,62 m?

Tenemos 2ar = 4,62  de donde v =152 —
v=2 e 42 (231Y _ 4 665224 ms
3 3 T

1.113. ;Cudl es el volumen de una esfera en la que un circulo méximo
tiene 13,86 m*? (= = 22/7).

Area cirveulo: art = 13,86
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de donde : ¥ = \/ 13,86 _ \/13’86 Bl o 2,1 m
14 22
Volumen esfera: V = % xr? = % X 2—72 % 2,1" = 38,808 m?

1.114. ;Cudl es el radio de una esfera en funcién de su volumen? Apli-
cacién en una esfera de 179 dm?®.

3V

— i ar®  dedonde =

/3 X179 _ 349 dm

1.115. ;Cuil es el didmetro de una esfera en funcién de su volumen?
Aplicacién en una esfera de 40 dm®.

r= 3

V =—= -rD"’ (Geom. 891)

D — /
De donde 0, 5236
Para V= 40dm*: D= _/ = 4,243 dm
. 0,5236

1.116. ;Cuidl es el area de una esfera de 1 m® de volumen?

Vol. esfera: % P
de donde ¥ = i; y = ?jl
47 47
Area: A = 4ar = 47 | 5 e 47 3 ? -3 367 = 4,836 m®
4 16"

1.117. ;Cudl es la circunferencia mdxima de una esfera que tiene 14 cm?®
de volumen?

Vol. esfera: % aD? =14  dedonde D = - 84
B
La circunferencia de un cireulo mdximo es:
C=aD=gx ki = </ 847* = 9,394 cm

1.118. Se corta una esfera de 1,2 m de radio por dos planos paralelos
distantes 90 cm, simétricos con relacién al centro. Hallar el volumen del segmento
esférico que resulta
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Vol. segmento dos bases (GEom. 982): V — 2 L *7“ (m® + %)

6
3 2
como m = n: V= 'P[g +:zam2=?ra({"; +m2)
m® = 120 — 45% = 12 375

V = 31416 x 90 (géi 12 375) — 3880 661,4 cm®

1.119. La altura de un casquete esférico es de 25 e¢m; el radio de su esfera
tiene 84 cm. Hallar el volumen del sector esférico correspondiente.

2

Vol. sector esférico (GEom. 971): 'V = Tra

w‘t\)

Bl gy - N = % % 31416 x 84* x 25 — 369452 cm’

1.120. Un sector circular de 60 cm de radio v cuyo angulo tiene 30°, gira
alrededor de uno de sus radios. Hallar: '

1. El volumen del sector esférico engendrado.

2.0 El area total de este sector.
e 1.9 Volumen.— Sea AOD &l sector generador (fig. 526), que gira alrededor

de OD.
Volumen sector esférico: D
Ac—8T B
V= % arta =4
3 4 \

4 \

Pero a=OD70er—r—'\2/§: ¢ g \

0 |

= % @~ /3) Fig. 526

Luego V = % ar? % 2 — \/5) _ 22—/ 3) 3_ V3)

3 2y
v — & X 60 ><3 2~ v3) _ 750004 @2 — +/3) = 60620,3136 cm® |

® 2° Area.—Fl drea pedida se compone del drea del casquete mds el drea
lateral del cono.

Area casquete: A, = 2awra = 2ar X %(2 — \/5) = ar (2 — '\/37)

Area lateral cono: AL, = ar’'l  pero v = ?7' y l=v¥
2
Luego: AL =z x Ly =T
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Area total:
AT = n72(2r\/§)+%:. ﬂrz(z—ﬁ+%) — o x 0,768
Para r = 60 AT = 3,1416 x 60* x 0,768 = 8685,89 568 cm”®

1.121. El radio de una esfera es de 1,5 m; uno de sus sectores estéricos
tiene 1,545 m®. Hallar el drea del casquete que le sirve de base.
Llamemos x a la superficie del casquete, r al radio de la esfe:g.

Vol. sector: V=xx ?r
s 3Vv. 3 x 1,545 —3.09 m?
¥ 1,5

1.122. ;Cudl es el radio de la esfera en la cual un sector esférico de 0,633 m?®
tiene por base un casquete de 1,2 m??

3 x 0,663
- ; =
r : 1,6575 m

1.123. En una esfera (fig. 527) de 1 m de radio las alturas de dos casquetes
opuestos son de 4 v de 6 dm.

Calcular el volumen:

1.2 Del sector correspondiente a cada casquete.

2.0 Del cono correspondiente a cada casquete.

3.9 Del segmento correspondiente a cada cas-
quete.

4.0 Del segmento esférico comprendido entre los
dos segmentos.

Los planos BIC y GH] determinan los casquetes:
ABC y GNH.

Conocemos: AQO = 10dm; JN = 6 dm

Al = 4dm; IJ =10 dm
Fig. 527 BI’ = Al x IN =4 x 16 = 64
G — JN x JA — 6 x 14 — 84
e 109 Sector ACOB: V= 23;20 = 65,2832 ><3 100 x 4 _ 837,76 dm®
o 20 Sector OGNH: v — 62832 ><3 10 X 6 _ 155664 dm®
e 3° ConoBOC: v = 31416 é 64 X6 _ 402,125 dm®
e 40 Cono OGH: v = 31416 X 84 X 4 _ 351 g5 qme

3
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® 59 Segmento ABC:
zAT? 416z
3

3

V =

GR — AT) = 2X 4 >< 30 — 4 = — 435,6352 dm®

e 6.2 Segmento GNH:
i nIN (R — JN) = X 6 T X030 — 6) = 2887 — 904,7808 dm’

e 70 Segmento BCHG:

v=2l . =l @e 4 op
v_ 10 101

64 + 84
o (64 + 84) =

27207 _ 2848,384 dm’

1.124.  ;Cudl es e[ drea de un circulo méximo de ura esfera cuyo volumen
es igual a 32 cm®?

"Tenemos : Py de donde 1 — 332X 3
3 47
Avea circulo: A= m® = =x (@)2 — 4+/92 — 12,18 cm®
T

1.125.. En la figura 527, BO = 20 cm, Al =5 cm; calcular el volumen:
1.2 Del sector BACO.

2.9 Del cono BICO.

3.2 Del segmento BAC.

e 1. Sector BACO: V — % JOE S 2?“ % 202 X 5 = 4189 cm®

e 20 Com BICO: v — ZBEXOI _ xx NIxAIx OI

3 3
v _ 31416 x 3;_ RER 15 oo
® 30 Segmento BAC'
e O —%52 (60 — 5) ='1§735—’I — 1440 cm?®

1.126. :Cuél es el volumen de la cufia esférica que pertenece a una estera
de 1-m® si el dngulo del huso es de 2507
El volumen de la cufia esférica es igual al volumen de la esfera multiplicado
n

360

por

_ 1000 x 25
360

1.127.. :Cudl es el volumen de una cufia esférica si el radio de la esfera
tiene 12 dm y el dngulo del huso es de 51¢ 39" 457

= 69,444 dm®
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o % 51039457 _ 3,1416 x 12° X 185 985" _ 1439 gme

¥ = 270 270 % 60 x 60

1.128. ;‘Cuél es el radio de una esfera, si una cufia esférica tiene 21 dm’
v el dngulo del huso 15°7

ar® X 15 _ 21
270

rz\;ﬁl x 270 _ </7>< 5% _ 4,937 dm
15= T

1.129. En un cilindro cuya altura es igual al didgmetro se inscriben: 1.% una
esfera; 2.2 un cono. Calcular la razén de los volimenes de estos tres cuerpos.

Lilamemos V al volumen del cilindro, V' al volumen de la esfera, V' al volu-
men del cono v r al radio de la base del cilindro. Tendremos:

Vol. cufia:

Cilindro: V= ar X 2r =27
Esfera: Vo= % P
Cono: VY = art % 234 a2 % P
De donde Y,Z 227 2X3 _ 3
v g oo 4 2
3
v V.o_ 2w  2x3 _ 3
Y Tz ar 1

Los wvoliimenes de estos tres cuerpos son entre si como 3, 2, 1.

1.130. El radio mayor de una esfera hueca tiene 25 cm. ;Cudl es el espesor
de la envoltura si su volumen es de 4 dm?®?
Sea R el radio de la esfera exterior v 1 el radio de la esfera interior.

3
Volumen de la esfera exterior: —;— aR? = ﬁ:):_ZS_ = 65 450 cm?®
Vol. de la esfera interior: 65 450 — 4000 = 61 430 cm?®
o sea % ar® = 61 450
de donde g sy 3 X 01450, 5hign
4
Espesor: R-—r=25—2448 =052 cm

1.131. :Cuadl es el volumen de una envoltura esférica de 2 cm de espesor
si el didmetro exterior tiene 2,22 m?
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Sea V el volumen pedido, R y 1 los radios exterior e interior:
V:%HRS —;—11’3 :%:'r(R3 — )
Pero R=11lm » r=1,11-002=109m

s % 7 (1,11° — 1,09%) = 0,304 107 m®

1.132.  ;Cudl es el peso de una envoltura esférica de cobre de 25 mm
de espesor, sabiendo:

1. Que el didmetro exterior es de 1,35 m.

2. Que la densidad del cobre es §,78?

Sea P el peso pedido, V el volumen v d la densidad; sabido es qite

P=Vxd

Llamando D v IV a los didmetros exierior e interior, tendremos:

v=l.p - Llopr_l . _ Doy
6 6 6
v P~ % d (D* — D)
pero D’"=13,5 -2 % 0,25 = 13 dm

P - % = % 8,78 (13,5 — 13%) — 1210,902 ke

1.133. ;Cudl es el espesor de la pared de una pompita de jabén si una
gota de agua cuyo didmetro es de 2 mm produce una pompa de 15 cm de radio?

Tomemos por unidad el milimetro.

El volumen de la pared de la pompita es igual al volumen de la gota de agua.

Liamemos v al radio de la gota de agua, R al radio externo de la esferilla de
Jjabon, R’ al radio interno de la misma.

Su espesor: e=R — R’

4
— o =

Volumen de la gota de agua: 3

3‘13=§—1

--’|-F- w‘.p.

Volumen total de la pompa de jabon: aR? = i}t a x 150

Volumen interior de la pompa % X 150° — 4?” - “%* (150° — 1)
de donde resulta: J’?‘TR”’ - % (150° — 1)

R’ = /150° — 1 = </3 374 999 = 149,9999 mm
e =150 - 149,9999 = 0,0001 mm
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1.134. Una esfera hueca tiene 43 cm de radio exterior y 4 cm de espesor.
Hallar el radio de otra esfera maciza de igual volumen.

Sean x el radio de la esfera pedida, R vy v los radios exterior e interior de la
esfera hueca.

Tenemos: % nx® = % aR? — —;— ar®
0 sea =R -7

x= VR — 7 = 043 — 039 =027 m

1.135. Hallar el peso de una bola de madera de 120 cm de diametro, sa-
biendo que metida en el agua se sumerge 21 cm (7 = 22/7).

El peso de la bola es igual al peso del agua desalojada, esto es,.al peso de un
segmento esférico de agua de 21 cm de alto.

Llamando h a la altura del segmento v r al vadio de la esfera, el volumen del

segmento es: "
V = zh* - =
x (r : )
2,1

Ve % X 2,1° (6 _ —5—) = 73,458 dm®

Peso: P=V x d= 73458 kg

1.136. Un cubo y una esfera tienen igual drea, que es 2,4 m®. ;Qué di-
ferencia de volumen hay entre ambos cuerpos?
Sea a la arista del cubo, R el radio de la esfera v A el drea.

Avrea cubo: A = 6a®
de donde a= B f 2N 6,32 dm
6 6
Vol. cubo: V, = a® = 6,32° = 252,435 dm?
Avrea esfera: A = 4aR?
de donde R fB_ (240 o945
4x 47
Vol esferas V= LR =% 5w 437 340558 di®

3
V, — V; = 349,555 — 252,435 = 97,12 dm®
1.137. El 4rea total de un cono de revolucién es igual al drea de una esfera

que tiene 12 cm de radio. Si el radio del cono es el tercio del radio de la esfera,
hallar, con una aproximacién de 1/1000 la altura del cono.

Radio de la esfera: R = 12 cm;  del cono: r =% cm
Por hipotesis: ar (I + r) = 4aR?
4 +4) =4 %12
[ =140

Altura: h ="+/140* — 4* = 139,942 cm
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1.138. Hallar el peso de una bola de billar de marfil que tiene 14 cm de
circunferencia. Densidad del marfil: 1,9.

Circunferencia: 2R = 14
de donde R=1—4=lcm
2 n
3 I
Vo, esfora: V=15 T _ A X338 _ 44336 e
3 Lot 3a® :

P=V xD=4633 x 1,0 — 88,0384 g

1.139. :Cudl es el didmetro.de una bola de oro que vale 350 000 pts si
el 1/2 kg vale 18 600 pts? Densidad del oro: 19,20.

B vl vz p— 330000 _ 4408602 kg
37 200
Volimon: V= £ 2308 602 _ 450631 dai?
D 19,2
Vsl agfaries % ad® = 0,490 031

d = /0490031 X 6 _ g7 4
by A

. 1.140. En un vaso cilindrico de 68 cm de didmetro, en parte lleno de
agua, se echan 80 bolas de igual didmetro. Si el nivel del agua sube 20 cm, hallar
el didmetro de una de las bolas.

El volumen de las 80 bolas es igual al volumen de un cilindro de 20 ¢m de altura
v de 68 cm de didmetro. Llamando R al radio de una bola:

4aR® @ x 34> x 20
3 80
R 3 x3 _ 177x3

16 4

Didmetro: 2R = 2 /216,75 = 6,008 x 2 = 12,016 cm

<

1.141. Una esfera (fiz. 528) tiene de radio 5.cm
v a 3 cm del centro se traza un plano secante cuyo dii-
metro es AB. Si trazamos el cono .VAB circunscrito a A B
ese circulo secante, hallese
1.0 El volumen de la esfera.
2.9 El area de la zona mayor AFB.
3.0 E] area de la seccion AB y el drea lateral del
cono VAB.
e 1.9 Volumen esfera:

F
Vo4 e A X 3146 X 125 gpne ,
3 3 Fig. 528
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® 29° Area AFB: A =27ra =21 x5 x 8 = 251,328 cm?
® 3.9 Areaseccion AB: A = aDB?* = 7 (5 — 3%) = 16 = 50,26 cm?

AODB ~ AVDB
OB _ OD, 5. _ 38

VB DB’ VB 4
VB =2x4 20
3 3

Avrea lateral cono VAB: AL=1xDBx VB=3,1416 x4 x 23—0 --83,776 cm’

Luego

1.142. Una esfera de marfil entra exactamente en un cubo de 4 cm de
arista. Calcular el volumen de esa bola y la diferencia que hay entre su drea
v la del cubo.

® 1.9 Volumen dela bola: V = % ar® = % x 3,1416 x 2* = 33,5104 cm?

b e 2° Ayeadela bola: A, =4a =4 % 3,1416 x 2* = 50,2656 cm?
i Area del cubo: Ay =4 % 6 = 96 cm?
: Diferencia: A; — A, =96 — 50,2656 = 45,7344 cm®

1.143. Calcular el peso de una copa metélica semiesférica cuyo didmetro
interno tiene.32 cm, siendo el espesor de 5 mm v la densidad del metal 7.
vo2X 33,1416

Volumen del metal : (16,57 — 16®) = 829,48 cm®

Peso de la copa: P =7 x 829,48 = 5806,36 g

1.144. Se funde un cubo metélico de 80 cm de lado v se lo transforma
en una esfera. Hallar:

1.2 Su didmetro.

2.0 En cudnto excede la superficie del cubo a la de la esfera.

® 1.0 Vol del cubo: V =8 =512 dm®
Radio de la esfera: v — s!%élz— = 4,96 dm
ey 4
| Didmetro: 2r =496 x 2 = 992 dm
| ® 2.9 Areadel cubo: 8 x 6 = 384 dm?
Area de la esfera: 4 x a1 x 496> = 309,15 dm?
Dif. — 74,85 dm?
1.145. Se inscribe un cubo en una esfera. Expresar su arista en funcién
4 del radio de la esfera.

Sea R el radio de la esfera, la diagonal del cubo inscrito serd 2 R.
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El cuadrado de la diagonal de un cubo es igual a tres veces el cuadrado de la
arista (GEOM. 794); llamando x a la arista, tendremos:

4 R? = 3a*°
X _2¥ R\/g

1.146. :Cuadl es el volumen del cubo inscrito en una esfera de 800 dm?®?
Sea R el radic de la esfera v a la arista del cubo.

Vol. esfera: %, aR?* = 800

R — 800 x 3 600

Luego 4
b 4 ket 5

Tenemos también (n.© 1.145): a = % R \/5

De donde a® = %
Vg o8X 6(;0 x /3 _ 16003>< V3 294,042 dm®
b8 a

1.147. Una esfera de cobre de 18 cm de radio contiene a otra de platino
de 5 cm de radio, de modo que no hay ningtn vacio entre las dos esferas. ¢Cual
es el peso de la masa resultante? Densidad del platino: 21,5; densidad del co-
bre: §,85.

Esfera exterior: V¥ = % aR? = %31 X 187 = 24 429 cm?®
- - 4 8 4 3 3
Esfera platino: V. = 3 ar® = = x 5= 5236 cm

El volumen de cobre es la diferencia de los voliimenes de las esferas:
24,429 — 0,5236 = 23,905 dm®

Peso del cobre: 23,905 x 8,85 = 211,564 kg
Peso del platino: 0,5236 x 21,5 = 11,257 kg

Peso total: 222,821 kg

1.148. Tres bolas metdlicas cuyos didmetros respectivos tienen 1,2 m,
30 ¥ 40 cm han de fundirse en una sola. ;Cuil serd el didmetro de esta tiltima?
Sean d, d', d” los didmetros respectivos de las tres bolas, v D el didmetro pe-
dido. Tendremos:
aD? _ ad® | ad® nd'"?

b4 ;
= — = L (g3 a7 an
6 6 6 * 6 6 " T )

Por tanto: D? =d% 4 d° + d'®
D=<12 403 +04 =134m
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1.149. Un cubo, una esfera y un cilindro cuyo didmetro es igual a la al-

tura, tienen cada uno 1 m® de 4rea. Hallar el volumen de cada unc de estos tres
cuerpos.

Volumen del cubo.— Liamando x a la arista, tendremos:

Area cubo: 6x* =1 dedonde x= é
3
Volumen: N g = ( %) = 0,068 m*
Volumen de la esfera.— Llamando r al radio, tendremos:
Area esfera: 4ar* =1 dedonde r = H‘%
T

ol w1 A L 606 05w
3 3 4x 6 Eid

Volumen del cilindro.— Llamando ' al radio de la base, tendremos:
4ar® + 2ar? =1

o0 sea: 6mr'? =1 dedonde v = 1
b

V= mr? x 2 = 2m" = 2 ( /(%)“: 0,076 778 m®
) £

1.150. Un cube, una esfera v un cilindro cuya altura es igual al didmetro
tienen cada uno 1 m*® de volumen. Hallar la razén de sus ireas.
Area del cubo.— Llamando x a la arista, tendremos:

3

=1 de donde x=1
Area: A=6x"=6m?

Area de la esfera.— Llamando r al radio, tendremos:

k3 ar® =1  dedonde v — sfi
3 47

Area: A B = B ( 3/41)2 = /362 = 4,836 m?
T

Area del cilindro.— Liamando r' al radio, tendremos:

ar® X 2 = 2ar® =1

de donde ¥ o= 3,’L
2n
A = Gnr® — 6 (u/ZL)E — 3¢/2x = 5,5358 m?
b7 4

Las dreas son proporcionales a: 6, 4,836 v 5,5358.
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1.151. La circunferencia exterior de una bola hueca tiene 72 em vy su
espesor 24 mm. :Cudl es su capacidad y cudl el volumen. de la envoltura?

® 1.0 Didmetro exteriory: 72: 7 =229 dm
Didgmetro interior: 229 — 2 x 0,24 = 1,81 dm
Capacidad: % ad? — L 181° — 3,104 drm®

® 20° Volumen de las paredes: V = '; (2,29° — 1,81%) = 3,186 dm®

1.152. Una bdveda semiesférica tiene por didmetro interior 4,8 m v su
espesor es de 70 cm. Hallar el volumen de la mamposteria.

Didmetro exterior: 48+ 14=62m
Volumen de la mamposteria:

_ =z 3 T Bey— 3 By oo 3
v B % 6,2 12 x 4.8 15 (6,2 4.8%) = 33,441 m

1.153. Un objeto macizo de hierro colado consta de tres partes:

1.2 De un cubo cuya arista mide 42 cm.

2.2 De un cilindro de 1,2 m de altura y 28 cm de didmetro.

3.2 De una esfera de 60 cm de circunferencia. Hallar el volumen v el peso
de este objeto. Densidad del hierro colado: 7,25.

Volumen del cubo: 4728 = 74,088 dm?

Volumen del ctlindro: xx 1,4 x 12 = 73,904 dm?

Didmetro de la esfera: 6: 7 dm

Violiunn de 1 esferas - (£)3 — 3,648 dm®
T

Volumen total: V = 151,640 dm?®

Peso: P = 151,64 x 7,25 = 1099,39 kg

1.154¢ El didmetro de una esfera mide 60 cm. Cudl es el didmetro de
la base de un cono de volumen equivalente y de 30 cm de altura?

N T 1 1 ad?
Por hipdtesis: — % aD? =L
potesis 5 al) 3 x i % h
1 nd? 3
— X 3 ){63: 7T 3
6 i 4 X 3
g — 27
4

Didmetro: d=+6*x4=12dm

1.155. Una bala de cafién de forma esférica de hierro colado pesa 12 kg.
Calcular:

1. Su radio.

2.2 El peso del oro necesario para formar una capa de 6/10 de milimetro

ge e";l:éessor alrededor de ella. Densidad del oro: 19,26; densidad del hierro cola-
o: 7,25. ’
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® 1.° Volumen de la bala: 13 ggo = 1655,172 cm® =
Radio de la esfera: = 3 1655,172 x 3 _

4
® 290 Radio de la bala dorada: 7,33 + 0,06 =

Pilimen de lownbedeons: % (7,39 — 7,33%)

Peso del oro: P = 40,832 x 19,26

1.156. Siendo la densidad media del globo terriqueo
de la tierra en millones de toneladas.

4 s

ar

3

7,33 ¢
7.39 cm
40,832 cm?

786,42 g

5,44 hallar el peso

= 5882 352 941 176 000 millones ton.

Didmeiro terresire: 40 000 : v km
Volumen: V — aD® a2 (40000\* _ 40 000° kn®
’ 6 6 e 67

40 000° x 5,44

Peso: P=——=""

es0 6
1.157. ;Cuantas balas esféricas de plomo se fabricardn con 1 kg de este
metal, siendo su didmetro 2 cm? Densidad del plomo: 7,25.
Vol. de una bala: V = —16~ aD? = % » 2% cm®

Peso: P = % x 2% % 725

1000
x 22 x 7,25

3000
297

Niumero de balas:

1

—=
6

33

1.158. Un globo esférico de tafetin barnizado mide 10 m de diametro v

pesa 250 gramos el metro cuadrado. Hallar:

1.2 El peso de la envoltura.
2.0 El volumen del globo.
® 1.° Area del globo: A =43" = 45 x 5°
Peso de la envoltura: P = 314,16 =% 0,25
® 20 Volumen del globo: V.= A x 1= ﬂ%ﬂ =

1.159.

= 314,16 m?

78,540 kg

523,600 m?*

¢Cudl es el peso de una esfera de vidrio llena de agua, siendo 30 cm

¢l didmetro interior, 1 mm el espesor del vidrio v 2,64 la densidad del mismo?

x 3

Capacidad de la esfera: V = é— I e P 2

3 -
litros
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32

k
6 g

Peso del agua contenida:

Vol. del vidrio: "6‘ x 3,02° — % X 3% = % (3,022 — 3%) dm®
Peso del vidrio: —;i (3,02° — 3%) x 2,64 ke
Peso total: P — 7T33 + 2 (3,02 - F) x 2,64 = 14,889 ke

1.160. ;Cudl es el volumen de la capa atmosférica que envuelve a la tierra,
si su espesor es 1/60 del radio terrestre?

Radio terrestre: r = 40000 _ 20 000 km

2x 7
Radio exterior: R — 20000 x 61 _ 61000 ke
60 3
Vol. capa:
Ve (61 UOO)N - 22 (20000)_ 4 x 10981 X 10" _ 54 943 000 000 ken®
3 3a 3 T 812

1.161. Se ha dorado por galvanoplastia una esfera de 9 cm de radio v
850 gramos de peso, y al sacarla del bafio su peso ha aumentado 12 gramos.
Siendo 19,258 la densidad del oro, hallar el espesor de la capa de este metal.

Volumen de la esfera: % a X 9% = 3053,635 cm?®
12
19,258
Vol. de la esfera dorada:  3053,635 + 0,623 261 = 3054,258 261 cm®

[3 X 3054,258 261
\ 4=

Espesor de la capa de oro: 9,00052 — 9 = 0,00052 cm

Volumen del dorado: = 0,623 261 cm?

Radio de esta esfera: r = 9,000 52 cm

1.162. El vacio de una esfera de plomo hueca, cuyo didmetro tiene 5 cm,
es de 5,45 cm®. Hallar el peso de esta esfera si la densidad del plomo es 11,35.

El volumen del metal es Ia diferencia entre el volumen de la esfera vy el volumen
del vacio.

Volumen esfera: V= 1? aD? = % 3 5% = 65,45 em?®
Volumen del metal : 6545 — 545 = 60 cm?
Peso del metal : P=60x1135=681 g

1.163. La figura 529 representa un sélido en el cual AC es la generatriz
del cono ACBE, tangente a la esfera AO, de 11 cm de radio. Si OC mide 23 cm,

calcular (= = 22/7):
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1.0 La tangente AC.

2.0 La cuerda AB.

3. La altura del ccno ACBE.

4.0  El volumen del mismo.

5.0 El volumen del sector esférico AOBD.
6.2 El area total del sélido.

7.2 El volumen total del sélido.

8.2 El dngulo AOB.

® 1° En AAOC: AC = +/CO® — AO® =
= /625 — 121 = 6+/14 = 22,45 cm

® 30 En AAOC: A0* = OE x OC

) _AO® _ 121
de donde: OE 0C 5
- _ 121 _ 504
g 5 CE = OC — OE = 25 — —2- = == = 20,16 cm
e 20 EnAAOC: AE® —OE x CE — 121 , 504
25 25
AE_ 11, 6+/14 _ 66414
5 5 25

AB — JAE — 66\’14 xz_L" 19,756 cm

e 10 Vol cono ACB: V.= = x 22 x 121 %304 . 50% _ 2060,771 cm?®
3 07 %25 a5 25
® 50 Vol sector AOBD: V = % x 27—2 % 121 (11 — %) — 1561,706 cm®

® 6.9 Fl drea total del solido se compone:
a) Del drea lateral del cono CAB:

AL=n><AE><AC:n><6627 ‘é”'xm/w:wcmz
>

b) Del drea de la zona ANB:

Z=2m xEN=2x% 11 x (11 +22L) = 22X 11 X 396 .
25 25

Area total: AT = 22 X Oy B 1792,18 cm?

7 25
® 7.9 TVolumen del cono: V, = 2060,771 cm® [4.2 solucion]

i - - 2 EN
Vol. segmento ABN: V, = z X EN® [r — =
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2 396 396 ”
_2 7, — — 4510,566
% 7X252X( 25><3) —

Vol. total: V, + V, = 2060,771 + 4510,566 = 6571,337 cm®
® 8o Cdiculo de £~ AOB. a) Por la tabla de cuerdas
AB 19,756

¥ 11

A este numero corresponde el arco de 1280 207.
b) Por trigonometria:

= 1,796

9878 _ 449
Z/AOB = 2 ZAOE t¢ AOE — _ 9878 _ 44,
g T O T 484 22

log 44,9 — 1,652246
log 22 = 1,342423 / AOE = 630 53’ 46"

S, = 1270 47° 32"
log tg AOE = 0,309823

1.164. La figura 530 representa dos conos, ACD y BCD, de igual base,
que tiene 16 cm de radio v cuya altura total es de
43 cm. Hallar el radio de la esfera equivalente,

1.2 El wvolumen de cada cono es igual a la base
comtin multiplicada por- 1|3 de su altura; y la swma
de los volimenes es igual a la base comiin multiplicada
por 1{3 de la suma de las alturas, que es de 43 cm. Luego

V=n><162><43
3

2.0 Llamando 1 al radio de la esfera equivalente,
tendremos :

— 11 527,577 cm?®

% 2 — 11 527,577
de do;zde

3 x 11 527,577

r= 3> —-2=0-00 — 14013 cm

4

1.165. Una bola de madera de 128 mm de
diametro se sumerge 44 mm en el agua pura. ;Cudl es la densidad de esta madera?

Fig. 530

Volumen esfera: V, = 1 zD?® = E)l *x 128° mm?®

6

Parte sumergida:

s :’Z;Az AR —F) = ?t><34-42 (G X 64 — 44) — n><44;>< 148
/3 x 44 x 148
(6 x 128

Densidad: D= - = 0,267
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Geometria del espacio

1.166. :Cudntas pastillas de jabén de base cuadrada cuvo lado tiene 13 cm
v 29 cm la altura podrdn caber en una caja cuyas dimensiones son las siguientes:
1,17 m, 0,9 m ¥ 1,04 m, debiendo reservar los 3/25 del volumen de la caja para
el embalaje?

Volumen de la caja: 117 =~ 90 = 104 em?
Espacio ocupado por el jabén: 17 % 90 ,;\5 104 % 2% cm?®
Volumen de una pastilla de jabén : 13 %« 13 = 29 cm®

117 = 90 > 104 x 22
= 197

25 x 13 x 13 x 29

1.167. Durante una tormenta cayd una capa de agua de 4 mm. Calcular
el agua que lloveria en un jardin de 25 m por 12 m v cudntas regaderas de 8 litros
cada una serian precisas para repartir la cantidad de agua equivalente.

Cantidad de agua: 250 = 120 = 0,04 = 1200 dm®

Numero de regaderas : 1200 : 8§ = 150

Niimero de pastillas:

1.168. El espesor de la tierra laborable de una finca de 60 dreas es, por
término medio, de 0,3 m. Para mejorarla se le echan 1/120 de su volumen de
cal que cuesta 46 pts los 100 kg; la labor sale a 1,20 pts el m?. Hallar el gasto
de la mejora sabiendo que el metro cibico de cal pesa 1700 kg.

Vol. del suelo laborable: 6 000 % 0,3 = 1800m?

Vol. de cal: 1800 : 120 = 15 m?
Peso de la cal : 1700 = 15 = 25500 kg
Precio de la cal: 46 = 255 = 11730 pts
Para echarla: 1,2 = 6000 = 7200 pts

Coste total: 11730+ 7200 = 18930 pts
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tiene las dimensiones siguientes: base menor,
125 m; altura, 60 m; los lados oblicuos tienen
65 v 75 m. Calcular:

1.0 El drea de esta pradera.

2.2 El volumen del agua necesaria para
inundarla con una capa de 10 cm de altura.

Tracemos las perpendiculares BF v CE
(figura 531); tendremos:

EF = BEG =125
AF = 4/65° — 60 — 25; ED = /75 — 60F = 45
AD = AF + FE + ED = 25 } 125 + 45 = 195
195 = 125
2
® 2.0 Volumen del agua: V = 9600 < 0,1 = 960 m®

1.169. Una pradera de forma trapecial B C
!
I

F E D

Fig. 531

O
w

® 1.° Areapradera: A = 60 = 9600 m®

1.170. :Cudl es el drea que se cubriria con el desarrollo de las caras de
un cubo cuva arista tiene 50 cm?

Avrea total cubo: A =6 % 50° = 15000 cm® = 1,5 m*

1.171. Un terreno rectangular de 3500 m?® tiene 50 m de ancho. Por el
otro lado, que linda con un camino, se levanta una pared de 1,5 m de alto por
0,3 m de espesor, con una puerta de entrada de 2 m de ancha. Si el m?® de mam-
posteria cuesta 330 pts v los trabajos preliminares han costade 1200 pts en con-
junto, ;cudnto cuesta en total la tapia?

Longitud del terreno: 3500 :50 = 70 m
Longitud de mamposteria: 70— 2 = 68 m
Volumen de la tapia: 68 x 1,5 x 0,3 = 30,6 m®
Precio: 350 x 30,6 = 10710 pts
Coste total: 10 710 + 1200 = 11910 pts

1.172. Los contrafuertes de un muro tienen la forma de un prisma rec-
tangular de 4,5 m de ancho coronado por un prisma triangular cuva base es
también de 4,5 m. La altura total es de 7,5 m v la del rectingulo es doble que
la del trigngulo. Si el espesor de la piedra es de 0,35 m, :qué volumen se necesita?

Altura del rectangulo: £3><_2 =5 m
Altura del tridgngulo: 75— 5= 25 m
Area del rectangulo: 5% 45=225 m?
Area del tridngulo: ”—"5—25 = 5625 omt
Area total: 22,5 + 5,625 = 28,125 m?

Volumen de piedra: ~V = 28,125 x 0,35 = 9,843 75 m*
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1.173. Se quiere construir una cisterna ctbica. ;Cuidles son las dimen-
siones que se le han de dar para que, llena hasta los 2|3, pueda contener 677,5 hl
de agua?

Llamando a a la arista, tendremos:

_23‘33— = 7950 A

die il s 13/L3X3 —46:69 dia

1.174. ;Cuidl es el volumen de un cubo que tiene de drea total 3,1974 m??

Arista del cubo: a = fi"l%zi = 0,73 m

Vol. del cubo: vV =10,73 = 0,380 017 m®

1.175. Una pirdmide de base cuadrada pesa 50 kg. Calciilese su altura,
si un lado de la base tiene 25 cm; esta pirdmide es de bronce, v un centimetro
cibico de este metal pesa 9 gramos.

Volumen de la pirdmide: % cm

Avrea de la base: 25 % 25 = 625 cm®

Alsura: 20U G o B i em
9 x 625 3

1.176. Un carbonero compra a razon de 7000 pts decastéreo, un montén
de lefia que tiene 7,5 m de largo por 3,25 m de ancho v 2 m de zlto. Con ella
fabrica carbén que luego vende con una ganancia del 20 %. A cémo venderd
el saco de carbén de 8 dal si la lefia se reduce a los 3/5 de su volumen?

Vol. de la lefia: 7,5 % 3,25 x 2 = 48,75 m® = 4,875 decastéreos
Precio de compra: 7000 x 4,875 = 34 125 pts

5
Precio de venta: A0 A0 haS 40 950 pts.
100

D F : 48,75 % 3
S~~~/ Volumen del carbon: —’—5— =2925m® =

= 2925 decalitros
Precio del saco de carbén: &QSO_—XS= 112 pts.

2925

1.177. Por un plano paralelo a la base se corta
la pirdmide SABC (fig. 532) en el tercio de la arista
a contar desde el vértice. ;Cudl serd el volumen del
tronco de piramide ABCDEF, si la pirdmide deficiente
Fig. 532 SDEF tiene 3 m®?
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Sea V el volumen de la piramide total SABC, v V' el volumen de la pirdmide
deficiente SDEF, a v a’ las aristas correspondientes; tendremos:

LA

Vet 12
luego V=27V =27 x 3 =81m?
Vol. tronco: V-V =81 -3 =78m?®

1.178. Un dique de granito descansa sobre una base rectanguiar de 64 m
de largo y 4 m de ancho. Por un lado es vertical y su altura mide 5 m vy por.el
otro lado estd en forma de plano inclinado, de modo que este dique tiene sdlo
2 m de ancho en la parte superior. Hallar su volumen.

El dique tiene la forma de un prisma recto cuya base es un trapecio rectangulo,
y la altura, la longitud del digue.

V=£2+—24)—5X64=960m"/

1.179. Un ganadero tiene 18 vacas suizas, y para alojarlas quiere construir
un establo colocdndolas en una sola fila. Cada vaca necesita un espacio de 2,5
por 1,5 m, debiéndose tener en cuenta que ha de haber un pasillo detras de las
vacas de 1,5 m de ancho y que cada vaca necesita por término medio una cubi-
cacion de 24 m® de aire. Hillense las dimensiones interiores que debe tener
el establo.

Longitud : 1,5 18 = 27Tm
Anchura: 25+ 15= 4m
Volumen : 24 x 18 =43Zm*
Area: 27 x4 =108 m?®
Altura: 432 . 108 = 4m

1.180. Una aula tiene 7 m de largo por 6,5 m de ancho v 3,8 m de altura.
¢Cudnto habrd que levantar el techo para que los 36 alumnos vy el maestro tengan
cada uno 5 m® de aire?

Volumen de aire necesario: 3 7

Avrea de la base: 7 6,5 .

Altura de la aula: 185 : 46,2 = 4 m
Habrd que levantar el techo: 4 3,8

1.181. En una caja cuya anchura es los 2/5 de la longitud se echa agua
hasta la altura de 28 cm; entonces la caja contiene 2940 litros de agua. Calcular
la longitud y la anchura.

Sea x dm la longitud de la caja, la anchura serd: 2x|5.

Vool del aiguiai x X l;f % 2,8 = 2940
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@ 2940 X5 hens
2 % 2,8

Longitud x = /2625

ii Anchura: . LI RD .. 20,49 dm

5 5

51,23 dm

[S=]

1.182. Un paralelepipedo rectdngulo tiene de largo
24 m, de ancho 1,6 m v de alto 1,3 m. Hallar la lon-

i gitud de cada una de sus diagonales.

| Las diagonales de un paralelepipedo rectangulo son
i iguales, v el cuadrado de cada una es igual a la suma de
| los cuadrados de las dimensiones.

i Tomando el dm por unidad v lamando d a la diagonal,
| d = +/24 - 16° = 13* = /1001 = 31,64 dm

1.183. Calcular el volumen de un tronco de prisma
triangular cuyas aristas miden 33, 38 y 42 cm (figu-
ra 533). Se sabe que una de las bases es perpendicular
B a las aristas v que tiene la forma de un tridngulo equild-
tero de 13 cm de lado. Calcular también el area de la
segunda base.

e

Fig. 533

£ 1% Ve 1324ﬁ o (33 4 333 4 42) _ 169 ><]1213 V3 3756 43 em®

® 209 Porlos vértices E v F tracemos, en cada cara, rectas paralelas a los lados
de la base. Cada lado de la base superior serd la hipotenusa de un tridngulo reciangulo
en el cual un cateto es igual al lado del iriangulo equildtero de la base, y el otro a
la diferencia de dos aristas laterales consecutivas.

a’ = ~/13* + (38 — 33)* = /169 + 25 = 13,92 cm

b = /13* + (42 — 38” = /169 + 16 — 13,60 cm

¢ = A/ 13% + (42 — 33 = 4/169 + 81 = 1581 cm

Area de esta base: A =~/p(p —a)(p — b (p — o
A = /2166 x 7,74 % 8,06 % 5,85 — 88,91 cm®

1.184. Se quiere construir un aljibe de 1299,375 hl de capacidad; este
aljibe ha de tener la forma de un paralelepipedo cuyas dimensiones sean entre si
como los nimeros 4, 7 v 11. Calcular estas dimensiones.

Las dimensiones pueden representarse por 4x, 7x v 1lx,

Volumen: 4x % 7x % 11x = 3082 = 129,9375 m®

% 3,‘129,9375 — (55
308

Dimensiones: 0,75 x 4 = 3m; 0,75 x 7 =525 m; 0,75 x 11 = 825 m
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1.185. En una caja cibica de 8 cm de lado se echa agua hasta una altura
de 10 em vy pesdndola se ve que pesa 752 gramos. Se introduce en el agua una
piedra de modo que quede completamente sumergida, v entonces el agua se
eleva hasta 11,5 cm vy el peso de la caja es de 992 gramos. Se desea saber:

1.2 El volumen de la piedra.
2.0 El peso y la densidad de la misma.

® 1° Elvolumenserd: 8 x 8 x1,5= 96 cm?®
® 20 Fipeso: 992 — 752 =240 g
La densidad : 240 + 96 = 2,5

1.186. Un bloque de piedra ctibico que tiene 0,6 m de lado v cuesta 650 pts
el metro cibico, le mandamos tallar en todas sus caras a 150 pts el metro cua-

drado, ¢a cudnto sale esa piedra tallada?

Folumen del blogue : 0,6' = 0,216 m*
Precio del blogue: 650 =< 0,216 = 140,4 pts

Area de las caras: 0,6° < 6 = 216 m®
Precio de la talla: 150 = 2,16 = 324  pts
Precio total: 140,4 + 324 = 464,4 pts

1.187. Con un bloque de piedra de 1,35 m de largo por 0,8 m de ancho

v 0,6 m de alto se fabrica una pila, dejando

un borde de 0,12 m a los lados v 0,24 m en

el fondo (fig. 534). :Cudnto cabe la pila?

Largo de la pila: 1,35 — 0,24 = 1,11 m

Ancheo: 0,80 — 0,24 = 0,56 m
Alto: 0,60 — 0,24 = 0,36 m

V = 1,11 x 0,56 x 0,36 = 223,776 litros

1.188. Cavamos un pozo cibico de 1,6 m

de lado. La tierra extraida aumenta 1/4 dc

volumen y se la esparce en un terreno du Fig. 534

4 dreas. Cudl serd el espesor de la capa dc

tierra que se forma y cudnto habria que alargar I pozo para que el espesor dc
tierra fuera de 2 ecm no cambiando la anchura v profundidad del pozo?

Volumen del pozo: 1,6° = 4,096 m?
El de la tierra serd: M\E—S =512 m?
® 1.v Espesor de la capa de tierra: 5,12 : 400 = 0,0128 m
® 2.0 Para un espesor de 2 cm, el volumen seria: %ﬁ - 8 m?
Volumen del pozo en tal caso: 8—-)5& = 6,4 m®
Longitud del mismo: 6,4:1,6° =273 m
Habria que prolongarle en 25—-1,6=109 m
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1.189. Deseamos construir un estanque rectangular de 1,5 m por 1,2 m
de base interior. ;Qué profundidad habrda que darle para que quepan 2700 litros
de agua?

Base: 1,5 x 1

Altura: 27 =1

1.196. ;Cuadl es en kilogramos la presion de la atmdsfera sobre una super-
ficie octogonal regular de 3 cm de lado, cuando el bardémetro marca 76 cm?
Densidad del mercurio: 13,6.

Esta presion es igual al peso de una columna de mercurio cuva base es la su-
perficie que rvecibe la presion, v cuya altura es la del bardémetro.

Area del octogono regular, en funcion del lado:

A=22(1 ++/2) (Grom. 581)
Peso: P =2 % 0,09 (1 +/2) x 7,6 x 13,6 = 44,915 kg
1.191. ;Cudl es el lado del cubo equivalente a una piramide que tiene por
base un tridngulo equildtero de 4 cm de lado v por altura la del tridngulo equila-

tero que le sirve de base?
Sea | el lado del tridngulo equildtero de la base.

Vil pivemnide: ol g B8 I3 9B P
3 4 2 24 8
Lado del cubo equivalente: a = 3 % = % = % =2cm

1.192, Un cartén cuva forma es la de un tridangulo equildtero de 24 cm
de lado se pliega en sus tres dngulos para formar un tetraedro regular. Hallar
el volumen de este tetraedro.

El tridngulo equildtere dado es el desarrollo del tetraedro vegular pedido; luego
la arista a de este ietraedro serd igual a la mitad del lado del tridngulo equildtero,
v su volumen serd (GEoM. 838):

3 3
V= 31_\2/_& — %2_7 128 4/2 = 203,645 cm®

1.193. El lado de un tetraedro regular tiené 24,96 m. Calcular su volumen
v el radio de la esfera inscrita.

3 3
e 1o y-24 1})/5 - 24'9162‘/5 — 1832,594 m® (n. 901)
® 20 Las alturas del tetraedro regular se cortan en el punto gue estd a los 34
de cada una de ellas, a partir del vértice (GEoM. 868). Luego el radio de la esfera

mscrita es 114 de la altura.

Altura: h= “3& (n.o 901)

a6 _ 24,96 x 2,495
12 12

Luego 1= = 5,0949 m
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1.194. Un estanque circular de 3,5 m de radio estd rodeado por una verja
que ha costado 250 pts el metro lineal. Si mandamos reparar el fondo del es-
tanque a razén de 100 pts el metro cuadrado, :cudnto costardn las reparaciones,
cudnto habrd costado la verja v qué cantidad de agua contiene cuando sube el
nivel a 0,5 m?

Circunferencia de la verja: 31416 x 7 = 22 m

Precio de la misma: 250 x 22 = 5500 pts

Area del fondo del estanque: 3,5% x 3,1416 = 38,4846 m®
® 1.0 Precio de las reparaciones: 100 x 38,4846 — 3848,46 pts
e 2.0 C(Caniidad de agua: 38,4846 x 0,5 = 19,242 m®

1.195. Una piedra que pesa 75 kg y cuya densidad es 2,5, tiene la forma
de un prisma exagonal regular de 30 cm de altura. Presenta un hueco cilindrico
cuyo eje es el del prisma v cuyo didmetro es igual a los 2[5 del lado del exdgono
de la base. Calcular la longitud de este lado.

Sea 1 el lado del exdgono de la base v h la altura del prisma.

Radio del hueco cilindrico: [:5
Volumen del prisma: E_Zﬁ X h
Volumen de la parte cilindrica: ;l; < h
Vol piedra: SEY3h _ alh _ g, (3 V3 i_)
2 25 2 25
En decimetros ciibicos este volumen es: 75:2,5 = 30dm®.
Luego 3P (3—‘25— %):30

P (2,598 075 — 0,125 664) = 10

10 \fz 10 _ /104463 = 2,0111 dm

\/2,598 075 — 0,125 664  \| 2,472 441

1.196. Se construye un pabellén que tiene la forma de un prisma exagonal
de base regular y que remata en una pirdmide regular cuya base es la base su-
perior del prisma. Toda la superficie exterior del pabellon se ha pintado a razén
de 10 pts el m®. Se sabe: 1.2 que el gasto total por esta pintura es de 14 580 pts;
2.9 que la altura del prisma es el duplo del lado de la base; 3.2 que la altura de
uno de los triangulos isosceles que forman las caras,laterales de la piramide
es los 2/3 de la altura del prisma. Calcular:

1.0 El lado de la base.

2.0 La altura del pabellon.
® 1.9 Seal el lado de la base del pabellon, la altura del prisma serd 21, v el
drea lateral 61 x 21 = 12[°

Apotema de la piramide: -?— %X 21 = i
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Avrea lateral de la pirdmide : 6l x 2?1 = % = 4P
Avrea exterior total del pabellon: 12 — 4P = 168
Luego 16 = iISOS_O = 1458 m*®

1— [1358 _g54m
V16

® 20 C(Calculo de la altura de la piramide. — Esta altura es un caleto de
un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es la apotema de la pirdmide 413, v el

otro cateto es la apotema

l«/ﬁ

del poligono de la base, o sea

[§e]

I
luego h = \/(

+_1>f B (M/E")f [371F _ 14/3

Vi3 6

3 2

o 954 /37 _ 9,54 x 6,083

= = 9,671 m

Altura total:

6 6
9,671 ~ 2 x 9,54 = 28,75 m

1.197. Se quiere hacer con cartén una cesta cuya torma es la de una pira-

Fig. 535

mide truncada regular de bases paralelas (fig. 535).
[.a base inferior es un pentdgono regular inscrito en
un circulo de 3 ¢m de radio; las caras laterales son
trapecios iguales, en los cuales la base mayor tiene
7 cm y la altura 35 mm. Trazar la base v las caras
laterales que se suponen desarrolladas en el papel,
como si se tratara de hacer la cesta. Calcular en mm’
la superficie de cartén que se necesitara.

® 1.2 Para obtener la base o fondo de la cesta se
inseribird un pentdgono regular en una circunferencia
de 3 cm de radio.

Para obtener las caras laterales hay que construir,
sobre cada lado del pentagono, un trapecio isdsceles, tal
como el ABFG, de 35 mm de altura v cuva base su-
perior tenga 7 em.
® 20 FEl desarrollo se compone del pentdgono

ABCDE v de cinco trapecios iguales al ABFG.

Area pentdgono: A, =

Segiin Geom. 460: AB =

En AASO: 05 =

5 x AB x O8

1
5 (1)

% 1 — 245 <§29x2,351:35,265m

AO* — AS?

(% \1o 2\/§) ;%(10 —24/5)
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2
Luego OSZ:RZ—%HO—Z\/E)=?—;(6—¢ 24/5)
_ R -
05 == 6 1+ 24/5
sustituyendo en (1): A, = —;— X % '\/10 —24/5 x % \/() -+ 2\/5

EN?2 2
A, =i V10 — 2+/5) (6 + 2/5) = 51; V10 + 245
Para R=30mm: A — > 230 30 NIHAT22 = f@ﬂ % 3,804 = 2139,75 mm?®
Area trapecios; A, — L*;’i@ﬂ@i % 35 X 5 = 9210,6875 mm?
Avrea carton: A — 2139,75 + 9210,69 = 11 350,47 mm®
1.198. Calcular el volumen de un tronco de pirdmide regular de bases

paralelas; la base inferior es un exdgono de 80 cm de lado. El lado de la base
superior tiene 40 cm y la altura del tronco 12 cm.

V=2 +8 -+ VBB
Liamando 1 v ' a los lados de las bases y sustituyvendo tendremos:

o 312;/5 , g o33

i 2
V= i(y:\ﬁ L33 3BT 31%&)
2 9 ' 2 3 5
g BT | S 311'\5)

v = ’7;/5 @417 4+ 1) —

_ 1é2 A3(8% + 4% -8« 4) = 116,39 dm®

1.199. Un obelisco tiene la forma de un tronco
de pirdamide de base cuadrada (fig. 536). La base in-
ferior tiene 1,2 m de lado, la superior 70 cm v la altura
15 m. El tronco remata en una pirdmide regular cuvas
caras laterales son tridngulos equildteros. Hallar ¢l
volumen del obelisco.

® 19 Volumen del tronco:

v, =%(B 4+ B+ +/BB)

Vi =50(12" + 72 4 12 x 7) = 13 850 dm’
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@ 2° Volumen de la pirdmide en que vemata el obelisco. Sea | el lado de la

base superior del tronco. La altura a de la pirdmide es un cateto del tridngulo rec-
tangulo SHA, en el cual

SA =1 y AH = %5 (mitad de la diagonal AC).

=yfr- () - \/—%IL

v, = £« i
3

_ P2 _ 343 x 1442 _ gheas qmo
6 H

Volumen pirdmide:

0 sed:

Volumen total: 'V = 13 850 + 80,845 = 13 930,845 dm?®

1.200. Un barra de oro puro tiene la forma de una pirdmide regular cuva
base es un exdgono regular de 5 cm de lado y el drea lateral es iguzal a 7 veces
la de la base. Calcular la altura de la pirdmide, su volumen, su peso y su valor.
Densidad del oro: 19,36. Valor del kg de oro puro: 37 200 pts.

@ 1.0 Llamemos 1 al lado del exdgono de la base.

Area de esta base: B = 3 2‘\/5

Area lateral: AL = 3[22\/§ % 7 — %
: 3

Apotema piramide: ap = 2”22\" 3 : 3l = 71;/5

La altura h de la pirdmide es un cateto del tridnguio rectdangulo cuva hipoie-
nusa es la apotema de la pirdmide, v el oiro cateto la apotema del exdgono que es

/3
2
b (wﬁ )2 B (1ﬁ)2_ 472 3P _ 144P _ 4p
2 2 4

igual a

+ 4
= /36 =6l=06 % 5=30cm
© 2.° Volumen de la piramide: V = B % %

V:%x%":wﬁ:sxsz 3 — 649,5 e’

e 39 Peso: 19,36 « 6495 = 1257432 g

e 4.° Valor: 37 200 x 12,574 = 467 752,80 pts
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1.201. La altura de una pirdmide es de 5,4 m; la base es un cuadrado
de 2,25 m de lado. Paralelamente a la base se traza un plano que determina
en la pirdamide una seccion de 3,24 m®. Hallar la distancia de esta seccién a la base.

Designando por h la altura de la pirdmide, por B el drea de la base, por A el
drea de la seccion, y por x la distancia de esta seecion al vértice, tendremos:

2 2
%:2—2 de donde x = ,/%
2
Sustituyendo : =y ,’% =432 m

Distancia pedida: 540 — 4,32 = 1,08 m

1.202. FEl fondo de un foso es un rectingulo de 2,1 m de largo v 1 m de
ancho. La cara superior, también de forma rectangular tiene 3,15 m de largo
vy 1,5 m de ancho. 1.2 Demostrar que este foso tiene la forma de un tronco de
pirdmide de bases paralelas y 2.° calcular su capacidad en hl si su profundidad
es de 1,5 m.
® 1.9 Sea ABCD la cara inferior y A'B'C’'D’ la cara superior.

AB _ 2,10 _ 2
A'B° 3,15 3 AB BC

Luego ——= =
BC 1 2 A'B” BC’

BC' 1,5 3
las caras son, por tanio, poligonos semejantes paralelos.
e 2° V=153(21 x 10 + 31,5 x 15 + '\/21 * 10 » 31,5 x 13) dm®
= 5 (210 + 472,5 + 315) = 4987,5 dm® = 49,875 hl

1.203. Dado un tronco de pirdmide triangular cuyas bases tienen 10,24 m?
v 6,25 m® v cuya altura es de 4,2 m, hallar el volumen de la pirémide formada
por la base menor y la prolongacién de las caras laterales del tronco.

Liamemos B v B’ a las bases del tronco, h a su altura, v x a la altura de la
pirdmide buscada.

Tendremos : B_(r+x

B’ =

de donde: '\/E_h-i-x «/E—\/ﬁ o

= o sea —————F—— ==

_ hVB
VBB

Tomando por unidad el decimetro, tendremos:

por tanto: M=

o 42625 42 %25 oo
/1024 — +/625 32— 125
Volumen de la pirdmide: V- LS';(& = 31250 dm®

14.—GEOMETRIA CLAVE, CURSG SUPERIOR
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1.204. Calcular el peso de una barra de metal de 11,35 de densidad, si
su forma es la de un cono recto cuya generatriz tiene 36 cm vy la circunferencia
de la base 84 cm.

Radiae pee Bt B2 s L o GATEE 133 am
T T i 4
Altura: h = /362 — 13372 = +/49,37 x 22,63 — 33,42 cm
e ar’h _ m X 1337 x 3342 _ 6256 cm?
3 3
Peso: P — 11,35 x 6256 = 71 005,60 g = 71,0056 kg

1.205. Con oro se hace una pirdmide cuadrangular regular cuya base tiene
por radio 86 cm v cuya apotema es de 5,76 m. ;Cudl es su peso si el oro tiene
por densidad 19,257 ;Cudl seria el radio de la base de un cono recto de 1,86 m
de altura y cuyo volumen fuera el de la piramide?
® 1.0 Siendo regular la pirdmide, su base es un cuadrado cuyo lado es igual

a 86 '\,FZ cm.
Altura pirdmide: h =1\/576* — (43 v/i)'z == 572,78 cm

Avrea base: (86 \/5)2 =86 x 2=14792 om’
Volumen pirdamide: V = 147923& cm?
Peso: P 10792 X 5732’78 x 1925 _ 54 365,60 ke
o 29 Vol comor v 7RR _ 2R x 186 _ 14792 x 572,78
’ ' ' 3 3 3
R — 14 792 » 572,78
B 186
R — 14 792 < 572,78
1867
log. 14792 = 4,170 027 log. 186 = 2,269 513
log. 572,78 = 2,757 988 log. a = 0,497 150
6,928 015 2,766 663
Gl — 6,928 015 ; 2,766 663 _ 2.080 676

R=12041 cm

1.206. Un rectdngulo ABCD, girando alrededor de CB, engendra un
volumen ECDABF (fig. 537); el arco descrito desde el extremo A del lado DA
es igual a 300 30"; el lado CB del rectdngulo tiene 5 m, v 3 m el lado AB. Hallar
el volumen asi engendrado.
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El volumen engendrado puede considerarse como un prisma cuya base fuese
el sector DCE; su wolumen serd:

V = sector DCE x CB A . B

2 -o
VznAB x 30,5
360
97 x 30,5 x 5

Ve XD X _ 1197735 m?

360

x CB F

Otra solucién. — Teniendo este sélido la misma altura
que el cilindro, si representamos su volumen por V', v por Vel C
del cilindro, resultard:

V' _ 305° _ 61

- =2 E
o
v 360 720 Fig. 537
Pero V=umax3x5=45x
Luego: V' =457 x % — 6116:1 = 11,977 35 m®

1.207. Con tafetin que pesa 250 gramos el metro cuadrado se quiere
fabricar un globo esférico de 904,78 m® de capacidad. Hallar el peso del tafetdn
empleado.

4aR®

Tenemos : = 904,78 m?
de donde: R=_ W = Y26 =6m
7
Avrea del globo: A =43R? =47 X 6 = 1442 m?®
Peso del tafetdn: P = 0,25 x 1447 = 113,097 kg

1.208. El peso de una esfera de cobre es de 26,364 kg; siendo 8,788 la
densidad del cobre, hallar el 4rea de esta esfera.

Volumen de la esfera: y —.20,86¢ 3 dm?®
8,788
Sorens: AzR? 4
3
de donde: R =.g/-2 — 0,805.dm
4z
Avrea: A = 4:2R?* = 47 x 0,895 = 10,06 dm®

1.209. Un depésito semiesférico tiene 50 hl de capacidad. Calcular su
didgmetro interior.
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Llamando d al didmetro de este depdsito, tendremos:

%zmzso % 2 = 100 hl = 10.m®

o log 60 = 1,778 151
d=3— log = = 0,497 150
by 4
1,281 001
g & — L;OO] — 0,427000; d—2,673m

1.210. Un tridngulo rectingulo cuya hipotenusa es de 6 cm y uno de
los dngulos agudos de 60°, gira alrededor del lado opuesto al dngulo de 60°,
:Cuél es el volumen engendrado, si el tridngulo ha dado la vuelta completa?

Este tridngulo es la mitad del tridngulo equildtero cuyo lade tiene 6 cm; por
tanto, el radio del cono obtenido es igual a 1:2 = 3 em; la altura del cono es igual

a%\/i

R O | B
oo Y 8 elty o A
V=ig= 3 4X2‘/ 24

sustituyendo V= %\/jl — 97+/3 = 48,972 cmy’

1.211. Una cipula semiesférica tiene 7,5 m de didgmetro interior v el es-
pesor de la mamposteria es de 50 cm. ;Cudl es el precio:

1. De la mamposteria, si cuesta 49,8 pts el metro cubico.

2.0 El precio de la pintura de la cipula a razén de 32 pts el m®?

® 1.° Radio interior: R=%75:2= 3,75 m
Radio exterior: R =375 +0,5= 425 m
Volumen: V= 235 (4,25° — 3,75%) = 50,328 m’
Precio mamposteria: P = 49,8 x 50,328 =*2506,32 pts

® 2.0 Areadelacipula: A =2 x xx 3,75 = 8836 m*
Gasto pintura: G = 32 x 88,36 = 2827,52 pts

1.212. L.a circunferencia de la base de un cono recto tiene 6,6 m y las
generatrices forman con el plano de la base un dngulo de 60°. Calcular el volumen
v el drea total del cono (x = 22/7).

Radio de la base: r = 66 .28 dm
2x T
La seccion segiin el efe es un tridngulo equildtero; la generatriz es igual al
digmetro de la base, o sea:

o By o= BB h=1\2/§=33\/3_
by 4

y
fr 4
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Ve Z 33 3848 3 %1143 _ 33¢ %1 X 724/3 _
== X X — = —
3 2 T b 227

_ 9% 11 x49+/3

3 = 2100,483 dm®

AT = 2 (1) = ardr =3 ot = 32- 3~ 3397 10395 qen?
I

1.213. Una esfera tiene 3 cm de radio. ;A qué distancia del centro ha de
trazarse un plano para que.la seccién que resulte sea 1/3 del drea de un circulo
maximo?

Sea DB (fig. 538) el radio de la seccidén; sea x la
distancia OD. C

Area seccion: aDB? = 7 (R® — x%) A D 8
. 1 "
Luego 7 (R® — x*) = — aR? R
3 0
RE
R? — x* ==
3
2 2R2
x =R} — = = E

3 3
Fig. 538
£ = /213’*2 =R /%:3 /%:[:2,4495.::;1

1.214. La arista de un cubo es de 35 em. Calcular (x = 22/7):
1.0 El drea de la esfera circunscrita a dicho cubo,
2.0 Su peso, si es de hierro: Densidad del hierro: 7,8.

® 1.0 Elvradio de la esfera circunscrita es igual a la mitad de la diagonal del cubo.
Designando la arista por a, v por d la diagonal, tendremos :

d:a'\/g de donde R=#

Area: A — 4R — 4 ( a ‘2/3— ) — Bugt = Li“?i =" TT:550 exe?

o 20 y_ taR® =4__—r(a'\ﬁ)“: na® /3 _ 22 x 35 +/3
' 3 3\ 2 2 7 % 2
116 693,5 cm?

Peso: P — 116,6935 % 7,8 — 910,2093 kg

1.215. Considerando la tierra como si fuera esférica, hallar en hectdreas
el area de la zona comprendida entre los paralelos situados en el hemisferio
norte, el uno a 45° y el otro a 30° de latitud (fig. 539).
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D c Area de la zona: =z = 2aRa
A il B a= AD = OD — OA
. RA+/2 , OA— %

)=:R2(ﬁ—1)

2 20 000° % 0,4142
5 2= X ( 0 ) X 04142 — -
2log 20000 = 8,602 060
log  0,4142 = 1,617 210 z = 52737 560,98 km?*
colog = = 1,502 850 z — 52 737 560 98 ha
log = — 7722120

1.216. Al echar en un vaso lleno de agua 3 esferas metalicas cuyos did-
metros son entre si como los nameros 3, 5 v 7, se derraman 3,96 dl de agua.
Calcular el volumen de cada una de dichas esferas v el didmetro de la menor.

Volumen de las tres esferas: 396 cm®.
® 1.° Siendo los wolumenes proporcionales a los cubos de los didmetros, hav
que dividir 396 proporcionalmente a 3%, 5° y 7%, 0 sea a 27, 125 y 343.

Los wvolitmenes respectivos serdn:

396 x 27 396 x 125, 396 x 343

495 495 ’ 495
o sea
4 i_) 27 _ 21,6 cm?; % = 100 cm?; 4*><53ﬁ = 274,4 cm?
® 2.9 Volumen de la esfera menor: % aD?* = 21,6
D - o216 X6 _ {/129,6
Y| T \ x
log 129,6 = 2,112 605 _ 1,615455 <
. — 0,497 150 log D = === = 0,538485
1,615 455
Didametro de la esfera menor: D = 3,455 cm.

1.217. ;Cuiles son las dimensiones del medio hectolitro de madera que
se usa en el comercio?
Llamando R al radio de la base, la altura serd 2 R.

V ==aR? x 2R = 24R® = 50 dm®



EJERCICIOS DE RECAPITULACION 423

B~ a2 =109 dm

by 4
2R — 1,996 x 2 = 3,992 dm

1.218. El cuerpo del areémetro de Nicholson estd formado por un cilindro
que termina en dos conos de igual base; su longitud total es de 20 cm v la altura
de cada cono es el tercio de la del cilindro. Hallar el radio de la base del cilindro,
sabiendo que el volumen total del cuerpo del areémetro es de 934,437 504 cm®.

St a es la altura de cada cono, la del cilindro serd 3a; total, 3a.

Altura de cada cono: 20: 5= 4cem
Altura del cilindro: 4 x3=12¢cm
Llamando x al radio buscado,
Vol. conos: 2V, = 4§x2 N 85;3;2
Vol. cilindro: Vo = 127x*
2 il
Volumen total: SWTT 4 10mf = 3’*3’{—“ — 934437504 cm?

x = 93’4’4%@ — /20,28 = 4,5 cm
1 4

1.219. El radio de un circulo menor trazado en una esfera (fig. 540) es
de 39 mm; la distancia rectilinea de un punto de su circunferencia a su polo
tiene 65 mm. Calcular el radio de la esfera.

IP — v/PB® — IB® = /65 — 39° — /104 x 26 — 52 mm
PB® — IP x PP

. PB* 65
p de donde PR — TP—‘ = —52 = 81,25 mim
R— ﬂzzé — 40,625 xam
A B
.
D M C
B I
E 5 F
P A B
Fig. 5340 Fig. 541

1.220. Una caldera se compone de un cilindro ABCD (fig. 541) v dos
casquetes esféricos idénticos AED v BFC. Si el radio del cilindro es de 40 em
v la longitud del mismo es de 200 cm. se desea conocer:
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1.0 La altura HF = IE de los casquetes, teniendo presente que el radio de
la esfera a la cual pertenecen dichos casquetes es OC = OF = 50 cm.

2,0 El area total de la caldera.

3.0 FEl radio R, que tendria una esfera de igual drea que la caldera.
® 1.9 Tracemos, desde el centro O de la esfera a la cual corresponde el casquete
BFC, la perpendicular OM sobre CD.

En AOMC: MC = OH = /50> — 40* =30cm
de donde HF =0F —-OH=50—-30=20cm

® 20 FEl drea total de la caldera se compone del drea A, del cilindro ABCD,
aumentado del drea A, de dos casquetes iguales a BFC.

Ay =270 x OM x CD = 27 x 40 »x 200 = 50265,6 cm®
A, =2 % 22 X OF x HF = 47 x 50 x 20 = 12 566,4 cm®
Area total: A, + A; = 502656 - 12 566,4 = 62832 cm?®

® 30 Setiene: 4R, = 62 832

62 832
donde: R, = [—=222
de donde. T 3.1416 707 cm

1.221. La seccién de un canal tiene la forma de un trapecio isdsceles
cuvas bases tienen 3,15 m v 1,65 m v la altura 2,5 m. Este canal esta lleno hasta
los 4/5 de su altura y la velocidad de la corriente es de 34 cm por segundo. Calcular

el tilempo necesario para que el agua circulada
A L B llene un depdsito que tiene la forma de un cono
\ ‘ / / truncado de 6,3 m de profundidad, si los radios
E i 0= F de las bases son de 25 y 16 m (= = 22/7).
Sea ABDC (fig. 542) la seccién del canal;
EF representa el nivel del agua.

4 2,5 % 4
Cl=2 x CH=-22X%
5 5

c D Tracemos CL paralela a DB:

Fig. 542 LB=OF =CD = 1,65m
AL = AB—LB—-31:~—165=15m

ACEO ~ ACAL, por tanto

= ik

ol ser CI:CHX% serd EO=ALX%=1’S%4=1,2m
BF <= BO 4 0F= 1.3 4 1.65 = 2854

El wolumen del agua que pasa por segundo es igual al volumen del prisma li-
quido cuya base es el trapecio EFDC, y cuva altura es la velocidad de la corriente,
0,34 m.

V:L%;_lééxzxo,m:l,ssm“

Volumen del depésito: V,= %ﬁ (25° + 162 + 25 X 16) = 8454,6 m®
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Tiempo necesario: % =55258seg=1h32m58s

1.222. ;Cémo ha de cortarse una hoja de papel para formar una pantalla
tronco-cénica que tenga 23 cm de didmetro de abertura superior v 35 cm de
abertura inferior, si su generatriz es de 18 cm?

El cono entero desarrollado daria un sector de civculo: calculemos el radic
v el dngulo de este sector.

® 1.9 El radio de este sector es la generatriz del cono.
Sea SAB la seccion recta del cono v CE el radio de esta seccion (fig. 543).

Ch =20 15 gm; A — 32—5 =175em; AC = 18 cm

2
sC CE
ASEC ~ ASFA, I 5 = =
e SA  AF S
Sea x la distancia SC; sustituimos: ;';\.\
x 115 # £R
18+x 17,5 /]

de donde: x=8C=345cm | \

v SA =345+ 18 — 525 cm
® 2.9 Sea n° la aberiura del arco.

Long. del arco:

a ¥ 525 X n
180

de donde: n= 35 x 180 _ 1200
52,5

= e 35 Fig. 543

Construccion. — Dibujar un dngulo de 1209; desde el vértice, con radios iguales

a 52,5 cm v 34,5 cm, describir arcos concéntricos. La superficie comprendida entre
los dos arcos representard la parte que se ha de cortar.

A [

Nota.— Para calcular el dngulo del sector, hubiéramos
podido utilizar también la base menor del tronco de cono.

1.223. Las bases de un tronco de cono (fig. 544)
tienen 1,25 m y 86 cm de circunferencia y la generatriz

72 c¢m. Calcular el volumen v el drea lateral de este
tronco.

e 1.0 Area lateral:

AL =125 + 86 . 29 _ 7506 cm?
Fig. 544 2
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o 20 B = 123 — 398 em
b7 4
A= B smges
by 4
pE - BI— AL 398274 _ (o
2 2
En ABAE: AE = +/AB* — BE? = /72 — 6,2° = 71,8 cm

Volumen del tronco:

v _xx 718
3

(19,9 + 13,7 + 19,9 x 13,7) = 64386 cm’

1.224. Se funde una barra cilindrica de 50 cm de longitud v 24 mm de
didmetro para formar una esfera que ha de cubrirse con una capa de plata de
1 mm de espesor. Calcular el peso de esta capa, si la densidad de la plata es 10,47.

VVol. esfera obtenida: V = z x 1,2* x 50 cm®

z 3
luego: %r x % 1,2 x 50
R :\s/ e '-"2'14)‘- 023 /54 =378 cm ~ 38 mm
T

La plata forma una capa esférica cuyo volumen es la diferencia entre los voli-
menes de dos esferas de radios rvespectivamente iguales a 39 v 38 mm.

. 4239°  4a38°
: 3 3
Peso de la plata: P = 10,47 x 4,1888 = 4,447 = 195,034 g

- 4?”(393 — 38") = 4,1888 x 4447 mm®

1.225. Un fuste de columna de 6 m de altura estd formado de un cilindro
que remata en cono truncado, cuya altura es el duplo de la del cilindro. El radio
de la base superior del tronco es los 5/6 del de la base inferior, que es el del
cilindro. Calcular el radio de la base del cilindro, siendo el volumen del fuste
4,177 m®.

Liamemos R al radio de la base del cilindro y h a su altura.

Vol. cilindro: V, = aR%h
Vol. tronco de cono: V, = =% 2h R® + SR\ + SR
3 6 6
_ 27h r s 25R? SRz] 2nh 91R? 91zR*h
Vy = 2T g £ — % —
: 3L 36 6 3 36 54
Volumen total: V = aR%h + 91aR%h _ 145xR*h
54 54

Siendo la altura total del fuste igual a 6 m, la altura h del cilindro serd
6:3 =2m =20 dm; luego tendremos:
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1452R®* X 20 _ 410 4
54

. e R— ./ M77 X 2T _ 4975 4m
14507

1.226. Dado un cono (fig. 545) cuya altura es 28 dm v 21 dm el radio
de la base, se le corta por medio de un plano paralelo
@ la base a 7 dm del vértice. Calcular el drea lateral v el
volumen del tronco resultante (7= = 22/7).

o 1.0 Arista SA: /28 + 21* = 4/1225 = 35 dm

Area lateral del cono:

A=nrl=2—72><21 % 35 — 2310 dm?

Sea A’ el drea lateral del cono determinado por la
seccion, v A el drea del cono total. Tendremos:
Ar_BO® 7 1
A {0k 28® 16
A— A 16 —1_ 15

A 16 16
de donde A — A’, o sea drea lateral del tromco:

AfA’:Ax}—g—=23lOx%:2165,625dm2

v so® 7P 1

® 2.0 También tendremos:

V. SO* 28 64
V-V _64—1_63
v 64 64

Por tanto, V — V', 0 sea volumen del tronco:

Vv =vx8_2x2 x 28x8_ 12733875 dm®
64 64 .

1.227. Una caldera consta de un cilindro, de radio R y longitud 2R (figu-
ra 546), terminado por dos casquetes esféri-
A D . . , "
cos cuyo angulo central tiene 4/3 de 4ngulo
\ recto. Calcular, en funcién de R:
/ A 1.0 El radio de la esfera a la cual per-
/ 8>\0 s tenecen los dos casquetes.
1/ 2.2 El drea de la caldera, prescindien-
/ do del espesor de las chapas. Aplicacién
numérica: R =1 m.
% ® 1.0 Sea O el centro del casquete ASB.
B ¢ En él AAOS: OA = 0S
Fig. 546 L A0S = 60, Iluego es equilitero.

w

/
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\ Por hipétesis: Al=R y AO=7r
En AOAL: AT = AQ®* — OI®
2 2 2
o0 sea Rzzrz—(L) =3l
2 4
de donde ri= ZR:;\/E
para R = 1 m: r:2X1;1732:1,1547m

@ 2° Area de la caldera.— Se compone del drea lateral del cilindro mds
el drea de los dos casquetes.

Avrea lateral cilindro: AL = 24R x 2R = 4a4R?
a=S8I =1~ — M
2 3

Area del casquete ASB:

A:2:rra:2_—r><2R;ﬁ>< Rgﬁ £ 4'73R2

Area de la caldera:

AT = 4aR® + 4”3R2 X2 = 20.;R°-

4! Para R=1m:
AT — % SR 270 % 3,1416 % 1 = 20,944 m’

1.228. La circunferencia externa de la seccion recta de una caldera de
cobre tiene 3,142 m. La longitud de la parte cilindrica es 3 m vy el espesor 1,5 mm;
la parte cilindrica termina en dos hemisferios cuyo radio es el de la caldera.
Hallar el volumen y el peso de esta caldera, si la densidad del cobre es 8,85

(i =3, 142);
Radio: %13‘% - % -

Vol. de la caldera:

3

1 4 1 .
V3142 x —(3+ - x—)=2 *
2 ><4( 3><2) ,88 m

V=nR2h+%nRﬁ=nR2(h+—ﬁ)

® 2.0 Como el espesor es pequefio en comparacion de la superficie, para hallar el
volumen se puede, sin error notable, hacer el producto de la superficie por el espesor
del cobre.
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Area de la caldera: A =3 X 3,142 + 4= (%) — 12,568 m?

Volumen del cobre: V= 1256,8 x 0,015 = 18,852 dm*
Peso: P=V x D= 18,852 x 8,85 = 166,84 kg

1.229. En un tridngulo rectdngulo los catetos tienen respectivamente
108 y 144 mm. ;A qué distancia de la hipotenusa ha de trazarse una paralela
a ella para obtener un trapecio de 972 mm?®? Si
se hace girar este triangulo alrededor de la hipo-
tenusa, ;cuales seran el volumen v el drea del
solido engendrado?

Sea BAC (fig. 547) el tridngulo recidngulo,
EF la paralela a la hipotenusa v AD la altura;
tendremos :

e 10 BCf\/BA"‘—%AC}’:
= /144> 4+ 108" = 180 mm

BC »x AD = AB x AC

AB x AC - 144 x 108

Luego AD = = = 86,4 mm
AD 180
Area AABC:
A, — BAXAC _ 144 X108 _ e
2 2
Area AAEF: A, = 7776 — 972 = 6804 mm®
Por ser semejantes los tridngulos ABC y AEF, tenemos:
A _AD* 7776 864
A, AH? 6804 AH?
AH — %77:64’% — TOEAT.88 — BET mm

DH = AD — AH — 86,4 — 80,82 — 5,58 mm

e 2.0 FEl drea engendrada es igual a la suma de las dreas laterales de dos conos,
cuyo radio es AD, v las generatrices AC y AB, o sea:

7AD X AC+ aAD x AB= zAD (AC+ AB)— =86,4 (108 -+ 144) =68 401,6 mm*

® 3.° FEl volumen engendrado es igual a la suma de los woliimenes de dos conos
cuye radio es AD, v las alturas CD y BD, o sea:

v:-slADﬁ % CD+%AD2 x BD:-'31AD2 (CD + BD)

V= ?'TADz x BC = % % 7464,96 x 180 = 1407 115 mm?®
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1.230. Dada una circunferencia O de radio R (fig. 548), trazamos dos
A didmetros perpendiculares, AB, CD, y en el pun-
M to M del arco AC trazamos la tangente ME, que
cortard a la prolongacién de DC en el punto E.
a) Demuéstrese que ~ MEO = 2 x ZMBA.
b) Suponiendo que LMBA = 159, calciilese:
£ H \ ) D 1.0 La longitud de ME.

2.0 La longitud de MH perpendicular tra-
zada desde el punto M a la recta CD.
¢) El contorno EMAD engendra, al girar

B alrededor del eje ED, la superficie de una peonza.
) Haillese, en funcién del radio R, el drea de dicho
Fig. 548 juguete.

e 2a) Tracemos el radio OM. A MEO=/MOA

" por ser de la misma especie y tener sus lados respectivamente perpendiculares. Mas

el dngulo central MOA es duplo del dngulo inscrito MBA, que intercepta igual
arco; por tante, £ MEO = 2 x / MBA.

e b)) Si LMBA = 159, el ZAMEQO = 300 y los tridngulos reczangulos OEM
y HEM son dos tridngulos semzequzlateros por consiguiente:

1.0 EO=20M=2R y ME= Eoz‘/_ R+/3

2.0 MH:%:R—’\/E

® <) El drea engendrada por el contorno EMAD al girar alrededor del eje ED
es igual al drea lateral del cono que engendra la vecta ME, mds el drea del casquete
esférico engendrado por el arco MD, -a saber:

A, = (= x MH x ME) + (22R x HD)

pero HD=HO+OD=%+R:_32R
Luego A, = (:{ % Rﬁx%g.)+2ﬂ,l;{x 35\ _ 9752R2

1.231. Sobre un plano se desarrolla la superficie convexa de un cono de
63 cm de altura y 16 896 cm® de volumen. Calcular el dngulo central y el drea
del sector circular que resulta (x = 22/7).
® 1.0 Calculamos el radio y la generatriz del cono.

Vol. del cono:

v

V= % ar’h de donde ¥ = o

Radio:

’z\/ﬂ; 'z\/3><16896><7 /256 = 16 cm.
. g

22 % 63
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Generatriz: [ = VB + 1* = +/63% £ 256 — /4225 — 65 em
Avrea sector = drea lateral del cono

Y % % 16 X 65 — 3268,57 cm®

2.9 Para obtener el dngulo del sector igualemos el drea del sector y el drea

lateral del cono:

aln® _ ] n°
——— = qrl; =¥
3600 360
o= 3610 = 3605:; 16 _ g8 36’ 55,38

1.232. Un vaso cilindrico, de 1 hl de capacidad, tiene el didmetro igual

a la altura y estd lleno de agua hasta la mitad. Se echa en él una esfera de plomo
que pesa 200 kg. Calcular:

1.0 Cuéantos centimetros subira el nivel del agua.
2.2 A qgué distancia del nivel se hallari el punto més alto de la esfera,

si la densidad del plomo es 11,3.

1.0 Si d representa el didmetro del cilindro, tendremos:

ad® nd?

Vol. cilindro: ® d= % = 100 dm?®

4
Foes 80 o SR e
T
Altura del liguido : 503: 2 = 2,515dm
Volumen de la esfera: 200:11,3 = 17,699 ~ 17,7 dm?®
Volumen total: 50 + 17,7 = 67,7 dm®

Altura del liquido después de la inmersion de la esfera:

A50 dm® — 2,515 dm de altura | _ 2,515 X 67,7

L2 KBl w05 gv

A 67,7 dm® — « » 50
El nivel ha subido: 3,405 — 2,515 = 0,89 dm = 8,9 cm.
2.0 Sid’ es el didmetro de ‘la esfera, tenemos:
Tad =177 &= _1_7,71x_6 = 3,233 dm
Distancia de la esfera al mwvel del l:’quz'daJ:
3,405 — 3,233 = 0,172 dm

1.233.  En un cono invertido (fig. 549) que tiene en el vértice un angulo

de 60°, colocamos una esferilla de cristal de 3 cm de radio, de modo que sea
tangente a la cara interior del cono.

1. Suponiendo demostrado que los puntos de contacto de la esfera con

el cono forman una circunferencia, calcular el radio de esta circunferencia.
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2. Calcular el volumen de la parte inferior del cono comprendida entre
el vértice de éste v la esferilla.

® 190 Sear =23 cm el radio de la esferilla. En el
tridngulo rectdngulo ABO, tendremos:

ZA 600
ZOAB = == = = 300
o 2 2

Vv, por tanto, OA =2 x OB = 2r

El tridngulo rectangulo ODB es un semitridngulo
equildtero en el que:
OB=r oOD=OB_r pp 3

2 2’ 2
El radio de la circunferencia de contacto serd, por
consiguiente

Fig. 549 BD — r'\/g = 3ﬁ = 2,598 cm
2 2 ’

® 2.0 El volumen de la parte comprendida entve el vértice del cono v la esferilia

es igual a la diferencia entre la suma de los volimenes de los conos OCB, ACB vy
el volumen del sector esférico OCMB.

Vol. conos:

V, = ;”Bst (OD + Da) = = (_”ﬁ ) X 2 = -72’“

Vol. sector:

VE:%M’? ><D1\/I:%:-n’2 sz A0

Vi— V=T a2 gqar0 cne
2 3 6 6

1.234. Hallar el volumen y el drea total de un cono formado con un sector
circular cuyo arco tiene 45° v el radio 25 cm.

® 1.0 Arco del sector o circunferencia del cono:

w X 25 x 45 _ 257
180 4

Radio de la base del cono:
2ar = 257 de donde v = 25 cm
4 8

Altura cono:

h = /12 — 2 — Zszﬁ(%)g=2480m
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El drea total del cono: AT = ar (I + v)

35 25\ _ 25z _ 225  5625x
AT =238 500 28y - — 29612 et
8 ( T8 ) g s 64 e
" 35 Volwmen:: N= #ﬁi (%) - 3%?852 — 253,617 cm?

1.235. Un cono de plomo cuya generatriz es igual al didmetro de la base,
pesa 10 kg. Calcular las dimensiones de este cono, su drea lateral, su drea total,
el peso del plomo que se le ha de quitar para reducirlo a una esfera inscrita,
v el radio de la esfera que se formaria con el plomo quitado. (Densidad del plo-

mo: 11,3.)
® 1.0 Sea x el vadio de la base del cono, la generatriz serd 2x v la altura x«/.';
(Geom. 447).

Vol. cono: V = ax® x x;/g = '-'txzﬁ

Pero V= 10 000 em?

11,3
Luego A A3 10000
3 11,3
) _ 10000 x 3 _ 10000~/3 )
113 %xv/3xx 113 xaz _
Radio: x 21000083 gerrt om
11,3 x =
Altura del cono: x /3 = 7,8724 % 4/3 = 13,635 cm

® 20 Arealateral:
AL = ax % 2x = 2ax® = 2a x 7,8724° = 389,399 cm?
® 3° Adyrea total:
AT = ax (x + 2x) = 372® = 32 x 7,8724° — 584,098 cm?®

® 4.0 Dibujando la seccion del cono v de la esfera inserita, por un plano que
pase por el eje del cono, se ve que la seccion del cono es un tridgngulo equildtero y
el centro de la esfera inscrita es el baricentro del tridngulo. Luego

Radio esfera inscrita: r = % = %/_3_
Vol. esfera: \f:éi'—'—‘{(“":‘/5 )3: 4z x 2 % 3+/3 _ 4ax® /3
3 3 3 x 27 27

Plomo quitadeo: V, = /3 R . V3 _ S W5
' 3 27 27
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Sustituyendo x* por su wvalor en (1):

v, — 5x1+/3 . 10000+/3 50000

27 1132  9x11,3
50 000 50 000
Peso del plomo: P=———""x113 = = 5555,5
eso del plomo 9><11,3x 3 9 = 8
® 50 Seq R el radio de la esfera de volumen igual al del plomo quitado.
47R* 50000
3 9 x 11,3
50 000 ¢ 3 125000 =
d R= 3 = 3 = 4,896
e e \[9 % 11,3 % 4= (/ 339 070 em

1.236. Dado un cono (fig. 550) que tiene 50 cm de altura y la misma lon-
gitud como radio de la base, se le inscribe una esfera de 10 cm de radio.
1.0 4Cu4l serd el volumen de la parte restante del cono?
2.0 ;Cuadl sera el radio de la circunfe-
A . ] rencia de contacto de la esfera vy el cono,
suponiendo demostrado que los puntos de
contacto formen una circunferencia?

® 1.0 Vol cono: V, = % x OA? x OC

D V=% oy 58 % § = 125:-rdm3
3 3
Fig. 550 Vol. esfera: V, = —43'1 % O'Ds — ¥ g
Diferencia: Vi — Ve = 122 — A2 1T _ 126,65 dme

® 2.0 Tracemos los vradios O'D y O'E de la esfera perpendiculares respectiva-
mente a AC v BC v unamos D con E. El cuadrildtero O'DCE tiene los dngulos
rectos v dos lados contiguos iguales; es, por tanto, un cuadrado.

El radio de la circunferencia de contacto serd, por conmsiguiente:

_DE _ 1x+02 _ 1,42142 £0,7071 dm

2 2 8
1.237. Si dado un tridngulo isésceles ABC A
(fig. 551), tal que sea AB = BC = 10 cm, AC = / D

= 12 cm, tracese la altura BH.
1.0 ;Dénde esta el centro O de la circun-
ferencia inscrita .en dicho tridngulo?
2. Tracese por el punto de contacto D el
radioc OD y hillense dos tridngulos semejantes, A H C
deduciendo de su semejanza la longitud de la cir-
cunferencia inscrita. Fig. 551
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3.2 “Tomando la altura BH como eje de rotacién, calcular el volumen engen-
drado por el tridngulo y el volumen engendrado por el circulo inscrito.

® 1.0 El eentro de la circunferencia inscrita en un tridgngulo se halla en el punto
de concurso de las bisectrices interiores. Como la altura BH es al mismo tiempo
bisectriz del tridngulo ABC, el centro de la circunferencia inscrita se hallard sobre
la recta BH. :

® 2.0 Circunf. inscrita: C=2xx OD (D)
AODB ~ ABHC  (rectdngulos con un dngulo agudo comiin)

oD _ BD CH x BD
ODb _ BD diil op — CH x BD 2
CH BH ¢ donde BH @

luego
. AC
BD = BC — DC = BC — CH = BC = =10 —6 =4 cm

En ABHC: BH = v/BC? — CH? — /10 — 6" — 8 cm

Sustituyendo en (2): oD = 6—:4 =3 cm

Sustituyendo en (1): C =21 x3=18,849 cm

® 3. Al girar el tridngulo BAC alrededor del eje BH se engendra un cono de
revolucion. El circulo engendra una esfera.

Vol. cono:  V, = % CH? x BH = % X 36 X 8 = 301.5936 cm®

Vol esferar Ny 4"?]3’3 = S - 27, _ 1150076 ons®

1.238. En un molde cuya forma es la de un cono equilitero se vierten
1360 kg de hierro fundido que lo llenan hasta los 2/3 de 1a altura, a contar desde
la base. ;Cuél es el radio de la base de este cono? Densidad del hierro colado: 7,2.

Sea r el radio de la base del cono, la generatriz serd 2r ¥ la altura r \/?:
El hierro tiene en el molde la forma de un tronco de cono (la base menor, arriba)

cuya altura serd 2|3 x /3 y el 'mlgo de la base superior, 1/[3.

st (5 cet]- 3 )

3 3 3 9 3
vV — 2ar \/i % 1342 _ _26m° '\/5
9 9 81
2677°4/3 1360 1700
Koy 81 — 77 9

de donde — {/ 1700 x 81 5100 /3
9 x 26m4/3 267
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log 5100 = 3,707 570
log /3 = 0,238 561
colog 26 = 2,585 027 " log v = 0,678 003
1,502 850 r = 4,764 dm

colog =

log ¥ = 2,034 008

1.239. Un semiexdgono regular (fig. 552) de 2,35 m de lado gira alre-
dedor del didgmetro de la circunferencia circunscrita. Hallar el radio de la esfera
que tenga un 4rea equivalente a la engendrada por el perimetro del semiexdgono.

Por el teorema de la linea poligonal regular que gira alrededor de un eje
(GeoM. 956) sabemos:

Area engendrada: A = 2zah

A )
:’ s—0G =03, soan—
e E 2

~ A—2ax B 5212043
6—9 "S50h 2
/,-/ [ ‘ Siendo t el radio de la esfera de drea equivalente, tendremos:
D& F |
Ei ho? — Dulinl O doide P — ‘”;/5

Fle. 522 r=1, /% —2,35 % 0,93 = 2,185 m

1.240. Un crisol que tiene la forma de un cono truncado de 4 cm de dii-
metro en el fondo, 7 cm en el borde superior y 10 cm de altura, estd lleno de
un metal fundido que se quiere colar en un molde esférico. ;Cual ha de ser el
radio de este molde para que el metal lo llene exactamente?

Volumen del metal contenido en el crisol:

10
3

¥ = ”‘?" 4+ 9% 4 ) = {3F < 85% - 3 % 4,50 = 77.5%
z )

Llamando R al radis del molde esférico, tendremos:

i‘gR—ﬁ = G

R=—at Ezﬁ — /58,125 — 3,87 cm

1.241. Dada una semicircunferencia de diametro AB = 2R, en los ex-
mos de éste, A v B se trazan dos semirrectas AX, BY tangentes. Por un punto
cualquiera M, de la AX se traza la recta MN tangente en el punto P a la semi-
circunferencia v secante en N a BY, trazando ademds los segmentos OM, ON,

PA, PB (fig. 553).
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1. Demuéstrese que los tridngulos
MON y APB son rectangulos y semejantes.
2.9 Demuéstrese que el producto AM x d
x BN=R®. 1
3.0 Dado caso que sea AM=R/2, hi-
llese la razon entre las 4reas de los trisngulos X p
MON y AFB. J\L
4.0 Siendo AM=R 2 hillese el volu- M \
men engendrado por la superficie plumeada \
cuando gira alrededor del eje AB. Dicha su- \
perficie no es otra que la diferencia entre el
trapecio rectingulo AMNB ¥ el semicirculo 4 1
ABP. A g B
® 1.9 Tracemos el gradic OP. Por ser Fig. 553
OP = OB =R, NP = NB como tangentes
trazadas a una misma circunferencia desde el mismo punto, v ON, comuin a los
dos tridngulos: ’

\
\
N
z =<

AONP = AONB  luege 0, = 20,
De modo andlogo: AOMP = AOMA vy, por tanto, Z£0,= L0,

Como la suma de los dngulos comsecutivos trazados alrededor del punto O,
v en un mismo semiplano es igual a 2 rectos, tenemos que

L0, + L0, = L0, + £0, =1 recto
Siendo ZMON recto, el AMON es rectangulo.

El AAPB es rectangulo por tener el dngulo P inscrito en una semicircun-
ferencia.

AONM ~ APBA (rectdangulos con un dngulo agudo igual: / MNO = ZPBA).

En efecto: ZMNGC = ZONB
pero ZPBA = ZONB
por ser de la misma especie y tener sus lados respectivamente perpendiculares.
Por tanto: ZMNO = ZPBA
® 20 Ep AMON (rectingulo): MP x PN = OP® = R?
pero MP = AM vy NP = BN (tangentes iguales)
luego AM x BN = R?
e 3.2 S AM = R/2, de la relacion anterior se deduce que
BN =2R
MN:MP+PN=AM+BN:%+ 2R:%

La razén de las dreas de los tridngulos semejantes MON y APB es igual a
la razén de los cuadrados de sus lados homdlogos, esto es:

AMON _ MN® _ 25R* o, 25

AAPB AB? 4 16
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® 4.° F/ wolumen engendrado por la superficie plumeada es la diferencia entre
el volumen del tronco de cono engendrado por el trapecio AMNB y el volumen de
la esfera que engendra al semicirculo APB.

: 2 3 R
V=T xR (4R2+&+R2) _ _4aR® _ 13aR

3 4 3 6

1.242. Se pinta interior v exteriormente una cuba de ma-
dera cuya forma es la de un tronco de cono (fig. 554). La base
superior tiene 1,7 m de didmetro interior. El lado, que tiene
1,1 m, seria 1/4 de la generatriz total del cono si se prolongara
hasta el vértice. ¢Cudl es el importe del trabajo a razén de 7,5 pts
el m®? Se supone que el drea exterior es igual a la interior.

Por hipotesis: SA=44dm % SB=33dm

] BC _ SB
| ASAH ~ ASBC luego BC —
. “EC AR sa
Fig.ss4 *  dedonde BC =SB SXAAH — ;8’5 = 6,375 dm

Area lateral de la cuba: = < 11 (8,5 4+ 6,375)

163,625 7 dm?

Area del fondo: ¢ @ X 6,375 = 40,641 x dm®
Area pintada: 2 (163,625 = + 40,641 =) = 408,532 = dm®
Importe: % % 408,532 7 = 96,26 pis

1.243. Un vaso tiene la forma de un cono truncado dé 90 cm de altura;
el fondo tiene de didmetro 30 cm y la abertura 45 cm. El vaso contiene, hasta
los 2/3 de la altura, pdlvora para bombas esféricas cuvo
didmetro interior es de 10 cm. ;Cudntas bombas se podrin
llenar con ella?

Sea ABEF (fg. 555) la parte del vaso llena de pélvora.
Tracemos AH paralela a 1K.

DI =45:2 =2725dm
AK =3 :2=15 dm

JK:%XIK:%XQ:de

DH = ID — AK = 2,25 — 1,5 = 0,75 dm -

FJ—FG+AK :%x DH+AK=%

+1,5=2 dm

Fig. 555

Volumen del tronco de cono ABEF:

v, :ﬂ/Tw(zz + 1,5 4+ 2 x 1,5) = 18,5 « dm®
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V=2 XL T g
6 6

Volumen de una bomba:

Mo ds lombiass 5 = 8%
V. x 6
1.244. Se quiere cortar un cartén para hacer una pantalla'en forma de
un tronco de cono en el que las circunferencias de las bases tengan 1,005 m
v 189 mm v la generatriz 13,6 cm. Si se desarrolla esta pantalla, ;cudl es el valor
del dngulo central del sector que resuliard y la longitud del radio que termine
en el arco mayor?

=185 x 6 = 111

® 1.0 Sea x el radio del arco menor en el desarrollo. Los arcos del desarvollo
son semejantes por corresponder a dngulos centrales iguales; por tanto:
189 _ x
1005 136 + x
Luego 189 =X 0 sea b . i
1005 — 189 136 816 136
_ 136 x 189 _ 31,5 mm
816
por tanto, OD = 136 + 31,5 = 167,5 mm
@ 2.° Para obtener el dngulo del sector basta calcular el mimero de grados de

un arco de 1005 mm en un civculo de 167,5 mm de radio, o de un arco de 189 mm
en un circulo de 31,5 mm de radio. En este ultimo caso, tendremos:

> = 189
180
de donde — 189 X 180 _ 3430 46 25,9~
3,1416 x 31,5
1.245. En una circunferencia (fig. 556) de didmetro AB v radio R = 5 ¢m

se traza, perpendicularmente al didmetro, la cuerda
CD = 6 cm, se unen los puntos C v D con los ex- C
tremos del didmetro A y B v se hace girar la figura
obtenida alrededor de AB como eje. Hecho esto,

calculese:

1.2 La diferencia entre las dreas del bicono ob-
tenido v la esfera.

2.0 La diferencia entre el volumen del bicono
v el de la esfera.

Sea 1 el punto de interseccion de la cuerda CD
con el didmetro AB, tendremos Cl = DI. Unamos C
v D con el centro O v tendremos, en el tridngulo rec-

tangulo CI1O; hipotenusa CO = 35, cateto CI1 =3 y Ol =

Al=5—4=1cm

Longitud de AC=AD =49 +1 =+/10cm

Por consiguiente:

JES—),

Fig. 556

52 — 32 = 4 cm.

# de CB =BD =3+ 9 =4/90 =3+/10em
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e 1.0 Area del bicono.—Se compone de dos conos que tienen por base comin
un civculo de 6 cm de didmetro y por generatriz:

uno de ellos, AC = /10
y el otro CB =34/10

Area del_bicono #
A =ax % (AC+ CB) = 7 x 3(+/10 + 34/10) = 122 +4/10 cm®
Avrea de la esfera: A, = 42R* = 100 7 em®
Diferencia entre dreas: A, — A, = 100a — 12x '\/10 = 194,9438 cm?
@ 29 Volumen del bicono.—Se compone de dos conos cuya base comtin es
7 X 3% = 97 ecm® v cuyas alturas son Al y BI
Volumen del bicono:  V, = % x 97 (Al + BI) = 3z x 2R = 6aR cm®

Volumen de la esfera: V., = % 7 R? cm?

o

4

Diferencia: V., —V, = 7

w4

AR _ §aR = #R ( R® 6) — 429,352 cm®

A 1.246. Un sector circular AOB (fig. 557),
cuyo arco tiene 609, gira alrededor del radio OA.
¢Cuil serd el volumen engendrado, si el radio

(e B! del circulo a que pertenece este sector es de
3 cm?

El wvolumen engendrado es un sector esférico.

&

0 = % aR%a (Geom. 971)

La altura de la zona, a = R|2. En efecto, el
tridngulo OBA es eguildtero v CA = OC = R/2.

[ % R x B _aR _ax P o 283744 cmd

2 3 3

1.247. La longitud de un cateto de un tridngulo rectdngulo es de 28 m.
Sabiendo que la suma de los otros dos lados es igual al duplo del primero, calcular
la arista del cubo equivalente al cono engendrado por este tridngulo cuando
gira alrededor del lado conocido.

Llamemos x a la lipotenusa e v al cateto desconocido; tendremos las dos ecua-
ciones siguientes:

x +y =56 (1)
x* — y® = 282 2)
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28 x 28

Dividamos (2) por (1): x —y = =5 = 14 3)
Sumemos (1) y (3): 2x = 70
x=35m
por tanto, y=2lm
Vol. cono:  V = l% — 4116 X 7 m®
Llamando a a la arista del cubo equivalente, tendremos:
' a = 4116 % =

a = /4116 x 7 = 2347 m

1.248. Dada una semicircunferencia (fig. 558) de centro O y didmetro
AB = 2R, determinar en la prolongacién de AB un punto C tal, que al trazar
desde él una tangente a la semicircunferencia,
el tridngulo que resulte AMC sea isdsceles,
v luego demostrar:

1. Que si esa condicién se cumple, se

tendra: MB = MO.

2.0 5i hacemos girar la figura alrededor A 0 H B C
de AC:
@) La relacién entre las dreas engen- Fig. 558

dradas por la tangente CM y el arco ADM.,

b) La relacién entre los volimenes engendrados por el tridngulo OMC
v el sector OADM.

Supongamos el problema resuelto v sea el tridngulo isésceles AMC, en el cual
ZA = LC.

Por ser £C complemento del £ O, el tridngulo rectdngulo OMC da:
LA+ L0=LC+ Z£0 =900
/ A — MB

Pero

oo % 4+ MB =900 1y BB — 600

de donde se infiere que los dngulos A v C valen cada uno 300 y, en el tridngulo rec-
tangulo OMC, serd:
OC=20M =2R
con lo cual queda determinada la posicién del punto C.
® 1° MB es la cuerda de un arco de 60° luego MB = R = MO.

® 2.0 a) La tangente, en su revolucion alrededor del eje AC, engendra el drea
lateral de un como: ’

A= mrl = 7z x MH x MC
MH — OMZ‘\/E - R;/g MC = 2-MH = R~/3
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) 2

El arco ADM engendra una zoma esférica cuya altura h = AH = 3 R/2.

A, = 2urk = 2R X 37** — 3R
D2
Razon de dreas: A _ AR : 3aR? = 1
A, 2 2

b) El tridgngulo OMC engendra un bicono, cuyo radio comin es MH y cuya
altura total seré OH + HC = OC = 2R. Por tanto:
2 2
= 7 x MH? x OC :_.*[_XR x 3
3 3 4
EIl sector OADM engendra un segmento esférico con una sola base, disminuido
del cono engendrado por el trigngulo MOH.

X 2R =

aR?
7

Vol. segmento esférico (Geom. 982): V = iéi (3R — a)

V’=leI{2(3R—AH)=i(£E 3R ﬂziﬂ
3 3 2 2 8

Vol. cono engendrado por AMOH: V' = % x HM? > OH

Vo= 3R® XB: aR?
3 4 2 8

Vol. engendrado por el sector OADM:

V,— v v 97R AR po
8 8

V. aR?
V. 2

Razén de volimenes:

1
s R =
. 2

| 1.249. En un crisol de forma de cono truncado que tiene 30 mm de dié-
metro en el fondo, 60 mm en la abertura y 80 mm de altura, hay acero fundido
cuya capa superior tiene 50 mm de didmetro. ¢Cudl ha de ser el radio del molde
| esférico en que ha de colarse todo este acero para obtener una bala de canén?
| Sea ABCD (fig. 559) la seccién recta del tronco, y EF el nivel del metal fundido.
‘ Tracemos DG y CH perpendiculares a DC.

} GH = LN = DC = 30 mm
AG — AB—GH _ 60 —
2 2
EF — LN _ 50
2

30 _

EL — =

0 |
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DL EL A G H B
ADLE ~ ADGA, I ===
R B TN
designando DL por x: 8_35} }2 = g i "
E F
_ 280 _ 160
3 3
Volumen del tronco de cono EFCD:
e 1607 (250 4 158 4+ 25 x 15) =
e 160 . &
T"‘ x 1225 Fig. 559
Designando por R el radio de la bala esférica, tendremos:
3
Wl Bk s — 4=2R® 160 x 1225 X =«
3 9
R _ \3/160 x 1225 x 3 _ 49000
9 x 4 3
log. 49 000 = 4,690 196
log. 3 =0477 121
log. R* = 4,213 075

log B == 1%0—7—5 = 1,404 358 R = 25,372 mm

1.250. Se tiene un tronco de cono (fig. 560) en el cual la esfera tangente

) a sus dos bases lo es también a la superficie lateral. Hallar
B_r' A gy volumen, si las bases tienen 16 v 36 cm de radio.
Sean r y 1’ los radios de las bases del tronco.

I = BI = BA (tangentes desde un mismo punto)
1/ A CI = CD por la misma razon.
Luego BI + CI = BA + CD
BC=#4+r=16 436 =52cm
= CH=CD—HD=CD — AB = 36 — 16 = 20 cm

En el triangulo vectdngulo BHC, tenemos:
Fig. 560 BH — +/BC* — CH? = +/52° — 20° = 48

0 seq

Vol. tronco: V —= 487 (36% + 16 + 36 x 16) = 106 965 cm?®
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1.251. Un vaso tiene la forma de un cono circular recto cuyo dngulo en
el vértice es de 60°. En este vaso se vierten 1617 gramos de mercurio. Calcular
la altura a que llegara el mercurio. Densidad del mercurio: 13,5; = = 22/7.

Siendo de 60° el dngulo en el vértice, la seccion segiin el efe serd un tridngulo
equildtero. El mercurio contenido en este vaso tiene también la forma de un cono
equildtero.

Designando por x la altura de este ultimo:

el lado serd 23‘37\/5 (Geom. 583), v &l radio de la base 2 \/5 (Geom. 576).

3
2 o 2 33
Volumen: V:“ga:—%("“g/g) B ."l’;c.
P 1617
9 D 13,5

1617 x 9 x 7 _ 1617 X 7
13;5 % 22 1.5 ¢ 22

x — 3ﬂ16;17>< 7 7 em
1,5 x 22

1.252. En un semicirculo de hierro batido se juntan borde con borde
las dos mitades del didmetro para formar un cono recto de base circular y de
1 litro de capacidad. Calcular el radio del semicirculo.

Llamando x al radio del semicirculo, v al radio de la base del cono y | a su ge-
neratriz, como 1 = x, tendremos:

i =

X’

2 = arl = arx
I ~ ]
1ego i 5
2
Altura cono: h=Alx — = [ x® — % o %\ﬁ
2 . 3
Volumen: V = ?T X XT b4 —;—\/g = 7‘73‘2;/5 =1dm*

v 24 243 8a/3

por tanto: Xt =

3\/37 ki 7
x:ﬁﬁiizzﬁlﬁzzxamiLMdm
b 4 a

1.253. Un cono de plomo cuya altura es igual al didmetro de la base,
pesa 288,75 kg v se corta en dos partes de igual altura por medio de un plano
paralelo a la base. El tronco de cono asi obtenido se funde para darle: 1.° forma
esférica; 2.9 forma de un cilindro de didmetro igual a la altura. Calcular el drea
de esta esfera y el area total del cilindro. Densidad del plomo: 11,25 (7 = 22/7).
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® 1° Sea V el volumen del cono total vy V' el del cono deficiente.

V' _a®?_1°_ 1

vV & 22 8

Luego el cono deficiente es 1{8 del cono total; por tanto, el tronco serd los 78

del cono total.
P _ 288,75 _ 77 Aeri¥

| = £ #
o e B 25 3
77 % 7
Vol. ’ 17 X7
0 tronco 3 5 8

Designemos por R el radio de la esfera equivalente y tendremos:

4aR® 77 x 7

3 3 %8
T7 X7 X3 %7 7 7
R = _: — gfe—= ——d
\‘/3><8><4><22 TS

Area de la esfera: A = 4aR* = 4 x % e Z—: = 38,5 dm®

® 20 Sea x el radio del cilindro equildtero equivalente al tronco:
Vol. cilindro = Vol. tronco

77 %7
3 x8

ax® X 2x = 2ax* =

t:\_}/ FL% T % T i{/’/@ L2 T e
’ N 3 x 8 x 2 x 22 N3 x 25 2 N3 x 22

Avrea total cilindro: AT = 2ax* + 2ax X 2x = 6an7° D'
D
Cex22 7 [ 1 _ 231 [1 _
AT =X 72~ "2 18

— 115,5 % 0,3816 — 44,0748 dm®

1.254. Un vaso cuya forma es la de un tronco de cono
(fig. 561) contiene agua. El radio de la base inferior es de
60 cm; la superficie del agua tiene 80 cm de radio y su pro-
fundidad 2,5 m. En este vaso se echa un cubo de marmol
cuyo lado tiene 60 cm. ;A qué altura subird el agua?

Determinemos la altura h del cono ODC; siendo v la altura
del cono OAB, tendremos:

b

a c

pero c=7r—r=8—6=2dm
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: 5 ) 6
Sustituyend ltard: Y23
ustituyendo, resutiarad 25 5
as? que y=25x 3 =175
Altura : h =75+ 25 =100 dm

Designemos por V el volumen del cono OCD, por V' y z el volumen y la altura
del cono OC’D’ obtenido después de la inmersion del cubo; por ser semejantes estos
dos conos:

NV _ (a+yP  100° g
Vv’ o o o = 1
Bt v o 22X 8 x 100 _ 6400
3 3
. S 64(;0:5 L= 640033+ 648

Sustituyendo en (1) V, V' por su walor, tendremos:

;—(64003 + 648)

3

o
L & 64002 100°
3
81 5
0 sea 1 =
8002 100°
s ol 2 = 100° (1 + %) — 1032 228,800611
by 4

z = /1032 228,800611 = 101,06 dm
Altura del agua: =z — y = 101,06 — 75 = 26,06 dm
1.255. ;Cuél ha de ser el espesor de ina esfera hueca de cobre, para man-
tenerse en equilibrio en el agua de modo que el nivel del liquido se halle a la

altura del centro? El didmetro exterior de la esfera tiene 20 cm y la densidad
del cobre es 8,8.

Sea x el espesor pedido.
El volumen de la envoltura es la diferencia de dos esferas que tienen por radios
Ry R — x. Luego:
4aR® 4a 4
= Ve s T
R

El peso de esta esfera ha de ser igual al peso del agua desalojada; este peso
tiene por expresion:

v [R* — (R — x)]

1 " 4R? - 2R3
23 3
Como el peso de la esfera hueca es igual al producto de su volumen por su den-
stdad, tendremos:
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y T 3
%‘"‘[Ra—(R—x)s] X D=2*TTR

2[R® — (R — %] x D = R®

Sustitiiyendo : 201 — (1 — x)*] x 8,8 = 1°
R Y P B,
2 < 88 88
G o e o0 50
88 88
1l —x=3 83
88

/83
x=1-— 35:170,98:0,02dm

1.256. Un aeronauta ha alcanzado la altura de 10 km. Calcular la parte de
la superficie terrestre que puede divisar desde esa al-

tura, suponiendo que la tierra es esférica y que su radio M
es de 6366 km.

Sea M (fig. 562) la posicion del aeronauta; hay que X
determinar el drea de la zoma BAD. Calculemos primero
su altura AC 6 vy. A

En AOBM: OB* = OM x OC - B y b

Luego c

. Op® R? 6366°
oC = = = = 6356 k
OM R+ AM _ 6366 + 10 o
AC = 0OA — OC = 6366 — 6356 = 10 km
Area de la zona:
A = 27Ra = 40 000 x 10 = 400 000 km?* Fig. 562

1.257. Un cono circular de madera tiene por radio de base 40 cm y pesa
100 kg; por medio de una seccién paralela a la base se le corta en dos partes
de igual ‘altura. Calcular los pesos, los volimenes v las éreas laterales de las
dos partes asi obtenidas. Densidad de la madera: 0,6.

v . 100 _ 1000 _ 500 , .
06 6 3

® 1.0 Vol cono total:
Designemos por NV el volumen del cono total; por V' el volumen del cono defi-
ctente, v por h v h' las alturas correspondientes; tendreros:

v_Rrr_1_ 1

vV oo 2 8
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. Vv 500 125
de donde: j T P - LS e 3
g T 8 5 20,833 dm
Vol. tronco: V= 53ﬂ % - 3% — 145,833 dm®
® 2.° Pesodel cono V" 100 : 8 = 12,5 kg
Peso del tronco: 100 — 12,5 = 87,5 kg

@ 3.9 Caleulemos la altura y la generatriz del cono total:

1

Ve=—mh=""x4 % h = 500 drm?
3 3 3
n=22 _o9sdm

o

Generatriz: 1 = /9,95 + 4® = 4/115,0025 = 10,72 dm
Avrea lateral cono total: A=mwrl=7a x4 x10,72 dm®
Llamando A y A’ a las dreas laterales de los dos conos, tendremos:

AT _p?r_ 1 1
A RE 2 4
T B = % e —4—5% — 10,72 = = 33,677 dm?
3

Tronco: AL = 7 x 4 x 10,72 % = 32,16 x = = 101,033 dm?®

1.258. En un vaso de forma cénica, lleno de agua hasta los 3/4 de su al-
tura a contar desde el fondo, se vierte mercurio hasta llenarlo con el agua con-
tenida. Calcular el espesor y los pesos de las dos masas liquidas superpuestas,
suponiendo que el vaso tenga 15 cm de profundidad y 6 cm de abertura. Den-
sidad del mercurio: 13,59.

e 1.0 Capacidad del vaso: V = % % 32 % 15 = 457 = 141,37 cm®.

Antes que se vierta el mercurio, el agua forma un cono semejante al cono total,
v sus dimensiones son los 3[4 de las dimensiones del mismo.

Vol i V, = 141,37 % i—: — 59,64 cm®
Peso del agua: P,= 5964¢g
Vol. mercurio: V. = 141,37 — 59,64 = 81,73 cm®
Peso del mercurio: P, = 13,59 x 81,73 = 1110,72 g

® 2.° El mercurio forma un cono en el fondo del vaso; determinemos la altura h
de este cono.
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81,73

v B 14137

L]
15°

Portanto: by — /13X _ 12405 om

Espesor del agua: 15 — 12,495 = 2,505 cm

1.259. Demostrar que si se tiene un cilindro ¥ un cono equildtero cir-

cunscritos a una esfera (fig. 563).

1.0 El drea total del cilindro es una media geométrica entre las de la esfera

y del cono.

2. El volumen del cilindro es también una
media geométrica entre los volimenes de la esfera
v del cono.

Cono equildtero es aquel en el cual la seccién
que pasa por el eje determina un tridngulo equildtero.

Llamemos R al radio de la esfera.

AB = ED que es el lado del tridng. eguildtero
inscrito en el circulo de radio R. Luego

AB=ED =R+/3
En el trigang. rectang. ODC, ZC = 30°; por

tanto

OC =2 %x,0D =32R" _
AC =A0+0C =R+ 2R =3R Fig. 563
RC =2 x BD =2 x AD = 2R+/3
® 1.2 Area esfera: A, = 47R?
Area total cono: A, = = x AB(BC + AB)
A: = 7 x R4/3 (2R3 + R+4/3) = 92R®
Area total cilindro: A; = 2aR (R + 2R) = 6xR? ’
47R? % 9zR® = 362°R = (6aR®)?
A, x A, = A} cs.qgd
e 2.0 Dol esfera: V), = % aR®
Vol. cono: V, = % x AB® x AC
V=2 x ® V31 x 3R = 3R
Vol. cilindro: V; = aR* x 2R = 2aR?

% ZR® X 3aR® = 4a2°R® — (22R)?

V., x V; = Vi cs.qd.

1.260. Hallar el peso de la figura 564, acotada en centimetros, sabiendo
que el grueso de la chapa es de 22 mm v la densidad 8,8.

15 —GEOMETRIA CLAVE, CURSO SUPERIOR
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Avei el Gapesio & 1y j 8 18 — 225 dm?
A deducir:
Area del cuadrado b: 8 x 8 = 64
120,5488 2
Avrea del semicirveulo c: % = 56,5488 CLm
Avrea efectiva: 104,4512 dm?
Volumen: 104,4512 x 0,22 = 22,979 264 dm®
Peso: 22,979 264 x 8,8 = 202,217 kg
80 090 -
2 b
|
| E’, a
| ‘
' g
! | ¢
TS ON | | R,
L 170 |
~ ~
Fig. 564

1.261. Hallese el peso de la figura 565, sabiendo que la chapa es de 0,012 m
de gruesa, que las dos curvas pequefias son iguales v que la densidad es 7,8.

Avrea del brazo a: 9 x2=18 dm?

Area de la cvuz b: 6x1= 6 dm?®

Area del pie c: 4 x 3 =12 dm?®

5 ; 1,53 X = 2

Avrea del semicirculo d: 5 = 3,5343 dm

5 5 1P X = N

Area del semicirculo e: 5 = 1,5708 dm

Area efectiva: 39,5343 — 1,5708 = 37,9635 dm?®

| Volumen: 37,9635 x 0,12 = 4,55562 dm’
| Peso: 4,555 62 x 7,8 = 35,533 836 kg

1.262. Hallar el peso de la figura 566, acotada en milimetros, si la den-
sidad del material empleado en su construccion es 8,2.
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Vol. del cilindro a: P X ax4= 113,0976 cm®
Vol. tronco cono b: % (4> + 22 +4 x 2) = 351,8592 cm?
Vol. del cilindro c: 12X 7 x 4= 12,5664 cm?
Vol. de la semiesfera d: % X x-1* = 2,094 4 cm?®
Vol. total de la figura: . 479,617 6 cm?
Peso 479,617 6 x 8,2 = 3732,864 32 g
50| P
a i
b ’ o ©
40 &

30

10
[a—

Fig. 567

Fig. 566

1.263. Hallar el peso de los cuerpos que represen-
ta la figura 567, acotada en centimetros. Densidad, 7,8.
El primer cuerpo es un prisma v los otres dos son cilindros.

Vol. del prisma a: 5x 3 x3=45 dm?
Vol. del prisma hueco b: 4x2x3=24 dm?®
Vol. efectivo: 21 dm?
Vol. del cilindro c: 3,1416 X 1* x 3 = 9,424 8 dm®
Vol. del cilindro d: 3,1416 x 1,5* x 1 = 7,068 6 dm®
Total: 37,493 4 dm®

Peso: 37,4934 x 7.8 = 292,44852 kg

1.264. Hallar en dobles decalitros la capacidad
del fanal que representa la fig. 568 acotada en metros.

Vol. del cilindro a:
3,1416 x 6% x 3,5 = 395,841 dm®
Vol. de la semiesfera b:
4 % 31416 % 6°
3 x 2
Vol. total: 848,231 dm?

Capacidad fanal: 42,41 dobles decalitros

= 452,390 dm?®
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1.265. Hallar el peso de los cuerpos que representa-la figura 569, acotada
en metros, siendo la densidad 4,2.

3,1416 x 22 x 2

Vol. del cono a: 2HD A2 R 22— 8,377 6dm?

3

I

159,174 4 dm®
75398 4 dm®

Vol. tronco cono b: % (2 + 32 4+2x3)
Vol. del cilindro c: 3,1416 x 4% x 1,5

I

Vol. total: 242,950 4 dm?®
Peso: 242,950 4 x 4,2 = 1020,391 68 kg

| 0,20
a
&)

B0
———
o

1]
‘u =

1015 |

mE

1.266. Dada la seccién de un cojinetesde bronce que tiene de longitud
26 cm y 7,2 de densidad, hallar el peso del mismo (fig. 570).

v el Shnieatpones 3 x 22 3 X223 _ 658916 et

| Area del semicirculo:’ 12* x 23 1416 _ 226,195 cm®
Area efectiva: ) 402,521 em®
Volumen: 402,521 x 26 = 10 465,546 cm® = 10,465 546 dm?®

Peso: 10,465 546 x 7,2 = 75,351 931 2 kg

1.267. Hallar el peso de la pieza que representa la figura 571, acotada
en centimetros. Espesor, 20 cm. Densidad, 7,2.
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Area del brazo vertical : 95 x 1
1

1425 cm®
Area del brazo horizontal : 95 x 1

425 cm?

5
5
Area de las cuatro esquinas: 4 (152 _ 158 x 3 1416 ) 141,636 cm®

Avrea total : 2991,636 cm?
A deducir el cuadrado central {contado 2 veces) : 157 = 225 cm®

2766,636 cm®

Volumen : 2766,636 x 20 — 5533272 om?®
Peso: 55,332 72 « 7,2 = 398,3955 84 kg
i
g 8
h 0,008
= c
I oF
g .
L 0,160
-
Fig. 571 Fig. 572

1.268. Hallar el peso de la pieza que representa la figura 572, si tiene
3,84 m de longitud y la densidad es 7,8. Las cuatro curvas son iguales v tienen
8 mm de radio.

Area del rectdngulo B: 1,6 x 0,08
Avrea del rectangulo C: 1,2 x 0,08 44 % 0,08 = 0,352 dm?®
Area del rectangulo A: 1,6 > 0,08

Area esquinas:

4 [{),082 = M} — 0,0055 dm?

4 _—
Avrea total: 0,3575 dm?
Volumen: 0,3575 x 38,4 = 13,728 dm?®
Peso: 13,728 x 7.8 = 107,078 4 kg

1.269. Hallar el peso del carril que representa la figura 573 si tiene una
longitud de 11,9 m v la densidad es de 7,8.
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Area de los dos semicirvculos a: 3,1416 x 12 = 3,1416 dm®
Avrea del recidngulo b: 4x2 = 8 dm?
Area del rectdngulo c: 45 x1 = 45 dm?®
Avea del trapecio d: B sz 1« 1,5= 6,75 dm®
Area del rectdangulo e: 8§x1 = 8 dm?®
30,3916 dm*
Volumen: 30,3916 x 119 = 3616,6 dm?®
Peso: - 3616,6 x 7,8 = 28 209,48 kg

D

Fig. 573

1.270. Haillese el peso de la figura 574 si las medidas estin dadas en mili-
metros. Densidad, 8. Chabetero, 40 x 10, .

(24 X 7 x 8) _

Vol del segmentor: (83 x %) 1 7 506,329 6 mm?

2
Vol. del cilindro: 24 % 7 x 6 = 10857,369 6 mm?®
Vol. del cilindro: “13% x 7 x 82 = 43 536,292 8 mm*®
“ol. del prisma: 2—32 X 76 = 25 688 mm?
Vol. total: 87 587,992 0 mm®
Vol. del chabetero: (30 % 10 4 5% % =) 18,3846 = 6 959,306 4 mm?
| Vol. efectiva: 80 628,685 6 mm?®

Peso: 80,628 6856 x 8 = 645,029 4 g

1.271. Haillese el peso de la figura 575, cuyas dimensiones estan dadas en
milimetros. Densidad, 9; radio del cono superior. 16,165,
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Vol. del cono: 16,1657 X = 2B . 7B61,04502 momd
Vol. del cilindro mayor: 40° x 7 X 14 = 70 371,84 mm?
Vil.del éilimidlre tnbnory 9 X 7 x 60 = 15268176  mm®
Vol. de la tuerca: L><22L\/5 x 12°= 124704 mm?
Vol. total: 105 772,361 92 mm?

Peso: 105,772 36192 x 9 — 951,951 25 g

13

6

TREERT IGa’ e
el
=~

Q
R

Fig. 575 Fig. 576

1.272. Hillese el peso del cojinete representado en la figura 576. Dimen-
siones en milimetros. Densidad, 7.

Area del rectangulo : 51 x 13 = 663 mm®
2
Area de un semiciveulo : 1—24502—X1 = 245437 5 mm?
Area total : 908,437 5 mm?
Descontando (%) + 9% X 7= 355,000 8 mm®
Area efectiva: 553,436 7 mm®
Volumen: 553,436 7 % 12 = 6 641,240 4 mm?
Area del rectingulo: 61,608 % 12 = 739,296 mm?®
Area de LﬁQ de civculo : M%w = 188,496 mm?®
Hens Foidos tdgitloss %2 x+v/3x2= 31,176 mm?
Area total: 958,968 mm?
Descontando : 4 X 7 x 2= 100,531 2 mm?®

Area efectiva: 858,436 8 mm?®
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Volumen: 858,436 8 x 6 = 5 150,620 8 mm®
Volumen total: 6641,240 4 — 5150,620 8 = 11 791,861 2 mm®

Peso: 11,791 8612 < 7 = 82,543 g

I

1.273. Hallar el peso de los cuerpos geométricos que representa la figu-
ra 577 acotada en milimetros, siendo-la densidad 8.

Vol. del cilindro a: 3,1416 x 15°% x 40 = 28 274 40 mm?
40 =

Vol. del cilindro b: 3,1416 x 45% x
Vol. del tronco de cono c:

Altura del tronce: 160 — 50 = 151,98 mm

254 469,60 mm®

y = 3.1416 X 151,98 (gse 4 352 4 85 x 35) = 1 818 328,234 mm?

Total: 2101 072,234 mm®
Peso: 2,101 072 234 x 8 = 16,808 577 kg

1.274. Hallese el peso de la figura 578, acotada en mm. Densidad, 7,35.
Vol. esfera: 32% % 0,5236 = 17 157,324 8 mm®
Vol. segmento esférico:

2,144 x 05236 + S BT 220,609 1 mm?
Vol. efectivo: 16 936,625 7 mm?*
Vol. del tronco: (8 + 212 + 8 x 21) 977 —  6342,890 4 mm®

Vol. del cilindro: 212 % 7 x 6 = 8312,673 6 mm®
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Vol, de% de toigs 7—32 X 21° X 7= 84844059 9 mm?
2

Vol. del segmento: ~ 18x l:% A 112—;&] = 18 943,848 0 mm?

Vil del como: 11° X 7 x % = 3041,068 8 mm®

Volumen total - 138 421,166 4 mm?

Peso: 7,85 x 0,138 421 166 4 — 1,086 606 156 24 kg

1.275. Hillese el peso de una manivela que tenga por medidas las de la
figura 579, expresadas en milimetros. Densidad, 9.

Fig. 579
2
Area del semicirculo mayor: i;—-ﬂ = 3180,87 mm?
w . 24 X = o 2
Avea del semicivculo menor : = 904,780 8 mm
Area del trapecio: ﬂ—g—% X 140 = 9660 mm?*

Area total : 13 745,650 8 mm?

Volumen : 13 745,6508 x 8 = 109 965,206 4 mm?®
Vol. del cilindro mavor : 202 % 7 % 28 = 3518592 mm®
Vol. del cilindro menor : 15 % 72 x 12 = 848232 mm®
Volumen total: 153 633,446 4 mm?®

Peso: 153,633 4464 x 9 — 1,3827 kg
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1.276. Calcilese el peso de la figura representada en la figura 580. Me-
didas en mm. Chapa, 9 mm. Densidad, 7,8. Chabeteros, 4 x 12.

Avrea del semiciveulo: i% = 6,283 2 mm?
Area del trapecio: @ +24 14 _ 91 mm?
Avrea de la semicorona: 18° :; EE = 381,704 4 mm®
Area del trapecio de 50°: @21 — 13%:{))3 H56 . 129,591 mm?®
Avrea del rectdngulo: 7 x 22 = 154 mm?
Area del rectdngulo: 40 x 9 = 360 mm?
Area total: 1122,578 6 mm?*

Fig. 581
Descontando:
Avrea de dos circulos: 22 X @ x 2= 251328 mm®
Area de dos rectangulos: 8 X4 x2= 64 mm?
_ 89,1328 mm®
Area efectiva: 1 033,4458 mm?®
Volumen: 1033,4458 x 9 = 9 301,0122 mm?®.

Peso: 9,3010122 x 7,8 = 72,54789 g

1.277. Hallar el peso de la pieza que representa la figura 581, acotada
en milimetros, sabiendo que la densidad es 8.

2 2 »
Avrea del trap. doble: de 60°, a: L 14? X 3,1416 _ 301,593 6 mm?
Area del circulo extremo b: 4% x 3,1416 = 50,265 6 mm®

Area total : 351,859 2 mm?®
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Vol.: 351,8592 X 3 = 1 055,577 6 mm®
Vol. del cilindro c: 7,57 X 3,1416 ® 3 == 530,145 0 mm

Vol. del cilindro d:
Vol. del cilindro e:

Vol. de la semiesfera f: % » 3,1416 »x 2* =

Volumen total:
Volumen a descontar :

Volumen efectivo:

3
42 % 31416 x 2 — 100,531 2 mm®
2% 3,1416 < 16 - 3

201,062 4 mm

.1 904,071 4 mm?

Fx 6 = 54 mm?

1 850,071 4 mm?

16,755 2 mm®

Peso: 1,8500714 x 8 = 148005712 g

1.278. Hallar el valor de 12 piezas como las que representa la figura 582,
acotada en milimetros, sabiendo que cuesta 325 pts el kilo y que la densidad
es de 7,2. Espesor de la chapa, 14 mm.

JE_,._| 14
(o }la\' =
d [

A

18

Fig. 582
2
Area de dos cuadrantes a: S—XS&L{’ = 100,531 2 mm?
Area del rectangulo b: 16 x 8§ = 128 mm?
Avrea del rectdngulo c: 30 « 32 = 960 mm*
Avrea total: 1 188,531 2 mm?
Area a descontar d: 16 x 6 = 96 mm®

1 092,531 2 mm?

Area efectiva:

Vol. de la chapa: 1092,5312 > 14 = 15 295,436 8 mm?

20 x 20

Vol. de dos chapas triangul. c: >

< 6 = 1200 mm?

Volumen total: 16 495 436 8 mm?



460

Gl T e

GEOMETRIA DEL ESPACIO
Area del rectdngulo base f: 84 x 18 = 1512 mm?®
Area a descontar los 4 circ. g: 2,5 x 3,1416 < 4 = 78,54 mm?
Area efectiva: 143346 mm?®
Volumen antertor: 16 495,436 8 mm®
Volumen de la base {: 1433,46 x 6 = 8 600,76 mm?®
Volumen total: 25 096,196 8 mm®
Pesii 25 096,1968 X 7.2 _ 150,692 616 96 g

1000
Valor de 12 piezas: 325 x 180,692 616 x 12 = 704,7 pts

1000

1.279. Hallar el peso de la pieza que representa la figura 583,' acotada

en milimetros, siendo la densidad 7.

Area de% de circulo a: 20° x 3,61416 23 . 1047,2 mm®
. ) 20° o 2
Avrea del tridngulo b: 3 X /3 = 173,2 mm
Area del rectdngulo c: 20 [SO — (20 + 202—\/5)] = 253,6 mm®
Avrea total: 1474 mm?®
Area a descontar: 10 x 3,1416 = 314,16 mm*®
Area efectiva: y 1 159,84 mm?
110 120 10 24
I

54

50

|3

‘:‘.

21

52 |

’EJALA of 8D

Fig. 583 Fig. 584
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Vol. de las cuatro patillas:

Vol. de dos prismas:
Vol. del cilindro d:

Volumen total:

Peso:

1159,84 x 10 x 4
20 x 10 X 20 X 2
8 x 3,1416 x 150

84,55296 x 7 =59187072 g

461
46 393,6 mm?®
8000 mm?

30 159,36 mm?®

84 552,96 mm®

‘1.280. Buasquese el peso del formén representado en la figura 584, acotado

Vol. de la semiesfera:

Vol. del tronco de cono:
Vol. del cilindro:
Vol. del tronco:

Vol. total del mango:

Vol. pirdmide a descontar: -

Volumen efectivo:
Peso del mango:
Area del rectangulo:
Descontando :

Area efectiva:

Avrea del trapecio:
Area total :
Volumen:

Vol. del prisma del filo:

Vol. de la pirdmide:
Volumen total :
Peso:

Peso total:

en mm. Densidad del acero, 7,8; idem de la madera, 0,65.

24* x 0,5236

_ T ame s

] §

(12° + 6° + 12 x 6)%1:

6 X T X 6 =
3‘3—”(62+42+6><4)=

4 x 18
3

15 524,0352 x 0,65
1000

54 X 24 =

6% X =z

2

(12 + 915
2

1359,4512 x 4 =

4 x4
2

4 x4
3

X 24 =

%X 18 =

5725,8048 x 7,80 _
1000

3619,123 2 mm®

11 083,564 8 mm?
678,585 6 mm®

238,761 6 mm?®

15 620,035 2 mm?®

96 mm?®

15 524,035 2 mm®
10,090 6 g
1296 mm?

56,548 8§ mm?

1 239,451 2 mm?

120 mm?

1 359,451 2 mm?
5 437,804 8 mm?®

192° " mm?®

96 mm?

5725,804 8 mm®

44,6612 g

10,0906 + 44,6612 = 54,7518 g
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1.281. Hallar el peso de la pieza representada en la figura 585, acotada
en milimetros, siendo la densidad 7,8.

Area del semicirculo:

‘Area del rectangulo:

Area total:

Volumen:
Vol. del prisma:

Vol. total de la cabeza:

Vol. a descontar:
Volumen efectivo:
Vol. del eilindro:
Altura del cilindro:
Vol. del cilindro:

Vol. de las 2 tuercas:

Volumen total:

3 % 19°

112 x 3,1416 _
2
14 x 22 =

408,0668 x 8 =
22 x4 x 21 =

4.5% % 3,1416 x 8 =

9,5% x 3,1416 x 38 =

84 — (8 + 9) = 67 mm-

5,52 % 3,1416 x 67 =

X A3 X 17 =
2

190,066 8 mm®

308 mm?

498,066 8 mm®

3 984,534 4 mm®
1 848 mm?®

5 832,534 4 mm?®
508,939 2 mm®

5323,595 2 mm?®
10 774,117 2 mm®

6 367,237 8 mm®

5 344,086 0 mm®

27 809,036 2 mm®

Peso: 27,809 0362 x 7,8 = 216,910482 36 g
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1.282. Hallar el peso de la pieza representada en la figura 586, acotada
en centimetros, siendo la densidad 0,67.

Area del sector a: 12 ><_3’é416 X5 _ 376992 cm®
Area-del tridngilo b -1—22:—‘/5 = 62952 it
Avrea del rectdangulo c: 12 x 26 = 312 cm?®
Area 2 de corona d: e 339,202 § em?
Avrea total de la chapa: 1 090,636 8 cm®
Volumen: 1090,6368 x 11 = 11 997,004 8 cm®
Area rectdngulo e: 27 x 12 = 324
Area semicireulo £ ST 56,5488 e
Area total : 380,5488 cm?®
Area a descontar : 2,5% % 7= 19,635 cm?®
Avrea efecti-vé: 360,9138 cm?*-
Volumen: 360,9138 x 13 = -4 691,879 4 cm®
Vol. prisma g, que completa las patillas: 12 = 5 % 22 = 1320 cm?®
Volumen del cilindro h: 9% % 3,1416 x 5 = 1272348 cm?
Volumen del prisma triangular curvilineo m:

9 x [872\/5+(8—2X—2'11@—%2ﬁ) 3}: 405,964 § cm’
Volumen total : 19 687,197 cm?

Peso: 19,687 197 » 0,67 = 13,190 421 99 kg

1.283. Hallese el peso de la altera que tenga por medidas las de la figu-
ra 587, expresadas en milimetros. Densidad, 7,45.

Vol. de las dos esferas: 24% % 0,5236 x 2 = 14 476,492 8§ mm®
Vol. del cilindro: 62 X @ x 41,216 = 4 661,430 6 mim?
Volumen total : 19 137,923 4 mm?
Vol 2 sigmentoss 2. x %5’0—82 (3 % 12 —.1,608) — 186,246 9 mm?
Volumen efectivo: .18 951,676 5 mm®

Peso: 18,951 6765 x 7,45 = 141,18999 g
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Fig. 587 Fig. 588

'1.284. Tallar &l peso del objeto que representa la figura 588, acotada en
milimetros, siendo la densidad 7.

La parte plana se compone de una parte civcular v un trapecio. La parte circular
forma un segmento circular, de 3000 y R = 90 mm. Hay que descontar:

1.0 Dos circulos a cuyo didmetra es L,s = R~+/2 — '\/§

2.0 Dos circulos de d = 70 mm.
3.0 Un cuadrado de 1 = 70 mm.

= 90° - 300 90° /3 _ 24 713,1 mm?
360 4

A. segmento:

26 463,10 mm?
A. trapecio: 90 ~ 50 25— 1750 mm?
A. dos circulos a: 27+ 458 (2 — +/3) = 3 409,89 mm?
A. dos circulos: 27352 = 7 696,92 mm® 16 006,81 mm?
A. cuadrado: 708 = 4900 mm?®
Area efectiva: 10 456,29 mm”
Volumen: 10 456,29 x 45 470 533,05 mm?
Vol. 3 troncos: -Z(33 252 4+35x25) (#45+15+15) _ 314 021,50 mm?

3 ;
Vol. 2 cilindros: 7 % 35% x 20 x 2 = 153 938,40 mm®
a- 50°

Vol. segmento: 2 “—'250— (25¢ x 2) = 163 625,10 mm®

6
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x % 35% x 330
3

Volumen total: 1425 448,65 mm®
Peso: 1,425448 65 x 7 = 9,978 140 55 kg
1.285. Encontrar el peso de un martillo que tenga las dimensiones in-

dicadas en la figura 589, expresadas en milimetros. Densidad del acero, 7,78;
idem de la madera, 0,67.

Vol. cono: = 423 330,60 mm?®

{}}

21

Fig. 589

El cuadrante superior compensa al inferior.

Avrea del trapecio: % x 18 = 189 mm?®
Area del rectdngulo: 39 x 21 = 819 mm?®
Area total: . 1008 mrm’
Volumen : 1008 x 21 = 21 168 mm?®
A descontar: (5,58 + 6% + 6 X 5,58) x 2171 — 2212,675 3 mm®
Volumen efectivo: 18 955 324 7 mm?
Peso: 18,95.5 3247 x 7,78 = 147,472 4 g

Vol. tronco (mango) :
6 + 47 + 6 x 4) x —1032“" —  8117,894 4 mm®
. Peso: 8,117 8944 x 0,67 = 54389 ¢

Peso total: . 1529113 g
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1.286. Hallar el peso de la pieza que representa la figu-
ra 590, acotada en centimetros, siendo la densidad del ma-
terial empleado 7,8.

3,1416 x 60°

Vol. de la semiesfera a: L = 56 548,8 cm?
6 x 2
Vol. del cilindro b: 3,1416 x 30° % 10 = 28 2744 cm?®
Vol. del cilindro c: 3,1416 = 20 x 90 = 113 097,6 cm®
2
Vol. del cono d: Ak 610 ><320 RS0 — TR
Vol. total: 210 487,2 em®

Peso: 210,487 2 x 7,8 = 1641,800 16 kg
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APENDICE

I. Ejercicios sobre los conjugados arménicos,
polos y polares -

1.287. Los puntos A, B, C v D forman una cuaterna arménica. Demostrar
que AB-CD = 2 BC: DA,

P, i S .
or definicion B DR
CA-DB= —CB-DA = BC-DA (1)
Por otra parte ABE=AC+CB y CD=CB+ BD-
Luego AB-CD = (AC + CB) (CB + BD)

=AC-CB+ AC-BD + CB* + CB:BD
=BC-CA+ CA-DB + BC* + BC-DB
=BC(CA +BC +-DB) + CA-DB
= BC(DB + BC + CA) + CA-DB
=BC DA + CA-DB yenvirtudde (1)
= BC:- DA + BC-DA = 2BC: DA.

1.288. Formando los puntos A, B, C, D una cuaterna arménica, y siendo M

el punto medio de CD, demostrar que AM - AB = AC - AD.

En efecto KZE = % + ' % (relacién de Descartes)
2AC-AD =AB(AC + AD) = AB-2AM
Luego AC-AD = AB- AM



470 APENDICE

1.289. Formando los puntos A, B, C y D una cuaterna armoénica, siendo O
el punto medio de AB y M el punto medio
de CD, demostrar que AB® + TD? = 4 OM®.

A OC B M D

Tenemos: AB — 2°0B
e OB: - OC-0D
AB: = 4 OB = 40C- 0D
pero OC —OM — CM; OD - OM + MD = OM + CM

OC-OD = (OM — CM) (OM + CM) = OM? — CM®

AR — 40C- OD — 40M? — 4 CM?® = 4 OM? --4(%)2401&12 _TD
luego. AB? + CD® -- 4 OM*®

1.290. Formando los puntos A, B, C y D una cuaterna arménica siendo O
el punto medio de AB y M el punto medio de CD, mostrar que AC = 2 AM - OC.
Tenemos AC® = (AO 4 0C)® = AQ® + OC* + 2A0-0OC
Pero AD® = OC-0D (relacion de Newton)
Luego AC = DC-0OD+0C*+2A0 - OC=0C (OD+0C+2 A0)
AC? = OC(20M+2AD)=20OC (AO+0OM)=20C- AM

1.291. Formando los puntos A, B, C, D, una cuaterna arménica, siendo E
el conjugado de D con relacién a los pun-
tos A v C, vy F el conjugado de D con rela-

cién a los puntos C v B, mostrar que E y F A E CFB D
son conjugados armonicos con relacidn a los Fig. 592
puntos C y D. (Utilizar la relacién de Des-
cartes de origen C.)
2 1 1
Ten H = 1
- TD CA CB ()
2 1 1 2 1, 1
= 2 T T T T T 3
ta- T @ TE_ CF D &
(1) nosda 6% = C% + & y teniendo en cuenta (2) ¥ (3)
4 1 1 1 1 1 1 2
= e +
CD TCE TD ' CF €O CE ' CF ©D
4 2 2 1 1
L — S T T N
. 6 Cb <D <CE ' CF

relacion que nos dice que E y F son conjugados arménicos de C y D.

1.292. [En una circunferencia se trazan dos cuerdas AB y AC. Mostrar
‘que las rectdas soportes de AB y AC dividen arménicamente al didmetro MON
perpendicular al segmento BC.
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El didmetro MON perpendicular a la
cuerda BC divide a dicha cuerda y al arco BC
en dos partes iguales.

Luego los segmentos AN y AM son bisec-
trices del dngulo BAC vy, en consecuencia, M
v N son conjugados armdénicos de los puntos P y
Q, intersecciones del soporte de dicho didmetro
con los soportes de AB y AC.

1.293. Dos rectas (R) y (R") dividen el Fig. 593
plano en cuatro regiones si son secantes, v
en tres si son paralelas. Decir en cada caso en qué regiones se halla la polar de
un punto P situado en cualquiera de estas regiones.

Sea O el punto de interseccion de (R) v (R’). La polar de P pasaré siempre
por O. ’

St P se halla en la regién (1) o en la region (3), la polar se halla en las regiones
(2) v (4) y si P se halla en la region (2) o en la region (4) la polar se halla en las
regiones (1) v (3).

(R) (R (R)

e @ |®

Fig. 594 Fig. 595

Si (R) v (R") son paralelas consideremos la recta (R'") paralela equidistante
de (R) y (R"). (R") divide la faja determinada por (R) y (R) en dos regiones (2a)
¥ (2b).

Si P se halla en la regién (1), la polar se halla en la region (2a) v viceversa

st P se halla en la region (2a), la polar se

P halla en la region (1). Del mismo modo,

si P se halla en la region (3) la polar se
halla en ke vegion (2b) y viceversa.

. Finalmente, si P se halla sobre (R”)

A la polar se halla en el infinito.

(R) 1.294. En un plano (x) se trazan

) A \B' dos puntos fijos A y B ¥ una recta fija (R)

/ que no pasa ni por A ni por B. Por un

punto variable P del plano sé trazan las

Fig. 596 semirrectas PA v PB que cortan a (R)
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en A’ y B’. Se traza finalmente la semirrecta PP’, siendo P’ el punto de inter-
secci6n de los segmentos AB” vy BA'.. ’

Demostrar que cuando P varia la semirrecta PP’ pasa por un punto fijo.

1.0 Si la recta AB no es paralela a (R), sea O el punto de interseccion de
ambas. PP’ es la polar de O con relacién a las rectas PAA’ y PBB".

Luego el punto | de interseccion de PP’ con AB es conjugado de O con rela-
cion a los puntos A y B. Luego 1 es fijo.

2.0 SiAB v (R) son paralelas, O se halla en el infinito v el punto 1 es el punto
medio de AB (Grom. 331).

1.295. Sean (R) y (R") dos rectas fijas secantes en el punto O. Por un
punto fijo P de su plano se trazan dos rectas
variables simétricas con relacidén a la recta PO.
Una de ellas corta a (R) en M v la otra corta
a (R") en N.

Demostrar que la recta MN pasa por un
punto fijo.

Sea 1 el punto de interseccion de PO con
MN. PO es bisectriz interior del dngulo MPN
ya que PM y PN son simétricas con relacion a PO.
Es, pues, una recta fija.

La bisectriz exterior es también fija y corta
a la recta MN en el punto F conjugado de 1
con relacién a MIN. Luego F es fijo por ser el
polo de la recta fija PO.

Fig. 597

1.296. Deos cuaternas armédnicas (ABCD) y (A'B’‘C’'D’) tienen un punto
comiin A y soportes distintos. Demostrar que las rectas BB, CC’ y DD’ son
concurrentes o paralelas.

La recta BB’ es la polar de A con relacion a las rectas CC' y DD,

Por tanto, si CC’ v DD son concurrentes en O, BB’ pasa también por O y si
CC’ v DD’ son paralelas BB’ es paralela a dichas rectas.

Fig. 598 Fig. 599

1.297. Dado un tridangulo ABC se traza la mediana AM y la recta AX
paralela a BC. Por B se traza una recta cualauiera que corta a las rectas AM,
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AC y AX respectivamente en P, B’ y Q. Demostrar que la cuaterna (BB'PQ)
es armonica.

El haz (ABMCX) es arménico (Grom. 332).

1.298. Dados un punto O y dos rectas (R) y (R’), construir una circun-
ferencia de centro O de manera que el polo de (R) se halle sobre (R").

El polo de (R) se halia sobre la perpendicular a (R") trazado por O, la cual
corta a (R) en Py a (R") en P".

(R'}

Fig. 600 Fig. 601

Si P’ es polo de (R) tenemos OP - OP” = R>.

Por consiguiente, el problema sélo es posible cuando O es exterior al segmen-
to PP’. Suponiendo esta condicién realizada, el radio R de la civcunferencia buscada
es la media geométrica enire OP y OP.

Si OP < OF trazaremos la semicircunferencia de didmetro OP la cual cortard
a (R) en T, v la circunferencia de centro O y de radio OT es la circunferencia bus-
cada, ya que OP- 0P = UT™. ‘

Si OP > OF’ trazaremos por P’ la recta (R") paralela a (R) v luego la semi-
civcunferencia de didmetro OP la cual cortard a (R"") en T, La circunferencia de cen-
tro O y de radio OT" es la circunferencia buscada, ya que OP - OP = 0T

Si OF = OF’, la circunferencia de centro O y de radio OP = OF es la cir-
cunferencia buscada.

1.299. Demostrar que la polar de un
punto P con relaciéon a una circunferencia (C)
es también eje radical de (C) y de la circun-

ferencia de diametro OP.
1.0 87 P se halla sobre (C), P’ coincide P
con P; la polar de P es tangente a (C) en P.

La circunferencia de didmetro OP es tan- Q§ Wi ®
gente interior a (C) v el eje radical (E) se con- K/
Junde con la polar.

2.0 Si P no estd sobre (C), P se halla en

el exterior o en el interior de (C) v P’ en el
nterior o en el exterior de (C). En ambos casos Fig. 602

—
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llamemos O’ al centro de la circunferencia de diametro OP y M al punto medio

de O0'.
R (T
"La distancia del pie del eje radical (E) al punto M es ME = Tﬁ%-—
Como 007 =P yeulta WE=R _OF (Geom. 392)
2 40P
La distancia del pie de la polar al punto O es OP = %
y la distancia MP = OP° — OM = Oi;’ — tz_p — 4R246.PUP2

Luego MP = ME y la polar se confunde con el eje radical.
1.300. C.omparar las posiciones de la polar de un punto P con relacion
a una circunferencia (C) v del eje radical de (C) v de la circunferencia puntual P.
2
La distancia de la polar al centro O de (C) es OP7 = —?ﬁ

Si E es el pie del eje radical y M el punto medio de OP, tenemos:

ME--R -0 | op_omM+mME=OF ; R

20P 2 20P
Comparemos, pues: OP’ = R _ 2R* y OE = w
OP 20P 20P

Si OP<R e OF >R y OFE<«<OF
Si OP=R e OP =R y OE=R=0F
Si OP>R e OP <R 3y OE>O0F

1.301. Dados tres puntos alineados en el orden ABC, por A se trazan las
tangentes AT y AT a todas las circunferen-
cias (C) que pasan por B y C. Demostrar que
la cuerda variable =T’ que une los puntos
de contacto pasa por un punto fijo.

Las cuerdas 'T'TY son polares de A con rela-
cion a las circunferencias (C).

Todas estas polares contienen al punto A’
conjugado de A con relacion a los puntos B y C.

1.302. Construir una circunferencia (C)
que pasa por un punto dado A y con relacion
a la cual un punto dado B admita como polar
una recta dada (R).

1.2 El centro O de (C) se halla sobre la
Fig. 603 perpendicular BI a (R) trazada por B.
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2.9 Tracemos la recta BA y sea B’ su punio de interseccion con (R).

3.  Busquemos el conjugado A’ de A con relacion a los puntos B y B’ (A’ es
el pie de la polar de A con relacién a la civcunferencia de didmetro BB’ el cual pasa
también por I).

49  Tracemos la mediatriz del segmento AA’. Su interseccion con la recta BI
da el centro O de la circunferencia (C) buscada cuyo radic es OA.

En efecto (C) es ortogonal a la civcunferencia de didmetro BB’ y por consi-
guiente 1, B, son conjugados con relacién a (C) ya que estdn alineados sobre un did-
metro de (C).

1.303. :Existen circunferencias (C) que admiten como conjugados un par
de puntos dados A y A'?
Si, todas las circunferencias ortogonales a la circunferencia de didmetro AA’.

1.304. ;Existen circunferencias (C) que admiten como conjugados dos
pares de puntos A y A’, By B??

Si, cuando las czrcunferencms de didmetro AA’ y BB’ tienen eje radical. Su-
poniendo esta condicion realizada, todas las circunferencias ortogonales a la vex
a las dos circunferencias antedichas responden a la cuestion. Su centro se halla sobre
la porcidn de eje vadical exterior a dichas circunferencias.

1.305. ;Existen circunferencias (C) que admiten como conjugados tres
pares de puntos dados A y A’, By B 'y Cy C?

Si, cuando las circunferencias de didmetro AA’, BB' y CC’ admiten un centro
radical O. La circunferencia ortogonal a las tres circunferencias antedichas responde
a la cuestién. Su centro se halla en O.

1.306. Dado un tridngulo ABC, existe una circunferencia (C) con relacién
a la cual el tridgngulo ABC sea autopolar?

Si el tridngulo ABC es acutdngulo o rectdngulo no existe circunferencia (C).

Si ABC es obtusdngulo, existe una civcunferencia (C). Su centro se halla en el
ortocentro de ABC (Geowm. 997). Su radio es la media geométrica entre los seg-
mentos cuyo origen comin es el ortocentro y cuyos extremos son un vérfice y el pie
de la altura correspondiente (Geom. 997).

Para construir dicha circunferencia (C).

1.9 Se trazan dos alturas AH y BK por ejemplo, cuyos soportes al cortarse
determinan el ortocentro O, centro de (C).

2.0 Se traza la circunferencia de didmetro AH y la tangente OT a esta cir-

. cunferencia. OT es el radio de (C) ya que O1® = OH- OA.

1.307. En un tridngulo acutingulo ABC se trazan las altura AH, BK y CIL.
Designando por O el ortocentro de ABC:

1.0 Decir dénde se hallan los ortocentros de los triangulos BOC, CAQO,
v ABO.

2.0 Trazar las circunferencias (C,), (Cs) v (Ci) con relacién a las cuales
los tridngulos BOC, CAO y ABO son respectivamente autopolares.

3.0 :Qué es el punto O con relacién a (C;), (Co) v (Cy)?
® 1.9 Los ortocentros de BCO, CAO y ABO son respectivamente los vértices
A, B v C del tridngulo dado. ’
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® 290 Bagsta aplicar la construccién sefialada en el problema anterior a rada
uno de los tridngulos en cuestion. =

® 30 EI punto O es el centro radical de (C,), (Co) y (Cs) pues O es el punto
comun a los tres ejes radicaless

1.308. En un tridngulo ABC se traza la circunferencia circunscrita (C)
y las tres medianas AM, BN, CP. Tomando (C) como circunferencia directriz
dibujar la figura obtenida al transformar la figura dada, por polares reciprocas.

Sea el trigngulo ABC acutdngulo, O el circuncentro, AN, BN, CP las medianas
v G su punto de concurso.

A
M
(m)

(g) d: .

Fig. 604

Y

. Las tangentes a la circunferencia, trazadas por A, B, C son las polares de los

vértices A, B vy C. Los puntos NI'P” v N’ de interseccion de dichas tangentes, son los
polos de los lados BC, AB y AC respectivamente.

Las perpendiculares a OM’, OP’ y ON’ trazadas respectivamente en los pun-
tos M’, P’ vy N’ son las polares (m), (p) v (n) de los puntos M, P y N.

Los puntos 1, ], K de interseccion de las polares (p), (m) v (n) con las tangentes
N'M’, PPN’ v P'M’ son los polos de las medianas AP, AM v BN. Estos polos se
hallan sobre la polar (g) del punto G de concurso de dichas medianas. De la cons-
truccién se deduce fdcilmente que OM’', ON’ y OP’ son bisecirices interiores del
tridngulo MU'P'N’ v que M’], P'l ¥ N'K son bisectrices exteriores de dicho tridngulo
ya que dichas rectas son perpendiculares a las bisectrices inieriores. Por consiguiente,
los polos 1, ], K, de las medianas del triangulo ABC coinciden con los pies de lis
bisectrices exteriores del tridngulo M'P'N’ de donde se deduce las propiedades correla-
tivas siguientes:
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Fig. 605 Fig. 606

«Las medianas de un tridngulo son concurrentes» «Los pies de las bisecirices
exteriores de un tridngulo estin en linea recta.»

St el tridngulo dado ABC es obtusdngulo en A, (C) es exinscrita con relacion
al tridngulo M'P'N’ determinado por las polares de ABC (tangentes a (C) en A,
B y C). Los polos 1, K de las medianas CP y BN son pies de bisectrices interiores,
mientras que J (polo de AM) es pie de bisectriz exterior. De ello se deduce la pro-
piedad correlativa de la de las medianas.

«En un trigngulo, los pies de las bisectrices interiores y el pie de la bisectriz
exterior del tercer dngulo estdn en linea recta. )

Si el tridngulo dado ABC es rectdngulo en A, el punto M coincide con O, v su
conjugado M’ se halla en el infinito. Las polares de B y C (tangentes a (C) en B
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y C) son paralelas de suerte que el vértice M’ del tridngulo M'P'N’ se halla en el
infinito. La polar (g) de G es paralela al lado N'P’.

Los polos 1 y K de las medianas CP y BN se hallan sobre (g) y uno de ellos
(en la figura, K), coincide con G'. El polo ] de la mediana AM se halla en el in-
finito sobre (g).

II. Ejercicios sobre los ejes radicales
v los haces de circunferencias

1.309. Dado un trisgngulo ABC, se trazan las circunferencias cuyos dia-
metros son AB, BC y CA. Hallar su centro radical.
Las alturas son ejes radicales; liuego su centro radical es el ortocentro del tridngulo.

1.310. En un tridngulo ABC, se trazan las bisectrices AD, AD’, BE, BE’
vy CF, CF’ v luego las circunferencias cuyos didmetros son DD, EE" vy FF".
Demostrar que el circuncentro de ABC tiene igual potencia con relacién a las
tres circunferencias mencionadas:

Los puntos D, D’ son conjugados arménicos con relacién a B, C; E, E” eon rela-
cion a C, A y F, ¥’ con relacion a A, B. Luego la circunferencia circunscrita al
tridngulo ABC es ortogonal a las tres civeunferencias mencionadas y por consiguiente
el circuncentro tieme como potencia el cuadrado del radio de la circunferencia cir-
cunscrita.

1.311. Sobre un eje XOX’ se consideran dos puntos variables P; v P
cuyas abscisas son X; y X.

1.0 :Qué puede decirse de las circunferencias de didmetro P,P, cuando
XX, = a?

2.0 ;Qué puede decirse de ellas si X;X; = — ar?

3.0 ;Y s1 X Xy = 07
® 1° Tracemos la circunferencia (C) de centro O v de radio a. Sean I, J los
puntos de interseccion de XOX' con (C). Las circunferencias de didmetro PP,
tales que X, X, = a son ortogonales a (C) ya que OI* = OJ° = OP, - OP,. Luego
estas circunferencias forman un haz cuyos puntos limites son 1 v ].
® 20 Por el punto O tracemos el didmetro KL perpendicular a 1. Las cir-
cunfevencias de didmetro PP, tales que X, X, = — a pasan por K y L ya que
OP, OP, = — OK?!= — OL?* = — a.

Dichas circunferencias forman, pues, un haz cuyos puntos bdsicos son K y L.
e 30 SiX,X. =0 uno de los puntos P, o Py coincide con O.

Dichas circunferencias forman, pues, un haz tangente a la perpendicular KOL
a X'OX trazada por O. :

1.312. Dados tres puntos A, B y C trazar la circunferencia (C) del haz
determinado por los puntos bdsicos A v B, que pasan por C.

El centro de (C) se halla sobre la mediatriz de AB v sobre la mediatriz de los
segmentos CA y CB. El centro de (C) es, pues, el circuncentro del trigngulo ABC.
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El problema admite siempre solucién excepro cuando C estd alineado con B
y A En este dltimo caso la circunferencia (C) es la recta AB.

1.313. Dados los puntos A, B, C trazar la circunferencia (C) del haz cuyos
puntos limites son los puntos A y B, que pasa por C.

Tracemos primero la circunferencia (C') que pasa por los puntos A, B y C
v luego la circunferencia (C) ortogonal a (C') en C.

1.314. Trazar la circunferencia (C) que pasa por un punto dado A, y
pertenece al haz tangente en un punto dado P sobre una recta dada (R).

Dicha circunferencia tiene el centvo en el punto de interseccion 1 de la per-
pendiculdr a (R) trazada por P, con la mediatviz del segmento AP. Si radio es TP,

1.315. Cuatro puntos A, B, C, D, forman una cuaterna arménica. Se
trazan las circunferencias cuyos didmetros son AB y CD. ;Cuédntas circun-
ferencias ortogonales a las dos anteriores pueden trazarse?

Una infinidad. — Sus centros se hallan en las porciones exteriores del eje ra-
dical de las dos civcunferencias dadas. Forman un haz cuyos puntos lmites son los
puntos de interseccion de las dos circunferencias dadas.

1.316. Dadas dos circunferencias (C) y (C’) y una recta (R), trazar una
circunferencia (C”) ortogonal a (C") e
y que admita con (C) la recta (R)
como eje radical. (R)

12 caso.—(C) v (R) no tienen
ningin punto comuin.

En este caso determinan un haz
cuyos puntos limites son las interseccio-
nes 1], de la perpendicular a (R) tra-
zada por el centro de (C), con la
circunferencia cuyo centro es el pie K
de la perpendicular mencionada, v cuyo
radio es la longitud de la tangente

trazada de K a (C). (C”) es, pues,
la circunferencia del haz que es orto-
gonal a (C"). Su centro O se halla

en el punto de interseccion de la recta 1]
con el eje radical de las circunferencias
(C') v de didmetro 1]. Su raidio es la (o)
longitud de la tangente trazada por O’
a (C). Fig. 607

2.9 caso.—(C) v (R) tienen dos
puntos comunes A y B. Pasando (C”') por A y siendo ortogonal a (C’) pasa también
por A" conjugado arménico de A con relacion a MN extremidades del didmetro
de (C') cuyo soporte pasa por A. Basta, pues, hallar A’ (interseccién de MN con la
cuerda 'T'T” de los contactos de las tangentes a (C') trazadas por A v luego trazar
la circunferencia que pasa por A, B y A’.

3. caso.—(C) v (R) tienen un punto comin A. Como en el caso anterior,
ya que en A hay dos puntos confundidos (A y B). El centro de (C”) se halla sobre
la perpendicular a (R) trazada por A vy sobre la mediatriz de AA’.

(C)
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(R)

(R)
(Q (c

Fig. 609

III. Ejercicios sobre las areas de las superficies
planas limitadas por lineas curvas

1.317. Aplicar las formulas de los trapecios inscritos, de los trapecios
circunscritos, de la media aritmética, de Simpson, de Poncelet y de Parmentier
al trapecio mixtilineo representado en la figura (dimensiones en mm). Confrontar
luego los resultados con el método de la cuadricula.

H i T e

i s
::1??‘
i ijiil . rglt___fl\ll_\ III??::@:::‘F—'H ; . ?i
Fig. 610
Tenemos : E =28 4+ 45 =73 mm
I =37 + 46,5 + 50 4+ 48 = 181,5 mm
P =425+ 49 + 49,5 = 141 mm



Form. trapecios inscritos:

Form. trapecios civcunscritos:
" Férm. media aritmética :

Férm. de Simpson:

Férm. de Poncelet:

Form. de Parmentier:
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A = 8/2 (73 + 363 + 282) = 2872 mm?
A =2 x8 x 181,5 = 2904 mm®
A = 8/4 (734 1089 + 282) = 2888 mm?
A = 8/3 (73 + 726 + 282) = 2882,66 mm?
A = 8/4 (73 + 1452 — 85) = 2880 mm?
A = 8/6 (73 + 2178 — 85) = 2888 mm?®

La cuadweula da unos 2880 mm?.

1.318. Dibujar una semicircunferencia cuyo didmetro AB mida 10 em.

Dividir AB en ocho partes iguales,

trazar las ordenadas correspondientes y aplicar

las distintas férmulas de aproximacién para obtener el drea del semicirculo.
Comparar los resultados con el que da la férmula geométrica y la cuadricula.

Tenemos: P\M; = 32,5 mm; P,M, = 43 mm; P,M, = 48,5 mm; -
P:M, = 50 mm; * P;M; = 48,5 mm; P;M; = 43 mm;
P M: = 32,5 mm

E=0+4+0=

I =325+ 485+485+325—162mm

P =43 4+ 50 + 43 =136 mm

Fig. 611

Férm. trap. inscritos: A= —L (0 4+ 324 + 272) = 3725 mm?
Férm. trap. civcunscritos: =2 % 12,5 x 162 = 4050 mm?
Férm. media aritmética: A — 12 S (0 + 972 + 272) = 3887,5 mm®

16.—GEOMETRIA CLAVE, CURSO SUPERIOR
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FEérm. de Simpson: &= 1—2;15 (0 + 648 + 272) = 3833,333 mm? .
Eorm, e Parmentior; A = 12 5 (0 4 1994 — 65) — 4018,75 mm?
Férm. de Poncelet : B = ﬁ (0 + 1296 — 65) = 3846,875 mm?

La cuadrieula da unos 3898 mm?>.

aR* _ 3,1416 x 2500
2 2

La férmula geoméirica da: A —= = 3927 mm?

T 1.319. Una hipérbola equilatera
; - 256

i tiene por ecuacion y = P

RES
1T

s 1.2 Tomando el mm por unidad
dibujar el trapecio curvilineo ABCD
e cuyos vértices tienen por coordenadas

: : : = = A(8,0), B(40,0), C(40,6,4), D(8,32).
2. Dividir el lado AB en cuatro

‘ -—::%3: G+  partes iguales v calcular las ordenadas
4 B e T correspondientes a los puntos de di-
T Hg T SEATE vision.

Hh+ : '& 3.0 Calculat el drea del trapecio
Lo k] i It 7T

aplicando las formulas de aproximacion
y confrontarlas con el resultado que da
la cuadricula.

Cuadro de valores:

1
x 8 | 12 16 20 24 28 32 36 40 |
v | 32| 21 |16 | 1281060 91 | 8 | 71| 640

E =32 + 6,40 = 38,40 mm

I =16 +8 =24 mm

P = 10,60 mm
Férm. trap. inscriios: A = 8/2 (38,40 + 48 + 21 2) = 430,4 mm”
Férm. trap. circunscritos: A =2 X 8 x 24 = 384 mm?®
Férm. media aritmética: A = 8/4 (38,40 + 144 + 21,2) = 407,2 mm?*
Form. de Stmpson: A = 8/3 (38,40 + 96 + 21,2) = 414,93 mm?
Férm. de Poncelet : A =84 (38,40 — 192 — 24) = 412,8 mm®
Férm. de Parmentier . A = 8/6 (38,40 + 288 — 24} = 4032 mm”®

La cuadvicula da wins 402 mm®
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1.320. La hipotenusa de un triangulo rectingulo curvilineo OAB es un
arco de pardbola cuya ecuacion es y = +/32x. Las coordenadas de los vértices

son- 0(0,0), A(24,0) y B(24,27,7).

1.0 Dibujar este tridngulo tomando el mrm
por ‘unidad. z

2.0 Dividir el lado OA en seis partes iguales  J
v calcular su 4rea mediante las férmulas de aproxi- B
macidn. HrEHH ! :

3.9 Trazar BC perpendicular a OY, calcular R aans:
el drea-del rectingulo OABC, y compararla con :
la del triangulo curvilineo OAB. i Sl

Cuadro de valores : g : S

xlo| 4 | 8 | 12| 16| 20| 2 e g %
¥ s 1 1“’ is _ﬁ' ig % W::
y|0| 11,2 16 | 19,5 | 22,6 25,2 | 27,7 b = k T

Fig. 613

E=0+ 277 =277 mm

I =11,2 4 19,5 + 25,2 = 55,9 inm

P =16 4+ 22,6 = 38,6 mm
Férm. trap. inscritos: A =4/2277 + 111,8 + 77,2) = 433,4 mm?
Férm. trap. civcunscritos: A =2 X 4 x 55,9 = 4472 mm®
Form. media aritmética: A — 4/4 (27,7 4 335,4 —|— 77 ,2) = 440,3 mm?
Férm. de Simpson: A =43 (27,7 4+ 223.6 + 77,2) = 438 mm?
Férm. de Poncelet: A =4/4 (277 + 4472 — 36,4) = 438,5 mm®
Form. de Parmentier: A = 4/6 (27,7 4+ 670,8 — 36,4) = 441,6 mm®

La cuadricula da unos 435 mm®

El drea del rectangulo OABC = 24 x 27,7 = 664,8 mm?

Los 2/3-de 664,8 dan 443,2 lo que confivma el teorema conocido: «El drea de
un segmento parabolico limitado por la curva y una cuerda perpendicular al eje
es igual a los 2|3 del drea del rectdngulo cuvas dimensiones son la cuerda considerada
v la porcion de eje comprendida entre el vértice de la pardbola v el pie de la cuerda.»
(GeEoM. 650 bis.)

IV. Ejercicios sobre la elipse

1.321. Dados los focos FF' y un punto P de una elipse construir los cuatro
vértices.

1.0 Tracemos la recta que pasa por F'F y la mediatriz del segmento F'F.
Su punto de interseccion es el centro O .de la elipse.
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2.0 Tracemos la circunferencia de centro ¥’ y de radio F'M = F'P + PF = 2a
la cual corta a la recta F'F en los puntos 1" e 1.
Los puntos medios de los segmentos I'F y . F1 son los vértices A’ y A de la elipse.

En afecto OA’:FA’—FO:%—FOﬁW—'PO:

_2c+2a

5
Asimismo OA = FFA — F'O = F'I1 — Al — FO = F1I —% s Fii=

2a4&~;~—2—cl—c:2a—a+c—c=a

—c=c¢c+a—c=a

3.0 Los puntos de interseccion de la mediatriz de F'F con la circunferencia
de centro F v de vadio OA = a, son los vértices B y B’ de la elipse.

. +B
M
B P \.
[n/ Al <A | 1 Al F' 0 EA
F' 0 Fo
: B' / 18"
Fig. 614 Fig. 615

1.322. Dados los focos F'F y la longitud 26 construir los vértices A" vy A.

1.0 Tracemos la récta que pasa por F'F y la mediatriz del segmento F'F. Su
punto de interseccion es el centro O de la elipse.

2.2 Sobre la mediatriz llevemos las distancias OB’ = OB =b (B’ ¥ B son
vériices de la elipse).

3.0 Hactendo centro en O y con radio BF, llevemos sobre la recta F'F las
distancias OA’ = OA = BF (A y A’ son los vértices de la elipse).

1.323. Dados un foco F, un vértice B del eje menor y un punto P de la
elipse, hallar el otro foco y los 3 vértices restantes.

1.0 El otro foco se halla sobre la circunferencia de centro B y de radie BF.
Tracemos esta circunferencia y el didmetro FBM.

2.0 El otro foco se halla sobre la circunferencia de centro P y de radio igual
a P'M = FM — FP’ = 2a — FP. Tracemos, pues, esia circunferencia. Sus puntos
de interseccion con la circunferencia anterior dan las posiciones Fy y F, del otro foco.



3. Tracemos los segmentos FF, y FF,
vV sus mediatrices. Los pies O, y 0, de es-
tus wmediatrices son centros de las elipses bus-

cadas.

4.0 Sobre estas mediatrices llevemos res-
pectivamente los segmentos O,B, = OB vy

0,B, = 0,B.
5.0 Sobre

FOF, llevemos
O1A; = O,A] = BF y sobre la recta FO,F,
llevemos O,A, = O,A5 = BF.

" Hay, pues, dos elipses: B, cuyos focos
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son F y Fy v sus wértices A,, A}, By, B; v E, B
cuyos focos son F y Fy y sus vértices A,, Al

B v B..

Fig. 617

Fig. 616

1.324. Hallar el lugar geométrico del cen-
tro (C) de una circunferencia variable tangente
a dos circunferencias fijas tangentes interiormente.

Sean las circunferencias fijas de centro O, y O,
v de radio Ry y R,.

Sea C el centro de la circunferencia variable
tangente a O, en T, y a O, en T,.

Tenemos Ulzi =0,T, - CT, =R, — CT,
0.C = O,T, + I.,C = R, + T3C
Como CT, = T.C )
resulta O0C+ 0,.C=R, - R, = Cte.
El lugar geométrico del punto C es, pues, la

elipse cuyos focos son O, v O, v cuyo eje mayor
es Ry + R,.

1.325. Hallar los vértices de una elipse dados los focos y una tangente.
Sean F y T’ los focos y (T) la tangente.
1.2 Tracemos la vecta que pasa por F'F

v la mediatriz del segmento F'TF. Su pie O es | (m

el centro de la elipse.

2.0 Tracemos el simétrico ¥’ de F con \F"
relacién a la tangente (T). F'F” es el radio 2a \

de la circunferencia directriz.

3.0 Sobre la recta F'F levemos OA = ,ol‘* E’ 0 F A /
=O0A"=1/2FF". A y A’ son dos vér- \
tices. /

4.0 Desde F’' como centro cortemos la B’

mediatriz de F'F con un radio igual a 1/2 F'F”. |
Los puntos de interseccion BB’ son dos vértices

de la elipse.

Fig. 618



486 APENDICE

1.326. Dados el foco y tres tangentes de una elipse, determinar el otro
foco v los vértices. . .

Sea F el foco dado v (T,), (Ty) vy (T las tangentes dadas.

1.2 Tracemds los simétricos F,, Fo, F, de ¥ con relacion a ('T,), (Ts) v ('Ts).

2.0 Tracemos la circunferencia que pasa por ¥, Fo vy Fi. Su centro es el
otro foco ¥ de la elipse v su-radio nos da la longitud 2a del eje mayor.

3.0 Tracemos la recta F'F v la mediatriz del segmento F'F. A partir de
su pie O, llevemos sobre ¥'F los segmentos OA = OA’ = a y haciendo centro en T’
cortemos la mediatriz de F'F con un radio igual a a. Sus intersecciones son los vér-
tices B y B'.

1.327. Hallar el lugar geométrico del segundo foco de las elipses variables
que tienen un foco fijo v son tangentes a una
P recta fija (T) en un punto fijo P. Hallar también

/ el lugar geométrico de sus centros.
o 1.6 Tracemos el simétrico F, de ¥ con rela-
(M P :M‘ cion a (T). Los centros de las civcunferencias divec-
= \\M;/ f trices v, por consiguiente, el segundo foco de las

/ Al | elipses, se hallan siempre sobre la recta PF,.

// \-éF 2.0 El centro O de estas elipses se halla siem-
pre en el punto medio del segmento F'F. Su lugar
Fig. 619 geométrico es, pues, la recta MuM, deducida de PT,

mediante la homotecia de centro O v wvalor 1j2.

1.328. En una elipse una tangente moévil corta en P y P’ a las tangentes
trazadas en los vértices A y A’ del eje mayor.
1.2 Demostrar que la circunferencia de
didmetro PP’ pasa por los focos. P’

2. Demostrar que el producto AP x
AP’ es constante.

1.0 Sabemos (Geom. 619) que el dngulo
PEP’ es constante y en este caso es igual a

LAZFA — 900
didmetro PP’ pasa por F y por la misma razdén
pasa por F'.

2.0 Los tridngulos rvectdngulos PAF vy
FA'P’ tienen los dngulos respectivamente iguales (lados perpendiculares). Luego son
AP _ FA
FA’ AP’

Por tanto, APXAP'=FA’'xFA=(a+c) (a—c)=a*— =5 =Cte.

. Luego la circunferencia de A

Fig. 620

semejantes y

1.329. En una elipse los ejes miden 10 cm y 6 cm respectivamente. Calcular
la distancia focal, la excentricidad, el didgmetro de la circunferencia principal,
el didmetro de la circunferencia directriz, el didmetro de la circunferencia ort6p-
tica, el valor del parametro y el drea.

Distancia focal : 2c = 24/5 — 32 =8cm

Didmetro de la civc. principal: 2a = 10 cm
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Didmetro de la circ. directriz: 4a = 20 cm
Didmetro de la circ. ortoptica: 2+/5° + 3* = 2 /34 — 11,662 cm

Parametro: B9 = 1,8 cm
5 5

Area: 7% 5 %3 =152 = 47,1240 cm?

1.330. Si M es un punto de la elipse cuyos ejes son AA’ v BB’ v el cen-
tro O, demostrar que la suma de los cuadrados

de las dreas de los tridngulos OMA y OMB

B
es constante. Q M
En efecto: si x, vy son las coordenadas de M, \
teriemos : :
1 1 A 0 P )A
Area OMA = 7 OA X PM = ? ay _/
AreaOMB=%OBxQM=%bx 5
ay 2 i @)2 . 4212 I~ Fig. 621
2 A2 4
Pero como M (x, y) es un punio de la elipse, tememos:
2 ,2 v 2.2
Eo Y =1 es decir Lokt 2+ 2L =1 b + @y = a’b® = Cte.
a’ b? a’b*

Luego la suma de los cuadrados de las dreas de los tridngulos OMA vy OMB,
2.2  y2 3 272
ay ;: 2. S af = Cte. es el cuadrado del dvea del tridngulo OAB

V. Ejercicios sobre la hipérbola

P 1.331. Hallar los dos vértices de una hi-
pérbola dados los focos y un punto P.

1.0 Tracemos la recta F'F v la mediatriz
del segmento F'F.

< | ‘ 2.0 A partiv del pie O de la mediatriz,
F* A Oi A F levemos:
| Eiy o A= _; (PF’ — PF)

Fig. 622 1.332. Hallar los dos vértices de una hi-
pérbola dados un foco, un punto P y las longi-
tudes 2a v 2c.

1.0

El otro foco se halla sobre lo civcunferencia de centro F v de radio 2c.
Tracemos esta circunferencia.
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e 2.9 También se halla sobre la circunferen-

/_// T \ cia de centro P y de radio (2a + PF). Tracemos

\ esta circunferencia. Las intersecciones de ambas

Fi/ _F - dan el otro foco. Hay, en general, dos soluciones

. F, 3 FY.

3.9 A partir del punto medio de los segmen-

. tos ¥\ F v F'y llevemos O1A; = O;N; = Q.A, =

z //" = 0,A’, = a y obtenemos los vértices A;A", y
\\ ’ / As, A%

\ o 1.333. Dados los focos y una asintota,
== hallar la otra asintota y los vértices.

2c La otra asintota es simétrica de la asintota
2a dada, con relacion a la recta focal F'F.

El segmento F'\F, interceptado sobre una asin-

Fig. 623 tota por las proyecciones ortogonales de los focos

tiene una longitud igual al eje transverso. Luego

desde el centro O basta llevar sobre la recta F'F los segmentos OA” = OA = OF, =

- BF
2

1.334. Hallar el lugar geométrico del centro C de una circunferencia va-
riable tangente a dos circunferencias fijas tangentes exteriormente.

Si Oy v O, son los dos centros de las circunferencias fijas y Ry y Ro son sus
radios, y v es el radio de la circunferencia variable (C), si (C) es tangente exterior-
mente a las otras dos, tenemos: .

CO, —CO,=([R; +7) — (R + r) =R, — R, = Cte.
v si (C) es tangente intériormente a las otras dos, tenemos:
CO, —CO, =@ —R:)) — (r — R) =R, — Ry = Cte.

En ambos casos el lugar geométrico de C es la hipérbola cuyos focos son O, y O,
y la longitud del gje transverso es (R, — Rs).

1.335. Hallar el lugar geométrico del segundo foco F’ de la hipérbola
de la cual se conocen un foco F y dos puntos P, y Ps.

Las circunferencias de centros P, v P, v de radios P,F y P,F son tangentes
a la civeunferencia divectriz relativa al otro foco. Luego el lugar geométrico de F’
es el lugar geométrico del centro de una circunferencia variable fangente a dos cir-
cunferencias fijas (problema anterior). Es, pues, la hipérbola cuyos focos son Py y Py
y cuyo eje transverso es (PyF — P,F).

1.336. Hallar los vértices v las asintotas de una hipérbola de la cual se
conocen los focos v una tangente.

Si F, ¥ F', son las proyecciones ortogonales de los focos sobre la tangente, el
segmento F1F'y es didmetro de la circunferencia principal. Las intersecciones de esta
circunferencia con la recta F'F son los vértices A y A’ de la hipérbola.

Si por A v A’ trazamos perpendiculares a FF' y las cortamos con la circun-
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ferencia de centro O y de radio OF, obtendremos los cuatro vértices del rectdangulo
cuyas diagonales son las asintotas.

1.337. Conocidos un foco F y dos tangentes T} y T, v un punto P de una
hipérbola, hallar el foco F’ v los vértices.

Los sitmétricos ¥, v Fy, de F con relacién a las tangentes Ty v Ts se hallan
sobre la civcunferencia divectriz de centro ¥’ la cual es también tangente a la cir-
cunferencia de centro P y de radio PF. El centro ¥’ se halla, pues, determinado.
Para hallar los vértices A y A’ bastard levar sobre FF' a una y otra parte de su
punto medio O, los segmentos OA’ = OA = a (mitad del radio de la circunferencia
directriz trazada). )

1.338. Dados un foco F y tres puntos P,P, v P; de una hipérbola hallar el
otro foco v los vértices. )

La circunferencia tangente a las tres circunferencias (C,), (Cy) v (Cs) de centro
Py, P; ¥ P; y radios P,F, P,F y P,F es la circunferencia directriz cuyo centro es
el foco ¥ buscado, Luego a partir de O punto medio de FF” se llevan los segmentos
OA = OA’ = a (mitad del radio de la circunferencia . divectriz).

1.339. Dados tres puntos alineados en el orden K, L, M, se consideran
todas las circunferencias (C) tangentes en L a K L M
la recta KM. Por K y M se trazan las tangentes ;

KT, y MT; (diferentes de KLM) las cuales se
cortan en I. Hallar el lugar geométrico de I
cuando (C) varia.

Tenemos 1T, = I'Ty; MT, = ML

¥ KL = KT,
Luege” IK — IM = IT, + T'K — IT, —
— T:M=TK — T;M =KL — LM = Cte. Fig. 624

. Luego el lugar geométrico del punto 1 es la
hipérbola cyyos focos son K v M y la longitud del ere transverso K1 — LM.

1.340. Lugar geométrico del centro de las hipérbolas variables admi-
tiendo el punto fijo F como foco, vy tangentes a dos rectas dadas (R1) v (Ry).

Las circunferencias directrices referentes al foco ¥’ variable, pasan por los pun-
tos ¥1 v F, simétricos de F con relacion a (R,) ¥ (Ry).

El lugar geométrico de F' es, pues, la mediatriz del segmento F\F,. Como el
centro O es el punto medio del segmento F,F, su lugar geométrico se deduce del
de F' mediante una homotecia de centro F ¥ razén 1/2. :

VI. Ejercicios sobre la parabola

1.341. Dados el foco F y dos puntos P; y P, de una pardbola hallar su
directriz.
1.2 Trazar las circunferencias de centro P, y Py con radios P,F y P,F.
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2.0 Trazar las tangentes comunes a estas circunferencias. Son las directrices
(dos respuestas).

1.342. Dados un punto P, el parametro p v la directriz (D) de una paribola,
hallar el foco F.

1.0 Trasar la circunferencia de centro P y tangente a (D).

2.9  Trazar una paralela a (D) a la distancia p. Los puntos de interseccion
son los focos buscados. Hay dos, una o cero soluciones.

1.343. Dados un punic P y una recta (R) que no pasa por P.

1.0 Hallar el lugar grométrico de los focos de las pardbolas que pasan
por P v admiten (R) como directriz.

2.0 Hallar los focos de las pardbolas anteriores que pasan por el punto M.
® 1.0 FEs la circunferencia de centro P y tangente a (R).
e 2.9 Son los puntos de interseccion de la civcunferencia anterior con la circun-
ferencia de centro M v tangente a (R). Esta segunda parte admite dos, una o cero
soluciones segiin que las dos circunferencias sean secantes, tangentes o no itengan
ningiin punto comuin.

1.344. Dados el foco y dos tangentes de una pardbola, hallar la tangente
en el vértice v la directriz.

1.2 Tracemos las provecciones ortogonales ¥, y F» del foco F sobre las dos
tangentes dadas. La recta determinada por F, y F. es la tangente T en el vértice
de la pardbola.

2.9 La divectriz se deduce de T mediante la homotecia de ceniro ¥ v de razon 2.

1.345. Dados el foco F, un punto P y la tangente (T) que no pasa por P,
de una paribola, hallar la directriz v la tangente en el vértice.

1.0 Trazar el simétrico ¥’ de F con relacion a 'T.

2.0 Trazar la circunferencia de centro P y de vadio PF.

3.0 Por F' trazar una tangente a la circunferencia anterior. Es la direciriz (D)
(dos, una o cero soluciones).

4.0 La tangente en el vértice se deduce de (D) mediante la homotecia de cen-
tro F y de razén 1/2.

1.346. Hallar el foco y la directriz de una pardbola dados un punto P,
la tangente en este punto y la tangente (T) en el vértice.

1. En el punto 1 de interseccion de la tangente en P con (T) trazar una per-
pendicular 1.'1L. '

2.0 Por el punto P trazar una perpendicular a (1) la cual cortard a L'IL
en un punte D de la divectriz.

3.0 Por D trazar una paralela a (T); es la dirvectriz.

4.0 Sobre IL levar un segmento 1F = D1. La extremidad de IF es el foco.
( También podria hallarse F buscando la interseccion de L'IL con la circunferencia
de centro P y radio PD.)

1.347. Hallar el foco y la directriz de una paribola conociendo la tangen-
te (T) en el vértice v las tangentes (T,) v (T.).
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1.2 Por los puntos 1, e 1, de interseccion de (T,) y (T:) con (T), trazar per-
pendiculares a Ty y Ts.. Su interseccion da el foco F.
2.2 Deducir la directriz de T mediante una homotecia de centro ¥ y de razon 2.

1.348. Hallar la directriz de una paribola conociendo el foco, un punto P
y la normal PN en este punto.

1.0 Trazar la recta NF y el segmento PS perpendicular a NF.

2.0 Llevar el segmento FD = SN pero en sentido contrario.

3.> Por D trazar la perpendicular a FN, es la directriz.

1.349. Hallar el lugar geométrico del foco de las pardbolas que pasan
por un punto dado P y admiten una recta dada (R) como tangente en el vértice.

Si PT es la tangente en P a una de las pardbolas, PT cortard a (R) en cierto
punto 1 que es la proveccion ortogonal de F sobre PT.

Por consiguiente, cuando la tangente PT giva alrededor del punto fijo P, el
punto 1 describe la recta fija (R) v F se halla sobre la pardbola de foco P y cuya tan-
gente en el vértice es (R).

1.350. Se consideran todas las pardbolas cuyos ejes son paralelos a una
direccién dada y que son tangentes a una
recta dada (R) en uno de sus puntos P.
Hallar el lugar geométrico del foco F y del
vértice V de dichas pardbolas. . r i
Como la tangente (R) es bisectriz del Direcciondeleje p
dngulo formado por el radio vector vy la se-
mirrecta trazada por P paralelamente al eje
en la parte exterior de la pardbola, el lugar
geométrico del foco F es la recta trazada
por P simétricamente a la direccion del eje,
con relacién a la recta (R). El lugar geomé-
trico de V es una recta que pasa por P y es /N F
mediana de los tridgngulos cuyos lados son la /
recta (R), la perpendicular trazada por P
a la direccion del eje v el segmento de paralela
al eje interceptado por las dos rectas ante-
riores. Fig. 625

Normal a la direc. del eje

VII. Ejercicios sobre la traslacion

1.351. Dadas dos rectas (R) y (R") no paralelas v un vector Xﬁ, hallar
sobre (R) un punto P y sobre (R") un punto P’ tales que PP' ~ AB.

1.0 Imprimamos a (R) la traslacion AB, obtenemos (R”) que corta a (R")
en el punto P’.

2.0 Hallemos el homdlogo de P* y obtendremos P. El vector PP’ es =~ a AB.
El problema siempre es posible ya que (R) y (R’) no son paralelas.
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1

R/ (R)

Fig. 626 Fig. 627

1.352. Dadas dos circunferencias (C) y (C’) vy un vector ﬁ, hallar sobre (C)
un punto P y sobre (C’) un punto P’ tales que PP~ AB.

1.0 Imprimamos a (C) la traslacién AB, obtenemos (C") que corta a (C")
en los puntos P" v P/,

2.9 Hallemos los homdlogos de P’ y P’;. Obtenemos P y P;.

Los vectores PP’ y PP, son las soluciones pedidas. )

El problema admite cero, una o dos soluciones segiin que (C'') sea exterior tan-
gente o secante con (C).

1.353. Una circunferencia de radio R constante pero de centro O variable
T T pasa por un punto fijo A y se trazan las

} | tangentes CT y C'T" paralelas a una

‘ direccién dada (D). Hallar el lugar geomé-

| i
trico del centro O y el lugar geométrico
t’ C de los puntos de contacto C y C’.
1.0 El lugar geoméirico de O es la
circunfervencia de centro A y de radio R
‘\ (D) ya que A es fijo y AO = R.

Si imprimimos al punto O una trasla-

cion OC perpendicular a (D) v de ampli-

L tud (R) wemos que el lugar geométrico de C
, es la circunferencia de centro A, y de ra-
dio R v el lugar geométrico de C’ es la circunferencia de centro A, y-de radio R.

Fig. 628

1.354. Hallar el lugar geométrico del ortocentro O de un tridngulo ABC
cuyos vértices B y C son fijos mientras que el vértice A describe una circun-
ferencia fija que pasa por B y C.

Sea M el centro de la circunferencia descrita por A. Tracemos el didmetro BMD
v las cuerdas AD y CD. Como ZBCD = 900, DC y AQ son paralelos (perpen-
diculares a BC).

Del mismo modo CO y DA son paralelos (perpendiculares a AB). Luego el
cuadrildgtero ADCO es un paralelogramo y AO = DC = Cte. El lugar geomé-

trico de O se deduce del lugar geométrico de A mediante la traslacion DC. Es, pues,
ln circunferencia de centro M’ v de igual radio que la descrita por A.
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0 02 04
% x x
RN
Fig. 630

1.355. Trazar una circunferencia tangente a dos
rectas paralelas ¥ que pase por un punto dado P.
Lo Tracemos una de las infinitas circunferencias
tangentes a dos vectas paralelas dadas. Sea O su centro.
2.0 Por el punto P tracemos una parvalela a las
rectas dadas la cual cortard a la circunferencia trasada
en los puntos I, e 1. Imprimiendo a la circunferencia O
Fig. 629 las traslaciones I,P ¢ 1P, obtenemos las circunferencias
pedidas. El problema admite cero, una o dos soluciones
segtin que el punto P esté al exterior de la banda, en el borde de la banda o en el in-
terior de la misma. . -

VIIL. Ejercicios sobre la rotacién en el plano

1.356. Un punto P describe la semicircunferencia de digmetro AB — 2R.
Al exterior del tridngulo APB se construye el cuadrade BCDP. Hallar el lugar
geométrico del vértice C. .

Tracemos ZCBP =90 y BC = BP

. Luego C es el homdlogo de P en la rotacién (B — 909). El lugar geométrico -
de C es, pues, la semicircunferencia de didmetro BA’.

(B (81)
(8) E, 2)/ \ B,

(ax)

o} VN

/C2 C\

Fig. 631 Fig. 632

1.357. Construir un tridngulo equilitero ABC cuyos vértices se hallan
sobre tres rectas paralelas dadas.
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Sean (a), (B) v (y) las tres paralelas sobre las cuales se hallan respectivamente
los vértices A, B y C.

En un trigngulo equildtero, C es el homdlogo de B en la rotacién (A, 60°).

Tomemos, pues, un punto A sobre (o). La rotacién (A, +60°) transforma ()
en (fBs) v (B1) las cuales cortan a (y) en Co v C, respectivamente.

Conociendo dos vértices del tridngulo equildtero buscado es fdcil hallar el tercero.
Hay dos soluciones A, By, C; ¥ A, Bs, C,.

Nota. — Para hallar B, v Bs una wvez conocidos C. vy C. se podria también
transformar (a) mediante la votacion (C; 4 60) o (C: £ 60). Se llega a las mismas
soluciones.

1.358. Construir un tridngulo equildtero cuyos vértices estén sobre tres
circunferencias conc¢éntricas.

) Sea O el centro de las tres
circunferencias econcéntricas (a), (f)
v (y) sobre las cuales se hallan res-
pectivamente los vértices A, B y C
del tridngulo equildtero buscado.”

En un tridngulo equildtero, C es
el homdélogo de B en la:rotacion
(A, 600°).

Tomemos, pues, un punto A
cualquiera de (a).

La votacion (A, +60°) trans-

1
74‘! N
. c; forma (f) en (B) v (B2) las cuales

AN
VLAY e i

) W<
2

blema sélo es posible mientras (Ry —
— Rp) £ Ry £ Ry + R

1.359. Dados una circunfe-
rencia (C) de centro O v dos pun-
tos fijos A y B en su plano, hallar
dos puntos P y P’ de (C) tales que /POP’ = 90°°y que las rectas AP v BP’
sean paralelas (utilizar la rotacién de
centro O que transforma P en P’). -

St la recta AP es paralela a BP’, la
rotacion (O, 90°) transforma ‘AP en AP’
perpendicular a BP’.

El punto P’ se halla, pues, en la
interseccion de (C) con la semicircunfe-
rencia de didmetro BN.

El problema admite, pues, cero, una,
o dos soluciones segun el caso, de donde
resulta la construccion siguiente:

1.0 Efectuamos la rotacion (O, 90°)
de A hacia B. Obtenemos A, Fig. 634

Fig. 633
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2.0 Trazamos la semicircunferencia de didmetro A'B la cual corta a (C) en
los punios P’y y P,.

3.0 Efectuamos una rotacién (O, 90°) de sentido contrario a la del 1., Ob-
tenemos asi, los puntos P, y Ps.

4.0 Trazamos AP:, AP, BP, v BP’;, vy los radios OP,, OP;, OP', v OP;.

1.359 bis. Lugar geométrico de las rotaciones que transforman una en
otra, dos rectas dadas (R) y (R).

1.5 caso.—(R) v (R’) son secantes. El lugar (R) (8"
geométrico de los centros de rotacion esté comstituido
por las bisectrices 1B e 1B’ de los dngulos formados
por dichas rectas, ya que los puntos de dichas bisec-

trices equidistan de (R) v (R). (8)

2.0 caso.—(R} ¥ (R") son paralelas. El punto I
de interseccion 1 estd relegado al infinito. Una de las
bisectrices se ha transformado en la paralela (R’ (RY

equidistante de (R) y (R’); la otra bisectriz queda
relegada al infinito en la direccion perpendicular a
(R™). Fig. 635

IX. Ejercicios sobre la rotacion
alrededor de un eje

-1.360, Dados dos puntos P y P’ hallar un eje (E) tal que por rotacién
alrededor de (E) pueda pasarse de P a P’

Sea x el plano mediatriz del segmento PP". Cualquier recta (R) de n ovientada
responde a la pregunta.

1.361. Dados dos planos P v P’ hallar un eje (E) tal que por rotacién
alrededor de (E) pueda pasarse de P a P’

1. caso.—P y P’ son secantes. Si = v = son los planos bisectores de los diedros
Sformados por P y P, cualquier recta de = 0 = paralela a la arista de dichos diedros,
una vez orientada responde a la pregunia.

2.%-caso. —P y P’ son paralelos. La interseccién de dichos planos queda relegada
al infinito y los planos bisectores se confunden con el plano = equidistante de P ¥y P
Cualguier recta de =, orientada, responde a la pregunia.

1.362. Dados en el espacio los vectores AB v AB de igual médulo pero
no equipolentes, mostrar que se puede pasar de AB a A'B’ mediante una rotacion.

Por la recta AN’ que pasa por el origen de los vectores pasa un plano n con
el cual AB ¥ AB Sforman dngulos iguales (y).

Descompongamos AB v A'B en AC v AT situados sobre v en AD y A'D?
normales a .

AC Vv A'C’ tienen wgual longitud AB cos y = AR cos Y.

AD vy A'D’ tienen también tgual longitud AB sen y = AB’ sen .
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En el plano = existe, pues, un centro O de
e e =i

rotacion que transforma AC en A'C’. Por O pasa

un eje (E) normal a = que transforma AD en A'D’

mediante una rotacion de igual dngule que la ante-

rior. Luego esta rotacidn alrededor del eje (E) per-

mite pasar de AB ¢ A'B.

1.363. Dadas dos rectas en el espacio (R) v
(R") se sefiala un punto P sobre (R)-y un punto P’
sobre (R’). Hallar el eje de rotacién que trans-

Fig. 636 forma (R) en (R’) siendo P’ el hqmélogo de P.
Tomemos sobre (R) y (R’) los vectores Wyw
de igual médulo. El ejercicio anterior da la respuesta. )

1.364. Dadas en el espacio dos circunferencias (C) y (C") de igual radio
y de distinto centro O y, O’ demostrar que existen dos rotaciones que permiten
pasar de (C) a (C").

1. caso.—Los planos de (C) v (C') son secantes. Segiin el ejercicio n.° 1.361
los ejes buscados se hallan en los planos bisectores de los diedros formados por los
planos de C v C’ y segun el ejercicio 1.360, los ejes que permiten pasar de O a O’
se hallan en el plano = mediatriz de OO’. Los ejes buscados se hallan, pues, en las
intersecciones de = con cada uno de los dos bisectores antedichos.

Fig. 637

2.9 caso.—Los planos de (C) y (C') son paralelos. Segiin el ejercicio 1.361
el eje buscado se halla en la interseccion de = con el plano equidistante de los planos
de (C) y (C"). Hay una sola solucién.

X. Ejercicios sobre el semigiro
1.365. Dadas dos rectas (R;) v (R;) en el espacio, demostrar que existen

dos semigiros que permiten pasar de una a otra.
En efecto, hemos visto (ejercicio 1.363) que existe una rotacién que permite
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pasar de una a otra. Por otra parte sabemos (GEoMm. 1.044) que cualquier rota-
cidn en el espacio puede considerarse de una infinidad de maneras como el producto
de dos semigirvos cuyos ejes son normales al eje de rotacién en un punto comin..

1.366. Se consideran dos semigiros cuyos ejes (E;) v (E;) no son copla-
narios. Se designan por O, v O, los pies respectivos
sobre (E;) v (E;) de la perpendicular comtn. Por O,
se traza la recta (R) paralela a (E,).

1.0 ¢Cual es el producto de los semigiros cuyos
ejes son (E;) v (R)?

2.0 ;Cuil es el producto de los semigiros cuyos
ejes son (R) v (Es)? (Aplicaciones al atornillamiento.)
® 1.0 Como (E\) v (R) son secantes, el producto de
estos semigivos (GEoM. 1,044) es una rotacion cuyo eje
es O,0; v el dngulo 2 (Eﬁ)
® 20 Como (R) v (E:) son paralelos, el producto de
estos semigiros (GEom. 1.043) es una traslacion definida Fig. 639
por el vector V = 2 0,0,

Nota.—De los resultados anteriores puede deducivse que el producto de dos
semigivos cuyos ejes (Ei) v (Ez) no son coplanarios es también el producto de una
rotacidn y de una traslacion definida por un vector paralelo al eje de la rotacién.

En efecto, sea 0,0, la perpendicular comiin. Por O, tracemos (R) paralela a
(Es), (R) y (Ey) determinan un plano P. Sea M un punto cualquiera de dicho plano.

Los semigivos (E1) v (Es) hacen pasar sucesivamente
(En (R) (Eo) el punto de M a M, v luego de M, a M,. -

: Si intercalamos entre el paso de M, a M, dos
semigiros de eje (R), el primero hace pasar el punto
de My a N y el segundo de N a M, de manera que
0Oy 02 en total cuatro semigivos sucesivos hacen pasar el
punto de M, a M; a saber: M y (E)) da M, v (R)
da N vy (R) da M, y (E,) da M,.

Ahora bien, los semigivos (E;) v (R) /egy_z;'z‘;alen
a la rotacién de eje 0,0, v de dngulo 2 (E,, R) =

T
= 2 (E,,.E,).

Y los semigiros (R) v (E;) equivalen a la trasla-
cion V = 2 0,0,.

El producto de estas dos 4ltimas transformaciones (rotacion y traslacién) se
llama desplazamiento helicoidal o atornillamiento. Y, reciprocamente, dado un
atornillamiento de eje (E) de dngulo « y de traslacion V, si elegimos un gje (E,)
perpendicular a (E) en un punto O, si llamamos (R) al ¢je deducido de (E,) mediante
la rotacion a_]+2 de ¢je (E) y luego llamamos (E,) al eje deducido de (R) mediante
la traslacion V|2, el producto de los semigiros (Ey) y (E,) es equivalente al atornilla-

Fig. 640

‘miento dado.
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XI. Ejercicios sobre la inversion

1.367. Dados tres puntos A, B, M alineados

0 A M B con Oy tales que M es el punto medio de AB,
— i una inversién (O, K) los transforma en A'B'M’.
Fig. 641 Demostrar que O y M’ son conjugados arménicos
con relacién a A" v B’
En efecto OA + OB=20My 08 = . OB=-£. om_-_E
OA” OB’ O
K K 2K ; 1 1 2
Lugo. 5 Yow “ow ¥ Bx T om  ow

relacion que demuestra que O v M’ son conjugados arménicos. de A’ v B’.

1.368. Demostrar que si cuatro puntos A,
B, C, D forman una division arménica, una O

A C BD
inversion de centro O alineado con ellos los
transforma en cuatro puntos A’'B’C’D’ formando Fig. 642
también - una divisién arménica.
En efecto CA_ DA CA=0A-0C A=0A-0D
CB DB CB = OB OC DB=0B -0D
K K K K
OA=_—"> OB=-2x OC=— OD=_—-
A’ (0] % oC’ oD’
OA — OC OA — OD
¥ e
e OB — OC B_ OD
K K K K oC’ — DA’ oD’ — OA”
» OA’ oC OA- oD’ OA’ - OC’ _ _ _OA-0OD
K K K K’ oC’ — OB’ OD’ — OB’
OB ~ OC OB OD OB OC OB - OD’
E- = A'D’ ¥, finalmente, 10 A
BC BD C'B DB’

1.369. Se quiere transformar un tridngulo escaleno ABC en un tridngulo
isdsceles (A'B"' = A'C")
mediante una inversién
cuyo centro O esté en
el plano ABC. ;Dénde
hay que tcmar O?

fov] "»\

Debemos tener

Fig. 643 A'B = A'C’
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- AB'n
AR =
OA- OB
7 AC-K
A C =
OA-0OC
AB-K AC-K AB AC
Uego deoemos tener OA-OB OA m 0 seq OB 6(.-;:

esta relacion indica que O es el punto de interseccion de la bisectriz exterior de £~ A

con el lado BC. Tomando por ejemplo por potencia de inversion OC?, C’' coincide
con C, se hallan A’ y B’ conjugados de A y B con velacion a la circunferencia de
inversion (centro O, radio OC).

1.370. Dada un punto O sobre una circunferencia (C) de radio (R), ccual
debe ser la potencia de la inversién de centro O que transforma (C): 1.° en un
didmetro de (C)? 2.° en una tangente de (C)?

Enell1® caso: K=0P-OPP=2R-R =2R?

Enel2° caso: K=0P OP =2R-2R=4FR

(o9

AL SN
\

Fig. 644 Fig. 645

1.371. Se transforma una circunferencia de centro C y radio R mediante
una inversion (O, K). Calcular el radio de la circunferencia inversa (C’) sabiendo
que OC = d # R.

Si P v Q son los puntos de interseccion de la recta OC con (C) y P v Q7 son

los inversos, tenemos 2 R’ = OP' — OQ’ = __(I;F_ E —656
2R,:'K(66—@')=K 2R
0Q-OFP (d+ R)(d— R)
KR

Luego R =
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1.372. En el problema anterior, si (C;) designa una circunferencia de
centro C y de radio R; #* R #* d y (C}) es la inversa de (C;) en la misma inver-
si6n, determinar d para que las circunferencias (C") y (C}) sean iguales.

El problema anterior nos da: R = —d%
KR, KR

Para que R, = R’ debe ser £ R T

Ri@® —RR* =Rd*— RR{ 4*(R, — R) = RR, (R — R))

2 _ RR,R —R) |
(R, —R)

1.373. :Se puede transformar por inversidn, tres circunferencias dadas en
tres circunferencias cuyos centros estén alineados?

1% caso.— Los tres centros C,, Cy v C, no estdn alineados. En este caso C,,
Cs v Cq estdn sobre una circunferencia C, que corta a (C,), (Ca) v (Cs). Tomando
el centro O de inversidn en un punto cualquiera de (C.) con tal que no sea de inter-
seccion con alguna de las tres civcunferencias dadas, la figura inversa de (Cs) serd
una linea recta y los inversos Ci, C; y C; de C,, C, v C, estardn sobre esta recta y
(C1), (Co) ¥ (Cs) se transformardn en circunferencias (C}), (C) v (Cs) de centros
01, Oi v O4.

2.0 caso.— Los tres centros C,, C; v Cy estdn sobre una recta (R). Tomando O
en un punto cualquiera de (R) que no sea de interseccion con alguna de las circun-
Serencias dadas, los inversos C{, C4 v Ci de C,, Co ¥ C; estardn sobre (R) v las’
circunferencias (Cy), (Ca) v (Cs) se transformardn en circunferencias (C}), (C) v (C$)
de ceniros Oy, Oy y Os.

= — RR;, resultado imposible.

1.374. Dados dos puntos A y B exteriores a una circunferencia (C), trazar

mediante una inversién conveniente una circunferencia (X) que pase por Ay B
y sea tangente a (C).

Xa) Tomemos como centro de in-

— A2 ] version el punto A y como po-

(C/)"/ \ ; tencia la potencia de A con rela-

/ : 7 B cién a (C). La circunferencia (C)

se transforma en si misma. La

’ recta (AB) en s/ misma siendo B’

el inverso de B.

Como la circunferencia (X)
buscada debe pasar por A su in-
versa serd una recta (X') y como
(X) debe pasar por B v ser tan-
gente a (C) su inversa (X') pasard
por B” v serd tangente a (C'), es
decir, a (C), de lo cual se deduce
la construccion siguiente:

1.0 Se halla B' tnverso de B
(comjugado de B con relacién a
Fig. 646 la (C) de inversion).
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2.0 Trazar las tangentes de B’ a
(C). (Puntos de contacto Ci{ y Cj.)

3.9 Hallar los tnversos C, y C; de
Ci{ v Ci (intersecciones de (C) con Cj
¥y Ci)

4.0 Hallar los centros de (X)) y
(Xo) (intersecciones de la mediatriz de
AB con las de AC, y AG,).

5.9 Trazar las circunferencias (X,)

v (Xe).

1.375. * Transformar mediante la
inversion (O, #*) la figura formada por
un triangulo ABC y su circunferencia
inscrita de radio » y centro O.

La circunferencia inscrita se trans-
forma en si misma [circunferencia de in-
version).

" Los lados se transformian en arcos de
circunferencia tangentes a dichos lados y
limitados por las bisectrices.

Fig. 647

1.376. Transformar mediante la inversion (O, —a*) la figura formada por
el cuadrado OABC de lado a y los dos arcos AC cuyos centros respectivamente

son Oy B. ]
1. Los lados OA y OC se
transformardn en OA’ y OC’.
2.° El arco AC de centro O, se
PNy
transformard en A’'C’ de centro Q.
3.° El vértice B se transforma-
rd en B, ‘
OF — _—a@ _ —a/2
a2 2
4.° El lade AB se transforma
TN A
en A'B" y el lado CB en C'B’.
Los centros de estos arcos con
I, H.
Las /cir_’_{unferencias soportes de
los arcos A’'B" y B'C’ pasan por O.
5.° El arco AC de centro B se
transforma en el arco A'C’ cuyo cen-
tro P’ es el inverso del pie P de la

polar de O con relacién al arco AC
de centro O.
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