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ELEMENTOS DE GEOMETR]A

INTRODUCCION

§ I. — Definiciones preliminares.

. La observacién de los cuerpes materiales nos
proporciona las ideas de espacio, de volumen, de super-
ficie, de linea y de punto.

Un cuerpo material ocupa una porcién del espacio
absoluto, Esta porcién es el volumen del cuerpo, y
esid limitada por una superficie. Una porcidn de super-
ficie est4 limitada por una linea,

Una porcién determinada de linea estd limitada en
cada una de sus extremidades pPeor un punto.

2. Una vez adquiridas estas nociones, se puede pres-
cindir de su origen experimental y concebir un volu-
men, una superficie, una linea, un punto, indepen-
diznte de todo cuerpo material,

La Geometria estudia las propiedades de estos chje-
105 abstractos, que se llaman Biguras geométricas,

3. Guerpo 6 s6lide geométrico, — Cuerpo geoméirico es
=na porcidn cualquiera del espacio, corsideradq con res-
peclo de su forma y de gy exiensidn, gy prescindiendo de
ia materia que lq consfituye,

Una porcién cualquiera do up Clierpo geométrico es
E2mbién un cuerpo geométrico. Lidmase volumen s ex-
%205i6n de un Cuerpo
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4. Superficie. — Todo cuerpo geométrico estd limitado
por una superficie que determina su forma exierior ylo
separa del espacio inmediato.

Una porcién cualquiera de una superficie es también
una superficie.

Una superficie puede ser censiderada en s{ misma,
prescindiendo del cuerpo que limita.

Una superficie no tiene velumen, porque no ocupa
ninguna porcién del espacio; pero poseeuna extension
propia, llamada exlensidn superficial. La extensién de
una superficie limitada se llama drea de esia superficie.

5. Linca. — Toda porcidn de una superficie estd limi-
tada por una linea. Una porcion cualquiera de una linea
es también una linea.

Se puede trazar en una superficie una infinidad de
lineas, y por una linea, hacer pasar una infinidad de
superficies.

Se pueds concebir una linea, prescindiendo de toda
superficie.

Una linea no tiene volumen, porgue no ocupa nin-
guna porcién del espacio; no tiene drea, porque no
llena ninguna porcién de superficie, pero posec una
extensioén propia llamado exlensidn lineal .

La extensién de una linsa limitada se llama la longi-
tud de esia linea.

6. Punto. — Toda porcién de linea se termina, en cada
zno de sus exiremos, por un punie.

Si dos lineas se cortan, cada una de sus intersecciones
e8 un punte.

Se puede tomar en una linea una infinidad de puntos,
y hacer pasar por un puanto, una infinidad de lineas.

Se puede concebir un punto, prescindiendo de toda
linea.

Un punto no tiene volumen, ni érea, pi longitud; ne
posee ninguna extension.

7. Invariabilidad de las figuras. — Una figura geomé-
trica determinada no se concibe gin una forma, una
magnitud y una posicién.

Se admite que una figura geométrica puede perma-
pecer sierpre idémtica d si misma, sin cambiar su
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forma ni su magnitud. Una tal figura se llama inva-
riable.

8. Desalojamiento de las Aguras. — Se admite que una
figura invariable puede ocupar sucesivamente en el
espacio una infinidad de posiciones diferentes.

Se dice que una figura invariable es inmdvil cuando
conserva una misma posicién en el espacio; y que esid
en movimienfo cuando ocupa sucesivamente varias po-
siciones diferentes.

Por ser, en todas sus posiciones, la figura idéntica 4
gf misma :

1° Unpa figura invariable es independiente de su posi-
cién en el espacio.

2 Dos figuras invariables gue coinciden en una po-
sicién dada pueden coincidir en cualquiera otra posi-
ci6n; es decir, guardan la propiedad de poder coinci-
dir cada vez gue se las sobrepone.

Se dice que estas figuras son iguales. Luego, dos fi-
guras son iguales cuando pueden coincidir por super-
posicion.

9. Generacion de las guras. — La /inea puede consi-
derarse engendrada por un punio que se mueve en el
espacio; la superficie, por una linea que cambia de
lugar, y el volumen por una superficie que cambia de
lugar en el espacio.

10. Definicionss. — Axioma es una verdad evidente
por si misma.

EsempLos. — Dos magnitudes iguales d una tercera son
iguales enire si.

Si con dos canlidades iguales se ejecula una misma
operacidn, los resultados son iguales.

i1. Postulado es una propiedad que se admite en Ias
figuras geométiricas, perque no estd en contradiccion
corn las nociones intuitivas, pero sin que se pueda de-
mostrar.

V. gr.: la invariabilidad de las figuras geométricas,

12, Teorema es una verdad que se hace evidente por

medio de la demostracidn.
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Esempro, — La suma de los dngulos de un Iridngulo es
igual & dos dngulos rectos.

43. Lema es una proposicién destinada 4 facilitar la
demosiracién de un teorema.

14, Problema es una cuestién que debe resclverse.
5. Solucidn de un problema es la indicacién del
método que debe emplearse para resolverlo.

18. Se llama proposicidn el enunciade de un axioma,
de un teorema ¢ de un problema.

17. Hipdlesis es una suposicién; corolario es una
consecuencia, y escolio es una observacién.

13. El enunciado de una proposicién comprende dos
partes, & saber : la hipdlesis 6 suposicidn, y la conse-
cuencia 6 conclusicn

La hipdtesis es lo que se toma como punto de par-
tida, 6 lo que se supone como verdadero.

La conclusidn es la consecuencia que se deduce de la
hipdiesis,

Cuando la consecuencia no es evidente se deduce ds
la hipétesis por medio de un raciecinio llamado de-
mosiracidn,

19, Dos proposiciones son reciprocas una de otra,
cuando la segunda tiene por hipétesis la conclusién de
la primera, y por conclusién la hipétesis de la primera.

EjempLo. — Al mayor dngulo de un iridngulo esid
opuesio el mayor lado. Reciprocamente, al muyor lado
esld opueslo el mayor dngulo.

La reciproca de una proposicién verdadera puede
ser falsa. Asf fodos los dngulos reclos son iguales, pero
no todos los dngulos iguales son rectos.

§ II. — La linea recta.

20. Noclén. — La idea de la linea recta es una nocidn
infuiliva, adguirida por la consideracidn de los objetos
maleriales.
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Un hilo bien tendido nes presenta la imagen de la
linea recta.

Segun esta idea, la recta estd caracterizada por las
propiedades siguientes, que se admite sin demostra
cidn.

24, Postulados do la recta. —1° Dos punios delerminan
una recla, es decir que por dos puntos dados puede
pasar una recta y e6lo una.

i La recla es una linea indefinida, es decir que se
prolonga indefinida en dos sentidos opuestos.

22. Propiedades de la recta. — 4° Se puede fomar en
una recia una infinidad de punios, y por un punlo pueden
paser una infinidad de rectas.

2° Dos reclas que fienen dos punies comunes se con-
funden. Dos rectas distintas sdlo pueden fener un punto
comin.

32 Dos rectas pusden coincidir de una infinidad de
modos.

23 Semirecta. — Lldmase semirecta la parte de una
recla que principia en un punto de esla recia y se exliende
indefinida de un solo lado de este punio.

Elorigen de la semirecta es el punto donde comienza.
El sentido de la semirecta es el del movimiento de un
punio mévil que la recorre, alejindose del origen,

Dos semirectas son opuesias cuando una es el prolon-~
gamiento de la otra.

24. Begmento rectilineo.— Lldmase segmento rectilineo
una porcidn de recla comprendida entre dos puntos y fer
minada en esios punios, que son
los exiremos del segmento. A . B

Ei segmento rectilinee que Fia. 1.
ene el punto A al punto B se
representa por la notacién AB. Cuando no hay que
temer una equivocacién, se dice 4 menudo la recta
AB, en vez de decir el segmento rectilineo AB.

A = © 25 Igualdad. — Dos segmen-
_ tos reciilineos soniguales cuando
FY e 5 B’ pueden coincidir.

Dos segmentos iguales siem-~
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pre se pueden sobreponer de dos modos diferenies
estando los puntos Ay Ben A'y B, 6en B’ y A",

98. Adicién. — Sumar dos segmenlos reciilincos, «3
gurit nerlics en una misma recla, de una y olra parle
de un exiremo comin. La suma es el segmenio que
une los extremos no comunes.

27. Longitud. — La longitud de un segmenio rectilineo
es el niimers gue expresa la razdn de esle segmento d olro
escogido como unidad.

28 Distancia entre dos puntos. — La disrancia enire
dos panlos es ia longitud del segmenio rectilineo que uns
estos dos punlos.

29, Linea poligonal. — Linea gquedrada ¢ poligonal ¢
Iz linea formada por varios segmenlos de recia difersnies y
contigros.

30. Linea curva. — Linea curva e la que ro es recia
en ninguna de sus paries.

Suele considerarse la linea curva como una lznea
guebrada formada de elementes infinitamente pe-
gueios.

§ Iil. — La superficie plana.

31. Nocion. — La idea de la superficie plana es zna
nocidn inluiliva, sugerida por la observacion. La super-
ficie de un cristal bien terso nos da la idea del plano.

Segin esta nocién experimental, se admits sin
demostracidn las propiedades siguientes.

32. Postulades da la superficie plana. — 4° 'z plaro
es una saperficie indefinida, que conlicae foda la recia
delerminada por dos de sus punlos,

20 Todo plano diwide el espacio en dos regiones, si-
fuadas de una gy olra parie del plaro. )

3¢ Toda recia sifuada en an planc divide esta superficie
en dos regiones silucdas de una y ofra parie de la
recta.
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33. Propledades del plano. — 1° Se puede irazar en
an plano una infinidad de rectas, y por una recia pasan
una infinidad de planos.

%e Tres punios que no esidn en
linea recta deferminan un plano, .//KB
es decir que por tres puntos
que no esidn en una misma
recia pasa un plano, y sélo . XC
uno. #OA ’

En efecto, los dos primeros
punios, A y B, determinan una Fia. 3.

recta. Por eslarecta puede pa-
sar un plano mévil, que, al girar al rededor de la rects
AB, pasa una vez por el tercer punto, el punto C, ¥
sélo una vez.

3° 8i dos planas se corlan, su inferseccidn es una linea
recia.

Si dos planos tuvieran tres puntes comunes que no
estuviesen en una misma recia, estos planos se con-
fundieran,

34. Semiplano. — Semiplano es la regidn de un plano
sifuada de un lado de una recia de esie plano.

35. Superficie poliédrica. — Superficie poliddrica ¢
quebrade es una superficie formada por varios planos
diferentes.

36. Superflcie curva. — Superficie curva es una super-
flcie que no es plana en ninguna de sus paries.

No obstante se considera la superficie curva como
una superficie poliédrica formada de elementos planos
infinitamenie pequetios,

37. Linea convexa, — Se llama linea corvexa una linea
plana que no puede ser coriada en més de dos punios
por una recla.

38. Superficie convexa. — Se llama superficie conveza
ana superficie que no puede ser corfada en mds de dos
punlos por una recia.
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§ IV. — Objeto y divisiones de los Elementos
de Geemetria.

39, — La Geometrfa es la ciencia que estudia las
figuras con respecto de su forma, de su extensién y de
sus posiciones relativas.

Se divide ordinariamente en dos partes : la Geometria
plana y la Geometria en el espacia.

La presente obra se divide en ocho Libros : cuatro
consagrados 4 la Geomelria plana, tres 4 la Geomelria
en el espacio, y el dltimo & las curvas usuales.

Hsta divisién se ba adoptado para conformarse al
uso habitual ; no cbsiante, haremos cbhservar que se
podria, y tal vez con ciertas ventajas, estudiar varios
teoremas del Libro V inmediatamente después de cada
uno de los tres primeros Libros.

Ademas, en la demostracidn ds algunos teoremas de
la Geometria plana, se supone que ciertos planos giran
al rededor de una recta, lo que es del dominio propio
de la Geometria en el espacio; la divisién anterior debe
considerarse, pues, como relativa y cémoda para el
estudio, pero no como absoluta, :

LIBRO 1

LOS PUNTOS Y LAS RECTAS
DE UN PLANO

CAPITULO PRIMERO
SISTEEA DE DOS RECTAS
§ . — Angulos.

1. — MEDIDA DE LOS ANGULOS

40, Defiricién. — Aingalo es la figura formada por dos
semirecias que parten de un mismo punto. Estas dos li-
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neas se llaman lados del dngulo, y su inlerseccidn vér-
fice.

Las dos rectas ABy AC for- ¢
man el dnguio BAC 6 el 4n-
gulo A,

La magnitud de un éngulo
depende \nicamente de la _;/ 5
abertura de sus lados y no de * Fre. &
la longitud de ésios.

44, Igualdad. — Dos dngulos son iguales cuando pueden
coincidir.

42. Angulos adyacentes. — Se llaman dngulos adya-
eenles dos dnyulos que lenen un mismo vértice, y que
esldn siluados de una y olra parte de un lado comiin.

\ Esempro: los dngulos m y n.

Sumar dos dngulos, es darles

la posicidn de dos dngulos adya-

n\  cenles. La suma es el dngulo

m \\A formado por los lados ne eo-
Fia. 5. niines.

\ 43. Adicién de los 4ngulos.—

44. Generacifn de los 4agules. — Una semirecta puede
girar en un plano, al rededeor
de su origen, en dos sentidos
ojpuestos, B
S1 gira al rededor de su ori-
gen en un senlido constante,

¥ pasa de la posicién inicial '\

OA & la posicién final OB,

engendra un dngulo AOB cuyo © A
interior es la regién barrida ¢ Fia. 6.

rozada por la semirecta mévil.

45. Angulo de una vuelta. — E! dngulo de una vueila es
el dngulo engendrado por una semirecla que gira en su
piano, al rededor de su origen gy en un sentido constante,
Aasla que su posicidn final coincida con'su posicidn inicial,
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Este 4ngulo es igual 4 la suma de todos los éngulos
consecutivos que pueden formarse en su plano, al rede-
dor de su vériice.

46. Divisibilidad de los d4ngulos. — Tode dngulo es di-
visible en un nimero cualquivra de partes iguales.

La bisectriz de un dngulo es la recta que divide este
4ngulo en dos partes iguales.

47. Angulo rects, grado, minuto, segundo. — Lidmase
dngulo recto la cuaria parte de un dngulo de una vuelta.

48. Se llama dngulo egudo fodo dngulo menor que un
recto, y dngulo obiuso lode dngulo mayor que un reclo.

49. Angulo de un grado es la 90* parte del 4ngulo
recto. El grado se divide en 60 minufos, y el minuicen
60 segundos. Un &ngulo de 23 grades, 27 minutos, 25 se-
gundos se eseribe: 23027257,

Se usa también otra divisién del dngulo recto en cien
grados,llamados centesimales ; uno da estos gradosss
divide en cien minutes, y cada minuto en cien segun-
dos. Un angulo de 23 grados, 27 minutios, en este sis-
tema, se escribe 23,27, indicdndose los grados por la
letra griega v.

50. Angales complementarios y suplementarios. — Dos
dngulos son complementarios cuando su suma es igual &
an dngulo reclo, y suplemeniarios cuando su suma es igua
d dos dngulos recios,

Se llama complemento de un dngulo lo que es preciso
giadirle para formar un dngulo recfo, y suplemenio de
un angulo lo que es preciso enadirle para obiener dos
reclos.

51. Dos Angulos iguales tienen complementos iguales
y suplementos iguales.

Reciprocamente, dos dngulos que tienen complemen-
tos iguales ¢ suplementos iguales son iguales.

52. Teoremd. — Un dngulo formado por dos semirec-
fas opuestas es igual d dos dngulos reclos.

Sean las dos semirectas opuestas OA y OB ; forman
dos 4dngules m y ncuya suma es 4 rectos. Basta demos-
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trar que son igunales pura demosirar que cada uno de
ellos es igual 4 2 rectos.

% - m
Pero, si se hace girar el
semiplano AmB al re- 5 57 7y
dedor de la recta AB, \-/
eldngulo m coincide con o
el éngulo n; luego son
iguales y cada uno vals Fia. 7.
2 reclos.

§3. Reciproca. — Si un dngulo AOB esigual d dos rec
tos, sus lados son direc-

B famenie opuestos.
Sea el éngulo AOB. 5i
es igual & dos rectos, es

P 5] . A igual al 4ngulo formado
por ellado OA y la semi-
Fia. B recta opuesta OA’ (n°52);

pero entonces OA'y OB
coinciden, y los ladeos del dngulo AQB son directa-
menle opueslos.

£4, Corolarics. — 1° Para enconlrar el suplemenlo de
uniéngulo dado, basta pro-
longar uno de sus lados
mds alld del vértice;

2 La suma de los dn-
gulos conseculives for-
mades de un mismo lado
de una recta es igual d

Fia. 9.

dos drgulos reclos ; porque
/ los éngulos m, n, r, tienen
m ot por suma el dngulo DAC

A A 3 cuyo valor es dos rectos.
/L/ 3° La suma de fodos los
] dngulos formados gl rede-
i dor de um mismo punfo,
! sobre un planc, es igual 4
Fia, 1D 4 dngulos reclos ; porque

Ia suma de estos dngulos
eg igual al 4nguio de una vuelia.
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3, — ANGULOS ADYACENTES SUPLEMENTARIOS.

B5. Teorema. — La condicidn necesaria y suficienie para
gue dos dngulos adyacenies sean suplementarios, es que sus
lados exierisres scan opuestos.

Condicién necesaria. — Si dos éngulos adyacentes gon
suplementarios, sus lados exteriores son opuestos.

B

7

C A 3]
Fia, 11.

Sean CAB y BAD dos angulos adyacentes suplemen-
tarios. La suma de estos dngulos es el angulo CAD que
vale dos rectos (n° 52). Luego, sus lados AC y AD son
opuestos (n° 53).

Condicion suficienfe. — Si dos dngulosadyacentes tie-
nen sus lados exteriores direclamente opuestos, son
suplementarios.

En efecto, sean los dngulos CAB y BAD. La suma ds
estos dngulos es el dngulo CAD, euyos lados son direc-
tamentle opuestos; luego, este &ngulo es igual 4 dos
rectos n® 52) y los 4ngulos CAB y BAD son suplemen-
taries (n®° 50).

85. Escolia. — Si varios dngulos censecufivos reuaidos
valen dos dngulos rectos, sus
lados exteriores AC y AD es-

tardn opuestos. /
67. Teorema. — Si dos dn-
&, - m e 7
b 5 [ A [
wis Fie. 12,
\v24 el
& m A () gulos adyacenies son suple-
mentarios, sus bisectrices for-
Fia. 12 mardn un dngulo reclo.

Sean BAC y BAD dos 4n-
gulos adyacentes suplementarios, y AE, AF las bisec-
trices de estos dngulos.
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Asi paes: 2 m -+ 2 n =2 rectos
y por consiguiente: m 4 n =1 recto.

3. —ANGULOS OPUESTOS AL VERTICE.

58. Definicifn. — Se llama dngulos opuesios al vériice
dos dngulos tales que los lados de uno son las prolonga-
ciones de los lados del olro.

59. Teorema. — Dos drgulos opueslos al vértice son
tguales.

Sean m y n dos éngulos opuestos al vértice; CA
y OB siendo opuestas, el
suplemento de m es & (p® <
55); OC y OD siendo opues-
tas, el suplemento de n

es igualmente el dngulo §
s; luego los dos 4ngulos Af/

D
m y n son iguales por Fia. 14,
tene el mismo suplemento
(me 84), .

Del mismo modo los dngules opuestos s v I son
iguales, por temer cada une
por suplemento el dngulo n.

80. Cerolarios. — 1° Si do:

rectas forman un drgulorecio,

’Zf \m forman 4 dngulos recios. En
3"\_ /f,“ efecto, si m es recto, ¢ es recto

también, como 4ngulo opues-
to al vérlice; y también los su-
plementos de estos dngules
son iguales;
Fia. 15. 9° Si dosreclas forman dos
dngulos adyacenies iguales, se
corign en dngulo reclo. En efecto, siende iguales m
¥ n, cada uno es recio, y también s y r.

§ Il = Rectas perpendiculares.

64, Definicién, — Dos recias son perpendicularescuando
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e corian en dngulo recio. Para que dos rectas sean per-

pendiculares, basta:

1° Que formen un dngulo recto;
2° Que formen dos dngulos adyacentes iguales.

62. Teorema. -— Por un punio fomado sobre una recia,

gt P om
S e
i
< A I
Fiec. 16
punio A.

se puede levanlar una per-
pendicular d esia recia, y no
se puede levariar mds gue
una sola.

Sea el punto A tomado
schre la recta CD.

4® Una oblicua cualguiera
AB forma con CD dos én-
gulos desiguales: n 6 BAD
y m 6 BAC. La oblicua
puede girar al rededor del

El 4ngulo r, desde lnego menor que ol dngulo m,
crecera constantemente, mientras que el dngulo adya-
cente BAC é m disminuird ; habrd por consiguiente una
posicion AB' para la cual los éngulos m y 2 seran
iguales, y entonces AB' gserd perpendicular 4 CD.

9° i la recta mévil se desvia de la posicién AR, los
dos dangulos dejan de ser iguales, v la recta es oblicua

63. Teorema. — Desde un punio fomado fuera de una
recia siempre se puede bajar
una perpendicular d dicha y i
recta, y no se le puede bajar i

mds que una sola.

{°Se puede bajar una per-
pendicular. Sea el punio A m n

¥ la recta BC. Haciendo gi- & D\/m* @& c

rar el semiplano ABC al re-
dedor de la recta BC, el
punto A caeen A'. La recta
AA' es perpendicular & BC,

porque los dngulos adya-
centes AEB y A'EB ss so- Fis. 17

breponen y son iguales.

%» S6lo se puede bajar una perpendicular. Sea AD
otra perpendicular. Si se bace girar el semiplano BAC
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al rededor de BC, el éngulo m se reproduce en m'; por
hipoétesis, estos dngulos son rectos; luego las rectas DA
y DA’ son opuestas; asf, hubiera enire los puntos A y A’
dos rectas diferentes AEA' y ADA, lo que es imposible.

) B )
| =
1 T
i ‘.-""r{;
1 i =
N RN
i
Fie. 18,

84. Corslaria. — Dos reclas perpendicalares a una lercera
no tienen ningdn punto comun.

8i se encontrasen en un punto O, hubiera, de este
punto, dos perpsadiculares a la misma recta, lo que es
imposille.

65. Posiciones relativas de dos rectas de un plano. —
En general, dos rectas distintas de un plano tienen un
punto comtiin y sellaman concurrentes. Pere, segiin lo
quese acaba de ver, puede suceder que dos rectas dis-
fintas, situadas en un mismo plano, no tenxgan ningtn
punto comin. Se dice entonces que son paralelas.

§ lI1. — Reetas paralelas.

65. Definicién. — Dos reclas paralelas son aquellas
que, estando en un mismo pleno, ro liensn nizgén punlo
comiin,

El Teorema anterior (e® 64) ka establecido la exis-
tencia de tales rectas.

67. Teorema. — Por un
punlo se puede frazar una
paralela d ana recla dada.

Del punte A se baja una
—_—t e perpendicular & larecta BC,

“ yenA se levanta una per-
Fie. 19, pendicular AD & AB; ADy
BC son paralelas per ser

imbas perpendiculares & la recta AD (n* 64).

A

-
vty

(R3]
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€8, Postulade de Euclides. — Por un punfo dado, o sz
puede frazar mds que una sola paralela & una reela
dada.

Se admite esta proposicién sin demostracién porque
no estd en contradiccién con las definiciones y los
feoremas anleriores.

69. Corclaries. — 1° S8i dos rectas AB y CD son pare-
- lelas, loda recta AE que en-
4 B cuentre d una de ellas encuen-
tra también d la otra (fig.20).
) — En efecto, si AE no encon-
. y rase a CD, habria, por el
G - D punto A, dos paralelas aCD
F1a. 20, (n® 64), lo que es imposible

) (ne 68).

20 Dos rectes ABy CD pa-
ralelas cada una d una ferce- .
ra EF (fig. 21) son paralelas "
entre si, — En efecto, siABy
CD se encontrasen, habria,
por su punto de concurso, E r
dos paralelas 4 EF, lo que Fa. 20,
es imposible (n° 68).

70, Teorema. — Si dos reclas son paralelas, cualquiera
recta perpendicular d una de ellas lo es igualmente d la
oira.

Sean AB y CD dos paraleles, y sea AC perpendicular

& AB (fig. 22).

A B Si se traza CE perpendi-
- cular & AC, las dos rectas
AB y CE serian paralelas,
g por ser perpendiculares &
=== la misma recta AC (n® 64).
e 7  Comoc por el punto C no

se puede trazar mds que
Fie. 22. una sola paralela 4 AB (n®

68), luege las dos rectas CD
y CE se confunden ; por consiguiente CD es perpendi-
cular & AC, y reciprocamente AC es perpendicular &
CD, que ¢& lo que se querfa demostrar.

- B

ar
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74, Dscolis. — Las perpendiculares levaniadas sobre dos
reclas concurrenize OA, B

0C (fig. 23) son concu- A[7 <
rrentes. — En efecto, si - /
las perpendiculares AB, .

CE fueran paralelas, la !GOy ~B

recta AOD, perpendicu-
lar4 AB, o serfatambién : X\
4 DCE (n° 70); babrfa ea- £ T\
tonces en el punio O dos
perpendiculares OC y OD 4 Iz misma recta CE, lo qae
es imposible (n® 68).

Fis. 23.

72. Definiciones. — Se Hama secante foda recla que corla
ena figura.

Dos reclas cortadas por una secante forman ocho dngulos ;
los cuatro dngulos comprendidos entre las rectas se llaman in-
ternos 6 interiores; los ofros cueiro se llaman externcs 6
exteriores.

Se llaman dngules aliersos-internos deos dngules no adya-
cenles, situados en ef inferior de las rectas & uno y otro lado
de la sezante.

Ejempro. — Los dngulos m ¥ n, lo misme que H é |
—r (lg 24,

A , Por analogia, ze liaman dngu-
T log alternos externos los dngu-
it ~8 los 0 yr, lo mismo que G y I,

Se llaman éngulos correspon-

tH = 10 dientas, dos drgulos no adyacen-
/K P fes situados del mismo lado de la

B secante, uno ¢n ¢l inferior y otro

Fig. 25 en el exterior de las rectas.

Esempros. — Los dngulos rn yo, lo mismo que Ky H,
lvG, rym.

Se llaman éngules internes de un mismo lado dos dngulos
siluados en el irferior de las reclas y del mismo lado de lg
secante.

EiemrrLos. — Los dngulos n y H, lo mismo que I v m,

73. Teorema. — Si dos rectas (AB, CD) cortadas por
ana secante (GK) forman uros dngulos allernos-infernos
ignales (m=n), esias rectas sen paralelas.

En efecto, supongamos que estas recias tengan un
punto comin, v. gr., en 0. La linea guebrada AGIC
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Juede coincidir con la lipea quebrada DEHB, de modo
que GI coincida con KH, y ! 4ngulo m coincida con su
igual n. Entonces, la semirecta ‘A’ coincide con KD,
& I'C’ coincide con HB; y cema G'A' & I'C’ tienen un
punto comtn (0, resulia que HB y KD deben lener

también un punto comin U, y si se admite que GA ¢
IC se cortan en O, es preciso admitir que las dos rectas
AB y CD pasan ambas por los dos puntos O y ¢, lo que
es imposible. Luego, las rectas AG e IC no pueden tener
lingidn punto comun, y son paralelas.

74. Reciproca. — Si dos recles zon paralelas, forman con
una secante unos dngulos M
allernos-internos iguales.

Sean las paralelas ABg =~ a
y CD, y la secante MN. m\ B B
Coustruyamos en Fun
angulo n igual & m, la s
recta EG es paralela 4 ’
AB (n° 73), y como por F / ___________
s6lo se puede trazar unag e
paralela 4 AB, EG se” (C/ .
confunde con D Fia. 6.

75. Escolios. I. —~ Dos recias son paralelas caando, cor-
tadas por una secanle, forman :

Angulos correspondienies iguales;

O dngulos alternos-exlernos iguales;

O dngulos internos de un mismo lado, suplementarios.

Cada uno de estos casos puede referirse al que se ha

mostrado antes.

II. — Dos rectas se encuenfran cuando, corladas por
una secanle, forman con ella dngulos alfrrnos-inferncs
desiguales;

O dngulos correspondientes desiguales;
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6 dngulos inlernos de un mismo lado,no suplemeniarios.

IlI. — Dos rectas siluadas en un mismo plano se en-
cuenlran cuando una de elias es perpendicular, y la olra
oblicua, d una lercera.

§IV. — Angules cuyes lados son paralelos
¢ perpendiculares.

78. Definicién, — Dos semireclas paralelas fienen el
mismo sentids si esidn del mismo lado de la recta que une
sus origenes. Dos semireclas paralelas lienen sentidos
opuestos cuando eslién de uno g olro lado de la recia
que une sus origensa.

77. Teorema. — Dos dngalos que lienen sus lados res-
pectivamenie paralelos son iguales & suplementarios :
iguales, si los lados peralelos tienen dos d dos el mismo
sentido ¢ dos & dos unos zenlidos epucsios; suplemenia-
rios, en ¢l caso conlrario.

Sean a y ¢ dos dngulos que lienen sus lados respec-

tivamente paralelos (g. 27). ok

Si se prolonga hasta su

encueniro dos lados no pa- /‘ra/

ralelos, los dngules a y n ) 723

soniguales por ser alternos-

Internos, lo mismo que ¢

yn; luegoa—c. .
5i se considera les dos 7

4ngulos a y m,siendo suple- ~ Fia. a1,

mentarios los dangulos m

y ¢, los &ngules m y a también lo seran.

el

78. Teorema. — Das dngules que lienen sus lados res-
pectivamenle perpendiculares son iguales ¢ suplemenia-
rios ; iguales, si ambos dngulos son agudos 4 oblusos;
suplementarios, si uno es agsdo y el oiro oblaso.

Sean a y ¢ dos dngulos cuyos lados son reciproca-
mente perpendiculares (Gg. 28), 4 saber : AF perpendi-
cular 4 OD, y AG perpendicular & GE.

Tracemos OD' perpendicular 4 OD, y OE’ perpendi-
cular § OE. Se tiene a—+n=1 recio v d 4+n=1
recto, dedende o' =—a.
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Por otra parie, las rectas OD' y AF son paralelas,
por ser perpendiculares 4
la misma recta 0D ; suce-
diendo lo mismo con las
rectas OE' y A G; porlo
tanto los dngulos ¢’y ¢
son iguales por lener sus
lados paralelos,luego tani-
bién a =¢.

#  Siendo suplementarics

A 4 los éngulos m y ¢, los dn-

¢ gulos = 7 a también lo

~ M. 2 serin.

79. Escolio. — Las perpendiculares bajedos desde un
mismo punio sobre los lados
de un dngulo formax un dn- C/
M
B

en el inferior del angulo dado
¢ de su opuesfo al wvérlice

gulo suplemeniario del pri-
mero, cuando el punio esté /

(fg. 29). A
Fia. 29.
MF
! Lwas perpendicularss for-
man un dngulo igual al pri-
\(: — mero, cuando el punio esid
/ en el exierior del dngalo
A B dado y de em opuesio a?
Fie. 30. vértice {Ag. 34).
§ V — Simeiria ern un plano.
r. — SimeTRia cON RELACION A UN PUNTO.
80. Dofinicién. — Dos punies son simétricos con relacién
1 un punto dado cuando esle
illimo punto es el medio dela & Q -
recta que une los dos primeros.
Se dice que cada punto es Fia. 31,

el homdlogo del otro.
Erempro. — Si se tisne OA = OA', leg puntos A vy A’
gon gimétticos con relacidn al punte O; el punto A e3
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el simétrico de A’ o su homélogo, y recfprocaménte.
El punto O es el centro de simetria.

81, Dos figuras son siméiricas con relacién a un ecentro,
cuando los puntos de las dos figuras son simétricos de dog en dos
con relacidn al ceniro dado. ~B

Se dice que cada figura
esla homdloga de la otra,

Erexpro. — La figuras
ABC, A'B'C’ (fg. 32) son
simétricas eon relaci6n |
al centro 0, &i se tiene l S
0A = 04A’, OB = OB, ’

| i

OC=00C.
OA es el segmento g
homéloge de 04, ete. Fua. 32,

82. Teorema. — Dos figuras sifuadas en el mismo plano y
simétricas con relacién a un punto de este plano, son iguales.

En efecto, si una de las figuras (ABC) ejecuta al rede-
dor del centro O una media vuelta, cada uno de sus pun-
tos viene a coineidir con su correspondiente de la otra
figura.

Como consecuencia de esle teorema se deducen las
relaciones que se indiczn en el ntimero siguiente.

83. Relacionss entre dos figuras simétricas con relacién
& un punto y sitnadas en un mismo plano con ests punto.
Se distingue las relaciones métricas, referentes 4 la
magnitud y 4 la forma de las figuras, y las relaciones
" gréficas, referentes 4 su po-
- sicidn relativa.
1° Relaciones métricas, —-
Se resumen en la igualdad. Ast,
) la figura simétrica de ung
4 O X recia es una recia,
la figura siméirica de un
segmenlo de recla es un seg=-
menlo igual,
Fis. 33. la fiqura siméirica de un
dngulo es un dngulo igual.
& Relaciones grificas. — Bl cenlro de simeiria es s
propio homdlage.

]
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Toda recta que pasa por el centio de simetria coincide
con su hamd oga.

Dos sem rretas simétricas son paralelas y ticnen senli-
dos opuestos.

En electo, sean las semirectas AB yA’B’; la recta DA
tiene como homéloga la recta OA', y los dngulos A y A/
gon homolégos, y por consiguicnte iguales ; pero,ocu-
pan la posicién de alternos-iniernos; iuego las rectas
AB y A'B’ son paralclas.

o, — SiMETRIA CON RELACION A UNA RECTA.

g4. Definiclonss. — Das punfos son siméiricos con
Py relacidn d una recta, cuand?
¢ata es perpendicular en la
milad del segmenio que urné
los dos punlos.

Eisnmpro. — Si la perpen-
dicular PB=PB', los pun-
tos B y B’ son simétricos
eon relacion 4 la rects XY ;
elpunto B es el simétrico
de B, y reciprocaments. La recta XY es el eje de si-
metria.

85. Dos figuras son siméiricas con relacidn d un eje
cuando los punios de -
las dos figuras son de 7
dos en dos siméiricos /i
con relacidn d esie eje. /

EiemrLo.— Lasfigu- 5/ PN
ras DEF, D’EF" son
simélricas con rela- P
cién al eje XY si se :
tiene T

eN

>

PD=PD/, Q¢ =CE g
RF—RF. 5. //
35. Definicién.— Dos W
figuras son inversa- i,

mente ignales cuando,
volleando el plano de la primera pueds éslia coincidir
con la sequnda.
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87, Teorema, — Dos flguras simélricas con relacidn d
un eje son inversamenle iguales.

En efecto, sean ¥as figuras DEF y D'E'F'; el semiplano
XYE gira al rededor del eje hasta que coincida con el
gemiplano XYE', las dos figuras coinciden.

£8. Consecuenciaa : rslaciones antre dos figuras planas
simétricas con reiacidn a un eje

Relaciones méiricas, — Se resumen en la igualdad
inversa; luego:

La figura simétrica de una recta ¢s una recla,

La figura simétrica de un segmento de recta es un seg-
menio igual.

La figura simétrica de un dngulo es un drgulo igual.

Relaciones grificas, — Todo punio del eje coincide con
su homdlogo.

Toda recta perpendicalar al eje coincide con su homd-
loga.

Si ana recla coria el eje, su homdloga coria el eje en
el mismo punto y bajo el mismo dngulo.

Si ana recia es paralela al eje, su homdloga también
es paralela al eje.

CAPITULO IT

TRIANGULOS

§I. — Definiciones

£9. Tridngulo es una figura plana limifada por Ires rec-
tas, que se llaman lzdos,

En un tridngulo se debe considerar seis elementos
principales : tres 4ngnles y tres lados.

90. Perimatro de un Iridngulo es la suma de sus Ires
lados.
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Se designa ordinariamente los tres &ngules de un
A tridngulo por tres letras ma-

) yusculas, A, B, C, por ejem
/ plo, vy los lades opuestos
por las mismas letras miniis-
culas, a, b, c.
Para evitar confusidn, se
G ©  puede decir a chica, b chies,
FiG. 36. ¢ chica.

8i. Un iridngulo es rastingule cuande ficne un dngulc
reclo,
— obtusdngule cuando liere un dngulo
obtuso,
o acutingulo cuando gus fres dngulos
son agudos.
Se llama hipotenusa el lado opueslo al dngulo recio de
un iridngulo rectdngulo.
Los lados que forman el dngulo recto de un iridngulo
recidngulo se llaman catsios.

92. Un fridngulo es eguilitere cuando sus Ires lados son

iguales,

- izésceles cuando liene dos lados
iguales,

- ascaleno cuando suz fres lados son
desiguales.

83. La hase de un Iridngulo es el lado sobre el cual se
gupone que descansa, y el vértice es el punio de corcurso
de los ofros dos lados.

Se puede tomar como basede un tridngulo cualqmera
d'e sus lados.

En un tridngulo isésceles, se llama especialmente
vértice el punto de concurso de los lados iguales, y
base el lado opuesto al vérlice.

94, Se llama altura de un Iridngulo la perpendicular
bajada desde uno de los vérlices sobre el lado opuesio ¢
gobre su prolongacidn.

En un {ridngulo rectdngulo, se llama especna}mente
altura la perpendicular bajada desde el vértice del an-
gulo recto sobre la hipotennsa,
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En un tridngulo isdsceles, se llama aliara principal
la que pasa por el vértice del éngulo que forman los
lados iguales.

96. Se llama mediana de un tridngalo la recta que gne cual-
quiera de los vértices con el punto medio del lado cpuesio,

En un tridngulo cualquiera, hay tres alturas, tres me
dianas y tres bisectrices.

§ II. — Propiedades fundamentales de los
triangulos.
1. — RELACIONES ENTAE LOS ANGULOS.

88. Teorsma. — La suma de los fres dngulos de un
fridngulo es igual 4 dos

rectos. D — A E
Sea el trifngulo ABC: "”\"(% 2
por el vértice A, trace- /
mos una paralela DE &
Ia base. A/\g, i
Los &ngulos & ¥ m son ol -
iguales por ser alternos- Fig. 37.

internos (n°® 74); y los

éngulos ¢ y n son iguales por la misma razén; luego
la suma @ 4-b + ¢ es igual al dngulo DAE, cuyo valor
es 2 reclos (n® 54).

§7. Consecnencias. — {° Cadg dngulo de un tridngulo
ez el suplemento de la suma de los ofros dos ;

2 El dngulo exierior ABF es igual d la suma de los
dngulos interiores no adyacentes g ye;

3¢ Si dos iridngulos tienen dos dngulos respectivamente
iguales, el tercer dngulo del primero es también igual al
tercer dngulo del segundo ;

4° Un iridngulo cualgquicra siempre liene por lo menos
dos dgngulos agudos ;

5° Los dos dngulos agudos de un Iridngulo rectingulo
son complementarios ;

6° Ccda dngulo de un iridngulo equildtero es inual 4 los
dos fercios de un fdngulo reclto, esto es, vale §0o.
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2. — CORRESPGNDENCIA ENTRE LOS ANGULOS Y LOS

LADOS.

98. Teorema. — En un fridngulo iscsceles, los dngulos

an

{
/

opuestos d los lados
iguales son iguales.
Sea ABC un tridn-

gulo isésceles, y sean

A ;
i
\ /
ABy AClos dos lados
iguales. Si se supone
volteado el tridngulo,
T T yreproducido en T, el
X . angulo A’ puede coin-
3
¢ 6 Ty

cidir con A, ei lado
A'C'con AB, yel lado
A'B'eon AC; los dos
tridngulos coinciden,
¥ por consiguientie los dngulos B’ 6 B y C son iguales.

5] "
Fia. 38

89. Reclproca. — Si dos dnquiss de un {ridngulo son igua-
les, los ludos opuesios & esfos dngulos lambién son
iguales.

Sean B y C dog dngulos iguales, en el {ridngulo T;
supongamos este triangulo volieado en la posicién T'.

Los cuatro éngulos B, C, C' y B’ son iguales; por
tanto los tridngulos T y T’ podran coincidir, colocando
el lado BC sobre C'B/, y el dngulo B sobre C', y el 4n-
gulo C sobre B'; luego se tiene:

BA=CA=CA,

400. Teorema. — En un Iridngulo cualguiera, al mayor
lado esid opuesio el mayor dngulo.

Sea el tridngulo ABC, en el cual el lado AB esmayor
tud AD igual 4 AC. El
son iguales(n°98). Pero, -

que el lado AC. Toms- A
mos en AB una longi- /

trisngulo ADC es isds- B ﬂx
celes, y los dngulos m g prasi .
en el tridngulo CBD, Fia. 39.

el Angulo ADC es exterior é iguald B L n.
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2o
-

Coro m=B+4n
¥ C=m+n
resulta C=B 4 ¢&n
luego C>B.

101. Reciproca. — En un tridngulo cualquiera, al mayor
drgulo estd opuesio el mayor A

lado.
Sea, en el tridngulo ABC, p b

el dngulo C mayor que B. =
S1 suponemos ¢= &, se g

necesita C=R (n° 98). ﬁ_{_, - ¢
Si suponemos ¢« b, se *- Fic. 40,

necesita C<<B (u°® 100) 1o

que es contrario 4 la hipdétesis, luego, se tendrd ¢ > b.

3. — RELACIONES ENTRE LOZ LADOS,

102. Teorema. — Cada lado de un fridngulo es menor

gue la suma de los otros dos,

B < y mayor que su diferencia.

. 7 Sea el triangulo ABC.

Prolonguemos BA de un

b segmento AD igual & b, El

tridngulo ADC es isésceles,

NG y los angulos ADC y DCA

sen iguales; luego, en el

triéngulo BCD el dnguloe

BCD, es mayer que el dngulo CDB,y el lado BD es
mayor que el lado BC, 6

bde>a.

Transponiendo uno de los téaminos del primer miem-
bro, se tiens:

e
e

&
Fie. 41.

b>a==¢
e>a—b.

. — CORRESPONDENCIA ENTRE DCS LADOS Y §U
PROYECCIONES SOBRE EL TERCERO

§03. Definigién, — Se llama proyecsién de una recla
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eobre ofra, la parie de esta dliima comprendida enlre las

Fia. 42

verpendiculares bajadas de las extremidades de la pri
mera recla sobre la segqun:
da.

Por ejemplo A'B’ es la
proyeccién de AB sobre CD
(fig. 42).

En un tridngulo cual-
quiera ABC (fig. 43), la

Fia. 43, ) altura BD determina sobre

el lado CA dos segmentos

DC y DA que son las proyecciones respectivas de los
lados BC y BA sobre el lado CA.

404. Teorema. — Si desde un punfo fomado fuera de
una recla se baja d esta recta una perpendicular y va-
rias oblicuas :

i° La perpendicular es menor que cualgquiera oblicua ;

2 Dos oblicuas cuyos pies se A
apartan igualmente del pie de Y
la perpendicular son iguales ;

3¢ De dos oblicuas, la mayor
es aquella cuyo pie se aparla
inds del pie de la perpendicular.

Sean A el punto dado(fig.44),
AB una perpendicular, AC,
AD, AE, diferentes oblicuas:

1¢ El tridngulo ACB es ree- ‘D € B [
tangulo en B; luego, el cateto Fic. 44,

AB, opuesto & un 4angulo agu-
do, es menor vue la hipotenusa AC, opuesta &l dngulo
recto (n° 40i);

%o 8j la dislancia BE es ignal 4 BC, las eblicuas AC
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' y AE son siméiricas con relacion 4 AB y son iguales
' (n°88);

3% En el triéngulo ACD, el éngulo C es obtuso, y el
dngulo D es agudo ; luego (n° 401) el lado AD, opuesto
al angulo G, es mayor que el lado AC, opuesto al 4n-
gulo D,

105. Consecuencias. Corelarios. — 1° La menor linea que

se puede lrazar de un punio é una recla es la perpendi-
" cular d esta recla.

AB es la distancia del punto A 4 larecta DE;

20 Las oblicuas iguales AC y AE forman dngulos igua-
les BAE,; BAC con la perpendicular AB:

3° Si dos oblicuas que parien de ur mismo punto son
iguales, sus pies estdn igualmenle dislanles del pie de la
perpendicular ; porque la designaldad de las distancias
traeria consigo la desigualdad de las oblicuas;

4 Si dos oblicuas que parien de un mismo panfo son
desiguales, el pie de la mds larga es!ld mds distanie del
pie de la perpendicular ; porque si estuviera menos dis-
tante, la oblicua seria la menos larga, y si los pies estu-
viesen igualmente distanles, las dos oblicuas serian
iguales;

% De un punfo d una recta, no s¢ puede bajar mds
que dos cblicuas iguales, y estas dos oblicuas esldn situa-
das d uno y olro lado de la perpendicular,

5. — MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO RECTILINED.

106. Definicién. — Mediairiz de un segmenio reclilineo
es la perpendicular levaniada en
la mitad de esle segmenio. A

107. Teorema. — Todo punto AN
de la mediatriz de una recla estd kY
igualmente distanie de los exire- ; b
mos de esfa recta.

Sea A un punto cualquiera de 7
la mediatriz de CD (fig. 43). 4
Puesto que se tieme BC=BD, [/ )
las oblicuas ACy ADsoniguales € B D
(n° 105} y por le mismo e! punto Fia. $5.
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A esti equidistante de los extremos da la recta CD,

408. Reciproga. — Cualquier punto equidistante de los

)
/.f

Y

N

" r‘\

3
F1G. 46.

exlremos de una recta pertenece 4
la medialriz de esta recta.

Sea A un punto equidistante
de los extremos de la recta CD de
manera que se lenga AC = AD.
Supongamos AB perpendicular
4 CD; siendo igunales las oblicuas
AC y AD, sus pies estin equidis-
tantes de! pie de la perpendicular
{n® 103); asi BC = BD, y la per-
pendicular AB cze en medic
de CD.

458, Definicién. — Se llama lugar geomélrico el con-
junto de los punlos que gozan de una misma propiedad.

La medialriz de una recia es el lugar geoméirico de
los punios equidistanles de los exlremos de esta recla.

110. Teorema. —

Todo punlo lomado fuera de¢ la

medialriz de una recla esis
desigualmente

distenfe de
los extremos de la recia.

Este teorema es una con-
gsecuencia de los teoremss

anteriores (n% 108 y 409); £ B 5
pero se acostumbra demos- -

trarlo directamente :

como

resulta ¢

Fie. 47

AU =AD+ DC=BD+ DC

BD 4+ DC > BC.

AC > BC

6. — SieeTriA EN EL TRIKNGULO ISGSCELES,

411. Teorema. — La alfura principal de un iridngulo
isdsceles es un eje de simelria de la figura.
En efecto, los lados AB y AC siendo iguales, la per-
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pecdicular AH cae en la mitad dela base {n° {05), luego
AH es eje de simetria por los vér- A
tices B y G, y por toda la figura.

142. Reciproca. — Si la alfura

divide en dos parles iguales la /
base d el dngulo en el vériice, el /
tridngulo es isdsceles.

En efeclo, en estos dos casos, /

fa altura es un eje de simetria. /
113. Escolio. — En un trian- ® H ¢
gulo isésceles, la recta que une Fia. 8.

el vértice con la mitad de la base
es 4 la vez alfura, mediana, biseciriz y perpendicular 4
la mitad de la base.

La recta que liene cualquiera de eslas cualro propie-
dades, liene lambién las oiras tres.

§1I1. — Igualdad de los triangulos.

"I. — TRIANGULOS CUDALESQUIERA.

Hay tres casos de igunaldad de los tridngulos
cualesquiera.

144. Primer cass. — Dos tridngulos son iguales cuando
tienen un lado igual adyacente a dos A

dngulos respectivamente iguales. \
Sean los dos triangulos T ¥y 9
T' que tienen el lado BC igual T M

a B'C, el dngulo Biguala B'y <~ \
el angulo C igual a C'. 23 :

Vamos a demostrar qus son &
iguales, es decir que pueden
coincidir por superposicién.

Coloquemos el primer tridn- T
gulo sobre el segundo, de ma-
nera que el lado BC coincida /) !
con su igual B'C'. Siendo el 3 o g G
angulo B igual a B', el lado BA s
seguird la direccién B'A’; del mismo modo, siendo el
angulo C igual a C', el lado CA seguirdladireccion C'D.
Debiendo encontrarse el pupto A a la vez sobre B'A’ y
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sobre C'A’, estard necesariamente an la interseccién A'
y los dos triagulos coincidiran, luego son iguales,

415. Segundo case. — Dos fridngulos son iguales cuando
A lienen un dagulo igual, for-
P mado per lados respectiva-

Py _\\ mente iguales.

. Sean les dos {ridngulos T y
/ Yoy \\\ T' que tienen los dngulos A
7 ; 4 vy A’ iguales y los lados AB y
8 *+ AC respectivamente iguales &

A los lados A'B’' y A'C.

_ /g Sobrepongamos el primer
i,/

tridngulo sobre el segundo,

T de manera que el dngulo A

e \ coincida con su igual A’ El

\, lado AB coincidird con su

u' L jgual A'B’, ¥y el lade AC con

Fia. 5O su igual A'C'; por lo mismo el

tercer iado BC coincidira con

B'C/, y los dos triangulos serén iguales, ya que coinci-
d1ran.

416. Tercer case. — Dos fridngulos son iguales cuando
tienen sus tres lados respec-
livamente iquales. ;

Sean los dos tridgngulos T /’f\

y T' que tiemen sus tres | T

lados respectivamente igua- A

o~
les. % S
Cologuemos T’ en T* de
: b
manera que los fridngulos T o
y T? tengan por ambas par- o

tes un lado comin AB, y -
tracemos la linea CC”. / . \
Se tiene por hipétesis AC L

= A'C' 6 AC = AC* yBC A —

= BC?; estando cada uno Fie. 51
de los puntos A y B equi-

distantes de C y €', la recta AB, que une estos dos
puntos, serd perpendlcular al medio de CCr; luego les
tridngulos ACB y AC'B son simétricos con relacién &
AB y pueden ecincidir.
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447. Escolio. — En dos Iridngalos iguales, los seis ele-
menios son respectivamente iguales, y d los dngalos igua
fes esidn opueslos lados iguales, i regiprocamente

a, — TEOREMAS CONTRARIOS,

i18. Tecrema. — Cuando dos Iridngmlos tienen dos
lados respectivamente iguales, y los dngulos comprendi-
dos desiguales, los terceros lados son desigualcs, y ail
menor dngulo se opone el menor lado,

Sean los dos tridngulos ABC y ABC que tienen los
lados BA y BC respecti- w
vamente iguales 4 BA y )
BC, y el dngulo ABC del
primero, menor que el
dngulo ABC del segun- A

e

do.

Supongamos estos dos ’4 3
tridngulos coloeados uno ¢ R ) b
sobre otro, de un mismo ]
lado de AB. Fie. 2.

El é&ngulo CBC es la
diferencia entre los dos éngzulos ABC v ABC de los
dos tridngulos; sea BD la biseciriz del éngulo CEC'y
tracemos la recta CD.

Los dos tridngulos BDC y BDC' son iguales, por
tener un dngulo igual en B, un lade comin ED, y el

A lado BC igual 4 BC' (m° 1i8),

o luego DC = DC,
i N\, Egn el tridngulo ACD, se
i g tiene AG << AD 4 DC, de
A donde, substituyendo por DC
su igual DO, AC < AD 4

DC' 6 AC < AT

/ 113. Reciproca. — Cuando

i W———"» dos tridngulos tenen dos la-

Fia. 63, dos respeciivamenlte iguales, y

losierceros lados desiguales,

los dngules opuestos & estos lados son desiguales, v a.
menor lado se opene ¢l menor dagulo

(974
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Sean los dos tridngulos ABCy A'B'C' que tienen el
lado AB igual 4 A'B’, BC igual 4 B'C!, y AC menor
que A'C. .

Si se supusiera el &ngulo B igual & B’, los tridngulos
serfan iguales por tener un éngule igual formado por
lados respectivamente iguales, de donde resultaria AC
ignal 4 A'C’, lo quees contra la hipétesis.

Si se supusiera el 4ngulo B mayor que B', se tendria
también, en virtud del teorema directo (ne 1i8), AC >
A'CY, lo que también es contra la hipétesis.

Luego el 4ngulo B es menor que B

3., — TrIANGULOS RECTANGULOS.

Hay dos casos de igualdad de loe Iridnrgulos recidngulos.

120. Primer caso. — Dos tridngulos recidngulos son
iguales cuando Fienen igual la hipolenusa i uno de los dn-
gulos agudas.

Sean los dos iridngules rectiangulos T y T' que tie-

nen la hipotenusa BCigual 4

3 B'C’ y el dngulo agudo G
igual 4 C.
; Coloquemos el primer

= \ tridngulo sobre el segundo,
By de manera que el &ngulo G
A
R

» coincida con su igual C'. La
hipotenusa CB coincide con
gu igual C'B'; el cateto CA

toma la direccién C'A’, y los

\ dos catetos BA y B'A’ son
T perpendiculares bajadas del
™ \ mismo punto B’ sobre la
A ¢> misma recta C’'A’; luego estas

Fia. 54. doslineasseconfunden(n°63)

y los tridngulos son iguales.

124, 3sgundo caso. — Dos iridngulos recldngulos son
iguales cuando lienen igual la hipolenusa y uno de los
cafefos.

Seau los tridngules rectingulos Ty T° que tienen la
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hipotenusa BC igual 4 B'C/, y el cateto AB igual al ca-

teto A'B’.

Coloquemos el primer tridngulo sobre el segundo

de manera que el cateto AB g
coincida con su igual A'B'.
angulos
rectos A y A, el cateto AC

Coincidiendo los

seguird la direccién A'C'. 7

Siendo las hipotenusas BC
y B'C' dos oblicuas iguales A
que parten de un mismo ¢
punto B’, sus pies tienen que [~

.

estar 4 igual distancia del Ty

[o
asi el punto C cae en Cy T \
C

pie de la perpendicular B'A";

los dos tridngulos coinciden {
y por consiguieule son igua- A

les.

Fis. 55.

122. Lugar geométrico. — La biseciriz de un dngulo es
el lugar geoméirico de los punfos equidisiantes de los dos
lados de dicho dngule.

En efecto:

¢ Cualquier punto de la biseclriz de un dngulo estd equi-

A

/N

8/ ¥
‘\\.‘ /'
B

Fic 56

luego DB = DC

\

distanle de los dos lados de esie
dngulo.

Sea D un punto cualquiera {o-
mado sobre la bisectriz del 4n-
gulo A (fig. 56). Las distancias de
este punio 4 los dos lados del
angulo estén determinadas por
las perpendiculares DB y DC (ne
105).

Los tridngulos recléngulos
ADB y ADC sor iguales por te
ner igual Ia hipotenusa AD, y un
dngulo agudo igual en A por ser
la mitad del 4ngulo BAC (n° 120);

_ % Cualquier punio equidistanie de los dos lados de un
angulo perlenece d la biseciriz de esle dngulo,
Porque si el punto D es tal que se lenga DB=DC,
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los trifngulos rectingules ADB y ADC son iguales por
tener igual la hipotenusa AD, y uno de los catetos DB
igual 4 DC (n® 121); luego los d4ngulos en A son iguales,

A y AD es bisectriz del angulo A.

423. Teorema contrario. — Cual-
quier punto lomade fuera de la
biseciriz esid desigualmenie dis-
lanie de log lados del dngulo.

Esto es una comsecuencia ds

£ los teoremas anteriores (n% 121
y 122), pero se puede demostrar
directamente.
Se necesita probar qus EF es
i, 5. menor que EC,
Por ser EF < EB
y EB<ED-+4-DB
é EB <ED 4+ DG
6 por ditimo EB < EC
se tiens EF < EC.

§ IV. — Rectas notables en el plans
de un tridngnle.

1. — Parateras 4 Los LADOS DE UN TRIANGULO

424. Lema. — Dos reclas paralelas comprendidas enlre
olras dos paralelas son iguales.

Sean AB y CD, dos paralelascomprendidas entre otras
dos AC y BD (fig. 58).

Si se traza la recta BC,

A C
T
loséngulos m y n soniguales o
por alternos internos, lo ra
mismo que los dngulos o ¥ 2.7
TR b

r; luego los dos tridngulos
ABCy BCD son iguales por Fi6. 58.

tener un lado igual, BC,

adyacente 4 dngulos respectivamente iguales; por lo
tanto AB = CD, y AC = BD, que es lo que se queria
demaosirar.,
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425, Corolarie. — Dos reclas paralelas esidn en {odos

sus punios d igual distancia;
porqgae las rectas AB y CD
(fig. 59), perpendiculares &
las paralelas AC y BD, son
paralelas é igusles enire sf
(n° 64 y 424).

426. Escolics. — I, V7 lu-
G i8]

A L

B D

Fia. 59.

gar geoméirico de los punios

- sitzados d una distancia de-

i g

fe

rminada de una recia, es el

; conjunio de las dos lineas

g z

Fig. 60.

rectas ABy CD que se
cortan, existen cuailro
puntos E, F, G, H, si-
tzados 4 una distancis
determinada d de estas
dos rectas; estos puntos
son lasintersecciones de
los lugares geométricos
trazados por estas mis-
mas rectas.

A

-,

/O\'?\

Fic. 62.

lela 4 AC.

traradas d uno y oiro lade
paralelamente d la recta da-
da d la dislancia propuesta.

II. Con relacién 4 dos

Fia. 8.

427. Tecrema. — Si por
el punito medio de un lado
de un tridngulo se traza
una paralela altercer lado,
esfa paralela pasa por el
punle medio del segundo
lado y es igual d la milad
del tercero,

Sea el tridngulo ABC.
Por el punto medio M de
AB, tracemos la paralela
MN 4 BC; y MP, para-

Los 4ngulos NAM y PMB son iguales, por tener sus
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lados respectivamente paralelos (n° T7); ¥ los dngulos
AMN y MBP son iguales por el mismo motivo; y como
AM — MB, los tridngulos AMN y MBP son iguales
{n® 114) ; luego, MN = BP, y AN = MP.

Por olra parts, 4 causa de las paralelas comprendi-
das entre paralelas (n° 4124), MN=PCy MP=NG; lue-
go, N es el punto medio de AC, y MN es igual 4 la mitad
de BC.

Corolario. — Uniendo los pantos medios de los lados
de un iridngulo, se forma un nuevo Iridngulo cuyos lados
son paralelos d los lados del tridngulo dado y respectiva-
mente iquales d la mitad de cada uno.

a. — MEDIATRICES DE UN TRIANGULO.

428. Teorema. — Las medialrices de un iridnguio se
corlan en un mismo punlo, que equidista de los Ires vér-
lices del tridngulo.

A Sea el tridingulo ABG, y

los puntes medios D, E, F

- de los lados. Las media-

I A {rices de las rectas AB y BG
\\Né\\ se cortan en un punto O (n°

’%' e, 71). Este punto equidista

g : & % de Ay B, porque pertenece
4 la mediatriz DO (n° 107);

Fia. 8. equidista también de B yC,

j por pertenecerd lamediatriz
EO; luego AD=0B=0C, y AO=0C; el punto O
equidista de Ay de C, y pertenece & la mediatriz FO
{n® 108).

3. — ALTURAS DE UN TRIANGULO,

129. Teorema. — Las Ires alturas de un fridngulo sé
coricn en un mismo punlo.

Sea el tridingulo ABC. Por cada véruce tracemos
una paralela al lado opuesio. Estas tres rectas deter-
minan un trizngulo A'B'LC’cuyos lados son paralelos 4
los lados del triangule dado. Por oira parte, A es el
punto medio de B'C', en efecto, C’'A == BC, por ser para-
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lelas comprendidas entre paralelas (n® 124): AB' = BC
por el mismo molivo ;

P i A
por consiguiente AC' = ¢ T 3
AB’. Del mismo modo se \"\\ /J
ve que By C son los N gy
puntos ‘medios de ¢’ A’ y \////T e !

de A'B’. Luego, las al- LA <
turas del tridngulo ABC \\
son las mediatrices del SN/
tridngulo A'B'C'y se cor- A
tan en un mismo punto Fio. 64.
{n° 128).

Este punto se llama el crisceatrs del tridngulo ABC

+ — Mepiaras pe vN TRUdNGULO.

130. — Teorema. Les medianas de un Iridngulo se
cortan en un mismo punio, siluado d los 2/3 de cada una
d partir del vértice.

Sean BE y CD dos medianas del tridngule ABC; la

< BC =
recia DE es paralela & BC e igual 4 5 (n° 127).

Tomando los puntos medios M y N de los lados BO y
COdeltriangulo BOC,MN
es paralela 4 BC é igual 4
%C- (n® £27}. Los 4ngulos
My E son iguales, por
ser alternos-internos, y
los dngulos N v D son
iguales por el misme
motivo; luego, los tridn-
gulos OMN y OED son
iguales por tenerun la-
do igual adyacente 4 dos
dngulos respeclivaments iguales (n® 114); y OM =
OE = %E

Podriamos dar la misma demostracién por la media-
na CD; luego, la mediana BE estd cortada en O por las
otras dos, y las tres mediapss se rortan en un mismo
punto.

Fia. 85.
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5. — BISECTRICES DE UN TRIANGULO.
42f. Teorema. — Las bisecirices de un tridngoio se
corlan en un misimo punto, que equidista de los 3 lados.
A Sea el tridngulo ABC.
Las bisectrices de los 4n-
gulos B y C se cortan en
\l un punio I, que equidista
< de les lados AB y BC,
%ﬂ\\ por perienecer 4 la bi-
. scctriz del Angulo B, y de
B .- € los lados AC y CB, por
pertenecer & la bisectriz
T del 4ngulo C(n® 122, 1°).

Luego, este punto equi-
dista de los lados AB y AC, y pertenece 4 la bisectriz
del dngulo A (n° 122, 2°). Luego, las tres biscctrices se
cortan en un mismo punto.

CAPITULO IiI

CUADRILATEROS

§ . — Definiciones.

432. Definiciones. — Se llama poligeno la figura plana
limitada por lineas reclas, que se llaman lados del poli-
gono.

El iridngulo es el més sencillo de los poligonos.

Se llama diagonal de un poligono, la recta que une
dos vértices no conseculivos.

Perimetro de un pollgono ¢s la suma de sus lados.

133. Coadriléteros. — Un poligene de 4 lados se llama
cnadrilitero.

Paralelogramo es un cuadrildiero cuyos lados opuestos
son paralelos. Figura A.
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Roctingnlo es un cuadrildlero cuyos cualro dngulos
scn recios (n° 1), Figura B,

Rombo es un cuadrildiero que tiene todos sus lados
iguates. Figura C.

Cuadrado es un ceadrildlero que tiene sus iados y sus
dngulos iguales.— Es 4 la vez cuadrildtero regular,
rombo y rscténgulo. Figura D.

Trapecio es un cuadrildiere que liene dos lados pa-
relelos. Estos dos lados se llaman bases. Figura E.

Trapecio rectdngulo es el que fene dos dngulos reclos,
Figura F.

Trapecio isdsceles ¢ simétirico es aquet cuyos lados no
paralelos son iguales. Figura G.

Yy N

2

§ II. — Paralelogramos.

434, Teorema, — Los lades opuesios de un paralelo-
gramo son iguales, lo
mismo que los dngu- D 2
los epuesios. /f;ng

Sea el paralelogra- .
mo ABCD. Tiremos / N
la diagonal BD; los / S i
dngulos m y m' sen [ # LN
iguales, lo mismo que *
n y »/, por alternos-
internos; como los
dos trigngulos ABD y BOD son iguales por tener un lado
igual BD adyacentied dos éx}gula,s respectivamenteigua-

G

-

Fis. 69.
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les (n° 114), los lados AB y CD, opuestos 4 los dngulos
iguales m y m', son iguales, lo mismo que AD=BC.

Adem4s, los angulos A y G son iguales por estar
opuestos al lado comin BD,y el 4ngulo total B es
igual al 4ngulo total D.

13% Obeervacidn. — La suma de los 4 édngulos es
igual & 4 reclos, porque es la suma de les dngulos
de los dos tridangulos ABD y BCD.

136. Teorema. — EI cuadrildtero quc liene sus ladog
opuestos iquales ¢s un paralelograme.

_ & Sea el cuadrilitero

' ABCD, en el que se

/ tiene AB = CD y AD

g =DBC.
. Tirando la diago-
L nal BD, se tienen dos
triangulosABD y BCD
iguales por tener sus
ladosrespectivamente

iguales (n° 116); luego el dngulo m del uno es igual
al m' del olro, y las rectas AD y BC son paralelas,
pceque forman con la secante BD dngulos alter-
nos-internos iguales; del mismo modo los éngulos n y
n' son iguales, y las rectas AB y CD que forman
estos angulos son paralelas (n°® 73).

Por lo tanto el cuadrilitero ABCD es un paralelo-
gramo (n® 133).

137. Teorema. — Todo cuadrildlero que tiene sus dn-

gulos opueslos iguales o c
es un paralelogramo. 4}{ i
Sea el cuadrildtero /

ABCD, en el que se /
tiene A=Cy B=D.

La suma de estos ,/ ol
cuatro dngulos puede & B
representarse ‘por Fie. T.

2A + 2B, y por ser
esta suma igual a cuatro angulos rectos (n° 135). =a

tiene :
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2 A4 2 B=4%rectos
de donde A+ B=2rectos

Inego las rectas AD y BC son paralelas, por formar
con AB dngulos interiores suplementarios de un mis-
mo lado (n® 75).

Se puede escribir igualmente:

2A4+2D=4%rectos
de donde A~ D=2 rectos

por lo tanto las rectas AB y CD son paralelas, v el cua-
drildtero ABCD es un paralelogramo.

138. Escolio. — El recldngnlo, el rombo y el cuadrado
son paralelogramos, porque el rectingulo tiene sus 4n-
gulos opuestos iguales, el rombo tiene sus lados opues-
tos iguales,y el cuadrado reune las dos condiciones
(n° 133).

139. Tecrema. — Todo cuadrildiero que tiene dos la-
dos iguales y paralelos es un paralelogramo.

Sea el cuadvilitero ABCD, que tzne los lados AR y
CD iguales y parale-
los. 3] ; c

8i se (raza la dia- pead 7
gonal BD, los dngulos d N /
n 'y n' son iguales por A e 7/
alternos-internos, y  / o
los dos tridngulos frm vommmp . E 3

ABD y BCD son igua- +<2-
les por tener un dn-
gulo igual (n, n') for-
mado por lados respectivamente iguales (n°® 413) ;como
los angulos m y m’ opuestos 4 los lados iguales AB y
CD son iguales, las rectas AD y BC que forman estos
dngulos son paralelas (n° 73), y la figura ABCD es un
paralelogramo,

440. Teorema. — Las diagonales de un paralelogramo
se cortan por la mifad.

Sea ABCD un parslelogramo cualquiera, y sean AC
¥ BD sus diagonales.

En los trifngulos OAR v OCD, los lados AB y CD scn
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iguales par ser lados opuestos de un paralelograme
los Angulos OAB y OCD son iguales por alternos-inter-
e o ;o DOS, lo mismo que los

B .*  4éngulos OBA y ODC.

Luego estos tridn-
o gulos gon iguales por

v tener un lado igual

\ s adyacente & dos éngu-

A - ; 5 los raspeclivamente

Fig. 7. igusles ; por consls

guiente, el lado OA

del uno es igual al lade UC del sire y OB del primero

es igual a OD del segundo, por lo tanto el punto O es
el punto medio de cada una de las dos diagoenales,

441. Teorema. — Todo cuadriiifero cuyas diagonales
se¢ corian por la milad es un paralelogramo.

Sea ABCD un cua-
drilatero cuyas dia- L

C
gonales AC y BD se /Fﬁ\ ///
cortan por la mitad. £y,

Los tridngules s

opuestos AOB y COD ;T \’\,,r

son iguales por tener

un angulo igual en ¢

formado por lades

respectivamernteigua-

les ; luego el dngule m del eno es igual al 4ngulo m’ del

otro, y las rectas AB y CD que forman estos 4ngulos

aliernos-internos iguales, son paralelas (n® 73).
Igualmente el tridngulo

D AOD es igual & COB, el 4n-

gulo nigual 4 n', v las rec-

o tas AD y CG son paralelas.
|

Fie. Ta

A +¢ Luegoelcuadrilitero ABCD
3 l / . es un paralelogramo.

\|/“ 132. Escolios. —1. Las dia-

B gonales de un rombo se cor-

FiG. 5. ten en dngulo reclo. — En

efecte, siendo el rombo
ABCD nn parzlelogramo, el punio O eg 1a mitad delas
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dos diagonales, y los tridngulos DOA yDOCson iguales
por tener sus tres lados respectivamente iguales; como
sus angulos en O son igua-

es por estar opuestos i la- ® i
dos iguales DA y DC, estos A} \~ //
&ngulos serdn rectos(no69). : /5\

I. Las diagonales de un § -
rectdngulo son iguales. — En e.>“'/'“’ ——->’SC

efecto, en los tridngulos

cectdngulos ABC y BCD, Fie. 78,
los dngulos rectos B yCes-

. tan formados por lados respecti
,7?5 vamente iguales, luego son igua-
/ ! les, y sus hipotenusas AC y BD
g ; 8on iguales.

\\ P Li1. En un cuadrado, las diago-
J

{ nales son iguales, y se corlan por
i la milad y en dngulo recio ; por-
AIL\._Ag que el cuadrado es 4 la vez un

Fra. 17. recténgulo y un rombo,

§ II. — Trapecio.

143. Teorema. — La reciqg que une los punfos medios
de los lados no paralelos de un irapecio es paralela d lgs
bases éigual d la semisuma de las mismas.

Sea el trapecio ABCD. Tracewnos la diagonal BD, y
por el punto me-

dio E dellado AD, 2 g
tracemos la recta §Dx Ny, #
EGF paralela 4 las == o
bases. £ \

Siendo paralela &, .- .
al lado AB del Fia. 78,
tridngulo ABD, es-
la recta pasard por el punto medio Gdel lado DB (n°127);
por serlo al lado DC del tridngulo BDC, pasar4 por el
punto medio F del lado BC. Por lo tanto, se confun-
dird con la recta que une los puntos medios de los lados
AD y CB.
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En los tridngulos ADB y DCB, tenemos :

AB DG

gumando ordenadamente :

EG-]—GF:A—‘B—:;;EE
6 EF:L@%‘—DE.

La recta EF se llamala bass media.

§IV. — Casos de igualdad de los
paralelogramos.

444. Un paralelogramo pueile considerarse como for-
mado por el conjunto de dos triangulos; luego tendre-
mos los mismos casos de igualdad que en los triangu-

los.
§45. Primer ¢aso. — Dos paralelogramos son iguales

cuando fienen una diagonal igual g que ferma con los
lados dngulos respeclivamente igucles.

Fia. T8,

Sean los paralelogramos ABCD y AB'C'D', tales que
AC=AC,ya=¢, = .

El triangulo ABC es igual al tridingulo ABC (n®114);
cuando estos dos tridngulos coinciden, las rectas CD y
CD’ coinciden también, porque son dos parajelas & la
vecta AB, trazadas del mismo punto G (B §8); AD yAD'
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coinciden por el mismo motivo; los dos paralelogramos
coinciden y son iguales.

448, Begundo caso. — Dos paralelogramos son iguales,
cuandy lienen un dngulo igual, formado por dos lados
~especlivamente iguales,

Sean los paralelogramos ABCD y A'B'C'D (fig. 79,
en los cuales AB=A'B’, BC=B'C/, y los 4ngulos By
B'son iguales.

Los tridngules ABC y A'B'C’ son iguales (n° 113) y he-
mos visto, en &l caso anterior, que, cuando estos iridn-
gulos son igusles, los paralelogramoes también sen
iguales.

{47. Tercer caso. — Dos paralelogramos son iguales
cuando tienen los dos lados respeciivamenie iguales, y
una diagonal igual.

Sean los paralelogramos ABCD y A'B'C'D’ (fig. 79) en
los cuales AB=A'B, BC=B'C'; AC=A'C". Los tridn-
gulas ABCy A'B'CY son iguales (n° 116) ; y segtin lo que
hemos visto en el primer caso, los paralelogramos tam-
bién son iguales.

CAPITULO IV

POLICONOS CUALESQUIERA

§I. — Definiciones.

148 =i poligono de 8 lados se Ilama pentédgone.

— 6 — exdgono.

-~ 7 — eptdgono.

— 8 —_ octdgono.

= 9 - enedgons.
— 10 — decégono.
- 11 — endecdgono.
- 12 = dodecdgona.

= 18 - pentedecdgono,

&
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Los demé4s polizonos no han recibido nombre parti-
cular ; se dice: poligono de 14 lados, de 20 lados, ete.

149, Poligono convexo es aguel cuyo conforno ¢ peri-
meiro no puede ser corlado en mds de dos punios por una
linea recla.

El poligono no convexo (fig. 80) tiene 4ngulos mayo-

\ .. res que dos dngulos rec-

/ *  fos. Estos éngulos se lla-

/ y i man dagulos entranies. .

// r@ : n poligono es eguidn-
B¢ ¢ gule cuando fodos sus dn-
. gulos son ignales, y equila-
A tero cuande todos sus lados

y son iguales.
G 0S¢ llama poligono regular
Fia, 80. el que tiene todos sus lados

y sus dngulos iguales.

E}n poligono regular es & ia vez eguildtero y equién-
gulo.

Dios poligonos son egnidngulos entre si cuando lienen
sus dngulos respeclivamenieiguales ; squildteros entre si,
cuando fienen sus lados respectivamenie iguales.

Se llama 4ngulo exterior de un pollgono el dngulo for-
mado por un lado caalquiera, y la prolongacidn del lade
adyacenle.

§ II. — Relaciones entre los dangules.

450. Teorema. — La suma de los dngulos infernos de
un poligono cuaiguiera es B
igual diantas veces dos rec-
fos como lados tiene el poli-
gono menog dos.

Sea ABCDE un peligono
cualquiera. Sise une el vér-
tice A con los vértices no LN
adyacentes por medio de ias e R
diagonales AG v AD, cada 3.\5\ P /
jado del poligono sirve de i %, /
hase & un tridngulo, con Figoun G
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excepcién de loa dos lados que forman el dngulo A.

Estando formados todos los dngulos de estos iridn-
gnlos porlos dngulos del poligono, la suma de estos lii-
mos angulos es igual 4 tanias veces dos rectos como
Iridangulos hey ; es decir, & tantas veces dos rectos como
iados tiene el poligonc menos dos.

154, Escolio. — Si se representa por 2 el niimero de
lados de un poligenoe. el nimere de tridngulos formados
por las diagonales que parten de un mismo vértice sers
n— 2, y la suma de los dngulos serd (n — 2) > 2 recios
6 ¢nr—4r.

Si el poligenoc es reguler, cada uno de los dngulos es
ignal 4 i

n—88r Snr—4
BoBmAr, Toar_tr
n n n
182. Teorema. — La suma de los dngulos exiernos

de un poligonoe caual-

quiera es igual d cuairo L
dngulos reclos. . 3 2
gﬁn efecto, siendo n ~ GiA ,’\/
el nimero de lados, la : r/}_/
suma de todos los én- 7
gulos, tanto internos
come externos,es ignal
& n veces 2 rectos ; se ' Fie. 82.
tendrd pues, tomando
el dngulo recto como unidad:
Suma de todos los dngulos: 2 a.
Suma de los dngulos Internos (n° 180): 2 n— 4.
Diferencia, para les dngulos externos : 4 adngulos
recios.

g

B Cl
o

§ I1I. — Relaciones entre Ios lados.

483, Teorema. — Lada lado de un poligono es meno!
gue la suma de ing demds.

Sea un poligone ABCDE. Trazando las diagonales
podemos eseribir {no 410%) ¢
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. D AB < BC 4 AC

BN AC<<AD--CD

A o AD < DE-+EA
/;’ “.\_ . ¥y sumando ardenada-

e o
R AB < BC -+ CD+ DE &
e EA.

B Bt 454, Teorema. — Toda

linea poligonal convexa es
menor que cualguier cira linea envolvenic que liene los

mismos exiremaos. a

Sea ABCD una linea e )
sonvexaenvueltaporotira g -G
AEFD.ProlonguemosAB # e \f
y BC. _-'::’_,,:f'"'“wfn\- i J{

Tenemos : a . f

AB - BG < AE+EG “\;d

{n® 102) b
BC -+ CH << BG4 GF + Fic. 84. N
FII (n- 453)
CD<CH-+HD

y sumando ordenadamentie:

AB -+ BC + CD < AE + EF + FD.

§ IV. — Igmaldad de los poligonos.

i55. Teorema. — Dos poligenos son iguales cuando
tienen sus lados y sus dngulos respectivamenie iguales.

En efecto, en este caso, los dos poligonos pueden
coineidir. Esfacil averiguario, transportando el primero
sobre el segundo de modo que el dngulo EAB coincida
con E'A'B’ (fig. 85); se ve gne los varics angulos y lados
del primero coinciden con sus correspondientes del
segundo.

i56. Teorsma. — Dos pollgones iguales pueden descomn-
ponerse en un mismo ndmere de iridngules respeciive.
menle ignales ¥ dispuestos dsl mismo modo.
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En efecto, siendo iguales los poligones, pueden coin-
cidir. Cuando coincidan, podremos trazar las lineas de
divisién simulidneamente en ambos poligonos. Los
tridngulos ABC A'B'C/, etec., resulian evidentemente
iguales.

ff' " -,

/ o
A-,—,:‘_‘_'f_"_,_,_,_, ..A_,;/,ft .
T

£57. Recipreca. — 8i dos poligonos pueden descompo-
nerse en un mismo mimero de tridngules respectivamente
iguales, y dispuesios del mismo mode, son iguales.

En efecto, pueden coineidir los tridngulos, y por con-
siguiente los poligones.

LIBRO II

CIRCUNFERENCIA

CAPITULO 1

CIRCUNFERENCIA, CENTRO, DIAMETRO

458. Definiciones. — Gircunferencia es una curva plana
y cerrada cuyos punios fodos estdn equidisiantes de ofrs
punio inlerior llamedo centro.

Se llama radic la recia gue une el ceniro con un punic
eualguiera de la cireunferencia. - Bimmpre Cl..
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Girculo es la superficie plana limitada por la circunte
rencia.

~_ 159. simetiia con rela-
! o cidn 2l gentro, — EI cen-
: Y

5 % iro de la circanferencia

% es un cenire de simelric
,’ : \‘ de la curea,
A ! =1

|

'

/

23 En efecto, sea una cir
i cunferencia de cenire O
1 (fg. 85): 8l el punio A

\ JL perienece 4 la circunfe-
G i 5 AR rencia, gu simétrico B
: * pertenece también & la
eurva, porque OA =GB,
Fio. 85. por ser radios de la mis-
ma cireunferencia.

160. Didmetro. — Didmelro de una ecircunferencia es
una recla del plano de la circunferencia que pasa por el
centro.

Lldmase también didmetro la parie de esiq recia com-
prendida dentro de la circunferencia (v, gr.: AB, fig.
86). En este sentido, todos los didmetros son iguales y
valen dos radios.

161. Simetria con relacién 4 los difmetros. — Todo did-
melro de una circunferencia
es un eje de simeiria de la
carva.

Sea el aidmetro AAS, ¥y
dos puntos M y M de la
circunferencia gue perte- |
necen 4 una perpendicular
4 AA

Estes puntos son simétri-
cos con relacién 4 AA’; en
efecto, O3 y OM' son igus-
lgs, por ger radios ds la Fra. 87
misma circanferencia, y LN
las distancias PM y PR’ son ignales {(n° 103).

i89. Tearema. — Todo didmeira divide lu circunferen
cia 5 ef circulc en dos parles igeales.
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En efecto, las dos partes se pueden sobrepouer, por
ger simdtricas, tanto con relacidn al didmetro come con
relacidn al centro.

i63. Circunferenclas iguales. — Una circunferencia
estd determinada cuando se conoce su centro, su ra-
dio y su plano.

De esto se sigue que dos circunferencias que tienen
el mismo radio son igualesy coinciden, cuando se so-
brepone sus planes y sus centros.

CAPITULO I

. ARCOS

§1. — Medida de los arcos.

484, Definicién. — Areo de circulo es una parfe de la
circunferencia comprendida erire dos punfos de esia
curva, que se llaman [os exlremos del arco.

168, Igualdad. — Dos arces que Henen el mismo radio
son iguales cuando pusden sobreponerse.

i66. Adicién. — Sumar dos arcos del mismo radio, es
eolocarios sobre una misma circunferencia, de una y ofra
parie de un exiremo comin. La suma es ¢l arco compren-
dido enire los exiremos no comunes.

167. Divisibilidad. — Todo arco puede dividirse en un
niimero cualquiera de paries iguales.

168. Medida de les arces. — La medida de un arco es
la razdn que liene con un arco del mismo radio, escogido
como unidad.

La anidad usual es el grada, 6 3‘%"0' de la circunferen-

cia. Cada grado se divide en 60 winutos, y eada minute
en G0 segundss.
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A veces se emplea como unidad ia cuarta parie de la
circunferencia, lamada cuadrante, y que vale 90 grados.

La divisién centesimal, de la cual hemos hablado
acerca de los dngules {n® 49), sc emplea & veces también
para los arcos.

§ II. — Correspondencia entre los arcos y los
angulos en el eeniro.

168, Definicién. — Angalo en el centro es ef dngulo for-
mado por dos radios.

Todo &ngelo en el centro intercepta un arco defer-
minado, y reciprocamente.

170. Teorema. — En un mismo circulo d en circuios
iguales : ’

10 Dos drgules en ¢l ceriro iguaies inlerceplan arcos
iguales;

& EI mayor dngulc en el ceniro intercepia el mayor
arce.

4° Sea el Angule ABC igual 4 DEF. Se puede soure-

s i

poner ios dos circulos de manera que el radio BA se
aplique sohre ED; el dngule ABC se aplica sobre su
igual DEF, v el arco AC se ronfunde con DF, luego es-
tos arcos son iguales,
20 Seael éngule ABC menor que DEfG.
Consideremos un angzulo DEF igual al dngulo ABC,
de donde resulia el areo DF igusl 8 AC {ne 476, 1%,
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perc el arco DF ne es més que una parte de DFG, en
censectencia el arco DG es mayor que el arco AC.

474, Teorema. — En un mizmo circulo ¢ en circulos
‘quales :

1° A arcos iguales corresponden dngulos en el cenirg
inuales ;

2° Al mayer arco eorresponde el mayor dngulo.

Fia. 5.

i* Sea el arco ACigual & DF. De donde resulia que
el dngulo ABC es igual 4 DEF, porque si estos 4ngu-
los fueran desiguales, los arcos intsrcepindos lo serian
también (n® 170, 2°);

2° Sea el arco AC menor que DG. Ds donde resulls
que el dngulo ABC también es menar que DEG; por-
que si estos dngulos fueran iguales, los arcos intercep
tados también lo serian (n° 170, 10} ; y si el 4ngulo ABRC
fuera mayor 7
que DEG, el ar-
coAUseria tam- i
bidn mayor que ! \
DG, lo que es
contrario & la
hipétesis.

172, Teorema. /
— Doas angulos
cualesquierason Fia, 80

entresi como los

arcos comprendidos ealre sus lados, iy descrilos dosde sux
nériices con vr mismo radio.
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Sean A y B dos 4ngulos cualesquiera, CD y EF los
arcos comprendides entre sus lados. Vamos § demos-
trar que se tiene:

dngulo A arce CD
dugulo BT arco EF’

i® Admitamos que :05 arces CD y EF tengan una me-
dida comin, que esté contenida, por ejemplo, 3 veces
en CD, v 5 veces en EF ; estos arcos son entre sf come
los mimeros 3 y 5, y tenemos:

arco CD 3
arco BF  §°

Unamos los centros A y B con los puntos de divisién
de los dos arces; siendo iguales los arces parciales,
determinan en los ceniros angulos iguales (n® 170} ; el
angulo A contiene 3 de estos dnguloes igualss, y el 4n-
gulo B contiene 5 ; por tanto tenemos ;

éngulo £
é’;g?_uﬁg_%: -; de donde se deduce

dngulo A _ arco CD
angulo B~ arco EF"

2° Si los arcos no tienen ninguna medida comin,
= se lleva el dngulo me-
P nor DOE sobre ¢l ma-
ThN yor DOF, y se supone
P el arco DF dividido en
g un nimero cualquiera =
s : % de parles iguales. El
i punic E <o encuentrs
nd ; . entre dos puntos de di-
- } ¥ visién, por ejemplo en-
T | AT tre el m°y el punio si-

: guiente, marcado m

Fra. 91. +1.

En consecuencia:

.

m<arco DE m--4
2 Tarce DF n
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5i s8 une cada punte de divisién con el punto O, el

ngulo DOF gqueda dividide en n paries iguales, y el

1t ulc- DOE es mayer que m de estos anguloa par-

;alesv menor que m +1 de estos mismos dnguios.
dnguic DOE _m+1

<énﬂulo LoF - & °

- m
£n gmbos cases, las razones extremas ey
£

&
in
€

Luego:
m -1
n

é

i

i
= —-+ - difieren de - i por consiguiente si se divide

DF sn un gran ndmero de partes igusies, la diferencia -

pudiendo llegar & ser tan peguefia como se quiera,
tiende hacia cero;y en todos casos se tiene la propor-
cién

dngulo DOE __ arco DE

angulo DOF ™ arce DF’

478. lorclaries. — Uu dngulo cualguiera es al dugulo
reclo cemo el arco comprendido enlre los lados de este
dngulo es al cuadranle.

Del mismo modo: Un dngulo cualquiera es al dngulo
de un grade como el arco comprendido enire los lados de
este dngulo s al arco de un grado.

En otros términes: La relacidn de ur dngulo cual-
guiera al dngulo unidad es la misma que la relacidn del
arco comprendido al arco unidad !

dngulo CAD __ arco CD angulo CAD
dngulo unidad ™ arco unidad 1
arco CD
—_— ‘__"""{—_l

Lo que se sxpresa ordinariamente como sigue :

Un dngulo cualguiere liene por medida el arco com-
prendido enire sus lados, y descrifo desde su vértice con
up radio arbitrario.

§ Iil. — Correspondencia enire los arcos
y sus cusrdas.

474. Definiciones. — Cuerda es una recia gue une dos pun-
tos cualesquiera de la circun/e sncia. —Tal oz AB (6g.92).
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Se dice que la enerda subtiende el arco gue termina
en los exiremos de dicha cuerda. En realidad, una
cuerda DF cerresponde a dos arcos DEF y DCY; pero,
salvo indicacién contraria, cnando se habla del arco
sublendide por una cuerda dada, no ge quiere designar
mis que el menor de los dos arcos, y )

Segmento circular es lo superficie comprendida enire
b areo y la cuerda que la subliends. — Bsryrio : DFE

175 ‘Teorema. — EI diameirs es la mayor cucrda de
sirculo. ‘ .
En efecto, el didmetro COD es ignal & !a sum

=
<9
[+

Fia. 89. Fre. 92.

des iados OA y OB, en &l tridngule OAB; pero lasuma
OA - 0B es mayor que el tercer lado AB; luego
CD > AB.

MR

N .

// / % 176. Teorema. — En un mis
e '.“

s ma circulo, ¢ en circulos igua-

Y les:

{ 1° Dos arces iguales eslin
|

/

’i'

sublendidos por cuerdasiquales;

2° El mayor arco esid sublen-
dido porla mayor cuerda,

1° Sean AMB y CND, dos
arcos iguales; tracemos les ra-
dios OA, OB, 0C, OD.

Siendo iguales dos arces
AMB v CND, los édngulos en
el centro AOB y COD lo son también in® 174); luego los
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fridngulos AGB y COU son iguales per tener un dngule
igual en O, formade por lados ignales, luege AB es

igual 4 CD. e

9¢ Sea el arco 'AMB ma- _*j’f-/"' ¥
yor que CND; lracemos los A \Q
radios OQA, OB, OC, 0D. ; e

Puesto que el areo AMB
es mayor gue CND, el 4n- S
gulo cn el centro AQB tam- R f
bién es mayor que COD
(n® 171); asi es que los dos
{ridngulos AOB y COD tie-
nen dos lados respectiva-
mente iguoales, y el angulo
comprendido AGB mayor
que COD; por consigiiente,
el tercer lade AB es mayor que CD (n°® 118).

477. Teorama. — Er uzn misme circulo, 3 en circulos
iguales :

1° Dos cuerdas iguales sublicnden arcos iguales ;

9 La cuerda mayor subliende el arco mayor.

4° En el caso de que las cuerdas sean iguales, no se
podria suponer la desigualdad de los arcos, pueste
que esta hipétesis traeria consigo la desigualdad de
las cuerdas {n°® 4176, 2°).

2¢ Considersmos unu cuerda mayeor. Si los arcos
fueran iguales, las cuerdas también lo serian, y si el
primer arco fuera menor gue el segundo, la primera
cuerda serfa menor que la segunds, lo que es con-
trario 4 la hipdtesis.

478, Observasifin. — En todas estas relaciones, es
precise ne considerar mds gue arcos mencres que la
semicircunferencia, Cuando un arco excede de la semi-
cirennferensia, su cuerda dieminuye a! aumentar ol
arco.
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CAPITULO HiI

POBICIQNES RELATIVAS DE UNA GIRCUNFERENGIZ
Y DE UN PUNTO

173. Interior y exterior d& mna gircanferencia. —
Un punto del piano de una circunferencia es interior
d ella cuando su distancia al cenire es menor gue el
radio ; el punlo es esterier d la circunferencia cuando
su distancia al cenire es mayor gue el radio.

480. Distancia ¢s un punto & Ia circunferencia. — La
disfancia de un punlo & una circunferencia es la menor
disiancia que se pueda énconlrar enire este punio y un
punlo de ia circunferencia. El Teorema siguiente da el
medio de encentrarla.

K i34, Tenrema. — La menor

l\ disiancia de un punfo d¢ una
/r&—i-\q cireunferencia es la parfe del
/,/’" L/~ radio, ¢ del radio prolongado,

i «  comprendida eatre dicho punfo
i "y la circunferencia,

: i 1° Sean A un punto interior,
. OB el radic trazado por este
! punte, vy AC una recta trazada
; desde este mismo punto 4 un
~  punlo cualquiera de la cireun-

~ # ferencis.
R -l Trazando el radio 0OC, se
tisne :
Fia. 98. OC < 0A+AC
6 OA + AB < OA +AC
de donde, restando CA . AB < AC

2 Sean A’ un punto exterior, OA’ Ia recta que une
este punto con el centro, y A'C’ una recta trazada desde
este mismo punio 4 un punto cualquiera de la cir-
cunferencia,

Trazando el radio QC', se tiene :

AB 4+BO<ATCTLCD
de donde, restando OB v OO : AR < AT
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482, Corolarigs, — 1° La recta AB (fig. 96) es la ver-

dadera distancia del punio A
4 la cirecunferencia; del mis-
mo modo que A'B’ esla ver-
dadera distancia de A'.

20 El lugar geoméirico de
los punios siluados & una dis-
fancia dada a de una circun-
ferencia de radio r, se com-
pone de otras dos circunfe-
recias coneéntricas 4 la pri-
mera, y que tienen por ra-

dios,una r+a,y la otrar —a.

CAPITULO IV

POSIGIONES RELATIVAS DE UNA CGIRCUNFEREBNCIA
YDE UNA RECTA

§ . — Teoremas generales,

483, Taorema, — Una linea recia no puede focar dla

f\\

/.\

\ T

ot

‘\_J/

Fia. 98

circanferencia en mds dez dos
punias,

La recta AB toez & la cir-
cunferencia en A y en B. Si se
supusiera que un tercer punto
C pudiera pertenecer 4 la cir-
cunferencia y & la recta, se po-
dria bajar, desde el punto O
& la mismarecta AB, tres rec-
tas iguales, lo que es impeo-
sible (n® 103, 57},

184. Govolario. — La cireunferencia es una linsa curva;
no es recia en npinguna perie, porque no puede fener
més de des punifos que pericnezcan & la misma recig.
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185, Teorema. — Una recle encuenire una circunfe
rencia en dos punlos, si su disfancia al centro es menor
aue el radio; en un punlo, 8i esta distancia es igual al

- /__.-'_“'-\
e A / \
y Y /
.'/ \ / o 1
a’ 0 E 7 |
!'\ 7 ‘{\\‘\ \
\ . ! e . \ :
< A_\ P /8 v \ o
o X P 3
Fic. 99. ) Fre. 100,

radio; en ninguno, si estadis
lancia es mayor que el radio.

Sea una recta XY y una
circunferencia O de radio R.
Del centro O bajemes la
perpendicular OP,

1° 8i OP <R, existen so-
bre XY dos puntos A y B,
fales que 0A = OB = R.
Estos puntos perienecen 3
la circunferenecia,
% 9] % 2¢ 8i OP =R, el punto P
pertenece 4 la circunferen-
cia; los demds puntos de XY
distan mds de O y son ex-
teriores 4 la circunferencia.

3° 5i OP >> R, el punto P es exterior 4 la circunfe-
rencia, y € forfiori los demds puntos de XY.

Fie. {84,

g8 1i. — Secantes,

486, Delinicin. — Una secante es una recla que
coria la circunferencia en des punlos.

El Teorema anterior di6 4 conocer la existencia da
eslas rectas.
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187. Teorema. -— En un mismo circulo, d en circuios
wjuales :

1° Dos cuerdas iguales esfdn igualmenie disianfes del
ceniro ;

2° La cuerda mayor estd mds cerca del ceniro.

1° Sean AB y CD dos cuerdas iguales, OE y OF lasg
perpendiculares que repre-
sentan las distancias de es-
tas cuerdas al centro. P

Si se supene que el arce i
CD se mueve sobre la cir- i
cunferencia hasta que coin- k

i

cida con el arco BA, las

A

I
cuerdas CD y BA coinciden C\ /
también, y OF y OE son \\
dos perpendiculares baja- \
das de un mismo punto &
una misma recta; luego Fs. 102,
coinciden y son iguales.

M o 2¢ Sea la cuerda AB me-
/’ il nor que CD, y sean OF y OG
2 las distancias de eslas cuer-

5 das al centro O.
: El arco AMB es menor
que CND (n® £77); luego si
se leva el primer sreo sobre
CNE, la cuerda CE, igual §
AB, se encontrard en el seg-
mento CND; pero la per-
pendicular OG es menor
que la oblicua OI ; luego,
con mas razén, OG es me-

nor que OH 6 que su igual GF. '

188. Recipreca. — 1° Dos cuerdas equidisianies del
centro son iguales; porque si fueran desiguales, sus
distancias al centro también serfan desiguales.

2 La cuerda mds cercana del centro es la magor ;
porque si las cuerdas fueran iguales, estarfan equidis-
lantes del centro; y si la primera euerda fuera menor
que la segunda, su distaneia al centro serfa mavor, lo
que es conirario 4 la bipdtesis

Bl
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§ Ill. — Tangentes.

183. Definiciones, — Se lama tangente ura recla in-
definida que no iiene mds que un punio comsn con la
e circunferencia. Eslte punto
eomidn se llama punfo de

cerlacto.

Cuando una recta es tan-
gente & una circunferencia,
la circunierencia es igual-
mente tangente 4 Ia recta.

La tangente dehe consi-
derarse como el limite de
las posiciones que tomauna
secante CD que gira al re-
: dedor del punte G, tendien-
A do el segundo punto de in-

a i § terseccién & confundirse
b con el primero.

Recta normal en un puni

: G de una curva es la perpendi-
cular d la tangenie frazad

@ por esle mismo punio.

$30. Teorema. — Toda recig perpendicelar d la exire-
midad de un radio es tan- =
geale & la circunferencia, il e

Sea la recta AB perpen- v b
dicular 4 la extremidad del ¢ \
radio OC. F’

El radio OC es &l misme |
tiempo perpendicular § A3, k\
y cualquiera ofra reeta 0D LY
28 ohlicua, por consiguients
mayor que el radio OC, y sl
punte D queda fuera del
efrenlo. Asi es que la recta Fre. 103
AB no tiene mis que el
punte C comiin con la circunferencia.

s =g

o

1

¢

i

\

\
Ul"
L

/

£81. Reciprose. — La recia fangenie d una circunferen-
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cia es perpendicular al radio que fermina en el punio de
contacio.
Sea OC el radic trazado en el punio de contactn de 1s

tangentie AB.
Estando fuera del cir- ,/’,—b\
culo todos los puntos de \

AB, con excepcidn de C, 7
OC es la linea més corta f
que se puede frazar des-
de el punio O 4 la recta i‘g
AE. N

Por tanio OC es per- \
pendicular 4 AB, y reei-
procamente AB es per-
pendicular & OC. Fiz. 105,

483. Gerelarics. — 1° En fodo punio de la circunferen-
cig, se le puede trazer una tangente, y sélo una ;

4 La perpendicular bajada del cenlro sobre la tangenle
pase per el punio de conlacle ;

3° Todos los punfos de la langente son exteriores al cir-
cufo. con excepcidn del punlo de contacio;

Se puede irazar d una circunferencia dos fangenies
sam:rlas d una direccidn dada; son pe"pendmulares
on los exiremos del didmetro perpendxcular & asta di-
reccién.

§IY¥. — Digmetros.

193. Teorema. — 7Jodo didmeiro perpendicular d unu
cuerda divide d esla cuerda
,9_ y el arce sublendido en dos

A ) paries iguales.

En efecte, las dos partes
de la cuerda y del arco son
simétricas con relacién al
didmetro (n® 4641), y son
iguales.

S 40 194, Escolios. — 1. &I cen-
h 9, ¢! punto medio de la
ueréa y los penfos mediocs de los dos arcos sublendidos
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esidn en una misma linea recla, que es perpendicular d
la cuerda.

La recta determinada por cualesquiera de estas dos
condiciones satisface fambién las otras: por ejemple,
ia perpendicular levaniada por la mitad de una cuerda
pasa por el centro del circulo, y por los punios medios
de los arcos sublendidos.

1. Para dividir un arco en dos paries iguaics, basta
levantar una perpendi-
cular enmedio de la cuer-
da ¢que subtiende este
arco.

111. La perpendicular
indefinida CD, Irazada
por la mitad de una reclc
AB, es el lugarde los cen-
frosde lascircanferencias
que pasan por las exire-
midades A y B de esiu
recla.

V1. Los punios medios
de las cuerdas paralelas
¢ une misma direccidn estdn en el didmelro perpendi-
cular d esta direccidn.

Disdmetres coningados. — Dos didmetros perpendiwla-~

¢s enire si se llaman didmetros conjugades. Cada uno de
eilos es el lugar geoméirice

Fia. 408.

: : 1 v
de les punfos medios de las ; :
cuerdas paralelas al ofro. o : D
e e
f r / A
195. Teorema. — Lo§ arcos —i e b
, : A/ S
de un mismo circulo com- " . 4
preadidos entre dos parale- { ? f

ias son i{guales.
1° Sean los arcos AC y \

BD, comprendidos entre las

cuerdas paralelas AB y CD.

Tiremos el radio OI per- &

pendicular 4 AB, y por

consiguiente & CD (a° 70). Bl

puntu 1es el medio del arco AIB, y almismo tiempe s
medi)y del arco CID (n® 464) reealt{) pues

\

H

5 ' A

Fr

!
o
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IA=1IB
IC=1ID

de donde, resiando miembro & miembre,
AC—=BD.

Z¢ Sea la cuerda CD paralela 4 la tengente E¥, %ra-
dio Ol llevado sl punto de contacto es perpendicular &
EF (n® 181), y por consiguiente 4 CD; divide, pues, e
arco sublendido CID en des partes iguales.

3¢ Bea por tditimo el caso de dos tangentes paralelas
EF y GH. Tracemos una cuerda cualquiera AB paralela
4 EF, y por consiguiente también 4 GH (n° 69). En vir-
tud de lo que pcaba de demostrarse rosulla

IA=1iB
MA=HMB

de donde, sumando miembro & miembra,
IAM = IBM.

%8, Escolio. — Si dos fangenics EF y GH ron paraic-
las, ios radios O1 y OM tirados d los puntos de conlaclo
estdn en l{nea recia. Porque el radio Ol, perpendicular
1 EF, es tambi¢n perpendicular 4 GH, v se confunds
por consiguiente con OM.

CAPITULO Vv

PCRICIORES RELATIVAS DE DOS CIRCUEFERKRCIAS

497, Teorema. — Por ires punioz gue no eslén en linea
recla se puede hacer pasar una circunferencia, y sdlo
dna.

Uniendo los tres puntes, se forma un trizngulo, cuyas
medialrices sa cortan en un mismo punte O que equi-
dista de los tres vértices (n® 128). Hacicndo centro en
este punto, y temando un radieo DA, se puede {razar
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una circunfzrenmcis que pasard por B y (, porque
OB = 0C=0A.

Por no haber oiro
punto gue equidiste ds
A, B, {, no bay oiro cen-
tro ni otra circunferen-
eia.

198. Escollos. — L. Dos

. eirculos no pueden cor-
Fig. 140. farse mde gue en dos pun-
fos.

11, Para enconirar el ceniro de un arce dado ABC,
basta trazar des cuerdas no paraleias AER y BC y levan-
tar perpendiculares por sus puntos medios.

Iii. Si se hace pasar una circunferencia por les tres
vériices de un tridngulo, esta circunferencia es circuns-
crita al tridngulo, y el tridngulo es izscrito en la circun-
fersncia.

489, Teorema. — Si dos circunferencias lienen un punio
comén fuera de la recta delos cenlros, lienen iqualmenie
oiro punlo comin simélrico del primero.

Sean O y C los ceniros de dos circunferenciss, y sea
A un punio comun, fuera de la linea de los centros.
Tracemos AA'perpendicular 4 0C,ybagamos DA’ = DA.
Se trata de demostirar
que el punto A’ si-
métrico de A com re-
lacién & OC, escomiin
4 las deos circunferen-
clas,

Tracemos OA, OA,
CA, CA'. En virtod de
las consirucciones, ia
recta OC e perpen-
dicular en la mitad de
AA'; y por estar equi-
distante de los exiremos de una recia cualquier punte
de la perpendicular icvaniada por la mitad de dicha
recta OA” es igual 4 CA, radio de la primerz circunfe-
vencia; del misme modo CA' es igus! 4 CA, radio de ia

Fis. fii.
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segunda circunferencia. Luego el punic A’ pertenece &
fas dos circunferencias.

200. Corolarios. — 4° Si dos circunferencias se corian,
la distancia de los cenlros es menor que la suma de los
radics, y mayor que su diferencia. Porque en esle caso,
se puede cousiruir un tridngulo ACC con los dos
radios y la distancia de los centros {ne 10%).

9 Cuando dos circanferencias se corien, la recia de
los ceniros ez perpendicular en la mitad de la cuerda
gomin. Porque cada centro equidisis de las extremida-
des de csta cuerda.

204, De inicidn. — Dos circunferencias son tangentes
cuando se focan en un sois punlo.

Circunferencias secantes son dos circunferencias que
se corlan.

202. Teorema. — Si dos circunferencias son langenies,
el punto de contacto estd sebre la recia de los ceniros.
Porque, si estuviera fusra de esta linea, habria oire
panlo comin siméirico del primero, y ias dos circun
ferencias serfan secantes.

203. Teorema. — Si dos circunferencing son lfangentes,
la perpendicular levartada scbre la recta de los ceniras
nor el punio de coniacle es una langenle comin 4 las
dos circunferencias ; porque esia rectaes perpendicular
4 la extremidad de cada uno de los dos radios.

204, Escolis. — Dos circunferencias pueden ocuper,

LJ 3 "//\\\ # /—\\\
5 i

\ P’ T Fd \\ et
\ j/ N/ y /
i | e | r 4 ! Y P
B : W [ / \ B — A/‘
/,r k/ X
/ SHEY
Fig. ti2.
BC Fia, 143,

wng con regpecio 4 iz otra. seis posicicnes difsrentes -
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{* Pueden ser erteriores; enicnces la distancia de
los centros es mayor que la suma de los radios
(fig. 449):

d=(r+r)+e

9o pueden ser tangentes exteriorments, en gste caso
la distancia de los centros es igual & la suma de los
radios (fig. 113) :

d=r-r.

3o Pueden ser scoantes ; entonces la distancia de los
centros estd comprendida entre la sumay la diferencia
de los radios {fig. 114):

r+r>d>{r—r)

4o Pueden ser tangentss intariormente, y en este caso
la distancia de los centros es igual & la diferencia de
tos radios (fig. 114):

d—=r—v.
/*‘\ S T
pd It - e /f/-/__}
el Y £ 758 & 7
i ol ¥ N S Y S (PN | A
i l! \ i & i“ : = ;‘iflj‘
\ ’f | \\‘m _//f \ N s /
- . i
BA =r Bi=r BC=d
Ca=1r1 CA'=r AA'—e
Fie. 114.

50 Por tiltimo, pueden ser intericres la una 4 la otra;
entonces la distancia de los centros es mener que la
diterencia de los radios (fig. 114) ¢

d=(r—r}—e.

§* Dos circun{crencias interiores pueden ser son-
téntricas, es decir tener el mismo centro; entonces ei
sspacic comprendido entre las dos circunferencias
recibe el noumbre de corona.

205, Ohservacién. — Los seis enunciados relalivos a
lus posicienes respectives de dos cirgonferencias dan
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fugar 4 seis proposiciones reciprocas, que se demues-
tran por reduccién al absurdo. — Por ejemplo, si se
da la distancia de los centros igual d la diferencia de
los radios, las cireunferencias no pueden ser exteriores,
ni interiores, mi secantes, ni tangenles exteriormente;
son, pues fangentes interiormente.

CAPITULO VI

VALUACION DE LOS ANCULOS

§I. — Angulos en el centro.

206. Angulo en el centro. — Un dngulo cualquiera puede
hacerse dngulo en el cenfro, porque basta describir una
circunferencia con un radio cualquiera, haciendo
centro en el vértice del dngulo.

Se sabe que, en unos circulos iguales, los dngulos
en el ceniro son proporcionales & los
arccs correspondientes (n® 172).

207. Teorema. — La medida de ur -
dngulo en el ceniro es igual & la me- FARA
dida del arco comprendido enlre sus i \
lados, con fal gue se fome como uni- f 3
dad de arce ¢ arce correspondienie d /

Ia unidad de dngulo. /

Sea « la medida del dngulo vy ala
del arco ; por ser proporcionales ﬁj'-h__i =
estas cantidades, {enemoz o =— Ka *
siendo K una ecnstante. Fig. 115.

Si se compara el dngulo unidad
y el arco unidad, lenemos 4 ==X >4 ; luego K =14,
&=gq,
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§ 1I. — Angulos cuye vértice esta en la
circunferencia.

208. Angulo del segmento, — Angulo del segmenta, ¢
sngulo semi-inscritc es el que fieme su vérlice en la cir-
curnferencia, y cuyos lados son ©aa cuerda y una fan-
genle.

209. Teorema. — &I dngulo del segmenio liere por
medida la mitad del arco comprendido enfre sus lados.
Sea el angulo CAB. Desde

& & el cenirg O, bajemos OA,
P i :\ perpeadicolar 4 AC, y OD,
7 PN L perpendicular & APR. Los
/ Pt éagulos CAB v AOD son
/ \ iguales, por tener sus lados
| & respectivamente perpendi.
1\ culares (p®78); pero AOD
\ Vs tiene como medida el arco

AD, que es la mitad del arco
\‘\_/ ADBE (n® 493) ; luegoe, e! an-
gulo CAB tiens como me-
dida la mitad del arco ADB.

240. Angulo inserito. — Argulz inserite es el dngulo
formado por dos cuerdas que salen del mismo punio.

2i1. Teorema. — EI dagulo inscrita liene par medida
la mitad del arc¢o com-
prendide erire sus ladoe.

Sea el angulo DAC.
Tracemoslatangente AR, &
Bl éngule inserito DAC [
es la diferencia de los
adngulos semi-inscritlos
BAD y BAC; luego

arco ACD
ang, CAD = g \\\

arco AC arco CD o “/
4 e Fia, .

P
e

.

A

.
=G
o\

J

\

.
"

212. Corolerioe. — 1° Todos los dngules M, M, ims-
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critos em un mismo segmenic, son iguales porque todos
tienen por medida la mitad del arco BNC del segmento
opuesto ; el segmento BML se
ilama capaz del éngulo M. M

2° Tado dnguls inzcrilo en un ,.(
semicirculo es recto; porgue
tiene por medida la mitad de
una semicircunferencia, ¢ un
cuadrante.

3¢ Todo dngulo M inscrifo en
un segmenic magor gue el se-
micirculo es agudo; y cual-
quier angulo N inzcrifo en un
segmenio menor que ef semicir- Fie. 118.
culo es obluso.

4 Dos dngulos M y N, inseritos en oz dos segmentas
delerminades por une misma cuerda BC, son suplemen-
farios ; porque juntos tienen por medida la mitad de

la eircunfsrencia,

§ 1Il. — Angulos cuyo vértice no estd en la
circunferencisa,

243. Teorema. — Bl dngulo gue iiene su uértice en el
inlerior de la circunferencia liene por medida la semi-
D - suma de los arcos comprendidos

£

Y enire zus iados y enire sus pro-
T4 ~.  {omgoaciones.

/ e X Sea el angulo BOC 6 «
A N \ prelonguemos los iados BO y
- CO, y tiremos Ia recta BD,

Eldngulo g, sxierior al tridn-
gulo BOD, es ignal 4 la suma
de los dos éngules interiores
opuestos r & { (n® 97); siende
inscritos estos dos dngules, el

Fra. 147, primero tiene por medida 1/2
BC, y el segundo 1/2 DE ; luego
el dngulo a tiene por medida 1/2 BC - 4/2 DE.

244, Peorema. — E! dagulo formado por dos secanies
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que se encueniran fuera del circulo fiene por medide la
semidiferencia de

//”__“;\«5 los arces compren-
e \ didos enire sus [a-

/ /‘/.,,"' b dos.

Lo Sea el 4nguio
/r// \, BAC 6 A ; trace-
2T N g mos la cuerda BD.

= J/ El éngulo ¢ es ex-
A LB /C tericr al tridngulo
- BAD, porlic que se
tiene A - B = ¢,
Fie 418. de dnnds
A=—eg—B,
Por ser inscritog estos dos wltimes é&ngulos,

tienen respectivamen-
te por medida 1/2 BC /_\ Lo
v /2 DF, yeldngulo A /'5; k.

tendra por wmedida 7
i/2 BC—4/2 DE. [

La demostracidn es /7 O
aplicable al caso en™ D‘\
que las secanies [le- -
guen & seriangenies; e
por ejemplo, si la rec- Fia. 119.

ta AB es tangents, el

\
\\
\

[
Z45. Escolios. — L. )
(¥

e éngzuloBes un dngulo
- _7‘- " del segmento; se tie-
/ R ng fodaviaA=¢—B,
r \ ds donde la medids
de A es igual &
1/2 BC —1/2 BD.

i iI. El angule BAC
P4 6 a, formado por una
N cuerda AB y la pro-
longacién AC de otra

Fia 120. cuerda es el suple-
meniodelédngulo BAD
4 i, Hstog dos dngulos tienen pues en conjunto por
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medida una semicircunferencia; teniende el &ngulo i
por medida 1/2 BD, e! angule g tendrd por medida
la mitad det resto, 6 sea 1/2 AMB L. 1/2 AND; esto es,
la mitad del arco comprendido entre los lados, méas la
mitad del areo comprendido enlre sus prelongaciones,
siendo esto cierlo para tode dnguls que iiene su vér-
tice en el circulo,

§ IV. — Aplicaciones,

246. Teorema. — £l arco de un segmenlto es el lugar
de los vértices de los dngualos inscrilos que tienen por me-
dida la milad del arco
opuesic, E

Sea el segmento ACB : /

i Todos lss dngulos
inscritosC, €' son iguales
entre si (n® 212);

™
\

S

Fia. 121,

: g Todo 4ngulo cuyo vérti-

\ / © ce E ge encuentra en el inte-

i | rior del segmentc tiene una

"\ ‘ / + medida mayor que la mitad de

/ /  ADB (n° 213); vy todo 4ngulo F

\ 4 cuye vértice estd en el exterior

\\/ L del segmento tiene una medida
N menor que 1/2 ADB (n° 244),

Fia. 122 217. Escolie. — EI lugar de

los vértices de los dngulos igua-

les cugos lados pasan por dos punios A y B, se compone

de dos arcos siméiricos AMB, ANB.
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248. Dafinlcibn. — Guadrildlero inscrifo en wna wircunfe-
rencia es equel cuyos vérlices estdn en lz eircunferencia y
cuyos lades son unas cuerdaz. V. gr. : El cuadrilatero ABCD.

910, Teorema. — En un cuadrildfere inscrifo, los dn-
gulos opuestos son suplemeniarios.

Sea ABCD un cuadrildtero inserito. Todos los éngu-

los son inscrites; y dos

angulosopuestos, talescomo

,/k Ay C, tienen juntamente por
v N medida §/2 BCD 4 4/2 BAD,

i \\\\ es decir la mitad de la cir-

i Y cunferencia; luego estos
K >P dngulos son suplementarios.

\\ / 320. Reciproca, — Tode

\ cuadrildiero que tiene dos dn-
gulos epuesies suplementariog
es inseriplible,

Sea ABCD urn cuadrila-
tere en el que los angulos
opuesios A v C son suplementarios. 81 se hace pasar
una circunferencia por los tres puntos B, A, D, el an-
gulo A sera inscrito y tendrd por medida la milad del
arco BMD. El 4ngulo C, suplemenio de A, tendrd una
medida ignal a la mitad del arco restante BAD; as{ es

que el punte C estd necesariamente sobre el arco BMD
(ne 242).

Fia. 123.

CAPITULO VI

GONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

§ 1. — Instromentsa,

294, Los principales ingirumentoz empleados para tre-
gar las figures geométricas son : la regle v el cempas.

La practica dsl dibujo uliliza ademés la egcuadrs ¥
el transportador.

La regla sirve para trazar linoas recias; el compés



CONSTRUCCIONES GEOMETRICAH ‘i

para deseribir civcunferencias 6 arcos ; 1a eacuadra pars
copsiruir déngunlos rectos
3 perpendiculares ; el
transportador, pars me-
dir y consiruir cual-
quiera clase de angules.

222. Verificacicnes, —
Se verifica la regla por
un dobie trazo que se
hace entre dos puntos,

Fig. 124,

volieando la regia.
Algunasreglas, cor
iadas en bisel, fienen
Fia. 125. divisionesmétricas en
centimelrcs v en mi-

{fmetros, muy uti-
les para ¢l dibujo
de las figuras, Ta-
ies son los dobles
decimeiros.

Se verifica la es-
cugdra por una
doble colocacién a
o largo de una re-
gla; si la escuadra
es defectuosa, la Fie. 126.
mediana de las
dos posiciones da la verdadera direceitn de la perpen-
dicular,

§ II. — Problemas con relzcion & las rectas
¥ & los angulos.

i. — REGTA.

423. Problema. — Trerar una perpendicular por la mi-
lad de una recta dada AB. — Dividir una recta dada AB
en dos parfes iguales.

Desde los extremes A v B, con un misme radio, se
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peseriben arcos que se corten en Cy D, y se traza i

i =
4 sy

o

i
i
4
1",!
‘ i 5

I

i
,“*
i
t

Fig. 127,

recta CD, que sziisface la con-
dicién pedida. Porque estando
el punto C equidistantede A y
de B, pertenece 4 la perpendi-
cular levantada por la mitad
de AB; y lo mismo sucede con
el punte D (n° 108).

%24. Escolio. — Repitiendo la
construceién sobre cada parte
obienida, se divide la recta su-
cesivamente en 4, 8, 16, 32...
partes iguales.

225, Problema, — Por un punilo dado A, levaniar una

perpendicular d une recla
dada CD.

4° Con el compds. Si el
punte A estd en la recta,
se toma distancias igua-
les ACy AD con lo que se
vuelve al problema ante-
rior; desde los puntes Gy
D, con un mismo radio, se

e

-~

e o e

|
{
{

]
b
josd

Fie. 125

Fic. 128

describen arcos que se cor-
tan en B. La recta AB es
perpendicular 4 CD. —
Como el punto A es la
mitad de €D, v el punte B
equidista de los puntes C
y D, lalinead AB es per-
pendicular en la mitad de
CD (n° 108).

Si el punto dado A estéd
fuera de la recta, se iroza
desde esle punto como cen-

iro, un arco que certe 4 la recta en dos puntos CyD;
desde estos puntos C vy D, con un mismo radie. se tra-
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<a des ureos que se corlen en B,y AB seré la perpendi-
cular pedida. — Porestar los
dos puntos A v B equi-
distantes de los puntes Cy
D, la recta AB es perpen-
dicular en la matad de CD
{n®408).

Siel punio dado B ssia
en un extremo de Iz recis
AB, que no puede nrolon-
garse, se describe desde
un punte O cualquiera, con Fia. 130.
el radio OB, una circunfe-
rencia CBD; se iraza e! didmetro COD ¥y en seguida
la recta BD, que serd la
perpendicular pedida,
porque e éngule CBD
€5 recle por ;estar ins-
crito en un semicirculo
(m® 212, 29),

2¢ Con la escuadra. Se
aplica laregla & lo largo
¢z la recta dada, se hace
deslizar la escuadra 4 lo

Flg. 151 lergo de la regla, hasta

el punto dado A, y se

traza AB, gus es la perpendicular pedida, porgus e
dngulo ABC es recie. i
® Con ¢l transporiador. Siec &=
punto dado A estd en Ia }
rectz, se coloca el transpor- i
tador de manera qne su dig- :

metro esté en la loea recta i\

UD, y su centro en el punte -

dado; se seftala un dnguls de A r
90 grades, y la linea AB, qus & A - B
forma este dngule, es ia per- Tre. 185
pendicular pedida,

226, Problema. — Por us punis dade A, trazar una
paralela  una recta dada 0.
2 Con el compds. Dasde el punto A come esntro, se

1}
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traza un erco cualquiera DB ; desde el punte D como
eentro  y con el mismo

0
= ' #or— radio, se iraza el arce
L i AC; se toma el arce DB

igual & AC, y se traza la
recia AB que serd la pa-
ralela pedida; porquelos
Fig. 132. arcos AC y DB son igua-
les por estar subtendidos
por cuerdas iguales en efrculos iguales. luego los 4n-
gulos r ¢ 1 son iguales, y
como estos dngulos tie-
nen la posicion de alter-
nos-internos, las reclas
AB v CD son paralelus
(e 73).

& Cor la escuadra. Se
celoca la regls y la es-
cuadra la una conira ls
otra, de manera Jue uno
de los costados de la es- :
cuadra coincida con la Fie. 134.
recta dada CD, luego se
kace reshalar la escuadra 4 lo largo de la regla, hasta
llegar al punto dado A, y se traza la linea recta AB,
que serd la paralela pedida ; porque las dos rectas AB
y CD forman con EF 4ngulos correspondientes igua-
28 {n° 15).

2; = ISL!\SGL'LOS.

227, Problema. — En an punio dade D de una recta DE,
constrair un dngulo igual & un dngulo dado A.

R /

; : i : & ) - i"T_-

F1c. 135,
DJezds les puntos A y D como centros, con un misma
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radio, se describen los arcos BC y EF ; desde el punto
E como centro, con una abertura del compds igual 4 la
distancia BC, se corta el arco EF, y se traza la recta
DF. El 4ngulo Desigual al angulo A, porque estos 4n-
gulos tienen por medida los arcos BCy EF; y estos ar-
c0s son iguales por estar subtendides por cuerdas igua-
les en efrculos iguales.

228. Problema. — Dividir un arco dado BEC, 4 ua dr-
gulo dado A en dos parles iguales.

Ses por dividir el arco BEC; se traza una perpendi-
cular en la mitad de la cuerda a
BC, la cual pasa peor la mitad
del arco (n® 193).

Para dividir un éngulo BAG,
se iraza desde su vértice como
centro, y con un radio arbi-
trario, =l arco BEC : desde los
puntos B y C, con un mismo
radio, se traza arcos que se
cortan en I}, y se traza la
recta AD, que es la biseelriz
del 4ngulo A

En efecto, ¢i se traza DB y
0C, los fridngulos ADE y ADC Fio. 136
son iguales por tener sus lados
respectivamente iguales, luegs los 4ngulos en A son
iguales, por opuestos 4 los lados iguales DBy DC.

Becolio. — Procediendo de igual manera con cada
parte obtenida, se divide el arco & dngulo sucesiva-
mente en £ 8, 16, 32... paries iguales.

229, Problema. —
Trazar la biseciriz del
dngulo de dos recias
dadas AB g CD, sin
recurrir al vérlice de
este dngulo,

ier método. Se traze
una secante cualquie-
ra EF, luego las hi-
| ) secirices EG, FG, EH,
¥H, de los cusiro 4ngmles interiores, y sor dlu-

-

Frg, 437.
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mo la recta GH, que satistace la condicién pedida.
En efecio, perieneciendo el punte G a las dos hisec-
trices EG y ¥G, equidists de las rectas AE, EF, FC
(n® 12%). Asi es que
a_ este puuto estd d igual
distancia de las dos
rectas dadasAB y CD,
v por consiguiente
perienece 4 la bisec-
iriz ds su &ngulo (n°
129).
Oire tantc puede
gacirse del punto Hj
Fie, 435, y como dos puntos
bastan para delermi-
naria pesicién de una recta, GH es la linsa pedida.
2 método. Dos rectas IH y KH trazadas paralelamente
& las dos rectas dadas y 4 distancias iguales de estas
mismas rectas determinan en H un punte equidistante
de AB v de CD; oiro punle G, obienido de igusl ma-
nera, acaba de determinzr la biscotriz GIL

330. Problema. — Kneonirer el eamino minimo para ir
de un punio A d olro B, focando una recfa dada MN. Sa-
péngase que los dos puntos estdn situsdos de un misms
lado de la recta.

Tracemos AA' perpendiculard MN; tomemos DA —=DA
y tiremos las recias

A'B vy AC; la linea B
quebrada AC 4 CB es 2 O
el camino pedido. o el
Para demostrarlobas- P A
ta probar que esie ca- ¢ s .
mino es més corio Mpi v}_.;\’/” iy N
que cualquiera otro, §
AE -+ EB peor eiem- :,,.;f;/
plo. rd

MN es perpsndic:-
lar en la mitad de AA), o 1:

lnego CA=CA'". 7 E&
=FA'{u*407}; por consl
(B eg ipusal en Iangitud &

zuizsnte la linea quebrada AG+
TB,yAE +ER=AE L ER.
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Pero la linea recia A'CE < A'E - EB ; luego también
AC 4+ CB < AE + EB.

234. Escolio. — Laz dos partes CA y CB del camino
minims forman con {a recia MN dnguios iguales ; porque
tiendo el dagule m =r y r=~n, z¢ fendrd m —n.

232. Diferencia méxima. — Cuando se da dos puntos
A y B situados 4 une y otro lado de una recta MN, se
pueds proponer el problema siguiente.

233. Determinar so-

bre MN on punio cuge ‘; .
diferencic de las dis- | o
i
f

tancias d los punfos A

y B 2ea mddzime. i SR
Debe buscarse el | Py

punto B’ siméirico = ¥ D /E/(' N
de B, vy trazar ABC. P

El punto C sutisface e

41a cuestién, En efee- a

te, AC — BC = AB'; B

mieniras que AE —
BE equivale & AE — B'E, luego AB'> AE — B'E.
3. — TriimcuLros.

234, Problema. — Consiruir un Iridngulo, conociendo
an lado a y los dos daguics adyacenies B y C.

Fie. 14t.

He tira una recta B'C’ igual al lado dade a; se cons-
truye el dngulo B'igual 4 B y Viguald C, y el trian
gulo A'B'C' gerd el lridnguio pedide.

23% . Chservacifn. — 1. La suma de oy dos dngules
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dados debe ser menor que dos dnguios rectos, de-
biendo ser ei resto el valor del tercer ingulo (n° 97).

1. Si los dos &ngulos dados no son adyacentes al
tado dado, se puede encontrar el tercer dngulo, puesio
que es el suplemento de la suma da los otros dos, y se
reduce asi al caso anterior.

236. Problema. — Construir un ridngulo, dados dos
lados a y b, y el dngulo que forman C.
Se construye primero un angulo C' izuai &l angulo

Y =

Fre. 152

oy

dado C; sobre los lados de este éngulo, se leva C'B
igual con a y C'A’ igual 4 b, y se traza A'B’, con lo gque
resulla el tridngulo pedido.

237. Ghservaci6n. — El probiema siempre es posible
cualesquiera que sean los datos.

938. Problema. — Construir an iridngulo, dados los
ires lados a, b, c.

Se traza una recta B'C’ igual 4 uno de los lados dades

[ p——————

Fia. 185,

a por ejemplo ; desde los punios B’ y ¥, con radios igua-
les respectivamenie 4 ¢y 4 b se traza arcos cuye punte
de concurso en A’ deiermina el {ercer vértice dei trida-
gulo.

_239. Observaciones - 1. Para que el problema sea po-
gible, 8s necessric 7 suficients que el mayor de los la-
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dos conocidos sea mencr que la sums da loz otres dos
(n° 102). _ -

1I. Los ireg problemas auleriores {(n® 233, 235, 237!
corresponden 4 los tres casos de igualdad que se han
estudiado anteriormente.

240. Problema. — Consiruir un iridngulo, conociendo
dos lados a y b y el dugule A opuesio al lado a. ]
Se gonsiruye el dngulo A’ Igusl al angulo dado A

i ol

sobre unc de ios iados de este dngule, se lieva una lop-
gitud AT iguai al lado &; desde el punie ' como een.
tro, con inradio igual al lado g, se traza un arco, quc
puede cortar al lado opuesto en dos puntos B’ y BY. Re
sultan asf dos tridngules AB'C y A'B'C ‘que satisfacer
las condiciones del prebiema.

241. Discusién. — El problema propucsic se conoce
con el nombre de ¢aso incisrie, porque, segtn los da-
tos, se pueden obtener dos soluciones, una sola. 4 nin-
guna.

Admitamos que =l dngulo dado A sea agudo :

i 5i la longitud del lado & es menor que la perpen-
dicular CD ¢ 4., no hay #olucién ; porque el arco des-
crito desde sl punto C como centre, con g por radio,
1o encuenira la recta AD ;

2 Cvuando a==#4, no hay més que una solucidn; el
arco es tangente en D, y el trifingulo restngulo ADC
zatisface la cuestién ;

3° Cuando se tienea > Ay a < b, hay des soluciones
ABC, AB'C, porque el arco coria ¢ ADB en dos pun-
tos;

4° Bi a=25, no se tiene mAs gque una solucién, v el
iridngulo ACE es isdsceles:
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5o Cuando se liene a > b, no hay mas que una solu-
ion AFC.

El arco coria a AD en dos puntos F y F'; pero el
triangulo AF'C no
resuelve la cues-
tién, porque el an-
gulo CAF es el su-
plemento del an-
gulo dado.

Admilamos  que
el dngulo propuesto
A sea recto u ob-
tuso :

4° Cuando a es
menor que & 6

Fia. 145,

ignal 4 b, no hay solucién;

20 Cuando @ es > b, no hay mas que una soiucidn.
En efecto, con un dngulo recto A, se oblienc dos
tridngulos iguales, lo que no constituye en realidad
mas que una selucién,

Con un dngulo obtuso, el tridngulo ABC es el dnico
que resuelve la cuestion.

Resumen. — Cualquicra que sea el angulo se obtiene
una sola y dnica solucidn cuando se tiene a < b.

Para que haya dos soluciones, se necesita que el an-
gulo A sea agudo y que se tenga a < b, pero al mismo
tiempo a > h.

242. Construir un tridngulo rectdngulo, conociendo la hipo-
tenusa a y uno de los catefos b.

Sea BC=ua la hipotenusa. El dngulo recto serd ins-
crito en un semicirculo (n° 242), y tendra su vertice en
una sernicircunierencia cuyo didmetro es BC. Haciendo
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pues ceniro en O, punto medio de B(, con un radio

ignal aB2—C, se describe esta f‘
semicircunferencia. Despuds, 2%
haciendo centre en C, con un  ; £
radio igual a b, se corta la semi- /O R
circunferencia en A. El tridn- B ZE
gulo BAC es el iridngule ree- Fre. 547.

tangulo pedideo.

§. == TanaExrTes.

243. Problema. — Por un punto A de una circunferen-
cid, trazar una langenie a czia circunferencia.

Sabemos que la tangenle en A es perpendicular al
radio OA; luego, basta elevar en A urna perpendicular
a OA (n°224),

244, Problema — Tirar ung fa gende a un clrealo desd:
zn punlo A {omado fuers de él.

Fio. 143, Fio, 142,

Scbre OA como didmetro, se describe una circunfe-
rencia, o simplemente el arco BOC, que determina los
puntos de contacto B y C; y se traza las rectas AB y
AC que son tangentes a la circunferencia 0.

En efecto, el &ngulo ABQO es recto por estar inscrito
en el semicircule OBMA (n° 242, 2°), luego AB es per-
pendicular ¢a ia exiremidad del radio OB; por coasi
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guiente la recta AB es tangeate a la circunferencia O.
Lo mismo decimos de la recta AC.

248. Escolios. — I. Las tangenies tiradas desde un mismo
punto a une misma ecircunferencia son iguales; y la recta
que une el cenlro del circulo con el punis de concurso de las
dos tangentes es bisectriz del dngulo formado por dichas fan-
gentes, e igualmente del dngulo formads por los radios de
contacto.

Porque los dos tridngulos recténgulos AOB y AOC
son iguales, por tener igual la hipolenusa AGC y uno de
los catetos OB=0C. Luege AB==AC, y los éngulos
en A son iguales, as{ como los 4ngulos er Q.

I1. El dngulo de dos langenles trazadas desde un mismo
punito a una circunferencia es ¢l suplemerts del dngulo for-
mado por los radics de soniacie.

Porque iesniendo el

i cuadrildtero ABOC

dos &ngulos rectos B

\ e v G, los otros dos 4n-
r— e

o W \‘\N guios A y O son suple-
/ FEARN Y mentarios (n° 135).

b 248, Problema. —
) /i Trazar dos fangenfes a

3 i J / gna cireunferencia para-

N, leias a una recta dada.
\‘E}w,// Ses la circunferen-
\ cia Gy ia recta MN.

b Del centro O se baja

Fia: $80; una perpendicular BA

a la recta MN; vy en

los extremos A y B se traza las tangentes (n° 241), per-

pendiculares a AB (n° 191): v paralelas a MN.

247. Problema. — Trazar mna tangenie comin a dos cir
cunferencias dadas O y P.

Con un radio OC igual a la diferencia o s la suma
de los radios dados (fig. 151 v 152}, se describe una
circunferencia, a la cuatl se tira una tangents auxiliar PC
{n° 242); se traza las rectas PD} y OBC perpendicuiares
a PG, lo cual determina en It y en D loe punios de con-
facto de la {angente comdn BD.
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Hn efocto, las rectas PD y €I son iguales por cons-
truccién, y paralelas
por ser perpendicu-
lares a la misma recis
PC (n° 64); parlo tanto
el cuadrildterec PDBC
88 un paralelograme
{n°139}, y como los én-
gules Py Cson rectos,
esta fguraesunrectan-
gule(pe® 133). Luego BD e
#s perpendicular sn la exiremidad de los radios BO
y PD, ex: conse-
cuencia e una
tangentecomdn
alas doscircun-
ferenciasdadas.

248.Escolio.—
i¢ A dos circun-
ferencias  exte-
riores, se puede
irazar cuaire
tanigentes co- e e
mulgxes, a saber, Fra. 132,
dos exteriores y des interieres.

2e Ei numers d= tangentes comunes ze reduce a
tres para dos eircunferencias tangentes exteriormente,
a dos para dos cirennferencias secanies, ¥ a upa sola

para dos circunferenciag c
tangentes inferiormente. et

3» Dos circunferencias = pran
interiores la una s in otra // &3
no tisnen ninguna tan- R s S
genie comiin, /;/\,/'" i }

249, Problema. — Inscri- ;4‘/ \F i )

bir una circunfarencic en an
fridnguio ABC. Frm. 455,

Se traza las bisectrices
de dos dngulos A y B de este tridénguie; el punto de
concurso O estd equidistante de los dos lados del 4ngulo
A, v lembién de los del dngnio B.
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Por consiguiente las perpendiculares 0D, OE y OF
son iguales, luego la circunferencia descrita desde el
punto O como centro y con el radio OD, pasa por los
tres puntos D, E, F. El tridngulo ABC es circunserito
a esta circunferencia, puesto que los lados son perpen-
diculares en 1as extremidades de los radios GD, CE, OF.

250, Problema, — Deseribir ana clreunferencia tangent
a tres reclas que ge corian dos a dos.

Cualquiera circunfereacia tangente a las rectas ili-
mitadas ABG, GBE tiene su centro a igusl distancia de
dichas rectas. Este centro pertenece pues & la bisectriz
de los angulos opuestos al vértice ABE, EBG c a la
hisectriz de los dnoulos ABE, CBG. Luego es preciso
trazer las tres biseclrices interiores de los dngulos del
triangulo ABC y las tres bisecirices exteriores LAM,
LBN, MCN del misme tridngulo.

F1a. 154 Fea. 158,

Las seis bisectrices g2 corlan de tres en tres y dan
cuatro centres : O, L, M, N.

El cenire O corresponde al circulo inscrito en el
triingulo ABC.

Los centros L, M, N corresponden a los circulos szx-
inscritos.

251, Probiems. — Describir zobre una recle dada como
cuerda, an segmento capaz de un dngule dade (n° 242).
Sea A el dngule dade y CD la cuerda. 5e consiruye
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el anguio CDE igual con A, y se levanta HO perpendi-
cular en la mitad de CD, y DO perpendicular a DE.
Desde el punio O como cenire se iraza la circunfe-
rencia DMC, con lo que se tendré el gegmente pedide
CD3L

Porque todo dngulo M, inscrito en este segmento,
tiene por medida la mitad de! arco CD, el cual es tam-
bién la medida del éngule CDE, igua! con A.

LIBRO III

FIGURAS SEMEJANTES

CAPITULO 1

RELACIGKES NUMERICAS
ENTRE UNOS SEGMENTOS RECTILINEQS

§ I. — Divisién bz UN seaMENTO

252. Definicién. — Razén do dos segmentos de recta es
la razén de los udmeros gue expresen las longiludes de
estos dog scgmentos, cuande se los ha medide con una misma
unidad,

153. Tegrema. — Bn an segmenio de rectz AB, no se
puede encanirar mds que un punlo cuya relacidn de las
distancigs & los punios dades A y B sea igual a una razén
daca
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Sea AB la recta dada; g la razén dada y un punto C
Bl gue se tenga :

AC__3
BCT#®

Si un punio €' pudiera dar:

403
i A £ B
se podria escribir : Fia. #36.
AC__ A7
BCT BU”

Por ser ia suma de los dos primeros términos de unz
proporcién al segunde término, como la suma de los
dos wltimos es al cuarto, se tiena

AC+BC_ AC + BC

AB__AB
8C—EC

Siendo iguales los numemdcres, los denominadores
también lo serdn; as{ C' se cunfunde con el punio C, ¥
no hay més que un selo punte gue divida a AB en la
relacion dada.

384, Sobre la prolongacidn de una recte AB, no se
puede enconirar mds que un pants euya relacin de las
disinncies a los punies dades A y B sea ignal @ ana razén
dadg,

AT NN . L AD__ 3,
A ) h 2] Sea Sp=&
Fia, 157,

&1 g3 {oviera tambiédn

AD'_3
F‘ 3’
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se tendrla la proporesién

AD__ AD
BD~ BD
, de donds
| AB—BD _ AD'— BIY
| TBD T T BD
| o
AB__AB
BD ~ BC"

As{ BD=BD' y los punios D y [V se confunden.

§ Il. — Teoremas generales.

I. — TECREMA DE LAS RECTAS PARALELAS,

255. Tecrema. — Las paralelas gque deferminan paries
iguales sobre une secante dada, delerminan lambifn paries
iguales sobre cuclguiera ofra se«
cante.

Sean AB, CD, EF, GH... pa-

——8

7\. \

ralelas que determinan sobre [ -"-.‘ \
e

AG partes iguales, y sea BH
una secante cualquiera.

Tracemos parzalelamente a
BH las rectas AL, CM, EN;
tedas estas rectas ssn iguales
respectivamente 2 los segmen-
tos BD, DF, FH, por ser lados
opuestos de paralelogramos
(n° 134). Basia pues demoe-
trar que AL =CM = EN.

Como loz ACL, ftrifngulos
CEM, EGN son iguales por tener un lado igual adys-
sents a dngulos respectivamente iguales (ne° 114),

o
e
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se tiene Al.=CM =EN
¥ en consecuencia BD =DF =FH
que es lo que se queria demostrar,

a8¢. Gorolario. — Para dividir una recta dada AR en
un namerc cualguiera
de parfes iguales, en 4 i 2 3 4 B
% porejemple, seiraza i : : 1
unz recta indefinida
AC, sobre la cual se
lievan § partes cus-
lesquiera iguales en-
tre 8{; sc traza CB, y Fig. 188 .
en seguida, por los
puntos de divisién unas paralelas a4 CH.

257. Teorema. — Unaa reclas paralelas dividen dos se-
canles en parfes proporcio-
nales.

Sean las paralelas AA’
BR', CC v las secantes AC,
A'C. Se trala de demostirar
qus

AB _AB
BC T BCT

Fie. 180, dupongamos que los seg-
mentos AB y BC tengan uux
medida comin, centenida, por ejemplo, 2 vecss en AB

y 3 veces en BC, Tenemeos gg—:é— ; si por todos les

punios de divisidn e trazan unas paraielas 4 AA los
segmentos A'B' ¥ B'C' serén divididos eu: 2 v 3 partes

iguales, v se pueds esceibir gg == g—.
Lue, AR 00
go 3¢ BC

8ilos segmentos AR v BC gon inconmensurables, us
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raciocinio idéntico al del n° {72 muestra que la pro-
piedad todavia permanece.

258. Teocrema. — Toda paralela
d un lado de un Iridngulo divide en
una misma relacidn d los oifros dos
lados.

Por el vértice A podemos trazar
; \ otra paralela AF 4 la base,y segitn el
“f—»—‘\‘i Teorema anterior tenemos

AD AR
/ \ DB —EC
B G
fra. 161, 269. Teorema. — Toda recia gque

coria en una misma relacidn d dos
lados de un tridngulo es paralela al lercer lado.
Sea DE una recta que corta en
una misma relacién 4 log dos A
lados AB y AC del tridngulo ABC

de manera gue se tiene: j \

AD _ AE CN
DB EC
8
8i, por el punte D, se irazara ]

una paralela 4 BC, esta paralela i \
dividirfa & AC en una relacién SL' G
igual 4 g‘—g‘ Como no hay entre A R

y C, més que un solo punto para el cual la relacidn de
las distancias & los dos puntos A y C sea iguala la
relacién de DA 4 DB (n® 251), Ia paralela pasara nece-
sariamente por el punto E, y se confundira con DE.

2. — TEOREMA DE THALES,

260. Deofinicion. — Dos triangnlos sewejantes son
aquelios que Fienen sus dagulos respectivamente iguales
g sus lados homdlogos proporcionales. L.adoes homélogos
son loz ledos opussics & las dngulos iguales.
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281. Teorema de Thales, — Foda recia paralela d un
lado de un iridngulo determing un
sequndo Iridngulo semejanie ai pri-
mero.

Sea ABC un tridngulo cualquie-
ra, y DE una paralela al lado BC.
Vamos 4 demostrar que loz dos
tridngulos ADE y ABC tienen loz
dngulos respectivamente igueles,
y los lados homéieges propeorcic-
nales.

4¢ El angulo A es comiin; los én-
gulos Dy B son iguales por corres- Fle. i63.
pondientes, lo mismo que E y C.

90 Tracemos DF paralela 4 AC. La figura DECK es
un paralelegramo, y por lo tanto DE=FC (n° 134).

i AD__AE
Por ser DE v BC paralelas se tiene {n° 258} : a8 AL
Las paralelas DF y AC dan igusimenia:
AD FC6DE AD AE_DE

m:—————c—w ds dondeR:E_B—(—j.

282. Escolic. — L reciz que une loz punios medios de
dos lados de un iridngalo es paralela al lercer lado, ¢
igual d su mifad.

Porque certando esta recia em una migme relacidn
4 los dos primeros lados, es paralela al tercero {n° 259);
el tridngulo parcial es semcjante al tridngulo total
{n° 264) ; v cada lado de! primero es ls mitad de #u ho
mélogo en el sagundo

8. — TaiiNGULOB SEMEJANTES.

Hay tres cases de similitud de les Iridngulos.

26%. Primer Case. — Dios Iridngulos son semejantes
cuando lienen dos dngulos respeciivamente iguales.

Sean los dos tridngulos ABC y DEF, que tienen el
fngulo A igual 4 D, y el &ngulo B igual 4 E. Tomemos
DG == AB, y tracemos GH paralela & EF. El {ridngule
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DGH es semejante 4 DEF, por ser EF y GH paralelas
{n® 251), y basta demostrar la
igualdad de los dos tridngulos
ABC y DGH.

Los d4ngulos B v E son igua-
ies por hipétesis; E= G por
eorrespoadientes, yB = G, por
la misma razén; ademéds A =D
por hipdtlesis.

Loego los dos iridngules
g ¥ ABCy DGH son iguales por
Fia. 184. tever un {ado igual adyacente
4 dos dngulos respectivamante
iguales, y ABC es semejante 4 DEF,

84. Corolario. — Dos tridngulos rectdngulos sen
semejanies cuands ftiemen igual uno de sus dngulcs
agudes.

#65. Segundo Caso. — Dos iridngulos son semejanies
cuando lieaen un dngulo igual
formado por lados proporcio- g
aales,

Sean los dos tridngulos ABC =
y DEF, taies que se tenga A= &
D,y la proporcidn aB o

. POFEiCh BE = OF-

Tomemos DG = AR, v ira-
cemos GH paralels 4 EF. El
tridugule DGH ez semsjanis
& DEF, por ser EF y GH pa- Fia. 165,
ralelas (n° 261), v basta demos-
trar la igusldad de los dos tridngulos ABC y DGH.
DG__DH
DE ~ DF-

Pueslo que DG=AB, la primera razén de esla
proporcidn es igusl & la primera razén de la pro-
poreicn dadg %g = ?v;‘ : por {ante las oiras dos razones
£on iguales, ¥ como tienen el mismo denominsdor
0¥, sus numeradaores AC v DIl son igusles.

Las paraisias GH y EF dan
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Luego los dos tridngulos ABC y UGH son iguales
por tener un éngulo igual iormado por lados respecti-
vamente iguales, y ABC es semejante & DEF.

266. Tercer Case. — IDos fridngulos son semejanies
cuando Henen sus fres [ados proporcionales.
Sean los dos triégmgulos ABC v DEF, en los que se
{iene
AB__AC__BC
DE~ DF ~ EF

Tomemos DG — AB, y tracemos GH peralela & EF.
El tridangulo DGH es seme-
jante 4 DEF, por ser paralelas ad
las rectas EF y GH n® 261).
v basta demostrar la igualda
de los dos iridngulos ABC y
DGH.

ia semejanza de los tridn-
gulos BGH y DEF da

DG_ DH_ GH
DE— DF T EF Fig. 165.

Como DG == AB, la primera de esias tres razonas es
igual & la primera de las tres razones dadas;

&8, 4C  BC

DE~ DF  EF
por lo tanto las olras razones, de unay olra parte, son
iguales, y puesio que los denominadores son respecti-

vamente igusles en las dos series, lo2 numeradores
también lo serédn :

AC=DH, BC=GH.
Luego los dos tridngulos ABC y DGH son igualec

por tener sus tres lados respectivamente igualesy ABC
es semejanie & DEF.

387. Eacolin. — Los Ires casos de semejanza, que aca-
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ban de establecerse entre los iridngulos, presentan una
anslogfa notable con los fres casos de igualdaed (n>s 4 {4,
13, 116).

En I3 demostiracién de cada caso de semejanza, ‘el
caso de igualdad correspondiente ha sido aplicado
:ntre el tridngule dado ABC y el tridngulo auxiliar
DGH.

268. Teorema. — Dos iridngulos que fienen sus lados
respeclivamente paralelos ¢ perpendiculares son seme-
jartes.

Sean ABC y A'B'C’ dos trifngules que tienen sus la-
dos respectivamente paralelos ¢ perpendiculares. Basta
proebar que son equidngulos entre sf (n° 263),

Des éngulos que tienen sus lades paralelos 6 perpen-
diculares enire sf son iguales, ¢ suplementarios {n* 77
¥ T8} ; se tiens pues:

A=A"6 bien A + A’ =2 rectos
B=P5 4 bien B+ B' =2 rectos
C=C o biena C + €' =92 rectlos.
No se puede hacer més que una de las tres hipdte
sis siguientes :

1" A + A'=2reclos, B 4- B' =2 rectos, C + C =9 ree-

tos;
Cig A=A 8 4 B =1reclos, G + &' = 9 rec-
tos;
3 A=A B =B’ de donde resulta C= (.

En la primera hipélesis, la suma de los 4ngulos
de los dos tridngulos valdria 6 rectos; la segunda
daria mds de 4 rectos; asi la tercera es la tnica admi-
sible.

268. Escolio. — En eslos tridngulos, los lades homd-
logos son paralelos ¢ perpendiculares enlre 2f.

k. — TEOREMA DE LAS RECTAS CONCURRENTES.

270, Tecrema. — Si un haz de rectas gue parler de un
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mismo punfo s corfade por dog paralclas, eslas Gliimas
lneas gquedan S
divididas enpar- L5 ,;

Ees proporcio- % : ;

nales. A \W,

Sean AD y Pl N/
A'D’ dos parale- / I[u‘\ E}
las cortadaspor i / \
un bazde rectas | ‘
salidas del
punie Q.

Los tridmgu-~
los OAB, OBC, ~
OCD, sop res-
pectivamente
semejantes 4 loa frifagulos QAR OB'T, OCD, y se
tiene :

OA _AB 0B OB BC _0OC
OA —AB OB’ OF BC 0T’
00 CDh _ 0D
oC — Coh o

Teniendo estes proporciones de dos en dos una ra-
zén comun, lodas iss razoaes son iguales, v se tiene
AB _BC _aD

AR TBG OD
i A
«-vﬂ—-—-&-: 274,

i

Recipro-
€3. — Si varias
gecanies cartan
proporcional-
menie dos rec-
ias paralelas,
estas egecanies
concurren en un

mismo punio,
Sean las pa-
ralelas AD y
Pia. 166 A'D’ cortadas
por las secan-

tes AA', BB', CC, DD’, de ial manera cus =e tenpa
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AB _BC _CD
ABTBCTCD
Sea © el punte de concurso de las dos secantes AA'

y BB'; por los punios O y {, iracemos una recta 0OC, ¥
Hamemos C* el punto de concurso de esta recta con la

; recta ATY,

‘ Se tiene, en virtud del teorema directs:
AE _ BC
AB T BT

Siendo la primera razén la misma que en la hipéie-
: BG,  BC G -
i‘:! —_-j = {“.-;; ! E'-
sis, se deduce BT = gge YPor consiguiente B B'C

Asf o8 que los puntos C'y C* se confunden, y la se-
cante GO pasa por el punto Q.

Como podria aplicarse una demastracién analoga con
respecto 4 la secante DD, queda demostrade el teo-
rema en toda su generalidad.

272. Escolio. — El leorema es ignslmente cierto
cuando los segmentos correspondientes de las parale-
las son iguales ; pero en este caso el punto de concurso
de las secantes ge aleja indefinidamente ; en otros tér-
mines, las secantes llegan & ser paralelas enirs al.

§ lIl. — Relaciones métricas en el trisngalo.

t. — MEnias rrOPORCIONALES.

273. Teorema. — Ea fodc fridnguls recidngulo :

1° Cada calelo es medio proporcional enire su proyec-
cicn sobre la hipotenusa g la hipotznusa enlera ;

% La altara es media proporcional enire los dos seg-
menios que defermina sobre la hipolenusa,

Sea ABC un triangule rectingule, y sea AD la per-
pendicular bajada del vértice del dngulo recto sobre Ia
hipotenusa.

i* Los tridngulos rectdngnlos CAB y CDA son zeme-
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jantes por tener un dnguio agudo comun C (n® 264) ; se
puede por lo tanto decir (n° 260) : a, hipotenusa del
primer tridngnlo, es 4 &, hipotenusa del segundo,
como &, opuesto al dngulo B en ol primer tridngulo
es & m, su homdlogo en el

segundo : P

Delmismomodo log tridn- 7

- an i PRIy | R Y (Y
gulos CAB y ADB sen sc- for D B
mejantes, y dan: P NP gy 5
a_ ¢ Fie 1s9.
¢ n

2° Los tridngulos CDA y ADB, semejantes cada uno
4 CAB, son semejantes entre si, y dan la proporcién :

m__h
R n

274. Escolio. — L. En fodo Iridngulo rectdngulo,

E!l cuadrado de un calelo es igual 4 su progeccidn so-
bre la hipolenusa, mulliplicada por la hipolenusa en-
fera ;

E! cuadradse de la eiiura es igual al producto de los
dos segmenfos de la hipolenusa.

En efeclo, de las tres proporsiones anteriorss, se de-
duce, haciendo producio de exiremos y medios :

B=am &S =aa h® = mn.

Aplicacidn & la clrcunferencia.

275. Teorema. — La perpendicular bajadu ae un punio
de la circunferencia sobre el didmelro es media propor-
cional enire log dos segmenios que delermina sobre dicho
didmeiro.

Sea AD una perpendicular bajada de un punto A de
ia circanferencia scbre el didmetro BC.

Tracemos las reciss AB v AL, el tridngulo ABC ag
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recténgulo en A 'n® 94%), y AD la aliura de este tridn-
gulo. Se tiene pues (n° 273, 29):

DC_DA . m_d
DATDR"d ™ 7

276, Corolaria. — El cua-
8 drade de la perpendicular
bajuda de un punfode lacircun
ferencia sobre el didmeiro es
igual al producto de los dos
segmentos del didmeiro.
Porque la proporcién an-
terior da ¢® =mn.

%77. Bscolics. - 1. Bl cuadrado de le cuerda trazada
por un exirems de un didmelro, es igual al producic de
su progeccidn sobre dicho didmefro, por todo el didg-
mekro.

Porque siendo AB unsa cuerda cualquiers, AM su
proyeccién sobre el didmeiro
AD, el tridngulo rectdngulo
ABD da (n®274);

AB? = AM X< AD.

Luego /2 cuerda es media
preporcional enlire su progec-
2idn sobre gl didmelro g fodo el
didmelro.

li. Los cuadrades de las o
cuerdas irazadas por un ex- Fie, 174,
fremo de an didmelro son enfre
si como las proyecciones de esias mismas cuerdas sobre
el didmelro.

Porque si AB, AC son dos cuerdas trazadss por los
extremos de un didmetro AD, y AM, AN las proyec-
ciones de las cuerdas sobre este diamelro, se ticne

AB® =AM AD

AC? = AN > AD
AB?_AMXAD AM
Ani ANAD AN

e

ie donde

|

n»:L
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111. E! cuadrede de lg coarda Irazede por el exirems
de un didmeire es al cuadrado del mismo didmelro come
la proyeccidn de esta cucrda sobre el didmetro es al did-
mefro enfero.

AB? _ AM><AD _AM

Porque ae tiene ADi— ADAD — AD'

3, — Trorems pE PiTicomaz.

373, Teorsma. — EI cuadrado de la hipolenuss de un
tridngulo recténguio es igual

& la suma de los cuadrados X
de [os calelos. " //I\\

En efecto, sumando or- b~ \\:
3 x e L
denadamente las igualda- e BN
des b*==aem v ¢% = an, se -~ 7 R
obtiens : - e U

b gt mami-an=a{m Fie. 178.

+n)=aa=a

Do esta misma relacidn se infiere gue &f cundredo de
un cafelo es igual ol cuadrado de la hipoienusa menos
zi cuadrade del otro calelo.

274. Escelis. — Bn fodo Iridngule recidaguls, los cua-
drados de loz caleios son enire gf como las proyecciones
de Ios mismos sobre la hipolenusa

Y el cuadrado de la hipolenusa es gl candrads de un
calefo como la hipelenusa es d la proyeccida del calelo,

En efecic, se liens idénticamente :

2 _am__m a® _aa _u

@ an  ® 5 am T m

3. — CUABRRADO DE UN LiADE.

%80, Teoremn. — En un Iridngule cualguiera, ¢l cuc-
drado del lado cpuesio ¢ un drgule agudo es igual d la
suma de los euadradss de los olres dos lades, menos dos
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veces el producto del segundo por la proyeccion del
tercera sobre el segundo,

Siendo agude el angulo considerado A, se tiene .

a?z==h2 1 m?

por ser P2—=c? —n?
y mP={b—nP=050-fn%—2dn
resulta a*—=5H%4-c* -2 bn.
281. Teorema. — Kz un Iridngulo oblusdngule, el

cuadredo del lado opues-
to al dngulo oblusc es
igual d la suma de los
cuadrados de los oiros
dos lados, més dos veces
el producfo del segundo
lado por lg proyeccidn
del tercero sobre ¢l se-
gundo,

Fig. 174 Siendoobtuso el dngu-
loconsiderado A, setiene:
a*=h% L m
por ser h*—=c*—n?
y mi=—(b-+nPP="58 L Lt Gbn
resulia : a*=5% . ¢t 4-8bn,

282. Escolie. — Un iridrgalo e aculdnguls, rectdngule
i oblasdngulo, segin que el cuadrado dei lado mayor
es inferior, igual, 6 superior 4 la suma de los cua-
drados de los otros dos ladoes.
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&. — SUMa § DITERENCIA DE LGS CUADRADOCS DE LOS LADOE

283. Teorema. -—— La suma de los cuadrados de dos
lados cualesquiera de un fpidngulo es igual ¢ dos veces
el cuadrado de la
mediana del tepces
lado, mas dos peces
el cuadrade de ia
mitad de esie mis-
mo lado,

Sea ABCuntridn.
gulo cualquiera, y
CD 6 d la mediana
del lado AB.

Tracemos la al-
tura CH. Los angulos en D son el uno obiuso y sl otro
agudo; se tiene por tanto (n® 284, 280.)

~
S

En sl tridngulo CDB a? ==d® +m?® - 2mn
HEn el triangulo CDA ¥ =d?-} m?—1imn
De donde, sumando, a8 -- b° = 2d*+-2m*

De ahf se saca d?=14/2 (a® -+ b%) —m*.

984. Escolio. — El cuadrado de una mediana es iguci
& la semisuma de los cuadrados de los dos lados adya-
cenles, menos el cuadrado de la mitad del fercer lado.

a® b of

Se escribe también : d? = T -3

285. Teorsma. — La diferencia de los cuadrados de ios
lados de un Iridngulo es igual al doble producto del
fercer fado por la proyeccidn de la mediana corresposi-
dienie sobre esle lado.

En efecto, tenemos {p°® 280 y 234.)

== d* +m?4-2mn
Pz b - m? — 2mn
de donde B —BP=ima=2>X2m A

5. — PROPIEDAD DE LAS BISHCTRICESE,

88, Teorama, —~ [En loda {ridagalo, lo bizeciriz de
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un dngnlo inierno ¢ externo divide el lado opuesio en
paries proporeionales d los ofros dos lados. .
Sea el tridn-

é‘{». 0. gulo ABC, CM
e la bisectriz in-
,ﬁ-"-;‘:\,'?"- ¢: Y terior del 4n-

TPl & T gulo G, yCN la

g /’ A\ 7 e bisectriz del &n-
A N T~ gulo exterior
AT THTE ¥ DCR. Bajemos
Fo. 175. las perpendicu-

lares AA’ y BB
& NC, estas perpendicnlares son paralelzs 4 la bisse-
triz MC y dan (n® 957.)

MA _ CA’ -
MB = CB" *-f

i Los tridngulos recténguios CAA’ v CBD' son se-
mejantes, porgue tienen los angulos en C iguales, por
tener complementos iguales; y nos dan

CA_CA'_ AA -
CB ~CR ™ BB"
Luege, segin (1), tenemos
MA __CA @
MB™ CB’ !
2 Los tridngulos semejantes BB'N y AA'N (n° 264.)
nos dan Eé L “-t‘&f
NB™ BB”
. NA CA
6, segin (2) NE—©w'
Observacién. — Los cuairo puntos ABMN forman una
division arméaniea. porque L
sl ; MB T NBS
: P NA Ca
el ney & > i 1 el — T
287. Reclproca. — Si se tiene {a proporcidn NE o la

recla CN eq biseciriz del dnguln sxierior BOD.
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Porque, en ja prolengacién de AB, no existe més
que un punto cuyas distancies 4 los des puntos Ay B

estén enire &f en la .
relacién de CA a CB o
(n°® 259), y la bisectriz :Tff_/ N
del #éngulo exterior ST k
BCD pasa por esta!‘ e [
punta {n° 286). e W H St
L]
288. Escolio. — 8i \.,__
se traza dos bisece- A Wit
irices que partan de M
un mismo vériice C, Fra. 177

la una interior CM y
la otra extericr CN, se tiene:

MA NA ; .‘\Ai _BM
B~ NB’ de donde, aliernando medm'-; =N

Asl las distancias del purio M d los punios A y B son
enlie si como los distancias del punio N & los mismos
punies A y B.

Igualmente las dislancias dei punic A d los punlos
M g M son enire &f como las distancias del punio B d los
mismos punics M p N.

o

IV. — Relaclones métricas ea &l cireculo.

’
1.—PoTENCIA DE UN PUNTO CON RELACION A UN ciRrcuLo.

289. Teorema. — Cuaado dos cuerdas se cortan, el
- producte de los dos segmentos
Dl de una ex igual @&l producto
' \,\ Sy de lvs dor segmentos de la ofra.
/ P i Sean AB y CD dos cusrdas
[ X0 i que se corian en 0. Tracemos
{ V. \.,' :‘ las rectas AC y BD.
\ % Los tridngulos AOC vy BOD
T T tienen los éngulo_s Ay D igua-
G S leg, portener? ~a migma medida;
i 1 12 BC, E = C porla misms
F1c. 178. razdn ; luego estas fridngn-
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108 500 Esmelanies (n” 463), v den la proporcidn
0400
[} )]

de donde GA X OB=0Cx 0D

280. Reciproca. — Cuands en dos récfas AB y DG que
se cortan, se fienen los producios iguales

DA X OB =0{>x0D

los czatro punfos A, B, C,D perfenecen 4 una misma cir-
cunferencia.

Perque haciendo pasar una circunferencia por tres
de estos puntos A, B, C, y llamande I¥ el punio de in-
terseccién de la circunferencia y de Ia recta COD se
tendria:

UA X OB=00C<0D'; pero DAX OB =0Cx 0D
luego OD' debe ser igual 4 0D,y ia circunferencia pasa
por el punto D.

291. Teorema, — Si dos secanles parien de un mismo
punto fuera de un circulo, el producio de la primera se-
canie porsu parteexierna
es igual al produclo de
la segunda por su parle

b externa.
Sean las dos secantes
: \ OA y OD.

\ Tracemos las reclas
g ACy CB,

4 Los tridngnles AOC y
/ BOD tienen el éngule O
4 comdn, y los dngulos A

¥y D iguales por tener
Fie. 179. una misma{ madida 1/%
BC ; luego sen seme-
jantes y dan la proporcién :

GA gg de domds DA > OB = 0L < GD.

HE AV

<

7

Resiproca, — Cuando, gobre 3 reciss gue se corian, se
tiene OA > OB =0C < 0D, los cualro punio: A, B, G, D,
perienecen & una misma circunferencia.
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292. Teorema. — Si desde un punio exierior de un cir-
calo parlen una fangenie y una secante. la langente es
media proporcional enire
foda la secanfe y su parie
exierna,

Sean 0D y OA las dos
{[neas considsradss. Tra-
cemos las reciss DB y
DA.

Lostridngules ODA ¥y
OBD tienen el 2ngule O
comun, ¥ los dngulos A
y D iguaies por tener
por medida la mitad del mismo arce BD (n® 211,
209) ; luego estos tridngulos son semejanies y dan la
proporeién .

0A _OD
0D~ O®
293. Corolaria. — Si ura langenle y una secani¢ parien
de un mismo punto exierior d un circulo, el cuadrado de
la tangente es igual al producto de foda la secanie por
su parie exierna
Porque la propesicién anterier da OD?=0A < ©

294. Escolios. — 1, Esie teorema puede deducirse co-
mo limite del teorema anterior; porgue la fangente es
una secante cuyos dos punies de interseccién Cy D se
acercan indefinidamente, y euya parie externa OC es
igual 4 la secanie entera 0D,

1. Cuando se tiene: 02 = QA< OB, la czrcunferen-
cie que pasa por los Ires punios A, B, D es tangenie d la
la recta OD,

Iil. Los tres teoremas anteriores pueden reunirse en
un solo enuneciado : Si desde un punio fomado en ef
plano de un eirculo, se traza 4 esle circulo una secante
cualquiera, el producio de las disiancias del punio fijo d
{os doz punios de inlerseccidn 8 consianle, cualquiera gue
sea la direccidn de la secanle.

235. Detinisién. — Con relacidr & un circulo, Ia poten-
cia de un punio A es el producie conslaniz A} > AE dz-
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terminado por una secanfe cualquiera frazada por esie

panio. .
i° Representando AO por d y el radio por r, la rela-
cién AD X AE= AF* =

g iy AB < AC puede escri-
/\ T birse :

I s \
'f\\ \\g:‘LB\:\}& (d+rid—r)=d—r.

L /?_,m # A (uando el punto es ex-
\ A FTdT terior,los segmentos AD,
L 4 AE de la secante estdn
\’If‘\\q en la misma direccidn,

: la potencia P es positiva;

Fia. 184, la férmula P = d* — r#

conduce 4 esta conse-
guencia; porque d es mayor que r,
2° Cuando el punto G esi4 en el interior, los segmen-
tos GI, GH estdn en sentido contrario ; la potencia se
considera como negativa; por oira parie

Gl GH=GL}=00[*—-0G*

pero OL=r; OG se representa por d; luego en valor
absolulo
GIXGH=rt=d®

y como en este caso la polencia debe ser considerada
como negativa, se puede escribir de una manera ge-
peral :

P=d2—rs,

3° Para un pusnte M en la circuaferencia, la potencia
es nula.

2. — TRIAXGULO INSCRITO.

298, Teorema. — E! producio CA < CB de dos lados de
an Iridnguio esigual al producio CM >< CN de dos reclas
que foerman dngulos iguales con los lados CA y CB;es-
tando limitada una de ias reclas en la base del tridnguls,
y la olra en la circunferencia del elrcule circunscriio d
esle iridngalo.

O
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Los &ngules iguales deben estar ambos en el ints-
rior del tridngulo (fig. 182), ¢
ambos al exterior.

Sean las rectas CM, CH ta-
les que el dngulo ACN = BCM
{tig. 182) ;

ios dos tridngules ACN v
BCM son semejantes, por ser
equidngulos; en efecto, el 4n-
gulo N = CBM v el angule
ACN=BCM

Fia. 182
CA_ CN
luego TH—Th
de donds CA > CB —=CM X< CK.

287. Teorema. — Elproducio de dos lados de un Iridn-
gulo es igual al producto de los segmenios delerminados
sobre el tercer lado por la bi-
x'"'r"—\;ﬁ seciriz del dnguloc opuesio, mis

i ¢l cuadrado de esta bisectriz.
\} Sea ABC cl tridngulo dads,

/ ”--//7:

/ :
I e y CD la bisecirfz; vamos 4 de-
‘\ e % U mosirar que ge tiene:
B O 1 73
B'\ .’D Py 3%
/ : ab=mn + d%
\'._ E,-'( // '+
. St Para esto, tracemos el cir-
& culo circunscrite, prolongne-
0. 183, mos CD y tracemos AR.

Porformar la bisectriz dngu-
los iguales con los dos lados, segin el teorema ante
rior, tenemos

ab=d > (d-}¢e)

i} ab=d*|de
y por ser de = mn (n® 289)
resulta ab=d?*-}-mn.
288. Observacifm. — Il teorema puede enunciarse

como eigue: E! cumadrado de una biseclriz es igual al
producio de los lades adyacentes, menos el preduclo de
los segmentos del iercer lado ; porque la férmula obte-
nida da d? == ¢k — mn.
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298. Tecrema. — E! producio de dos lados de un iridn-
gulo es igual al producto de Ios segmenios deferminados
sobre el tercer ladse por la biseciriz exierior del dngulo
opuesio, menos e cuzadrade de esla biseciriz.

Sea CD la bisectriz del dngulo externo ACH; la cual
determina dos seg-

.

T .., .
B e mentos substraciivos
/ ﬂﬁ\\;% DB y DA.
7 B w A b TR Como esta bisectriz
[ .y ”?\\rﬂ\‘-.g forms con los lados
G Yy angulos iguales, tene-
j’\ /’A # D mos (n° 296):
G eb=d (e —d)
de donde ab = de —

Fie. 184, dz.
A causa de las se-
cantes DB y DE, el producio de puede reemplazarse
por su igual mn (n°® 294}, v se tiene:

ab—=mn—d>.

300. Observaciéa. — Para calcular la longitud de la
biseeiriz exterior, se emplearia la férmula:

d2 = mn— ab.

304. Tesrema. — El producle de dos lados cuales-
guiera de un iridngulo cs igual o
al producto de la eilura rela-
tiva al tercer lado por el did-
meire del circuls circunscrilo.

Sea ABC un triéngulo cual-
quiera, CN ¢ & una de las al-
turas,y CM 6 2R el didmetro
del eirculo circunsecrite. Va-
mos 4 demosirar que ab =
2 Ra.

Tracemes MA ; el dngulo
MAC es recto, y los dngulos
AMC y ABC son iguales (n® 212); luego los dngu-
los ACM v NCB tambhiéa son iguales, y segiin el n® 897,
tenemos

gb=8R.k
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CAPITULO I

LUGARES GEOMETRIGOS

1. — PunNTO MOYIL CON RELACION A DOS PUNTOS FIIOS

302. Lugar 1. — Hallar el lugar de los punios cuyas
distancias d dos puntos dados ezldn en una relacidn cons-

tanle E.
n

1° Es preciso determinar la naturaleza y la posicién
de la linea que
contiene todos los B
puntos que gozan 5 "
de la propiedad
enunciada.

Sean A y B los
dos puntos dados,
y sea C un punto
cualquiera del lu-

/
gar buscado, de \\\._,,__,_//

?Xdo giue se tenga o 150
CB™ o
Las bisectrices de los &4ngulos BCA y BCD determi-
nan los puntes M y N que dan (n°® 286);
MA_CA_m NA_CA_m
MBT CB™n NBETCB ™
Sobre la direccién AB, los puntos M y N son los tini-
cos cuyas distancias 4 los puntos fijos A y B estén en

la relacién dada %; vy como ¢l dngulo MCN de las dos

bisectrices es recto (n® 57), el punio C perlenece d la cir-
cunferencia descrita sobre MN como didmelro.

2* Falta demostrar que, para cualquier punto de esta
circunferencia, la relecién de las distancias & losdos pun-

tcs A yB es igual 4 'i:
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Notemos primeramente que las razones iguales yaen

MA _NA )
contradas ME —NEB dan, alternando medios,
AM_ BM
AN T DN

Consideremos un punto enalquiera B de la circunfe-
rencia descrila sobre
MN ; tracemos BA,
BM, BN;tomemosel .
arco MF igual 4 MG,
¥ lracemos BF, que
. vorte & MN en un
punio cualquiera B,
En el tridngulo
ABB’, la recta BM es
bisectrizdel 4ngulo B,
Fia. 187 y su perpendicular

BN es bisectriz del

angulo externo suplementario. Se tiene puzs (n° 286):

AM_ BN
ANT BN
¥ por no haber, entre M y N, més que un solo punto
cuyas distancias 4 los punios M ¥y N estén en la relacién

de AM & AN, el punto B’ tiene, sobre MN, la misma
posicidn que el punto B de la figura anterior (fig. 186:.

: BA_ MA m
Asl se tiene B~ MB =
303. Lamgar il. — EJ o
lugar de los punlos fales i
que {a suma de los cua- .
drados de sus distancias s 2 // L

a dos punivs fijos (A, B) P
sea conslanle (K2) ¢ una / ;
circunferencic cayocentraeg mo M B
el panie medio (M) del seg- Fic. 188,
mento (AB} que une los des puntos fljos.

Sea C un punto del lugar. En el tridngulo ABC,
tencmos
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@ =2mt2F (m® 283)
6 S mt a3 = ()
é e =}t 9 m (2

Luezo I es una -constante, y el lugar es una circun-
ferencia de radio  y de centro M.
Discusidn. — De (2), se saca

para que exiata I, g8 mecesita B—imi>e

304. Lugar III. — EI lugar de los punios lales que la
diferencia de los cuadrados de sus distencias d dos pun-
fos fijos A y B sea una conslanie K?® es una recla perpen-
dicular 4 AB.

Sea C un punte del lu- b,
gar. En el tridnguloABG,
tenemos a b
@ —b=9%cm /
é 2 cm =k=k’ & T T %
gea m :2—3. Fia. 189

Luego, la distancia m es constante, y C perienece &
una perpendicular levantada en P sobre AB.

2. — EJE RADICAL.

305. Teorema. — Ei lugar de los punios de igual po-
fencia con rela-
cidn & dos cir-
cunferencias es
una perpendicu-
{ar d la recia de
loz ceniros.
Esie lugar sc
{lama ejs radi-
gal de ifas dos
circanferen-
cigz
Sean las circunferencias 4 y B de radiesay 5,y C
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un puuto de igusl potencie con relacidn 4 estas circun-
terencias.

Desde el punto G bajemos la perpendicular CD sobre
1a recta de los centros; se necesita probar que CD es
el efe radical de las dos circunierencias.

En efecto, haciendo AC=d y BC=d,, puesto que C
es un puoto de igual potencia, ce tiens:

4t — P = df— b
6 4 —d 2= at — b,

El punto G es tel gus ls diferencia de los cuzdrados
de sus dislancias 4 los puntos fijos A y B sca constante ;
luego (n® 304), el lugar de C es la perpendicuiar CD.

306. Observacionas. — L. 'l eje radical estd mds cerca
del ceniro del circulo mensr que del mayer; porque
con g > b,
la relacién AD? - BD*=a?— B
da AD>DB.

1i. Cuando dos circulos se corfan, Iz cuzrdya comiin es ¢l
eje radicel; porque los dos puntosde interseccidn lienen

Fig. 191. Fia. 192.

una potencia nela con relacién & eada circulo (n® 295.)

{luando dos circulos eon {angenies, ¢l gfe radical pasa
por el punlo de conlacie: es la langenfe comin en 2sle
punlo.

ill. Pare dos circulos inferiores, fales como Ay F
(fig. 190), el eje redical GH es exierior; porgue si en-
contrara uno de los efrculos, el punie de inlerseccién
fendria una potencia nula cen relacidén & una de las
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circunferencias sin teuerla con relsciéa & la oira, lo que
es imposible, Por oira parte, el eje GH esta situado
del lado del eaniro del cireulo menor j perque se debe
lener AH > Fil.

307. Problemma. — Delerminar &l ¢je radicel de dos cir-
cunferencias dadas.

{° 5i las circunferencias s cortan, se traza la cuerda
comun ;

9° Si son tangentes, se fraza la tangente comin ;

3* Cuando las dos circunferencias no tienen ningim
punto comin (fig, 194, 152), se les coria por una tercera
circunterencia : las cuerdas comunes FEC, HGC deter-
minan un punto C de igual polencis ; porque CE <X CF
= CG < CH; luego C pertenece al eje radical pedido
(n° 203).

Basta entonces bajar la perpendicular CD sobre la
recta de los centros.

308. Tsorema. — £l eje radical de dos circulos es el lu-
gar de los punios de donde se puede frazar d esios cir-
culos tangenies iguales.

Se tiene en efecto:

AR —@*=BLE - ¥4 (n® 305)

luegas EM?=ERN". m _
309. Teorema. — Los ¢jes ra- :

H
dicuies de Ires circulos, consi-t
dernidos de dos en dos, conce-
rren en un mismo punio.

Sean los tres circules A, B,
C, v sea O el punto de con- -
curso de los ejes LO y MO.

El punto O, por perienccer
4 OL, tiene una potencia igual § L/
con relacién 4 los circulos ! A
A y B (n° 305),y por pertenscer 3

# M{i tiene una potenciaigusl
con relaciéndlos cireulos By G, e S
luego tiene una potencia iguul Fis. 193

con relaciénalos elrculos Ay (,
vy pertenece 8 su eje radical; asf los tres ejes se cortan
en ¢l misme purde.
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310. Obssrvaciones. — 1. £! punlo O se llama cenire
radical de los fres circules.

Las tangenles trazadas desde este punto 4 los tres
circulos son iguales entre si. El punto O es el centro de
una circunferencia que corta ortogonalmente las tres
circunferencias dadas.

Il. Cuando tres circunferencias se cortan de dos en
dos, las tres cuerdas comunes concurren en el mismo
punto.

III. Cuando tres circunferencias son langentes de dos
en dos, las tres tangentes trazadas por los puntos de
contacto concurren en el mismo punto ; porque estas
rectas son los ejesradicales de las tres circunferencias.

IV. Cuando los tres centros A, B, C eslén en linea
recta, los tres ejes radicales son paralelos ; asf el teo-
rema es todavia cierto, wun en este caso limite, pero
el punto de concurso estd en el infinito.

CAPITULO III

PROBLEMAS CON RELACION A LOS SEGHENTOS
PROPORCIONALES

§ I. — Construccion de los segmentos.

311. Problema. — Dividir una recla dada AB en paries

m — proporcionales d longi-
B —— tudes dadas m, n, r, 0 d
o — niimeros dados 1%, b, 10,

/ N s . por ejemplo.
A= gl _,B Se traza una recta AC
2 \ que forme con AB un
L N dngule cuelquiera; so-
P~ bre esla recta AC, se
o~ llevan consecutivamente

Fia. 194, las longitudes dadas m, n,
r;setraza CB, luego,unas
rectas paralelas a CB porloe diversos puntos de divisién
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Las longitudes m’, n'r', son entre sf como las leagi-
tudesm, n, r (n® 257).

Si lo que se da sen ndmeros, se llevan sebra AC lon-
gitudes proporcicnales 4 estos nimeros, per ejemplo
12, 8, 10 milimetros.

32. Problema. — Por un punfo O dado en un dngulo
cualquiera A irazar una

recta que quede dividida A B D
por esie punlo en una re- \\_ “\ \
lacidn dada, % por ejem- \\‘\9
plo. |

Se traza OB paralela 4 Q\
uno de los lados del an- ¢
gulo, AC por ejemplo; N
se divide AB en 3 par- My
tes iguales; se llevan @ Fia. 195.

de estas partes de B 4
D, y se traza DOC, que es la recia pedida.
Porque las paraletas BO y AC dan la proporcisn
AB _ CO AB 3 . cCO 3
80— 6D’ COMO pry==g, 5& ilens oD =4

31%. Problema, — Hallar una cuerla proporcional d

. B :}ra’..; recias dadas a,
—————— Yo

b Se traza un éngulo
el ~i  cualquiera O scbre

o cuyos lades se ilevan
~= QA igual con g, OB
igual & 5, OC igual &
¢; se iraza AB, en
seguida CX paralela
& AB Larecia OX 6
Fre. 1%5. z es8 la cuaria pro-
pereional pedida;

porque se tiene (n° 258):
L,
OB~ O0X &7 2

344. Chesrvaciones. — . Se puede también resolver
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egte problema disponiendo by ¢ como dos segmentos
de una cuerda, y a@ v © como los segmentos de otra
cuerda que corta 4 la primera (n® 282).

il. Se puede también utilizar la propiedad de las
secantes que parten de un mismo punto : sobre uno
de los lados de um 4ngulo eaalquiers, se llevan las
lineas ¢ y b como secante entera y parte exierny; sebre
¢l oiro lado, se lleva la linea a; la circunferencia des-
crita por los tres puntos marcados determina la cuarta
proporcional (n® 231).

T11. Si se pide una fercera proporcional d dos recias
dedas a y b, se busca una cuaria propercional 4 las
rectas s, b, &, de manera que se obienga la propor-
ciém

a_ b

T
Se pusce tsmbién disponer la comsiruccion de ma-
nera que a ¥ ¢ sean los dos segmentos de un didmetro,
v b una perpendicular & este didmetro (n° 215).

1%. Probloma. — Hallar una media proporcional enire
dos reclas dadas a y b,
jor procedimiento. — Se traza
X una recta indefinida AR, sobre
/'r‘—‘\\ ia cual se lleva OA == a, ¥
v | %, OB =b5; sobre AB como dia-
metre, se i{raza una semicir-
cunferencia, y se levanta la
perpengicalar OX, que es la
i{inea buscada.
Porque ss tisne (n® 275) :

r
12‘
S

.

QA 0X

L2 Ux e __ z
DX 0B

6 E cnary 3-

g prosedimients. — Se llevan, una sobre otra, las
dos longitudes OA y OB, 6 a y b; sobre OB come did-
moire se iraza una semicircunferencia; se levanta la
perpendicular AX, y se traza la cuerda OX, que serd
la linea pedida

Porqus se tiene (n® 258):
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0A_ _O0X ;a =«
00X 0B =z %

3°r Procedimiento (fig 19%). — Habiendo llevado la ura
sobre la otra las dos lon-
gitudes OA y OB, se traza il
sobre AB una semicircun- g \
ferencia, 4 la cual se tira }f e
la tangente OD, que es la
recta pedida.

Se tiene en efecto (n°
263) :

316. VerificacifL. —
Para reunir los tres
procedimientosen
una misma figura,
se toma OA —=. OA’
=ay 0B = b. Los
tres puntos D, E, X
deben pertenecer &
un mismo arco, cuyo
Fie. 199. centro sea 0.

§ 1I. — Aplicaclones.

317. Problema. — Dividir una recla dada en media y
exirema razdén.

Se dice que una recla queda dividida en media ¥
extrema razén cuando la T
parte mayor es media . L2
proporcional entre toda L !
Ia recta y su parte me- c ;
nor,
Sea AB la recta dada; -~ | |
ge construye el tridngulo A ] g
rectangulo ABC, toman- Fis. 200.
do BC igual 4 la mitad
de AB ; desde el punto C como centro ze truza el arco
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GBE, y desde el punto A el arco GD. El punto D di-
vide 4 la recta AB en mediay extrema razén, de modo

que se tiene
AB _AD
AD ~ DB’

En efecto, prolonguemos la recta AC hasta su en-
cuentro en E, con el arco GBE. La tangente AB y la
gecante AE dan (n® 293) :

AE__AB Ao AiHiaE AE—AB_AB—AG
ABTAG °° AB — AG

Como por construccién, AB = GE, se ticne AE — AB

igual 4 AG 6 AD; y AB— AG igual & DB. Y se tiene

; AD__ DB AB__AD
pues: AB—AD de donde iD= DB’
348. Problema. — Expresar la longitud de la media
razdn en funcidén de la recta dada.

Representemos AB por a, AG 6 AD por x; conforme
@ la construccidn,

CG=BC= ; a.
P
V4 \
¢ %
, X
G H
.1 i
H i
, v/
i e e T
Fiae. 201.

El tridngulo recténgulo ABC da
AC*=—AB?* | BC?

3 (=+3) =+ 7=
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Efectuando los cé&lculos, se encuentrzn para @ los
dos valores :

a (0,618...) a(— 1,618...)

Luege AD es igual aproximadamente & los 0,618
de a.

El otro valor a (— 4,618...) 6 — 1,648 ¢, indica que
axisie oiro punte que saiisface la condicién, y cuya
distancia al punto A debe tomarse en sentido inverso
de AD, es decir, a Ia izquierda del punto A; esta dis-
tancia estd representada por 13 secante AE; sise lleva
AE sobre AD', se tendra

AB __AD
AD' T DE
AB  AG_ AB--AG
En efecto, ia figura da AETAB T AET AR

Como AB + AG eg igual 4 AE 6 AD' y AE - ABigual
4 D'B, se tiene :

AB AL
AD T DE

319. Problema.—
Describir una cir-
cunferencia gue
pase por dos pun-
fos dados Ay B, y
que sea langenie d
una recia dada CD,

El centro F debe
encontrarse & la
vez sobre la per-
pendicular FF' trazada por la mitad de la cuerda ABy,
sobre la perpendicular DF tirada 4 la tangente por el
punte de contiacto. La tangenle CD es media propor-
cional entre las longitudes CA y CB, que 82 conoce.

Se puede por lo tanto trazar BAC, buscar CD medio
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geométrico entre CA y CE (n° 287), trazar las perpen-
dicnlares FF’' y DF, y describir, desde el punto F, la
circunferencia pedida.

Esta circunferencia es tangents & CD (n°® 294).

La distancia CD podria ilevarse de C 4 D', lo cual da-
rla una segunda solucién.

Para obtener la media proporcional, basta hacer pa-
sar por A y B una eircunferencia que corte & la recta
dada y tirar la tangente CT.

320. Discusién. — Por estar la circunferencia tangente
& una recta toda de un mismo lado de esia recla:

i° 8i A y B estin del mismo lado de CD, hay dos so-
luciones;

90 Si unc de los puntos pertecece 4 la recta, es el
punto de contacto, y s6le hay una solucidn ;

30 Si A v B estan del ano v del otro lado de CD, no
hay ninguna solucidn.

324. Problema. — Describir una circunfcrencia que pase
por dos- puntes dados A g B, y gue sec fangenie d una
circunferencia dada O.

Sea AMFR la circunferencia que se guiere oblener
El centro se en-
cuentra sobre una
recta GH perpen-
diculer & la mitad
de AB.

Prolonguemos
AR hasla que en-
cuentre EF, tan-
gente comiin 4 las

: dos eircunferen-
Fis. 203. cias; tracemos al

circulo O una se-
cante cualquiera FCD. a

Se tiene FC > FD =EF?= FA > FB ; luego los pun-
tos A, B, C,D estdn sobre una misma circunferencia
{n°® 293), lnego el centro estd sobre GH. Se puede;
pues, describir 4 voluntad unra circunferencia secante
ABCD, trazar las secantes ABF y DCF, y en segui-
da FE tangente al circulo O la recta OEH, gue une
sl punis do contacto E con el centro O, datermina el
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ceniro de la circunferencia pedida, porqne la circunfe-
rencia que pasa por los tres puntos A, B, E serd lam
gente 4 FE, en el punto E (n® 263, III), y por consi-
guiente tangente 4 la circunferencia dada CDE.

La segunda tangente, que podria llevarse de F 4 E',
darfa una segunda solucién.

322. Discusién. — Una circunferencia tangente 4 otra
eircunferencia es exterior 6 interior 4 esta, luego:

1°* 83i A y B son ambos exteriores ¢ interiores al cir-
culo dado, hay dos soluciones ;

2° Si uno de los puntos pertenece 4 la circunferencia,
es el punto de contacto, y sélo hay una solucién.

3¢ Si uno de los puntos es interior y el otro exterior,
po hay ninguca solucién.

CAPITULO IV
HORKOTECIA

323. Definiclén. — Dos figuras ABC; A,B,C,, son
homotéticas cuando se corresponden punlo d punlo, de
tal modo que dos punios, A
y Ay, que se corresponden es-
lén en ung reciz que pasa
por un punto fijo O, y que
los segmentos OA, y OA
gueden en una razdn cosms-

fanie WOA" =K.
oA I
El punto O se lama cen Fia. 204.

tro de homotecia ; los puntos
que se corresponden se [laman puntos heméblogos, y la ra-
zdn K es la razén de homotecia.

224, Problema. — Consiruir la figura homotética de
una figura dada ABC, conocido el ceniro de hemotecia O
y K la razdn de homolecia.

Se unen los puntos de la figura con el punto, y se
dividen los segmentos de recta as{ obtenidos en la ra-

én Kfl—
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325. Propiedades. — I. La figura homoiélica de un seg-
menio de recta es un segmento de recla.

Sea la recta AB, y el punto C del segmento;y AB,
C, los puntos homélogos de ABC. A,B,C, estdn en lines

recta ; en efeclo, por definicidn, tonemes%—‘éi —_:%%, ¥
A,C, es paralela & AB.
También, tenemo 0 . 80 (0] lela 2
ambién, tenemos 0B, — on’ ¥ GE es paralela

AB; luego, A,C, y C,B, son dos paralelas 4 AB que sa-
lendei punto C,, porcon-
/f‘ siguiente se confunden.
/‘,‘/ Dos segmentos de rec-
ta que unen dos puntos

]

homélogos se llaman
el segmentos homélogos.
¢ Il. Dos segmentos ho-
ridlogos son paralelos y
B, en la razdn de homolecta.
B Sean lossegmentos AC
¥ AC,; ya sabemos que
Fia. 205. son paralelos; y tene-
mos
AG,_OA,_
AC —0A — ™

326. Conzecuencias. — I, La figura homotética de un
dngulo es ur dagulo igual ; en efecto, los dos dngulos
tienen sus lados directamente paralelos.

Fia, 206. Fia. 207.

L. Dos iridngulos homoléticos son semejanles ; porquae
)
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tienen sus dngulos homélogos iguales y sus ladoes he-
mdélogos proporcionales.

111, Dos poligonos homoiélicos pueden descomponerse
en el mismo nimero de tridngulos semejanles, y dispues-
tos del mismo modo.

IV. La figura hometélica de una circunferencia es una
circunferencia.

Es evidente cuando el centro de la curva se confunde
con el centro de homotecia. En efecto,

%% =K 6 0A, =K. OA, y OA, es una constante.

Si el centro de la circunferencia es C y O esel cenlire
de homotecia, considerando el homdlogo G de G, y un
punto A, homdlogo de A, se liene

Alci....
xC =K.

é AC,=K. AC.

A,C, o8 una constante, y la figura homotética es una
cireunferencia de centro C, v de radio K < AC.

CAPITULO V

SIMILITUD

§ I. — Generalidades.

327. Definicién. — Dos figuras son semejantes cuande
cada una de ellas es iqual & una de las figuras homolé-
ficas de la olra.

Se puede decir también que dos figuras son seme-
jantes, cuande se<les puede darla pesicién de dos figu-
ras bomotélicas.

Los elementos homdlogos son los que se correspon-
den cuando las dos figuras estdn en homotecfa. La ra-
r6n de homoteciz ge Hama rasfn de rimilitad.
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338. Triingulos semsjuntes. — La definicién particu-
lar de los tridngolos semejantes es conforme c¢on la
nueva definicién. En efecto, se pusde

hacer que, en des tridngulos seme-

/ jantes AB'C'y ABC, dos éngulos ho-

¥ . .

\ mdélogos coincidan., Entonces los
lados AB' ¥ AC toman ias direc-

// ciones de sus homdlogos AB y AC,

:“/ y los terceros lades scn paralelos.
/ . S tieme 2B —AC o
/ ¢ Setiene i3y =g =K
/ / Los dos tridngulos son homoté-
i ) ticos; A es el centro de homotscia,
B v K la razén de homotecia.
Fig, 208.

328. Propiedadss de lag figuras se-
majantes. — Se deducen de las propiedades métricas de
las figuras homotéticas, as{ :

La figura semejanie de una recla es una recia.

Lea ﬁgurd semejanie de un dngulo es un dagulo iqual.

La figura semejante de un pollgono es un poiigono.

La figura semejanie de ana circunferencia es unacir-
cunferencia.

§ II. — Poligonos semejanies.

330. Delinicidn. — Dos poligonos son semejanle: cuando
cada nno de ellos es igual a mnoe de los homotélicos del olro,

331. Taorema. — 1i° Dos peligonos semejantes fienen sus
dngulos homdlogos iguales, y sus ledos homdlogos preporcio-
nales.

22 Dos poligonos semejantes pueden descomponerse en un
mismo nimere de tridngnios semejantes y dispuestos del mis-
mo modo,

En efecto, el segundo poligone pusde coincidir con
un homotético del primero; y este homotético goza de
las propiedades indicadas.

332. Reciproca. — 1° Dos poligonos gue tienen sus dngu-
los respectivamente iguales y sus lados homdlogoes propor-
cionaizg son semejanies.

Sean los poligonos ABCD v A,B,C.D,. eguidngulos
enirs si, y tales gue
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AB _ B(C,_ CD,_ DA, o

AB~ BC €D DA™
Tomando un centro O cualquiera, construyamos el

poligono A'B'C'D’, homotético de ABCD, y en larazénK,

A'BCD es igual 4 A,B,C,D,. kn efecto, los dngulos de

estos dos poligonos son respeclivamente iguales, por ser

respectivamente iguales 4 losde ABCD; y, porotraparte,

AB_BC_CD'_ DA
AB— BC~ CD DA

=K.

de donde )
AB'==A,B,; BC=B,C;; CD'=CD,; DA'=D,A,.

Fra. 209,

¥, segin el n® 155, A'B'CD' y A,B,C,D, son iguales;
luego ABCD y A B,C,D, son semejantes.

2 Dos pollgonos que pueden descomponerse en Iridn-
gulos respeclivamente semejanies y dispuestos del mismo
modo son semejanies.

Sean los poligonos ABCD y AB,CD,, y K la razén
de similitud de los tridngulos. Construyamos A'B'CD
como en el caso anterior.

Los lados homologos de los tridngulos de A'B'CD'y
de A,B,C,D,, son iguales, como lo hemos visto en el
caso anlerior; sus angulos homélogos son iguales
también ; luego A'B'CD' y A,;B,C;D, son iguales por
ser formados de un mismo namero de tridngulos res.
pectivamentie iguales y dispueslos del mismo modo;
(n® 187) ; luego ABCD y A,B,C,D, son semejantes.

Corolario. — Los perimelros de dos poligonos semejantes
son enire sl como dos lades homdlogos, o como dos lineas
homélogas cualesquisra.
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Siendo semejantes los poligonos P y P, se tiene

a_b_c_d
T
dedonde, haciend_

la suma de los nu-
meradores y la de
los denominado-
res,

CAPITULO VI

POLIGONOS REGULARES

§ I. — Poligonos regulares cenvexos.

333. Definiciones. — Poligono regular es ef que liene
todos sus lados y sus dngulos iguales,

El iridngulo equildtero Y ¢l cuadrado son poligonos
regulares.

Un poligono es inscrito cuando fodos sus vértices estdn

sobre una misma eircun-
ferencia, y circunscrito,
cuando lodos sus lados
son tangenles d una mis-
ma circunferencia.

Una circunferencia es
circunscrita ¢ un poli-
gono cuando pasa por to-
dos los vértices ; i es ins-
crita cuando es langente
¢ todos os lados,

Linea qusbrada regulsr
es una linea formada de parias cuerdas iguales tiradas
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sobre un mismo arco de circuls, — Ejemplo : la linea
ABCD (fig. 214).

Sector poligona? regular es la figura comprendida enire
una linea quebreda regular gy los radios lirados d sus
cxlremidades. — Ejemplo : la figura OABCD.

Se llarma centrs de un pollgono regelar inscrifo el
centro del clrculo circunserito d esle poligono.

Se lama centro de figura un punio que divide en dos
parles iguales ¢ todas las reclas que se pueden irazar
por este punis, y cuyos exiremos perienecen al perfmetro
de la figura considerada.

T} cantrs de un circulo es-un centro de figura; io
mismo sucede con el punio de concurso de las diago-
nales en un paralelogramo, lo mismo que con cl ceniro
de un poligono regular de un mimero par de lados.

Se iama radio de un pollgono regular inscrilo el radic
del efreulo circunscrilo d este poligono, y apotema la
distancia del ceniro 4 cada uno de los lados, 13 cual es
el radic del cireulo inscrito.

334. Toorema. — Cugndo una cireunferencia esid di-
vidida en un némere cualguiera
de parles igaales, las cuerdas
que unen conseculivamenie los
punies de divisidn formen un
poligono regular inscrilo.

Sea, por ejemplo, una circun-
ferencia dividida en & partes
ignales, en los punios 4, B, G,
D, E. Siendo iguales los arcos
AB, BC, CD..., ias cuerdas que
los subtienden serdn iguales
(n° 476). Por otra parte, cada Fia. 212.
uno de los dngulos ABC... es
inscrito, y abraza las 3/5 partes de la cireunferencia,
luego todeos son iguales, y el poligono inscrito es re-
gular.

335, Teorema. — Cuando una circunferencia esid di-
vidida en un nfimero cualguiera de paries iguales, las
tangentes liradas por los punies de divisidn forman un
poligono reguler circanserilo.

Sea, por eiemplo, uaa circunfersacia dividida en
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b partes iguales, y sea FGHIX el poligono circunserito
formadn por las tangentes tiradas por los puntos de di-
visién. Las cuerdas AD, BC,
CD..., soniguales como sub-
tendentes de srcos iguales.

En los triangulos ABF,
BCG,CDH. .., los dngulosen
A,B,C..,s0on iguales por ser
dngulos del segmento que
comprendsn arcos iguales
(n° 209); asi estos tridngulos
son iguales por tener un la-
do igual adyacente 4 dngu-
los igusales ; y ademés, cada
uno de estos tridngulos es
isosceles,

De donde resuita la igualdad de los éngules T, G,
i, I, K,y la de ios lados AF, FB, BG, GC, CH... Se
tiene por consiguiente

FG=GH=HI=IK =KF.
Luego el polizono FGHIK es regular; pueste que

tiene todos sus iados iguales y tedos sus dngulos tam-
bién iguales.

335. Escolio. — El problema de la construccién de
los poligonos regulares tiene relacién eon el problema
de la division de la cireunferencin en partes iguales. v
se puede circunscribir 4 Ia circunferencia tantos poli-
gonos regulares como se puede inscribir.

337. Teorema. — A fodo pe-
ligono regular se puede ecircuns-
cribir una circanferencia.

Sea ABCDE un poligono re-
gular. Hagamos pasar una cir-
cunferencia por los ires vérti-
ces A, B, €; vamos 8 demos-
trar que esis cirecunferencia
pasa iambién por los olros
vérhees.

Tracemos OA y OD, en se-
guida O perpendicular 3 la cuerda BE, y supoogs-

=
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mos que el cuadrilitero OHBA gira alrededor de OH
para aplicarse sobre el cuadrititero OICD.

El punto H es la mitad de la cuerda BC (n® 121); asi
es que los dngulos rectos en H coinciden, lo mismo
que HB con HC. el 4ngulo B con C, BA con €D, y por
consiguiente OA con OD.

Luego la circunferencia que pasa por los tres vér-
tices A, B, C, pasa lambién por el vértice D. Se demos-
traria del mismo modo que esta circunferencia pasa
por E,

338. Teorema. — En fodo peligeno regular, se puede
inscribir una circunferen-
cia.

Sea ABCDE ur poligono
regular. Describamos la cir-
cunflerencia circunserita (n°
337), y tracemos desde el [\
centro O, las perpendicu- !
lares OF, OG, OH.

Los lados AB, BG, CD...,
son cuerdas iguaies, y por
lo mismo igualmente dis-
tantes del centro (n° !87);
por tanto. los perpendicu- Fia. 2l5.
lares OF, 0G, OIl..., son
iguales, la circunferencia descrita con OF como
radio pasa por los puntos G, H, I..., ¥ los lados AB,
BC, CD..., son tangenies & esta circunferencia, por
ser perpendiculares 4 la extremidad de los radios
OF, 0G, OH.

Luego este circunferencia estd inzcrita al poligono.

§ 11. — Poligonos estrellados.

339. Definiciones. — Se [lama poligono estrellado e!
poligono cuyos dngulos son allernativamenle salienies y
enirantes, y cuyos lados pertenecen d unalinea quebrada
continua y cerrada, hacidndose lodas las gmebraduras
en un mismo sentida.
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Ejemplo : La figura ARCDE, es un penidgono estre-
itado, porque la linea que-

DX /7’“ brada ABCDEA esta fop-
\\ ~ / mada de cinco elemenlos.

/ Un poligono esirellado es
5 5 regular cwando los dngulos
N 7 \\\ A, B, C... son iguales enire
# LAy L siy los lados AB, BC, CD...
N/ son iguales.
B
F16. 6. 340. Construccién. — Pa-

ra obiener un poligono re-
gular estrellado de n Iados, se divide una circunfe-
rencia en n partes iguales, ¥ se unen los puntos de
division de dos en dos, de 3
tres en ires, de m en 5.

Se obtiene un poligona
estrelladode nlados, cuando
se vuelve al punto de par-
tida después de haher en-
contrado todos los puntos
de divisién,

Ejemplo : Sea una cireun-
ferencia dividida en cineo
partes iguales. Uniendo los
puntos de dos en dos, se
obtiene el penldgono eslre- Fic. 217.

Tado.

Para obiener el decdgono eslrellado, se divide la cir-
cunferencia en diez partes iguales y se unen los puntos
de tres en ires.

344. Observasién. — Ea el pertigenc, unir los puntos
de dos en dos equivele tambicn & unirlos de tres en
lres, es decir de (5 —2) en (5 — ).

in el decdzgono, unir los puntes de tres en tres equi-
vale también 4 unirlos de siete en sicte, es decir de
(10 —3) en (10— 3),

De una manera general, unir los puntos de m en m
equivale 4 unirles de (73— mj en (n — m}.

342. Teorsma. — Se pueden oblfener tantos poli-
gonos esireliodos de n vérlices como ndmeros hay,
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diversos de lg unidad, menores que

31

y primos con el ni-

mero n.
n
§r
porgue unir los puntos de m en m equivale 4 unirlos
le (= m)en (n —m),
2¢ Debe excluirse la unidad; porque, uniendo los
punios consecutivos, se obliene el polizeno convexo.
3¢ Siendo m primo con r, se necesitardn n lados para
volver al punto de partida, y se encontrara asi cada
punto de divisiér

i° Basta considerar los nimeres m menores que

343. Aplicaciones. —

n=3, n=4 no dan ningte poligono estreliado.

n=35 da un pertdgono estrellado, porque m puede ser
igual 4 2.

n=~6 no danada, porque ¢ y 3 son submuiiltiplos de 6

n=1 da dos eptigonos estrellados, porque m puede
ser igual 4 2 y &.

n=28 da un octégono esirellade, para m=3.

n=29 da dos enedgonos estreilados, para m=2 y 4.

n=10 da un decdgonc estreilado, para m=3.

n=12 dz un dodecigono estreliado, para m =3,

n=14>5 da tres pentedecigonos estrellados, param =2,

4yT.
n == 30 da lres poligonos estrellados, param =1, it y 13.

§ Il -— Poligones re-
galares inscritos.

344. Problema. — /{nzcri-
bir un cuadrado en ur circulo
dadao.

Se trazan dos difmetros
AC y BD perpendiculares
entre si; la circunflerencia
queda dividida en cuatre
partes iguales, v el poligono Fre. 218,

ABCD es un cuadrilitero re-
guizar, eg decir un cuadrado, inscrito en el ¢irenle dado




POLIGOKOS REGULARESR 127

345. Escolios. — I. Se puede subdividir los arcos
AB, BC... en 9, 4, 8, 16.., paries iguales, y por consi-
guienie inscribir los poligonos regulares de &, 16, 32,
6 7% 939 y en general 2° lados, es decir cualguier
poligona regnlar gue tenga un numero de lados indi-
cade por una potencia de 2.

L. Se puede circunscribir ¢l cuadrado y cualquier
poligono regular de un ndmero de lados expresado
por 2n.

111, Expresign del lado del cuadrado en funcidn_del
radio. El triangulo recléngulo AOB da AB? = ACG?
4+ 0B*=2r%; de donde

AB=ryi=r (1.414%...)

Iv. Expresidn de la diagonal del cuadrads en funcidn
del lado.

El tridnguio ABCda AC*=AR?* - BCié6 ##=2¢? de
donde d =a§.

V. Expresidn del lado del ocldgono regular en funcidn
del radio.

Sea E el punto medio del arco AB; AE esellado del
octégono regalar. Tracemos el didmetro EF y la cuerda
AF. El tridngulo rectingule EAF da :

AE*=FEF < EH
por ser EF=%; EH=r—1I0

y ademds HG? z%,

s;le‘sll i

r 5
HO:ﬁ, gefiene El =r —

/

-

ri/%

2

—— _!:‘ - ‘2!‘—"\!’-@
luego AE _..ir(r'-—-"[‘i)_'ir(—-—2 )
EE*=r% (2 — v2) de donde AE =r 2 — /3.

346, Teorema. — EI ledo del exdgone regular ins-
crilo es igual al radio del cireuly circunscrilo,

Sea ABCDEF un exdgono regular inscrito; iracemos
los radios OA y OBR. Basia probar gus el tridnguio
AQB es equilétoro
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El dngulo AOB es igual al 4/6 de 4 rectos, es decir
al 1/6 de 360° 6 sea 60° ; lue-
go los otros dos dngulos
suman £20° (n° 97); cada ;
uno de ellos vale 60°, y el E~7
trisngulo AOB es equilé-
tero. i

! ] i
. i j A= I ;
347. Corolarios. — 4* Para 1!/ .~ {1 " N[
inscribir en un cireulo dado E{’i B =’
un exdgono regular, se lleva

i
'
1

el radio seis veces como
cuerda, y se unen los pun- B
tos consecutivos; Fia. 219.

2° Si se unen los punios
dedos en dos, se obtiene el Iridngulo equildlero ins-
crito ACE ;

3° Subdividiendo los arcos AB, BC, CD... en 2, 4, 8,
16... partes iguales, se pueden construir los poligonos
regulares de 12, 24, 48... lados;

4° Se puede inseribir y circunseribir al circulo cual-
quier poligone regular de un ntimero de lados repre-
sentado por 3><2n,

348. Escolio. — 1. Expresidn del lado del tridngulo
equildiero inscrito en funcidn del radio.
El tridsngulo BAE, rectdngulo en A (n° 212, 2°) da

AE*=BE* —AR*=(@QrP—rt=4rt—rt=3r

Luego AE=r/3=r (1,732 05...).
IL. El apotema del lridnguie equililero inscrilo es igual a
{a milad del radio :
o908 _r la figura AB
=3 =g porque la figura ABCO es un rombo.
111. La altura del Iridngulo equildlero inscrito es igual
al triple del apotema :

3r
3"
IV. La altura del tridngulo equildlero en funcién del

lado AE d a del tridgngulo se encuenirq por la fdr-
mula -

EHéh=E0+OH=r+%=
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a
h= i—“’;’i
| porqus EH? =AE? — A?
a®_ 3a? a .
gt S 20 . O o — .
6 At=aqa 1 .a_ﬂv’.s,ék_alﬂ.%u..,)
V. El lado a en funcidn de Ia allura se encuenira por
la fdrmula:
.
a= 3 h \/3 3
porque3—4'7-' = A®* de donde a:%sg =§h V3.
¢ a=nh (1,1547).

349. Teorema. — B! lado del decdgono regular inscrito
es igual al segmento mayor del radio dividido en me-
dia y extrema razdn. .

e T8 Sea AB el lado del decs-
/ ™~ B gono regular inscrito. Tra-
/ ' cemos los radios OA y OB,
/ ¥ la biseclriz BM del 4n-

\\ gulo ABO.
A " En el iridngulo isésceles
\ AOB, el 4ngulo O es ignal 4
\ 1/40 de cuoatro angulos rec-
tos, 6 36°; luego los olros
Mg et dos dngulos A y B valen
cada uno 72%, y cada mitad
Fie. g10. del angulo B vale 36°; por
consiguiente el triéngulo
OBM es isdsceles, y BM = OM.

El dngulo ABM =36, el angulo A=72, luego el
suplemento de su suma, el angulo AMB=12 y el
tridngulo ABM es isésceles, y se tienc AB — BM =O0M.

En el tridngulo ABO, la bisectriz BM da (n* 286) :

BO __ MO s OA_OM

BA TMA OM ™ MA

Asl es que el punto M divide sl radio OA en media y
extrema razén (n® 346), y el segmento mayor OM es
igual & AB, que es lo que se queria demostrar,

P
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350. Escolios. — I. Uniendo los vértices de dos em
dos, se obtiene el pentdgone regular inscrito.

I1. Subdividiendo los arcos AB, BC, CD...en 2, 4, 8,
16... partes ignales, se obtienen los poligonos regulares
de 20, 40, 80... lados. En esta serie de poligonos, el
nimero de lados tiene por expresién general 5> 27

111. El lado del decdgono regular inscrito tiene por ex
presidn (n® 347).

;_(_ 1 4 (5) 6 r (0,64803...

354. Problema. — Inscribir en un circulo dado un pen-
tedecdgono regular, é poligono
regular de 45 lados.

Sean AB el lado del exdgono
regular inscrito (n® 345), y AC
el lado del decégono (n° 348).

El arco BC = ACB — AC = Vi Pk
60° — 36°, & sea 24°, es decir A \
/18 de la circunferencia. Asi, 7 7
la cuerda BC es ¢l lado del ,.—‘f./{ \
pentedecdgono regular ins- &~ A
crito. Fio. 221.

352. Escolio. — Subdividiende los arcos cu 2, 4, 8...
paries iguales, se ebtienen los poligonos regulares de
30, 60, 4120... lados. Estos nimeros tienen por expresién
general 5 > 32"

353. Teorema. — E! lado del penidgono regular ins-

crito es la hipolenusa de un iridngule recidngulo, cuyos

c cafetos son los lados del

exdgone y del deecdgone

inscritos en el mismo cir-
culo.

Sea OM el lado del de-
cégono regular inscrito
en el circulo C, prolen-
guemos OM, y desde el
punto O, con OC por ra-
dio, tracemos el arco CA ; tiremos al circulo C la tan-
gente AP, ¥ el radio de contaete CF.




PULIGONGS REGULARES 14!

Siendo OM el lado del decigonc regular, y siendo
OA igual al radic CO, GM es media proporcional entrs
QA v AM (n° 348); y como lo mismo sucede con la lag-
genie AP (n°®293), seinfiere que AP == 0OM, lado del de-
cagono.

En el tridnzulo OCM, el dngulo C e igual 4 36°;
luego los dos dngnlos O y M valen juntos 1442, y cada
uno de ellos vale Iii“ 6 sea 4B de 4 rectos.

Y como OC y AO son radios, AC es igual 2l lado del
pentdgono regular inscrito.

Luego el radio, el lado del decigono y el lado del
pentdgono regular inscrito pueden formar un trian-
guio recténgulo APC.

Este tridngule da:

AC?=AP? - TP

354. Esgolic. — Expresidn dei lado del penldgono re-
gular ingcrifo, en ffmc:dn del radio.
Se taene CPs=72; ademds (n° 349):

P2
AP— “ '3 — 1) de donde AP? —-'-— ’Gﬁz\,

E=:CP=+IP3=:-=+— 6—2¢E)
e
= De—ayp=2 Zuo—a/%).

Luego AC=74/10 "9 J§=r (1 4T551...),

356. Preblema. — Cons-
truir el lado del decdgono y
el del pentdgono regulares.

El valor 3 (—1 +y3) del

segmento mayor de una
recta dividida er media y

extrema razén, conduce A

\ la consiruceidn siguiente :
e Se traza unradio CD per-
Fia. 222, pendicular al didmetro AB.

Desde 2] punto M, medio de
BC como centre, y con el radio MD, se traze el arco DE.
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De esta manera se encuentra CE por lado del deca-
gono, y por consiguiente DE por lado del pentdgono

(n° 352).
En efecto:
¥D* = MT? 4+ CD?
RO, r* 5
b —— -—
MD =3 4= Y
ME=MD=3 /5

CEEME—Lz—;-+%\-’$

cx=;f__i+,/?;).

g IV. — Probiemeas.

1. — PoLicoNOS SEMEJANTES.

386. Probleme ¥V, — Consiruir un poligono semejante d
un poligono dado P, y tal que la razdn de similitud sea K.

Se toma un centro O cualquiers, y se construye el
hEomotético de P en una razdén K.

357. Problema II. — Conslruir sobre una recia a’ un
poligono semejante d ur poligono dado P.

Sea a el lado homélogo de a' en el poligono dado.
Sec toma un eentro O cualguicra y se construye el ho-

. a
motélico de P en unsa razdn ==

2. — RELACIONES ENTRE LOS POL{GONOS INSCRITOS
¥ CIRCUNSCRITOS,

388, Problema. — Conociendo el radio del circalo y el
lado del pollgonoe regular inscrile, calcular el lado del
poilgono circunserilo semejante.

Sea AB 6 ¢ el lado dade, ¥ r el radio OA & OB, Por
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el punto C, medio del arce ACR, tiremos la tangente
EF, limitada por las nrolon-
gaciones de los radios OA
y OB. El radio OC es per-
pendicular 4 la tangente EF
vy 4 la cuerda AB (n® 194);
asi,estas dosrectasAB y EF
son peralelas, y la recta EF
6 @' es el lado que es pre-
cise caleular.

Los tridngulos EFOQ y

\i
8

\‘\ //

<N // ABO, porsersemejantes dan
¥ra. 224. g =.-§ de donde &= .
Por ser s2=17% —. %-zzri (4r*— a®) resulin g =
Vir—a
ar 2 ar

Luege a'=

NRir—a¢ Vir—e

i se supone el radio r igual d la unidad, esta fér
mula se convierie en

.__2a
e

36%. Escelio. — La solucién antarior es general ; v se
aplica ain en el caso en que la cuerda AB no pertenez
ead un poligono regular. Sucede lo mismo en la cues-
tidén siguiente {n® 358).

3. — Revacidn entRE Dos poricoMos INSCRITOS.

360. Probiema. — Conociendo el lads de un polfgono
regular inscrito g el radio del clrculo circunscrilo, cal-
cular el lado del poligono regular inscritc de un nimero
doble de lados.

Sean AB ¢ g el Inde dado, yr el radio del cireulo. Si
sa traza el didmetro Cf perpendicular § la enerda AB,

10
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AC ¢ g seré el lado pedido. Ss necesita expresar a’ ev
lunciénde ay der.

El cuadrado de la ecuerda \\
AC es igusl & su proyeccién A= ’/
CD sobre el didmetre, multi- iy
plicada por el didmetre CG (n° /| K
277y : [ 17N
a":ﬁri‘-*ﬁr(r—a): ‘\ I

{
278 —2rs \§
de donde &' =y2r: —%ps. .&,a.g\\.,___

iy

G
El iridngulo recténgulo ADO Fic. 295.
da:
P PR EE — ‘M
=t & @
de donde g =% Viért —a®

Substituyends este valor de ¢ en la expresién de o', se
abtiene:

a= it —ryif—,

Si se supoane ¢l radio rigual 4 Is aopidad, esta fér-
mula se convierts en

e —Ve-yi—d.

. — RELACION ENTRE 2 POLIGONOS ISOPERIMETROS

364. Teorsma. — Conociendo el apolema y el radio de
un poligono regular cualquiera, se puede calcular el
apotema y el radio del poligono regular isoperimetro de
un ntimero doble de lados.

Sean OH y OA el apotema y el radio dades. Descri-
bamos con OA la circunferencia circunscrita al poii-
gono considerado, cuyo lado es AB, AOB es el dngule
en el centro de este poligono.

Prolonguemos el apotema HO hasta G: tracemes
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GA vy GB, 0D perpendiculsr &4 GA, ¥ por dltime, DE

paralela & AB. El punto D
eselpunlo medio de la cuer-
daAG;asiel tridngulo GDE,
semejania & GAB, tiene io-
das sus dimensiones de la
mitad de sus homdlogos en
GAR; luego DE = 4/2 AB,
vy G =1/2 GH; ademis, el
dngule inscrito AGB es la
mitad del dnguloen el cen-
tro AOB,

Asl o8 que DE es ol lado
del peoligono pedido ; ¥
DGE es el éngulo en el cen-
iro de este poligonc; GF 6
= a' es su apotema y GD é
Fie. 220. es el radio.
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Vamos & expresar ¢’ v r
en funcién de a y de r,
i* Se tiene GF=4/2GH=14/2 (0H 4 0G)
J é a=2 ';' L )

Luego el nuevo apofema es un medio aritmélico enire
el apotema y el radio de! poligene anterior

% En el iridngule recténgulo ODG, ge tiene GD®
=GF XG0, 6 r*=¢'r; de donde

e —— ‘Ia r. (2)
Luego el nuevo redio es un medio geomélrico enfre el
ruevo apclema y el radic anterior.

362. Escollo. — La inspeccidn de la figura hace ver
que el radio va disminuyendo y que el apotema va au-
mentando.

En efecto, la perpendicular DG es menor que la
oblicua OG, luego

% DG <0G, azil ¥ <
GF=4i/2GH=TH
luego GF>CHS a>s




144 ELEMENTOS D& GEOMETRIA

Las férmulas (1) y (%) conducennl mismo resuliade :
Agl, por ser @ <r, lz férmula (4} da:

g>a;ya <.
Como {2) el producio a'r es < 78,
rr,

CAPITULO VII

LONGITUD DE L& CIRCUNFERENCIA.

363. Definicién. — La lorgitud de la circunfercncia es
el limile del perimelro de un poligono regular inscrilo,
cuando se duplica indefinidamente el nimero de sus
lados.

El teorema siguiente establece que este Iimite existe
y es una cantitad determinada.

364. Teoroma. — Cuando se duplica indefinidamente ¢l
ndmere de los lados de . 8B A E ¥
dss poligonos semejanies, T = A
inscrite y circunscrito, l\cﬁ Y  E
sus perimetros tienen co- | A |
mo limile comin la Ion- DE// :

1/

gitud de lg circunferen-
cia.

Sea » el nimerodelos !
ladoes, p el perimetro del Fig. 227.
poligono inscrito, p' el
perimetro del poligono circunserito.

Cueando r ¢rece, p aumenta, permaneciendo constan-
temente menor que la circunferencia; vamos & demos-
trar que p’— p tiende hacia cerc.

Sean €l y C'1'los lados de dos poligonos regulares
semejantes, el uno inscrite y el stro circunserito ; sean
OA'y QA lo3 apotemas, n &l pdmere de los lados, vy r
el radio del elrculs.
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se tiene 2 =94 44 donde P2 =24 4. donde
e 0A P 0OA

p’—p::.-p-;XAA'.

Come AA’ < CA' < arco CA' 6 %"T“', resulta

circ.

. D
p —P<F>< gn‘

; g eire. .
51 n crece indefinidamente, la razén R tiende hs-
cia cere; sucede lo mismo con p’' — p, lzego, p y p' tien-
den hacia un misme valor; y estando la circunferencia
siempre comprendida entre p vy p' es su limite comun.

385. Taorema.— Dos circunferencias cualesquiera son
entre s como sus radios d como sus didmetros.

En efecto, dos circunferencias cualesquieraCy (', son

. los limites hacia los

,—v‘\\ //—_\\\ =uales tienden los pe-

/ , rimetros de los poli-

1= | gonosregularesscme-

i 1 jantes inscritos, cuan-

KC c do el n¥imero de los
‘__,_.»/ lades aumenta inde-
finidamente.

Fia. £22, Por grande que sea

el ndmero de los la-

dos, los perimetros de estos poligonos son siemprs

entre sf como sus radios ; esta propiedad es aun cierta

;1_1 limite, es decir para las dos circunferencias; y se
iene:

C_r 2rod
CTr &rsd

365 bis. Corolarios. — La relacidn de la circunferencia
1l didmelro es constanie.
; C_2r C c
Porque la igualdad < = 37 da Tt Ta
sta relacién constante es igual &

3,141592623..,
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Serepresenta ordinariamente por la letra griega
(pf) vy se escribe; -g-—-x
By P ga—

386. Tecrema. — La {ongilud de la circunferencia ¢
igual al didmeiro mulliplicado per =,

En efeclo, la igualdad (n°® 365 bis) “TC;_ ==
la C=2%2xr.

367, Corolaries. — 4° El didmelro esigual & la cir-
cunferencia dividida per =, ¢ mulliplicada por su in-

1
versa —.
"

La inverss
9 La longitud / de un arco de n grades se encuentra
por la férmula :
n
l==rx 180

2P =
ue el arco de un grado es igual 4 — 6 —;
porqg g€ g 250 iSo,luege:'

"R
el arco de » grados sera T

§1I. — Calculo de =.

1. — M£ropc pF Los PERIMETROS (ARQUIMEDES).

368. — Si en la férmula (n® 366) x:-é(ir se supone

C

r=1 se tendra s == 3
Por consiguiente, czlculando el valor aproximado
de la semicircunferencia, se tendrd un valor aproxi-
mado del ntimero =. A este fin, se parte de la férmula

z.:’mJg._M {n® 8€0)
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Supongamos que a representa el lado del cuadrade
inserito ; su valor es 3, v su cuadrade a*=2; asi @,
lado del octégono, que representaremos por a, 6 ;" €3

aP=ya_yI—2=v2— 2

Supongamos ahora que a represente el lado del oc-
tégono : a’ serd el lado del poligono de 16 lados, y se
tendré :

b 6 af'=\a_Vi_@e_yh=Ve—Vi—3ty2
=V2_Vatys

Igualmente se obtendris ay 6 :

&' =\a_\a,vValyi
y asi sucesivamente.

Ohservemos que, siendo & el niimero de loz radi-
cales de la {érmula, el nimero ds los lados estd expre-
sado por una potencia de 2 cuyo expenents es igual
ax-4,

Se tiene, pues, en general

ayt + =\/a~_ \/Gz+\/a+v’ﬁ+v’2+...

Si se multiplica el valor del lado por 2%+, nimero
de los lados, se tiene el perimelio del poligono ; y con-
siderando la circunferencia como el Ifmile de los peri-
metros de los poligonos regulares en los cuales el
niimero de los lados crece indefinidamente, se tiene :

e ¢ L= -
c=tm P+ /s Voo Vet
Para obtener =, basta dividir los dos miembros por 2,

lo que se verifica, en el segundo miembro, dismi-
nuyende el exponente una unidad ; se tiene pues

G ..
s:—g-:.hm e» \/ﬁ«—-%"ﬂ—{—"’i—{»—y@;_—tpi




e
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teniendn siempre el segundo miembro & radicales su-
perpuestos,

He aqui la serie de resuitades gue se obtienen po:
es te método.

{Radio r==1; semicircunferencia = r = =),

Nimero ds la dos Semiperimetres

4 2,895 427 1

8 3 Obl 41’17 4

16 3,424 445 4

22 3,iab 548 3

654 8,140 3311

198 8,441 977 2

256 8141513 8

512 3441372 9

1.024 844387 1

2.048 3,441 B0 4

£.096 3441592 3

8.192 34418925

46.384 3,441892 6
32.768 8,441 5826... ==

2, — METODO DE LOS 130PERIMETHOS.

3569, Teorema. — Kl radio de un circulo es el !zrnzrc
comuan hacia el cual lienden los radms; las apalemas J2
fos poligonos regu{arcs, isope- ——
rimelros con esie. circule, cuan- -V I
do e ndmero de lades azmenia /;:\" S T
indefinidemente. [ 20

Sea r el radio del cirenle [ | i
considerado, euya circunferen- i f O

-
i
!

cia serd 2= r; sean AB el lado

de un poligono de perimeire \' ;./"
pigual & 2y, OA y OD el ra- R
dio y el apolema de este poli- e S e
gono Tracemos las circunfe- Fia. 929,

rencias inscrita y circunscrita,
Estardo el perimetrop 6 9= comprendido entre las
eircunfercneias gue aszbamos de trazar, se Hens
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> OA>8=r>2aXx0D
de donde OA>r>0D

El tridngulo AOD da OA — OD < AD 6 *é?ﬁ )

Siendo el perfinetro p constante, si n crece indefini-
damente, p/2 n puede liegar & ser tan pequefic como sa
quiera; asi la diferencia entre el radic y el apoiema
tiende hacia cero.

Estando siempre el radio r comprendido entreel ra-
dio v el apotema del poligono es su limite comiin.

El teorema anferior puede aplicarse al cédlcuio del
nimero = por el método llamado de lss isoperimetros.

En efecto, si en la férmula = — TC_, se supone & la cir-

cunferencia C un valor determinado; y se caleula el va-
lor aproximado del radio de esta circunferencia, se
tendrd un valor aproximado de =, dividiendo C por
2r.
Supongamos C—4; resulta = =%=
Consideremos primeramente el cuad

=
I "3-Ilvﬂ

do que tiene

el ve)

4 metros de perimetro ; su radioc es ¥ su apo-

terma !/,. Si llamamos 77 y of el radio v el apotema de
uno cualquiera de los poligonos interiores, se lendri

siempre ;
rf>r>a" y por cousiguiente a <-=- < 2
”Tr Taf

2] ‘—3,<==<§.

: . 9 .2
Las cifras comunag 4 las cantidades 7Y o seran

pues cifras exactas del ndmere =3y s1 se quiere = con
seis cifras exactas, bastard caleular r? y a” con siete ci.
fras. Por oira parte, se ha demosirado que el radio ¥
el apoiemna tienden hacia el mismo Hmite.

He aquf la serie de resultados gue se obtienen por
este méiodo.
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{Perimetro constante : 4™, Polfgono de partida:
el cuadrade.)

Numere de lados Apotemas Radios

& 0,500 000 ¢ 0,707 106 8

8 0,603 533 4 0,653 281 &

16 0,628 417 4 0,640 128 9

32 0,634 573 4 0,637 643 5
64 0,636 108 3 0,636 875 4
128 0,636 491 9 0,636 653 6
256 0,636 587 8 0,636 633 T
512 0,636 641 T 0,636 423 7
i.02% 0,636 647 7 0,636 620 7
2.048 0,636 649 2 0,636 619 2
4.096 0,636 619 b 0,636 649 7
8.492 0,636 619 6 0,63¢ 648 €

2
] =05 i 6 3,444 583.

LIBRO 1V

SUPERFICIES

§I. — Valnacién dc Ias superficies.

1. — DEFINICIONES.

370. Para valuar las superficies se comparan con ia
superficie elegida come unidad de medida, la cual es ge-
neralmente el melro cuadrade.

Se liama 4rea de mno figura el numere que expresa la
relacién de esta figura con la unidad de superficie.

A menudo, la palabras de drea y superficie se emplean
indistintaeente; oo cbslanle, €l drsa es propiamente
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el nimero gue expresa la extension ds la sx_:ges‘ﬁcxe.
Dos superficies son igaales cuando pueden f,'omcu?zr. ]
Dos superficies son equivalsniez cuan‘da {ienen la misma

cxiension, la misma drea, sin tener la misma forma.

2. — AREA DEL RECTANGULO.

374, Definicién. — La base y la cXfura de un reclanguio
ze Ilaman sus dimensiones.

372, Teorema. — Doz recidngulos de la misma aliure
gon enire sl como sus bases.

N Sean Sy §' dos rectdn-
% P A gulos de la misma allura A,
NN y cuyas bases son & y b
[2 Vamos 4 demaosirar que se

. 2] b

r{*{ti 7 gt ﬁi-_-?...,? tiene —S-, = g,.
%3\ . ;o §,ﬁ; {* Consideremos prime-
R i i | ramente el caso en que las
& bases som ccnmensurables,
Fra. 230. es decir, tienen una me-

) dida comin, contenida, por
ejemplo, 5 veces an b, y 8 veces en &', sa tiene

b &

g
8i, por los puntos de divisién, se trazan perpendicu-
lares £ las bases, los dos rectingulos se encuentran di-
vididos respectivamente, el uno en 5y el otro en 8rec-
tangules, todes iguazles por sobreponibles. Se tiens
pues
S _ 5 o s _ &
g =g7ypor consiguiente g
§® Silas bases son incenmensurables, llevemos el rec-
tangulo menor CDEF sobre el mayor CDGH, y divida-
mos CH en un nimero cualquiera n de partes iguales.
El punto F se encuentira entre dos puntos de divisién,
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por ejemplo entre el m®, y el punto siguienie, marcads

m+ 1.

Se tiene pues

m-}—i
“<Lﬂ .

Si por los puntos de divisién, se {razan perpendicu-
iares & las bases, el rectan.
gulo CE es mayor que mde £ i G
esios rectdngulos parciales i i
¥ menor que m -+ 1 de es- i ik
tos mismos rectangulos. i

Se tiene pues [ ma_

CDEF <’ 414 Fia.
CDGH n

En ambos casos, las razones exiremas difieren 1/n;
por consiguiente, si se divide CH en un mimero muy
grande de partes iguales,pudiende la diferencia 1/a lle-
gar & ser mener que cualquier nimero, tiende hacia
cero; ¥ en todos casos se tiene la preoporcidn
CDEF CI‘ S b

Gen— e v T

B!
=

9

%]

373. Cerolario. — Dos recldngulos de la misma base
son enire si como las alfuras. Porgue se puede tomar la
dimensién comun per altura, lo que conduce al caso
anlerior.

374, Teorema. — Des recldngulos cuglesquiera S y
§' son enire si como los productos bh y b'h' de las bases
por las alturas.

Concibamos un tercer rectangulo 87 que tenga por
dimensiones & v 4', es decir ia base del primero yla al-
tura del segundo.

S h_ 8" b

Se tiene S—,:}-l-,y =5

De donde, multiplicando miembro & miembro :
55° &h 5 bh

b et el ) A~ 7
S'S A TV
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375. Teorsma. — Ei drea dé an recidnguic 5 es igual
al productos bh de su base
por su altura, si se lome

4 por unidad de superficic

D’ el cuadrado C consiraidc
1

sobre la unidad de Ilon

b gitud.
Fe. 232,
Qo b " S__bxh
Se liens en slecto, T 151
8 _& A
¢ T =7 X[ luego S=5h.

3 — AREA DE UN PARALELOGRAMO.

376, Teorema. — Bl drea de ua parcieiograms es igual
af preducto de su base por su aliura.

Sea el paralelogramo ABCD.

Demostremos que es equivalente al recténgulo ARBKF,

que liene la misma base § D C
&y 1a misma altura h.
Los tridgngulos rectin-

F{
gulos ADF y BCE sen Vs "‘i F
iguales por tener iguales o /
la hipotenusa y uno de b L
los catetos (n® 424}, Asi A B
la figura total menos el Fig. 233,
triangulo AFD, equivale
dla misma figura lotal menos el tridnguic BCE: es
decir, que el paralelogramo es igual al producie de
la base b por la altura A.

377. Corolarios. — 4 Dos paralelogramos de le misme
base y de la misma aliura son equivaienies ;

2° Dos paralelogramos cualesquicra son enire si como
ios producios de las bases por ias alturas;

3* Dos paralelogramos de la misma base son enlre &
como las alfuras, y dos paralelogramos de la misma
aliura son enire si como las bages.

878. Bscolice. — I. En un paralelogramo se toma por
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base ur lado cusiguiera; y la alfura es la distancia da
la base al lado opueste.

Lasalturas & y &, relativas 4 los lados a y b tomados
sor bases, son inversamente proporcionales & estos la-
dos, porque ¢h = bk,

de donde % =5

a

II. Lo mismo que para el rectdngulo, el 4rea del pa-

ralelogramo se encuentra por medio de la férmula:
S=bh.

4. — ArEA DEL TRIANGULO.

379, Teorema. — E! drea de un Iridngule es igual 4
la mitad del producto de la base por la aliura.

Sea el tridnguio ABC.

Construyamos el paralelograme ABEC de la misma
base 6y de la misma
altura b que el tridn-
gulo dado.

Los dos tridngulos
AB( v BCE son igua-
les por fener sus la-
dos respeclivamente
iguales(n® 116} ; Iuego Fig. 234.
el drea del {ridngulo
ABC esigual & la mitad del drea del paralelogramo AL,
y por consiguiente 4 la mitad del producto de labhase &
por la altura 4.

380. Corelarios. — 1¢ Un fridngulo cualguiera es la mi-
fad dei recidngulo de ia misma base y de igual altura :

ie Dos tridngulos de la misma base y de igual altura son
equivelenies;

3o Bl vértice de un tridngulo puede mouverse paralela-
menfe d la baze sin gue el drea se allere;

4 Dos tridngulos cualesquiera son enfre &l como los
produclos de las bases por las allurgs ;

B Dos iridngulos de la misme base son enire sl como
las alturas, g dos fridngulos dela misma allura son enire
#f como las bases.



SUPERFICIES 157

&8i. Escolio. — La férmula del drea del tridngulo es
bh

S= Tz-

5. — Amz. poL TRAPEGCIO.

382. Teorema. — FEI drea de un irapecio es igual al

D b c producio de la semi-

/ oLy suma de las bases por
E"j [ : P la allura.

/ e i2 \ El trapecio ABCD

113 P p

& I i queda dividido por la

A - ) B diagonal AC en dos

‘Fia. 235. tridnguloscuya altura

comin es A, la altara
del irapecio, y cuyas bases son by &, las bases del
trapecio.
Elérea es
__bh  bAh __bLb
S=g Tg =g Xk

; b+b
383. Corolaris. — Como 3 ' EF (n° 143), se puede

decir que el drea de un Irapecio es igual al producte
EF > h, de la base media por la altura.

6. — AREA DE UN POLIGONG cUALQUIERA.

384. 1° Descomposicidn en tridngulos
— BSe puede descom-
poner el poligono en
iriangulos y wvaluar
después cada tridn-
gulo.

2* Descompeeicidn
en tridngulos ¥ trape-
cios recténgeles. Fia. 236,

Se traza una dingo-
nal AD; ¥ las perpendieunlares BH, GI, CJ, FK descom-
ponen ¢l poligono en tridngulos ¥ trapecios rectin-
gulos, cuyas dreas se sabe valuar,
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7. -— AnEA DE UN POLIGONG REGULAR,

385. Teorema. — B! drea de un poligono regular 2

igual d la milad del producio
del perimelra por el apo-
fema.

Sea ABCDE ur poligenc
regular cualquiera ; sea «
el apotema, ¢ el lado,y rel
nimero de lados. El peri-
metre 2 p serd igusl & cn.

Si se trazan los radios
OA, OB, GC..., el poligeno
queda descompuesto ea n
triangulos que tienen cada
uno el lado ¢ por base y el

apotems a por altura. En comsecuencia, ¢l drea del

poligono serd n veces
12acé64/2a en, 6
1f2a X% p 6 ap.

886. Escolios. — L
S=—ap.

II. Bl drea de un
sector poligonal regu-
lar es igual 4 la milad
del producifo de lg
lnea poiigonal por #f
apoiems.

§ — ArEa bR oN clacuro.

387 Tecrema. — El drea de ua civenls es igaai & Ia
mitad del prodicto dz la circunferencie por el radio,

En efecto, el circulo es el limite hacia el cual tienge
el poligono regular inscrito cuys ntimero de Iados an-
menia indefinidamente; el apotema se scerea al radio
del circulo, y el perimeiro & la circunforencia.

Como por grande que sea ol ndmero de lados del po-
igopo inscrito, se tiene siempre per drea dsl polizono,
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la mitad del producto del perfmetro por el apotema;
s se puede pues decir, pasando

e

al limile : el drea del circulo es
igual d ie mitad del producto de
la circunfercncia por el radio.

383. Escoliss. — 1. E! drea
de un circulo es igual al cua-
dredo del radio mulliplicado
por ¢l nimaro w.

En efeclo, teniendo la cir-
Fia. 229. cunferencia por expresidn
2 = r & =d (n* 366), el drea dei

elrcule es:

En funcién del radio 2 xrx%r ¢ S=nrs,
-
4

1I. El drea de un circule es igual al nimero inverso de
=, multiplicado por el cuadrado de Iz semicircunferen-
cia.

En efeclo, si se representa por C la circunferencia, se
tiene (n° 367):

Y en funcién del didmetro nd><>d & S_—..% = 8,

_G . N Y v R P WATAT
d_..; laege el frea % =7 X?'“‘E’S—'ﬂ (E)

El nimere inverso de %, 6 i-_—,_ $,34831. ..

389. Teorema. — KI drea de un sector circular es igua
d la mitad del producto del arco por el radio.

En efecto, el sector circu- o
lar esellimitedel seetor poli- N
gonal regular inscriio, cuys
ntimere de lados aumenta i \
indefinidamente. Ve

Luego debe muliiplicarse 4

el arco porla mitad del ra- P 4 \
dio. 93
gl

/

390. Escelis. — Sea n el B ¢
ndmero de gradea del arco Fia. 740,
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de un sector; siendo el area del cireculo =r®, el 4res

2
del seclor de un grado seré %, v la del sector comsi-

,.3
derado serd — 360

8 = rt Xggp:

394. Teorema. — FEl drea de un segmenfo cireular es
igual d la mitad del produc- ;
to del radio por el exceso : .‘\\\&m\m :
del arco del segrnento sobre ,} -
la mitad de la cuerda que 4
corresponde al arco doble. ‘

Sea el segmento DEF ; |
bajemos una perpendicular |
DH sobre uno de los ra-
dios, esta linea DH, ¢ A, es
la mitad de la cuerda DG
gue subtiende un arco doble
de DEF ; representando por
i, la longitud del arco DEF,
se obtiene :

Ir — &r " Szr(l Wi:)‘

S="-3 g

CAPITULO I

RELACIONES METRICAS ENTRE LAS AREAS

§ I. — Razon de las areas semejantes.

392. Teorema. — Dos iridngulos semejanies son ernire
3/ como log cuadrados de los lados & de las lineas homd-
{ogas.

Sean T y T, dos tridngulos semejanties.
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Tracemos las alturas homdlogas & y &',

: t
) 'r/‘h' E_ébh _ &
il i T4 b,h,"b'k"
b 9
N Como todas lag dimen-
T | N\ siones homdlogas estdn en

/A// f;i N una misma relacidn (n*260);
° ‘\\ se tiene:

14 i b_a_h_a
Fia. 942, b: — H,Y }l’ -"-a.'

Multiplicando miembro 4 mismbro estas dos #llimas
ignaldades, se obiiene :

Bég :-;i,g;de donde%:—_—

383. Teorema. — Dos poligonos semejanies son enire si
como los ecua-
drados de lgs
lineas homdig-
gas.

Sean P y P’
dos poligonos
seme jantes.
Ilescomponién-
dolos en txidn- ;
gulos seme- ¥
jantes. estos Fia, 243
triangulos son
entre si como los cuadrados de loslados homeldgos; se
tiene:

at
a¥

S_a, T_m*_nm,  U_ nt
ST T T U m
t md n®
pes # T w
5 T U
luego FEm=
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Como, cuando sc tienen varias razones iguales, la
suma de los numeradores dividida por la soma de los
denominadores da una razén igual 4 las razopes consi
deradas, se tiene :

S-f—T—‘-E__E_HEj 2 a’-—-ﬁ’
e

384. Corolaries. — . Dos poligonos regulares de un
mismo nitmera de lados son enire si como los cuadrados
de los radies d come los cuadrados de las apolemas
porque son semejantes por descompenerse en tridn-
gulos raspectivamente semejantes.

1. Dos clreulos cualesquiera son entre si como los cua-
drados de lo: radics, ¢ como los cuadrades de los did-
meiros. En efecto, pudidndose aplicar & los circulos
las propiedades de loe poligones, sz tiene, represen-
tando per Sy 5'las superficies de los circulos euyos
radios son ry ', y los didmetros d y ¢ :

§ _mt 1t 8 Afhn@
§Tx? T % §F T [Izdr o dv

385. Toorema. — Dos iridngulos que Henen un dngule
igual son enire sf como los pro-
duclos de los lados que forman

el dngule igual. \
Sean ABC y ADF dos trién-

gulos que tienen un &dngulo / -~

en A comun. Tracemos CF. P4 "
Les iridugulos ACB y ACF, / .~ \

considerande que tienen sus i

bases scbre AF, tienen igual Fia. 244,

altura, y dan (n® 340, 5%):

ABC__AB
ACF = AF

Del mismo modo, los tridngules ACF y ADF, consi-
derando que tienen sus bases sobre AD, tienen igua)
gitura, y dan :
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- Multipiicsnde miembro & miembro las dos igual-
dades, se tiens :

ABCX AGF _ ABAD

ACF < ADF — AFZAlLY
ABC _ ABXxAC
ADF — AF < AD’

¢ simplemenie

B 386, Esscolie. — Los dos Pridn-
/‘s\ gulos gozan de la misma pro-
A piedad si les dngulos consi-

4 N derados son suplementariss.

Se ticne : ACB ot
" ACF T AF
/o e X AFC_AC
e 3 AFD ™ AD
ACB__ AB><AC

Fig. 245 de dondﬂ ADF“A_EW

§il. — Relaciones enire las dreas expresadas
por identidades de segundo grade.

387. Teorema. -— El cuadrade consiruldo cobre ia
euma de dos reclas es iguai d la suma de fos cuadrados
consiruidos sobre eslas dos il
rectas, mds dos veces el recldn- [
gulo consiruido con esias mis-
mas recias.

(a4-b)*=a®-} b® -1 9 gb.

Sean CD y DE, 6 a y &, dos
rectas cualesquiera, v CF el
cnadrado construfde sobre la 5
suma de estas lineas. Forme- Fia. 248,
mos en el interior el cuadrado
M que tenga a por isde, y prolonsusmes ios lados
mis alla de G.

La figura total comprende cuairo partes, 4 saher :
los cuadrades M y N, qus tienen nor ledes las lopgi-




164 ELEMPNTOS DE GEGHMETRIA

ludes ay b, y los ractanguios Ry S, qus tienen por
dimensiones estas mismas longitudes.

293, Tesrema. — Bl cuadrado consiruido sobre la dis
ferencia de dos recias es igual
4 la suma de los cuadrados o £ G
construides sobre estas dos ree- E R &
ias, menos dos veces el rec- Ill
tangule consiruido con estas :‘

mismas recfas (n® 246) : (¢ —

b= a® - b2 — 2 ab. SO
Sean CD y DE, 6 a y b, dos 5
rectas cualesguiera, y CF 6 M a-b [ o=
el cuadrado construido. < HL_L
Construyamos el cuadrado 9.
CG, euye lade es g,y el cua- Fia. 247.

drado RI, cuyo lade es &, pro-

longusmos KF. La figura tolal es la suma de dos cua-
drados CG y HI, sea o® - b%; si se quitan los dos rec-
tangulos R y B, cuyas dimensiones son a y b, queda el
cuadrade M.

299, Teorema. — EI rectdngulo conslraide sobre la
sume y la diferencia de dos rectas es igucl @ la dife-
rercie de los cuadrados
consiruidos sobre esfas
mismas recias.

(a+5){a—b)=a*— b

=

g

RPN Sean CD v DE, 6 ¢

y b dos rectas cuales-

i guiera, y CF el rectan-

i gule construide sobre

) su suma y su diferen-
Fie. 248, cia.

Construyamos el cua-
dmg:la CG cuyo lado es a,vel cuadrado HI, cuyo lado
e5 D.

_Las rectinguios R y 8 tienen ambes por dimen-
siones ¢ — b v b. 8i, dsl cuadrado CG se resta el ena-
drado IH, y si s supons B colocado en 5, se tiene &l
rectangulo OF.

o
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400. Teorema de Pitdgoras. — E! cuadrade construldo
sebre la hipolenusa de un tridngule rectdngulo es igual d
la suma de {os cuadrados consiruidos sobre los calelos.

Sea el tridngulo
rectdngulo ABC; ¥y
sean P, Q, M, loscua-
drados construidos
sobre los lados. Tra-
cemos ADF perpen-
dicular 4 CB; y tam-
bién BH y AE, y con-
sideremos los dos
tridngulos ACE, y
BCH.

En ambes, el an-
gule C se compone
del édngulo n aumen-
tade de un 4ngulo
recto, los lados CA y

Fig. 29, CE del primer tridn-

gulo son respectiva-

mente iguales 4 los lados CH y CB del segundo, como

lados delos cuadrados P y M. Luego, estos trisngulos
son iguales.

El primer tridngulo ACE es !z mitad del rectangulo
CEFD ¢ R, que tienc la misma base CE y la misma altura
£D; el segundo tridngulo BCH es la mitad del cuadrado
P, que tiene la misma base CH y la misma altura CA.

Luego el rectangulo R y el cvadrado P son equiva-
lentes, por tener mitades iguales. Del mismo modo se
podria demostrar que el rectdngulo S es equivalente
al cuadrado Q; luego R4+-S=M=P 4+ Q.

CAPITULGO iiI
PROBLE¥AS CON RELACION A LAS AREAS

§1. — Area de un tridngulo.

401. Problema I. — Area dei Iridngulo equildiero en
funcidn del lade.
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Sea el tridngulo equildtero ABC.
El tridngulo rectingulo ADC da

AD'=AC —-(D?

A
fan B
& h'—-a’--fg‘; o= i;}‘\_\.
‘\“ﬁf )j{:\
3 /N

a e
Luego A= ./3 ()
g / l 5
El érea e iguai / i \
a8 D ‘f:
Fos o Bl e i
ixﬂ—“sxgﬁ Fia. 250.
y i — 9: f— (2
4 por dltime 8 =53, (@)

4

402. Problama II. — Area en funcidn de! radio del
efrculo circunscrifo.

Sea ABC un tridngulo cual-
quiera, CD o & su aliura, y AE
o 2R, el difmetro del circule
eircunscrito.

Ye sesabe que

ab=2RA (u°304).

Multipliquemos los dos
miembros por ¢

Fie. 251 g R he= abe
Pero hc ez ol doble del 4rea o 2 5, luego
ER x2S =abe

_ abe
.

403. Problema III. — Area en funcidn del radio dei
efrcule inscrifo.
Representando log tres Indes de un tridngulo por

de donde 5
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a, &, ¢ eu semisuma por p, el radic de! circule ins
crite por », y la super-

:\C ficie de tridngule por S,
:L/./ ““\{3 se liens:
/ [ % N ar _br | cr
H 2 N —_—— e T
%/’/’\// \7\\\“ Gt e ]
% i B _a-t+b4g =
Fia. 852 = 2 R

ds donde S =rp.

404. Probloma IV — Area ea fancidn del redio de uno
de los circuloz ex-inscrilos.
Se ligne S=ABI' 4 ACI' — B},

6 s=% +2"‘E§E

é s=§(c+é—¢}.

g ]
Haciendog 4 b - ¢=9p "?/ ',,.-"'i
g0 tiene /_,.

btc—a=2p—2a=A

2(p—a) Fia. 253,
¥y  S=r(p—a).
Dei mismo modo se tendria :
S=r* (p—b) S=r"{p—c)
405. Problema V. — Hallar los relacicres que exisien

enire {os lados de
un iridngulo, y los
segmenlos defermi-
aados sobre estos
iados por los pun-
los de conlaclo de
las circulos inscri-
ta y ex-inserilos

SeaAHCuntridn-
gulo cualguiera,
Prolonguemos los lados AB 3 v AG, y deseribames el
efrculo inscrite B, v ] efreuio ex-inscrito E.
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Sean a, b, ¢ los tres lados del tridngulo, p su semi-
suma.

Los puntos de contacto del circulo inscriio dstermi-
nan seis segmentos iguales de dos en dos, por ser tan-
gentes que parten de un mismo punto:

AG—AH; BH=BI; CI=C(G
por consiguiente 2AG - 2BH L+ 2Cl=a-+b+ec=2p
luego AG=p—(CIl 4- Bl)=p—a
igualmente BH—=p —(AGL+-CG)=p—1>
CG=p—(AH+BH)=p—c.

Considerando las tangentes iguales AF, AK el circulo

ex-inscrito se tiene:
2AK=2AF=AC+AB+ CF-<BK

pero CF+BK=CJ+Bl=a
luego ZAK=2AF=a-1+bt+c=2p
de donde AK=AF=p

por consiguiente CF=p — byBK=p—e¢

406. Observacidn. — Se tiene:
BE=BI=CF=CI=p—%
igualmente, CG =CI=BJ =BK=p—=¢
GF=HK —aq.

407, Problema VI. — Area de un iridngulo, en funcidn
de los ires lados.

Sean r el radio DG del circule inscrito, # el radio EF
del cireulo ex-inscrito (Ag. 254).

Se sabe que se tiene :

AF=p,AG=p—a,CF=BH=p—5,CG=p—e.
Ya se sabe también que
S=pr {n° 403)
v S=(p—ar (n° 404)
de dondae
St=pip—arr.
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Los tridngulos GDC, CEF son semejantss por femer
sus lados respectivamente perpendiculares. Luego:
DG_CF, r _p—b

GG EF p—c P

de donde rr={p—2>5){p—c)

S={Jplp—a)lp—0) p—a.

408. Problema Vil. — Area de un tridngulo, en faun-
cion dé v, T, ¥7, T”.
Multiplicando crdenadamente las eualtro férmulas

S =.pr
S=(p—a)r
S=(p—0r

S = (p B {?) i
tenemos S'=p (p —a) {p —b) (p —c¢) P77

y,como S*=p(p—a){p—¥b) (p—¢c)
S = Srr'r'r™

6 St=rr'r’r”
y 8 = {rrrr®.

469. Problema VIII. — Coneciendo los tres ladosa,b,c
de un tridngulo, caleular R radio del circulo circunserito,
r, radio del circulo inscrile, y ', v¥, t”, radios de los
circulos ex-inscritos.

abc abc

Tenemos S= iR (n° 402) de donde R= is

w= ° 403
p=c (o )

- LINEER S ¢
P =r% (n° 4£04)

S
M= b(n 404}

—
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2 (n° 404)
p—c
y sustituyendo & 8 por su valor yp(p — a) (p — b) (p —2 )
tenemos

T

abe
T 4vpip—ailp—biip—e

R

,,___\/fp—na'f,o——bl (p—c¢;
P

r—\/PP—=ap—3)
p—e

§ II. — Problemas graficos.

410. Problema I. — Trarsformar un poligono dedo P
en un fridngulo equivalente.

Tracemos la diagonal CE y reemplacemos el trién-
guloCDE porunfridn-
gulo equivalente que
tenga su base sobre
la prolongaciénde FE.
Con este fin, tracemos
DD’ ;laaé'élelat a la dia- \ e
gona , ¥ transpor- - - PN
lemos ol vértice D & - o =,
D, El tridngulo CDE Fre, 955,
ha quedado reempla-
zado por el tridngulo equivalente CD'E (n°® 2580, 9° ¥y
39), ¥ el poligono tiene un lade menos.

Se repite esta operacién hasta que el poligono no len-
ga mis gque tres lados.

En el caso de un dngule entrante O, después de ha-
ber trazado la diagonal CF y su paralela 00, se resm-
plaza el tridngulo OFQ’ por su equivalente OCO',
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é’%i‘. Problema 1. — Sobre una recta dada m, cons-
frui nn rectdngule equivelenfe ¢ un rectdngulo dado ab

a
Fig. 258,

Liamemes = la dimensién desconocida. Se debe tenar
mr==ab; de donde, dividiendo por x y por ¢,
m__b

a T

La altura desconocida = es pues una cuaria propor-
cional 4 las tres rectas m, a, & (n° 314).
Sila figura dada fuera un cuadrado @2, se deberia
m__a ; ;
tener mx = ¢®, de donde & = 5 seria preciso entonces
buscar una tercera proporcional 4 las dos rectas my a.

41%. Problema Iil. — Construir un cuadrado equiva-
lente d una figura dada P.

1¢ Si la figura dada es un rectdngulo ab, el lado =
del cuadrado equiva-
lente debe ser tal que se
fenga x® = ad, 6 €z

2 T b

Basta, por consiguiente,
buscar una media pro-
porcional entre las dos
dimensiones a y & (n°
315) ;

2° Coalquiera que sen
la figura dada, siempre
es preciso [buscar nna
media preporcional en-
tre las doslineas cuyo producto da el érea de la figura,
4 saber:

Para un paraielogramo, entre la bass ¥y la allara;
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Para un fridngulo, entre la base yla mitad de Iz
altura, 6 bien enire la altura y la mitad de la base;

Paraun frapecio, entre la altura y la base media;

Para un poligono regular 6 parg un poligono circuns-
crifo, entre el apotema y el semiperimsiro;

Para un poligono cualquiera, entre Ia base y la mitad
de 1a altura del tridngule equivalente.

Para un circulo, entre el radio y la semicircunfe-
rencia rectificada.

413, Cuadratura. — Hacer lo cuadratuzra de una figura,
es enconirar el lado del cuadrado equivalenie d esia
figura.

Cualquiera que sea 1a superficie plana dada, el pro-
blema se reduce al anterior : es necesario enconirar
una media propercional enire las dos dimensiones cuyo
producto corresponde d la superficie dada.

£ik. Problema IV. — Construir un rectdnguloe, cono-
ciendo su superficie y la suma de sus lados.
Sean af el cuadrado que represanta la superficie

——a

i 53’_”). R

™

=
—
Ej il

Fra. 258,

dada y AB la suma de los lados adyacentes del rectén-
gulo.

Sobre esta recta AB, se traza una semicircunie-
rencia ; se levanta en un punto cualquiera de esta recla
una perpendicular GH igual al lado del cuadrado
dado, se traza en seguida HD paralela 4 AB, y DC per-
pendicular 4 AB.

El punto C determina las dos dimensiones CA y CB.
é = é y; porque se tiens (n° %78) ¢
L= g de donde zy=2a%

aQ
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445, Problema V. — {onsfruir un recldingulo, cono-
ciendo su superficie a® g
lg diferencia AB de sus
lados.

Se prolonga el lado
MA del cuadrado dado,
una longitud igual 4 la
licea dada AB ; sobre AB
como didmetro, se des-
cribe una circunferen-
cia; por el punte D y
por el ceniro, se iraza la

Fie. 259. secante DCE, que serd

. ia base del rectangulo

pedido; la parte exterior DI serd la altura ; porque se
tiene AD®* = DE >< EF.

’4i§. Problema VI. — Hallar dos rectas que sean entre
§f como dos reetdngulos dados ab y ed.

~ Es evidente que una de las dos lineas puede tomarse
¢ voluniad ; elijamos @ por.la primera recta.

==

£ ————

Fie. 260,

. ab
Es preciso que se tenga a_—_g 6, multiplicando par
d, y dividiendo por a
b _d
Py
Asl, la segunda linea pedida serd una euarta propor-
cional 4 las tres lineas 3, ¢, d.

447. Problema VII. — Hallar dos rectas gue sean enlre
i como deos cuadrados dados a® y B2,
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La solucién, indicada ya para dos rectingulos
(n® 416) es aplicable al caso de dos cuadrados.
Pero se resuelve el problema de una manera més

Fia. 251,

direeta, disponiendo en angule recto los ladosa y b,y
trazando la hipotenusa AB, y la altura OC. Los seg-
meatos m ¥ a son enire sf como los cuadrados a®y b*
{n° 279).

418. Problema VIII. — Consiruir un cuadrado que sed
con un cuadrado dado a® en la relacidn de dos lineas
dadas ¢ de dos nimeros dados m y n.

Sobre una mis- -
ma recla MN, se- :
lievan las longitu-
des CM y CN igua-
les 4 las recias da-
das ¢ properciona-
les 4 los ntmeros
myn; sobre MN Fic. 262.
como didmetro, se
describe una semicircunfsrencia; se levanta CO per-
pendicular & MN, luego se trazan OM y ON. Se lleva
0A igual al laedo del cuadrado dado, ¥ se traza AX
naralsla & MN. La longitud OX es el Jado del cuadrade

pedido.
Se tiene en efecio :
0X OM [ oM?* m
OA— aﬁ de dondemg —ﬁN2 = !I-

419. Obsorvaciones. — 1. La misma consiruccién se
aplica al problema general : Construir una figura seme-
1ante @ ura fgura dada, ¥ que sea con esia en nd
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relacidn dade. Porque las figuras semejanies son enire
sf como los cuadrados de las dimensiones homélogas.

I1. Esta conslruceién sirve también para enconirar
una linea que sea con una linea dada n en la relacién
de dos cuadrados dados x% y a®.

Sobre los lados de un anguloe recto O (fig. 262), se
llevan los lados OX y QA de los cuadrados dados; se
traza AX, luego su paralela MN, de manera que se
tenga CN igual 4 la linea dada n; el segmento CM es
la linea pedida.

420. Problema IX. — Construir un cuadrado igual d
la suma ¢ la diferencia de dos cuadrados dados.

1° Sean &% y c* los cua-
drados cuya suma se quiere
tener.

Se construye un tridngulo
recténgulo que tenga byc
por catelos, la hipotenusa
xz es el lado del cuadrado
igual & la suma de los
cuadrados dados ; porque
=04 b,

9 Sean a® y b® los cua-
drados cuya diferencia se

quiere tener.

Se construye un tridngulo rectingulo que tenga a
por hipotenusa, y & poer uno de los catelos; el otro
cateto y es el lado del cuadrado igual & la diferencia
de los cuadrados dados; porqus

yi=at— I8

421. Observasién. — La misma conslruceidn se aplica
al problema general :

Dadas dos figuras semejantes, B, C, consfruir una
tercera figura semejante d las dos primeras, é igual d su
suma 6 d su diferencia. Porque las figuras semejantes
son entre s{ como los cuadrados de las dimensiones
homdlogas.

Se tiene, por ejemplo . A= B+ C.

422. Problema X. — Por una paralela 4 uno de los
12
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lados de an Iridngale determinar un nuevo Iridngels gaa
sea en una relacidn dada con el tridngulo dado.

Sea el tridngulo ARC 6
T, y FG la paralela pedida

Supengameos que el tridn-
gulo parcial T  debe ser por
ejemplo, los 2/3 del tridn-
gulo dado.

Scbre el lado AC se des-
cribe una semicircunferen-
cia; por el punto D, tomado
4 los 2/5 de AC, se traza
DE perpendicular & AC ; Fa. 264.
desde el punto A, se des-
cribe el arco EF, y ge traza FG paralela & BC.

El tridngulo AFG es los 25 de ABC, porque s
tiene :

T _AF6RE'_AD
T 30 AT

ol e

LIBRO V

LA RECTA Y EL PLAND
EN EL ESPACIO

CAPITULO 1

POSICIOKES RELATIVAS DE LAS RECTAS
Y DE LOS PLANOS

§ I. — Generalldades.

413. Determinacién del plane. — Un plano estd deter-
minado :

4° Per Ires punlos que no perfenecen d la misma recias

& Por dos reclas que e corlan;
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8° Por una recta y un punlo exisrior & esfa recta s
4® Por doz reclaz paralelas.,

424. Geuevacién del plano. — Un plano puede ser en-
gendrado por una recla que se mueve :

1* Resbalando sobre dos recias que se cortan, d eobre
dos paraielas ;

2® Pasando por un punlo fljo y resbalando sobre una
recia fija;

3° Permaneciendo perpendicular d urna recia fija, en
un punio fijo, y girando alrededor de esla linea.

Se puede concebir una infinidad de planos que
pasen por un punto dado en el espacio, 6 por dos
puntes, 6 por una recta : una puerta que gira sobre
sus geznes puede ocupar uns infinidad de posiciones,

§ II. — Rectas y planos paralelos.

f. — REcras PARALEIAS,

425, Definicién. — Dos rectar eon paralslas caando
pertenecen al mismo plano y no lienen ningin punto
comiin.

Consecaencla. — Por un purlo dado en el espacio. se
puede lrezar ung paralela d una recta dada, y sélo una ;
porque el punto y la recta determinan un plano.

428. Posiciones relativas de dos ractas. Considerando
dos rectas, se puede tomsar una de estas rectas Y un
punto de la segunda; asf se determina un plano. dis
casos son posibles :

i° La segunda recta pertenece a este plano : eatonces
las dos rectas son concurrentes o paralelas.

2° La segunda recta no pertenece a este placo : =e
dice que las dos recias no est4n en s mismo plans.

3. — RECTA Y PLANO PARALELOS.

427. DefiniciSn, — Una recta y un plane son paralslos
crands ro lienen ningin punfo comin,
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La existenmcia de la recta paralela 4 un plano se esta-
blece por el {eorema siguiente.

428. feorema. — Toda paralela d una recla de un
plano es paraiela d es-
te plano.

Sea AB paralela &
la recta CD situada en
el plane M.

Tracemos el plano
AD de las dos parale-
las. La recta AB pro- Fla. 265.
longada no podria en-
contrar el plano M sin encontrar su paralela CD, lo
que es imposible.

429, Teorema. — Si una recta y un plano son para-
lelos, todo plano irazado por la recta y que corie al
primer plano, tendrd su inlerseccidn paralela d la recta
deda.

Sea AB paralela al plano M (fig. 265) y sea AD un
plano cualquiera trazado por AB y que encuentra el
plano M segin CD. Vamos 4 demostrar que las rectas
AB y CD son paralelas.

Estas lineas estan en un mismo plano AD; y AB ne
podria encontrar CD sin encontrar & la vez el plano
M, lo que es imposible conforme 4 la hipétesis.

430. Teorema. — Dados una recia y un plano para-
lelos, si se traza unu paralela d la recta por un punlo
cualquiera del plano, la linea asi trazada estd siluada en
el plano.

Sea AB paralela al plano M, y sea G un punto cual-
quiera de este planc.

Tracemos el plano ABC; la interseccién CD de los
dos planos es paralela 4 AB (n® 429); como por el
punte C, no puede haber més que una paralela 4 AB
(n® £28), la recta trazada por el punto C paralelamente
& AB estd contenida por completo en el plano M

431. Tecrema. — Toda recta paralela d dos planos que
8¢ corlan, lo ez también & su inlerseccidn,
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Sea la recta AB paralela & cada uno de los planos
M y N.Vamos 4 demostrar quela
intersecciéon CD es paralela 4 AB.

Si por un punto cualquiera C
tomado sobre la interseccion de
los dos planos se traza una para-
lela 4 AB, esta recta se encuen-
tra contenida por completo en el
plano M (n® £30); y por complelo
también en el plano N : por lo
mismo se confunde con la inter-
Fia. 266, seccién CD.

A

432, Escolio. — Cuando dos plancs M y N irazados
por dos reclas paralelas se
encueniran, su interseccidn o F
EF es paralela d estas dos
rectas AR y CD.

Siendo las dos rectas AB
y CD paralelas, cada una de
ellas es paralela al plano
trazado por la otra (n° 428); Fig. 267
asi la recta AB es paralela
al plano N, luego el plano M trazado por AB corta al
elro plano segiin una recta EF paralelad AB (n° 429).

Por la misma razén CD es paralela a EF.

433, Posiciones relativas de una recta y de un plano:

1° La recta puede estar en el plano.

2 Si la recta no estd en el plano:

6 es paralela 4 una recta del plano,y paralela al
plano,

9 no es paralela 4 ninguna recta del plano ; entonces
es eecante, y liene con el plano un punlo comin,

3. — PLANOS PARALELOS,

434. Definicién. — Dos planos paraleles sen dos planos
gue no tienen ningin punto comin,

El teorema siguiente establece Ia existencia de tales
planos.
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435. Teorama. — Para que dos planos seen paralzios
se necesila y basla que uno de ellos conlenga dos reclas
concurrenies paralelas al oiro piane.

i* La condicién es suficiente.

Dos rectas conecurrenies (AB, AC) paralelas & um
plano {Q) determinan un
segundo plane (P) pare- T
lelo al primero. P e -t.—r~<’,.: 8 /

En efecto, si los pla-
nos Py Q se cortasen, su
interseccidn cortariadlo
menos una de ias rectas / /
AB 6 AC, y una de sstas
rectas cortaria al plano Fie.258,

Q, lo que es imposible.

2¢ La condicidn es negesaria,

Si dos planos (P, Q) son paralelos, toda recia (AB
del primero es paraleia al segundo.

En efecto, el plano Q no puede cortar la recia AB
sin cortar el plano P, lo que es imposible.

438, Corolarie. — Si dos planos paraielog son corlados
por un lercer plano, las inier-
seeciones son paralelas.

Sean M y N dos planos para-
lelos cortados por un iercer
plano P; vamos 4 demosirar
que las intersecciones ABy CD
son paralelas.

Estas rectas AB y CD estén
en un misme plane P, y ade-
mnds, pertenecen 4 los dos pla-
nos M y N que se hzn dado pa-
ralelos; por lo tanto no pue-
Fia. 260. den encontrarse.

437. Lugar geométrice. — EI lugar de las paralelas
trazadas por un punio (A) d un planc (P) es el plano (Q)
paralelo ol plano dads () y gue pasga por el punio (A).

En efecto :

1¢ Toda recis trazada por A en el plano Q s para-
lela a P,
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2* Tods paralela & P, trazada per A, peftenece 4 Q,

438. Pozicicnes relativas da dos planas.

Para conocer eslas posiciones, se traza en el primer
plano dos rectas concurrentes :

10 Eslas rectas pertenecen a! segundo plano : lo
planos coinsiden.

2° Estas rectas son paralelas al segundo plano : les
planos son paraleles.

3° Una recta & lo menos ceria e! segundo plano:los
dos planos son sgecantss. .

Luego, dos planos pueden ser: confundidos, para-
lelos 6 secantes.

433, Teorema. — Si dos
recfas(AB, CD)son paralelas,
fodo pleno (P) que cortaduna
deellas (AB), corta 4 la olra

B h

—7 -7 {(CD\.

P/ AL ',.-/ El plano de las dos para-
/ e // lelas corta al plano P segin
una recta AC. Esta recta no

puede ser paralela 4 CD,
: porgue no es paralelad AB;
! i luego, corta & CD en un
Fis. €70. punfo C, en el cusl CD corta

el plano P,

440. Tecrema. — Dos recias (A,B) paraleias d una
tercera (C) son paralelas enire si.

En efecto :

1° Estas rectas no tienen ningiin punto comtn ;si no
por este punto pasarfan dos

paralelas & un misma recta, *

lo que es imposible ; 8-
2¢ Estas rectas pertenecen

4un mismo planc. Enefecto, o

el plano gue pasa por A y
un punto de B ne puede Fie, 274,
coriar 4 esta recta B; sino,

cortarfa su paralela G (n® 439); v cortando 4 C, cortarfs
4 su paralela A, lo que, por hipétesis, no se verifica.
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4, SvcurnTos RECTILINEGS ENTRE PLANGS RECTILINEOS.

441. Teorema. — Dos reclas paralelas comprendidas
enlre dos planos paralelos
son iguales.

Sean AB y CD dos rec-
tas paralelas comprendidas
entre los planos paralelos M
y N.
Eslas dos rectas determi-
nan un plano AD, cuyas in-
tersecciones AC y BD con
los olros dos planos son
paralelas (no 430); la figura
ABCD es pues un pzralelogramo m° 133), y se tiene
AB=CD.

Fia, 272.

442, Tesrema. — Tres planos paralelos inferceptan sobre
dos rectas cualesquiera seg-
menios proporcionales.

Sean ACy DF las rectas
dadas; si se tira AH para-
iela 4 DIF, se tiene (u® 441) :
AG=DE, GH =EF.

Comoen el triangulo ACH,
las lincas BG y CH son
paralelas por ser inlersec-
ciones de dos planos para
lelos N v P por un terce
Fia. 173, plano ACH (n® 436); se tien

{n® 257) :
AB _AG AB_DE
BCT GH BC™ EF

§ 111, — Angalo de dos rectas.

443 Definicibn. — EI dnguls de dos reclas que ro se
vortan es el dngulo formudo por dos rectas concurrentes
respeciivamente paralelas 4 las dos reclas dadas.

Para justificar esta definicién es preciso demestrar
que esie &ngulo ne depende del punto de interseccién
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de las dos dllimas rectas. Es el objets del teorema
signiente.

£44. Teorema. — Dos dngulos cuyos lados son respec

w livamenle paralelos, son iguales d
=71~ suplemenlarios, y sus planos son
paralelos.

1o Sean A y D dos d#ngulos
cuyos lados son paralelos.

Tomenos sobre eslos lados lon-
gitudes iguales AB y DE, ACy
DF.

Siendo las rectas AB y DE igua-

: les y paralelas, el cuadrilatero AE
Fie. 274, &g un paralelogramo, v AD es
igual y paralela & BE.

Asi las recias BE y CF, iguales y paralelas 4 AD,
son iguales y paralelas entre si (n° 4i0), el cuadrilitero
CE es un paralelogramo, y BC=EF.

Desde luego, los tridngulos ABC y DEF son iguales
por tener sus lados respeclivamenle iguales, y el dngulo
A de uno es igual al dngulo D del elro, que es lo que
se queria demosirar.

Si con el angulo D, se tomara un dngulo obtuso en
A, los dos angulos considerados serfan suplemen-
tarios.

9 Sea M el plapo delerminado por los lados de
4ngulo A ; por el punto D,
vértice del segundo angulo,
tracemos un plano N para-
lelo al plano M, y, por cousi-
guiente & las rectas AB y
AC.

Siendo la recta DE, para-
lela & AB, estara contenida
por completo en el plane N
paralelo 4 AB (n® 430); del
mismo modo,siendo la recta
DF, paralela 4 AC, estard contenida por completo en
el plano N paralelo 4 AC. Por lo tanio el plamo N,
trazado paralclamente al pleno M, no es otro gque ¢}
plano determinado por los luave del Angulo D.
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§IV. — Rects y plano perpendiculares.

{. — RECTA PERPENDICULAR A UN PLANO.

4435. Deflnicicnes. — 1. Una recla es perpendisular d
un plano cuando es perpendicular d todas las recias que
se pueden trazar por su pie en dicho plano.

El plano es entonces perpendicular d la recla.

Una oblicua ¢ un plano es una recla que encuenira é
este plano sin serle perpendicular.

448, Teorema. — Toda recta perpendicular d olras
dos rectas trazaedas por su pie en un planc, es perpendi-
cular d dicho plano.

Sea AP perpendicular 4 PB y PC. Vamos 4 demos-
trar que la recia AP es tam-
bién perpendicular & cualquiera B
otra recta PD trazada por su k
pieen el plano M.

Prolonguemos AP una lon-
gitud PA’ igual &4 PA; en el
plano M, tracemos una recla
BDC, que encuenire a las tres
rectas trazadus por el punto P,
y unamos los puntos A y A’
con los puntes B, G, D.

Siendo BP perpendicularen
la mitad de AA', se tiene (n®
107) : BA =RBA/,

De la misma manera, CA Fis. 276
= CA’, y los dos tridngulos
BCA y BCA' son iguales por tener sus tres lades res-
pectivamente iguales; luego los 4ngulos en B son
iguales.

Asl los dos iridngulos BDA y BDA' son iguales per
tener igual un 4ngule en B formado por lados respec-
tivamente iguales; ¥ en consecuencia DA=DA’,

Luego el iridngulo ADA’ esisésceles, la mediana DP
es perpendicular 4 la bage AA', y larecta AP es per-
pendicular & PD,

447, Corolario. — Por fodg recfo perpendicular 4 ofra
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recla puzde pasar un plano perpendicular d la sequnda
recia,

En efecto, basta trazar una recta perpendicular 4 la
segunda recta, en un punto de la primera. Estas dos
rectas determinan un planc perpendicular 4 la segunds
recla.

2. — PLANO PERPENDICULAR A UNA RECTA.

448. Teorema. — Por un punio dado, se puede frazar
un plano perpendicular & una recla dada, y no se puede
trazar mds que uno.

1° Si el punto dado P estd sobre la recta AA' (fig. 277),
se trazan por este punto, y en direcciones diferentes,
dos perpendiculares PB y PC 4 la recta AA’'. Esta
recta AA’ es perpendicular al plano M determinado por
las dos rectas PB y PG, y el plano M es, 4 su vez, per-
pendicular & la recta AA".

Este plano es el dnico que se puede trazar perpendi-

Al

Fic. 77 Fie. 278, Fie. 379,

cularmente 4 AA' por el punto P; porque si se supone

un segundo plano NG (fig. 278), se podria trazar por °

AA' un plano cualquiera AG, cuyas intersecciones PB
y PG con los planos M y N serfan perpendiculares &
AA, lo que es imposible (n® 63).

2° Supongamos que el punto esté situado fuera de la
recta, y sea B este punto (fig. 279). Tracemos BP per-
pendicular & AA'; luego, en otra direccién, PC gerpen-
dicular & AA'. Esta recta AA' es purpendicular al plano
M determinado per PB y PC, y el plano M es, 4 su vez,
perpendicular £ la recta AA/,
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Este piano es el unico que se puede trazar perpendi
cularmente & AA" por el punto B; porque si se supone
un segundo plano BN (fig. 279), se podria trazar per
AA’ un plano cualquiera AB, cuyas intersecciones BP
y BH con los planos M y N serfan perpendiculares 4
AA', lo que es imposible.

449. Lugar geométrico. — E! lugar geoméirico de
las perpendiculares trazadas en
todos sentidos, en un mismo
punto de una recla dada, es un
plano perpendicular d esla recta.

Sea MN un plano trazado por
el punto P perpendicular 4 la
recla AA',

Si se supone que una recla
trazada por el punto P perpen-
dicularmente 4 AA’ quedase
fuera del plano MN, en PC por
ejemplo, se podria trazar, por
las rectas AA'y PC, el plano
AD, cuya inlerseccién con MN
seria una recta PB diferenle de PC.

Como AP, perpendicular al plano MN, lo es también
4 la recta PB situada en este plano, habria pues,
en un mismo plano AD, dos perpendiculares PB y
PC en un mismo punte P de la recta AA’, lo que es
imposible.

3. — RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES.

450. Teorema. — Desde un panio A tomado fuera de
un plano M, se puede bajar uana perpendicular sobre
dicho plano.

En el plano M se puede trazar una recta cualquiera
BC, y en el plano ABC, se puede bajar una perpendi-
cular AD sobre BC, luego en el plano M, se puede
levantar DE perpendicular 4 BD,y en el plano ADE,
bajar la perpendicular AP sobre DE.

La recta AP, asf trazada, es perpendicular al plano
dado. Para prebarle, basta establecer quas AP es per-
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pendicular & una lUnea cualquiers PB, trazada per su
pie en el plano M.

Prolonguemos AP de una cantidad PA’ igual 4 PA y
unamos los puntos A, A’ con el punto By tracemoes
A'D.

Siendo DP perpendicilar & la mitad de AA', se tiene
DA'= DA ; pero por conslruccién la recta BD es per-
pendicular 4 DA y 4 DE, luego lo es al plano ADA’, y
por consiguiente 4 la recta DA/,

Los dos tridngules rectingulos ADB, A'DB tienen un

dngulo recto comprendido en-

*‘1-"5,, tre dos lados respeclivainente
N iguales, luegn AB= AB; luego

A el tridngulo ABA es isosceles,

h ~ yla recta BP que une el vértice

con la mitad de la base es per-
pendicular & esla base; luego,
siendo AP perpandicular 4 PD
y & PB, es perpendicular al
plano.

&) Por un punto P lomado
, sobre un plano M se puede le-

b vanlar una perpendicular d esie
Fia. 28i. plano.

Después dehaber trazadouna
recta cualquiera BC en el plano M, se puede bajar la
perpendicular PD sobre BC, y por el punto D, en un
plano cualquiera trazado por BC, levantar una per-
pendicular DA sobre la recta BC; por iltio, en el
plano PDA levantar una rects PA perpendicular 4 PD;
la recta PA es perpendicular al plano.

En efecto, prolongande AP de una cantidad PA'=AP
la recta PD se encuenira perpendicular & la mitad ds
AA', luego AD=DA'; pero BD es perpendicular al
plano ADP, es decir al plano ADA’, y por consiguients
AB=BA/, luego AP es perpendicular 4 PB

451 Teorema. — Si dos rec’as son paralelas, fodo
Dlano perpendicular d una de ellas lo es igualmente 4 la
olra.

Sean AB y DE dos rectas paralelas, ¥ sea M un plano
perpendicular 4 AB.
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Tracemos, en el plano M, y por los puntos By E

dos paralelas cusalesquiera BC ¥
EF

Los 4&ngulos B y E son iguales
por tener sus lados respectiva-
mente paralelos (n® 444) ; y puesto

que por hipétesis, el déngulo B es '

recto, el éngulo E también lo
serd.

Siendo la recta DE perpendi-
cular 4 cualquiera otra recta tra-
zada por su pie en el plano M,

LY D

Fia. 282.

es perpendicular 4 este plano, ¥ reciprocamente, el

plano M es perperndicular 4 DE.

452. Teorema. — Doas reclas perperdiculares d un
mismo plano scm paralelas en-

Al A tre si.

Sean lzs dos rectas AB y

Fie. 283.

DE perpendiculares al plano
M

Si por el punie E se traza
una paralela 4 AB, esta recta
es, como AB, perpendicular al
plane M (n° 451), y ss, con-
funde, por consiguiente con
ED, puesto que por ¢l punto E
no pusde baber més que una

perpendicular al plano M (n*® 450); por lo tanio DE es

paralela 4 AB.

453. Teorema. — Si dos pla-
nos son paraleios, loda recta
perpendicular 4 uno de elios lo
es igualmente al oiro.

Sean M y N dos planos para-
lelos, y sea AB una perpendi-
cular al plano M. Prebemosque
AB es perpendicular & cual-
quier reecta DF trazada por
eu pie en ¢l plano N.

Por las rectas AB y DF, tracemos el plano CF; lzs
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intersecciones CE y DF son paralelas (n® 436); 1 rects
AB, perpendicular al plano M, lo es también 4 CE, y,
per consiguiente, la recta DF es perpendicular 4 AB.

El mismo razonamiento se puede repetir para cual-
quiera otra posicién de larecta DF, luego; AB es per-
pendicular al plano N que es lo que se querfa demos-
trar.

454. Corolario. — Las perpendiculares comprendidas
enire dos planos paraleles son iguales, y miden la dis-
tancia de los dos planos.

455, Teorema. — [Dos planos perpendiculares d una
misma recla son
paralelos,
Sean M y N
dos planos per-
pendiculares 4
Ia recta AB. Si
estos dos pla-
Fra. 285, Bo8 s encon-
traran, habria,
por un mismo punte 0. tomado sobre su interseccién,
dos planos distintos OM y ON
perpendiculares 4 una misma
recta AB; lo que es imposible
(n® £48).

456. Teorems. — Una recla
(CD) y un plano (P) perpendi-
culares d una misma recia (AB)
son paralelos enire si. p

En efecto, por CD puede pa-
sar un plano Q perpendicular
4 AB (n® 44T); y por consi-
guiente paralelo 4 P. La recta CD serd paralela & Pt
por pertenecer & un plano paralelo & P.

Fic. 286.

4. — PERPENDICULARES Y OBLICUAS.

457. Teorema. — Si desde un punio fomado fuera de
un plano, se ban d este gy plane mna perpendicular
varias oblieugs :
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1* La perpendicular ¢z menor que cualquiera oblicua

% Las oblicuas cuyos pies se separan igualmenie del
pie de la perpendicular son iguales;

3° De dos oblicuas,la mayor es aquella cuyo pié se
separa mds del pie de la perpendicular.

i° Sea AP una perpendicular, y AB una oblicua;
AP, perpendicular al pla-
no M, lo es también 4 la
recta PB trazada por su
pie en este plano (n*®
446) ; luego el triangulo
APB es rectdngulo en P, i
y el lado AP es menor ﬁ—_;‘.'- —
que la hipotenusa AB... «£=

2° Sean las oblicuas AB Fie. 287,

y AC tales que se tenga

PG =PC; los tridngules APB y APC son iguales por
tener igual un 4dngulo en P formado por lados res-
pectivamente iguales, luego AB=AC...

3> Sean dos oblicuas AB y AD tales gue se tenga
PB < PD; si se toma PC igual &4 PB, la oblicua AC es
ig:al a AB; pero, en la figura plana APD, la oblicua
Al es menor que AD; se tiene pues AB << AD.

458. Corelaries. — 1° La linea mds coria posible de un
punio & un plano es la perpendicular d este plano ; esta
linea represenia la distancia del punto al plano.

9¢ 8i dos oblicuas que parten de un mismo punifo fuera
de un plano son iguales, sus pies esidn equidisiantes del
pi¢ de la perpendicular; y por consiguiente, el lugar-
de ins pies B, C..., de las oblicuas iguales es la circun-
ferencia descrita desde el punto P como centro, con
la distancia PB por radio.

3* Si dos oblicuas que par-
fen de un mismo punlo fuera
de un plano gon desiguales,
el pie de la mds larga esid
mds dislante del pie de la
perpendicular.

453. Teorema de las tres
perpendiculares. — Si desde
el pie de una perpendicular d un plano, se baja una per-

Fia. 238,
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pend'g;slard una recta cualquiera de este plano, la recla
que ure un punio cualquiera de la primera recla con el
punto de concurso de las ofras dos es perpendicular ¢
la recta del plano.

Sea AP perpendicular al plano M, y sea PB perpen-
dicular 4 la recla CD situada sobre este plano. Vamos
4 demoslrar que una recta tal como AB que une el
punlo B con un punto cualguiera de AP es perpendi-
cular 4 CD.

En electo, CD es perpendicular 4 BP y 4 AP (n° 446);
luegu es perpendicular al plano APB, y 4 la recla AB,
que perienece & esle plano,

§ V. — Angulo de dos plancs.

i. — AxGULOS DIEDROS,

480. Definicién., — Llimase éngulo diedro 4 la aberiura
comprendida entre dos semiplanos que
salen de la misma recta.
Los semiplanos son las caras del
diedro, y su interseccion es la arista.
Un diedro se designa por las letras
de su arista,

481, Igualdad. — Dos diedros zon
iguales cuando pueden coincidir.

Fla. 989. 482. Diedros adyacentes. — Lld-

manse diedres adyacentes dos diedros

que lienen la misma arista y esidn de una gy olra parie
1e una cara comin.

463. Adicién de los diedros. — Sumar dos diedros
es darles la posicidn de dos diedros adyacenles, [a suma
¢s el diedro formado por las caras no comanes.

464 Divisibilidad de loz diedros. — Un diedro es divi
gible en cualquier niimero de partes iguales.
Lidmase plapo hiesstor de un diedro el plane que lo
divide en dos paries iguales.
13
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485, Dledro recta. — Un semiplano que parte de una
recta de un plano forma
con éste dos diedros
adyacentes. Lidmase dis-
dro recto d cada uno de
estos diedros cuando zon

igucles.

Es evidente que todos
les diedros rectos son Fra. 290.
iguales.

Se divide el diedro reslo en 90 partes; cada una
es un diedro de un grads. Este se divide como el grado
que sirve para medir los dngulos planes.

466. Disdro aguda. — Un diedro agnde es an diedro
menor guze un reclo.

467. Diedro obingo. =— Un diedro chinss es ur diedro
mayor gue un recio.

468, Diedros complementarios y suplementaries. — Dos
diedros scn complementariss cuando lienen por suma
un diedroe recio ; son suplementiariss caando su suma es
igual d dos diedros rectos,

469. Diedros opuestos por elvériice. — Diedros opuestos
por el vértice son aguelloz que {ienen la misma arista y
cuyas caras son respectivamenie en un mismo plano.

£70. Planos perpendiculares. — Un plano es perpendi-
cular ¢ oire planc cuando forma con este dos diedros
adyacenles iguales. Besta también que forme con él un
diedre reclo.

2. — ANGULO PLANO DX UN ANGULO DIEDRO.

: . 474. Definicién —
. Angulo plano de un
diedro esel dngulo for-
mado por las perpen-
diczlareslevaniadasen
cada care, desde un

Fis 99t mismo punio de la

arista.

Sean CD en of plano M, CE en el plano N, y ambasn
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perpendiculares & AB, el angulo DUE es e dngule
plano del diedro.

Se pueden irazar las perpendiculares por un purnio
cualquiera de la arisia del diedro, porque los dngulos
DCE, D' C' E' son iguales por tener sus lados paralelos
y vueltos en el mismeo sentido.

472. Teorema. — Dos diedros iguales lenen dngulos
planos iguales.
Sean AB y A'B’ dos diedros
iguales, vy C, ' esus 4ngulos
planos.

‘————”va:}w’ Coloquemos el diedro AB so-
o L‘*!'ri bre su igual A'B, de manera

que la srista AB coincida con
AR, vy el punto C con . Las
jﬁ' rectas CF y C'F' coinciden por

estar en un mismo plano, y ser
perpendiculares en un mismeo
b .4 punlo de la rscla A'B’; suce-
K (2 diendo lo mismo con las rectas

Fie. 192 Cii y CH'. Luego los 4dngulos G
y ¢ sen iguales.

473 Reciprosa. — Dos diedros que fienen dngulos
planos iguales, son iguales.

Sean AB y A'B’ dos diedros qus lisnen sus dngulos
planos Cy C' igusales. Estos #&ngulos planos deter-
minan planos perpendiculares & las aristas AR y A'B.

Coloquemos la primera figura sobre la segunda, de
manera que el plano AM guede schre A'M/, 1z arista
AB sobre A'B, y el punto C sobre C. Los dos planos
FCH y F'C'H’ coinciden, por ger perpendiculares en un
mismo punie de la recta A'B'; por lo tanto CF se con-
funde con CF'y CH con C 1'; los planos ABN y
A'B'N’ coinciden, puesto que pasan por las mismas
~ectas A'B' y C'H, y los diedros son iguales.

474. Teorema. — La relacidn de dos dngulos diedros
¢8 la misma que la de suz dngulos pianos.

Sean M y N dos diedros cualesquiera, ABC y DEF
eus angulos plancs.

Admitamos que estos Angulos plsnos tengan una

| e e e e
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medidz comdn que esté contenida por ejemple, 3 veces
exactaments en el primero, y 5 veces en el segundo;
estos angulos son en- .

tre s{ como los ni- =
meros 3y 3,y se tiena:

angulo ABC __ 3
éangulo DEF ™ 5§’

Hagamos pasar pla-
nos por las aristas BM
y EN y por las lineas
de divisién de los dos
angulos planos; sien-
do iguales losangulos
planos parciales, de-
terminan diedros iguales (n® 473); pero el éngulo M
conliene 3 de eslos diedres iguales, y el dngulo N con-
tiene 5 ; luege se tiene :

M 3 #f  &ngulo ARC
=T Oor consirmente G =+———To
N T ERREER N ™ angulo DEF’

8iendo aplicable esta demosiracién por pequefia
gue sea la medida comun & los dos dngulos planos, el
teorema es cierlo en todos los casos.

75. Teoreme, — Ef dngulo plano de un diedro recio
es recio.
Sean los dos diedres rectos QEFP y CEFD
Sus dngulos planos
son BAC y CAD; son
iguales (n° 472); y AD,
perpendicular 4 EF
en el plano Q, estd
directamente opuesta
4 AB, perpendicular
& la misma recta EF
en el mismo plano Q;
J lauego (n® 55), los dos
Fic 294 éangulos BAC y CAD
som rectos.

Consecuencia. — La medida de un diedro es iguel d
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la medida de sa dagulo plano, porque la razdn de estas
medidas es constante (n® 446) é igual & uno.

3. — PLANOS PERPENDICULARES.

476 Tesrema — Siuna recla y un planc son perpen-
diculares, tode pleno lra-
zado porlarectaes perpen-
dicular al primer plano,
Sea AP perpeudicular
al plano M, y sea BD un
plano cualquiera trazado
por AP, Tracemos en el
plano M la recta PE per-
pendicular 4 CD.
Larecta AP es perpen-
dicular 4 las dos rectas
CD y PE (n° 446); por lo tanto el dngulo APE, que
es el dngulo de los dos
planos es recto, v los dos
planos sen perpendicu-
lares el uno al olro.

477 Corolarie. — Para
trazar por una recla AB,
un plano perpendicular &
un plano dado M, sebaja Fic. 295.
desde un punio cual-
quiera A de la recta, una perpendicular AC al plano
dado; el plano BC, determinado
por eslas dos rectas, es perpen-
dicular al plano M.

478. Teorema — Si dos planos
son perpendiculares, toda recta tra-
zada en uno de elios perpendicular-
menle d su inlerseccidn es perpen-
dicular al otro plano.

) Sean CA y CE dos planos per-
pendiculares, y sea AP perpendiculsr 4 la iotersec-
cién CD.

En el plano CDE, tracemos PE perpendicular & CD,
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Siendo recie &l disdrs, o fngulo plano APE tambidn
lo serd, luego AP es perpendicuiar 4 las dos rectas
CD y PE, v por consiguiente, 4 su plano CE,

479, Teorema. = Si dos plenos son perpendiculares,
y por un punfo del pri-
mero se iraza unc recia
perpendicular ol segunds,
estard conienida por com-
pleto en el primer plano.

Sean M y N dos pla-
nos perpendicularss en-
tre sf, y sea A un punto
cualquiera del primaro.

Si, en el plane M, ss
iraza AP perpendicular 4 la interseccidn £D, esia recta
AP es perpendicular al plano N; ahora bien, desde el
punto A, no se puede trazar més que una perpendicular
al plano Nj; luego la perpendicular bajada del punto A
sobre el plano N se cenfunde con AP,

£80. Eseolle, — T'odo plano perpendicular 4 una recla
situada en un planc ez perpendicular é esfe plano.

Sea el plano AD perpendicular 4 la recta PE
(fig. 297).

Si en el plano AD se traza AP perpendicuiar 4 la
interseccién CD, ia recta PE perpendicular al plano
AD es perpendicular & PA (n* 446); luego el éngulo
plano APE que mide el diedro es recio, y los dos
planos son perpendiculares
enire si.

484, Tecrema. — Si dos
planos que se corlan son per-
pendiculares ¢ un Iercero,
su inlerseccidn también serd
perpendicular al tercer pla-
ro.
gs, En efects, m1 desde um

punto cualquiera dela inter-
eeccidn de los dog primeros planos A v B, se beja una
perpendicnisr 8 {eresrs M, diche perpendicular debe

Fig.
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encontrarse entergimenis conlenida 2n el plano A v del
mismo modo en el plane B (n® 4i9); v se cenfundird
por consiguienie cen la interseccidn ds los dos planos.

482. Escolins. — 1. Todo plano M perpendicular d Ia
inferseccidn CD de olros dos plancs, es perpendicular &
cada uneo de ellos.

Porque este planc B es perpendicular 4 una recta
CD contenida en cada uno de
fos otros dos planos (n® 480).

II. 8ilos lades OD gy GE de
un dngulo plano son perpendi-
culares d las caras de un die-
dro AB, el dngulo plano y el
diedro son iguales, 6 suplemen-
farios.

En efecto,si se iraza el plano
ODEK de las dos rectas, sste

FiG. 300. plano es perpesndicular 4 cada

uro de los plancs M y N (n°478),

¥y por consiguiente 4 su interseccién (n® 481) ; asf el

angulo DCE es el dngulo plano del diedro; y los én-

gulos iy G, por tener sus lados perpendiculares, son
iguales 6 suplementarios.

§ VI. — Proyeecion de una figura.

483. Uefiniciones. — Proyeccifn ds un punto sobrs un
plano es #f pie de la per- .

pendicular bajada desde
dicho punlossbreel plano.

484. Proyeccidn de una
figura cualgniera sobre ua
planc es el conjunio de las
pregecciones de los dife-
renfes punfos de dicha fi-
gura scbre el plano Fra. 30

485. Teorema. — La proyecsidn de una recla sobre un
plano ¢s ung ineg recia
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Sea AB una resta gue se guisre proyectar gobre el
plano M. Por la recta AB, tracemos un plano AB’ per-
pendicular al plano M,

Si se proyecta sobre el plano M un punto cualquiera
E de la recla, la linea proyectante EE' estd contenida
por completo en el plano AB perpendicular al plano
M (n° 479), asi es que la proyeccién E' del punto B
estd sobre la recta A'B'.

Todos los olros puntos de AB se proyectan del
mismo modo schre la recta A'B’ que o8 la inlerseccion
de los dog planos.

§ VII. — Angule de una recta y de un plano.

486. Definicién. — Se [lama dngule de ana recta y un
plano el dngulo que forma
dicha recta con su pro-
yeccidn sobre el plano.

Este dngulo se encuen-
tra prolongando la recta
hasta el plano, ¢ bien
trazando por un punto
cualquiera de la recta
una paralela 4 su proyec-
cidn. Fic. 302

£87. Teorema. — El dngulo que forma ura recia con su
proyeccidn sobre un pla-
453 no es menor que el dn-
A gulo que forma con cual-
guiera ofra recta frazada

por su pie en esle plano.
Sea AB una recta cual-
quiera, AB' su proyec-
cién sobre el plano M, y
AC olra recta trazada en
el plano. Vamos 4 de-
mostrar que el angulo
vis. 303. BAB es menor que

BAC.
Llevemos la longited AB eobre AC, y tracemos ls
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recta BC. La linea BB’ es perpendicuiar al planc 3,
luego BC es oblicua ; por consiguiente BB es < BG;
los dos triangulos ABB' y BAC tienen dos lados respec-
tivamente i1guales, y el tercero BB < BC, luego el
angulo BAB' es menor que BAC (n° 119).

488. Teorema. — Si una recla se mueve sobre una de
las caras de un diedro, el dngulo que forma con su
proyeccidn sobre la oira cara es mdrimum, cuando esia
recta es perpendicular d la inlerseccidn de los dos
olanos. .

Sea el diedro MDEN, y sean AB y AD dos posiciones
Je larecta mévil, la primera, perpendicular a la inter-

‘ seccion DE, y la segunda
en una posicién cualquie-
ra. Sisetraza AC perpen-
dicular al plano N, las
rectas CB y CD son las
proyeccionesde ABy AD.
Se trata de demostrar que

Fre. 304, el dngulo ABC es mayor
gue ADC.

Siendo las rectas AC y AB perpendiculares, una al
plano N, y la otra 4 la recta DE de este plano, resulta
(n° 459) que CB es perpendicular & DE; se tiene pues
CB < CD.

Llevemos sobre CD una longitud CI igual &4 CB, y
tracemos Al. Los dos tridngulos rectingulos ACB y
ACI son iguales por tener en el punto C un angulo
igual formado por lados respeclivamente iguales ;
‘uego el dngulo ABC es igual con AIC.

Ahora bien, el Angulo AIC, exterior al tridngunlo AID,
es igual 4 la suma de los dosinteriores no adyacentes;

por consiguiente, el 4ngulo ADC es menor que AIC
46 ABC.

489. Escolios. — 1. El éngulo de dos planos es el
dngulo maximo que puede formar uno de ellos con
una recta movil del otro plano.

11. Linea de inclinacién de un plano es una recta de
esle plano perpendicular d las horizontales del plano.

Si DE es una horizontal, la perpendicular AR es lg

linea de inclingcién del plano BM.
&
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§ VIIi — Distancia entre dos rectas.

480. Toorema. — A dos reclas cualesquiera en el es
pacio, se les puede frazar una perpendicular comun,
una solamente ; y esta perpendicular es la mds corla dis-
lancia delas dos reclas.

Sean AB y CD dos rectas que no estdn onun mismo
plano,

Por CD tracemes el plano M paralels 4 AB,y proyee-
temos AB scbre ests plano.

Desde el punto C donde la proyeceién de AR en-
cuenira & CD, levan-
temos la perpendicu~
lar CA al plano M.

Vamos & demostrar
que esta recta es una
perpendicuiar comiin
4 las dos rectas da-
das y que es la unica /
posible.

1* La recta CA per- Fic. 305
pendicularal plano M
es perpendicular 4 las rectas CD,CE que pasan por
su pie en esie plano (n® 445); también es perpendicular
d& AB, puesto que esta linea es paralela 4 CE.

%* AC es Ia dnica perpendicular comin, porque otra
recla GH que supusiéramos perpendicular 4 ABy 4
CD, serfa también perpendicular 4 HI paralela 4 AB,
¥, por consiguicnte al plano M ; comoe GF, paralela a
AC, ya es perpendicular al plano M, habria pues dos
perpendiculares al plano M, desde un mismo punto G,
lo que es imposible...

3° Se tiene AC=G_F, y GF < GH (n° 370); la recta
AC es pues menor que cualquiera ctra recia trazada
de AB 4 CD.

5]
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CAFITULO I
SIXETRIA EN EL ESPACIO

§. — SidETRIA CON RELACION £ UN EIE.

484, Deliniclén. — Dos punlos son gimétricos con rela-
cidn d una recla, cuando esta linea es perpendicular d la
milad de la recia que une loz dos punios. La recla se
llama 8i= de simetria.

492, — Dos figurasz son slmétricas con relacidn d un
eje, cuando cada puafe de la primera Hene su simélrico
enla sequnda, y reciprocamente.

4933. Teorsma. — Doz figuras simétricas con relacidn d
un eje son sobrepo-
nibles.

Sean SABC ¥y
S'A'B'C’ dos polie-
dros simétricos
con relacion al eje
XY.

Si se hace girar

, lafigura SABC una

\\',,,..-- semi-revoluciénal-
B Y = rededor del eje
X XY, los puntos S,

Fio- 8 A, B, C,pvienen é

colocarse respectivaments ea 8, A, B, C, porque

OB=0B', 0C=0C), ele, y las dos figurae coinciden.

F
~, «;-.-“"'

fomme e

494, Obssrvacidn. — Siendo iguales dos figuras simd.
tricas con relacién 4 un eje, no hay que ccuparse mag
de la simetria con relacién 4 un sje.

2. — SmeTria con RELAGION 4 UN cENTRO S & UN PLANG

£38. Dalinicienes. — Dos punlos gson simiiriens con
~efacidn d un centre cuando este punio es ¢l medio del
ecgmento reclilines qus une los ofros dos.
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Das puntos gon simétricos con relacidn 4 un plano
cuando el plano es perpendicula o la milad del segmento
rectilineo que une los dos punios.

Dos figuras son simétricas con relacidn d un centro ¢
d un plane cuando cada punlo de la primera liene su
simélrico en la segunda, y reciprocamente.

'496. Teorema. — Si dos figuras son siméiricas con
relacidn @ un plano, se pueden colocar de lal manera
que sean simé-
fricas con rela-
eidn d un cenlro
fomado arbiira-
riamente en di-
cho plano.

Sean las dos
figuras F y F
simétricas con
relacién al pla-
po BMN, O um
punto cualquie-
ra tomado so-
bre este plano,
y F” la figura &
simétrica de F 9
con relacidn &l
punto O.

Tracemos OP
perpendicular al plano MN ; unamos los puntos homé-
logos de las dos figuras F y F', y del mismo modo los
puntos homdlogos de las dos figuras F y F’; final-
mente, tracemos Ol y §'8".

Las rectas OP y SS'son paralelas por ser perpendi-
culares al mismo plano MN, luego la recta OP estd en
el plano del tridngulo S8'8%, y como el punto O es el
medio de 85, el punto E es igualmente el medio de
8'S* (ne 121),

Por ofra parte, en el tridngulo SS'S?, 1a recta Ol es
paralela al lado 887, porque une los medios de los
oiwros dos lados: luego OP, perpendicular 4 OI, es
igualmente perpendicular 4 S'S’, y los dos puntos §'
y 5° gon siméiricos con relacién a] eje OP,
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Del mismo modo se demostraria, con relacién & este
eje OP, la simetrfa de los puntes A’y A". B'y B”,
C y C"..., y por consiguients la simelria de las dos
figuras F' y F”.

Luego, por una semi-revolucién alrededor del eje
CP, la figura F' vendrfa & coincidir ¢on F°.

497, Reciproca. — Si dos figures son szimélricas con
relacidn 1 un cenire, se pueden colocar de tal manera
que sean simélricas con rela-
m cidn d un plano cualguiera tra-

zado por esle panio. :

Sean los dos figuras F y F*
simélricas con relacién al cen-
{ro O, MN un plano cualquiera
i lrazado por este punto y F'la

i figura simétrica de F con re-

i lacién a! plano MN.
——--fp%  Si se traza el eje OP per-
pendicular al plano M, se de-
mostrard absolutamente, co-
mo en el teorema directo, que
las des figuras F' y F' son si-
métricas con relacién al eje OP. Luego, por una semi-
revolucién alrededor del eje OP, la figura F” vendré
& coincidir con I,

438, Corolarie. — Si, para una figura dada F, se con-
sideran dos figuras simélricas, la una F' con relacidn
un plano, y la olra F' con relacidn d un cenireo, lomado
en esie plano, eslos dos simélricos F' y F® son sobrepo-
nibles.

489. Teorema de Bravais. — Dos figuras simélricas de
una misma figura con relacidn d ceniros diferenies ¢ d
planos diferenies son iguales.

{°o Sean A y B dos figuras simétricas de C, la pri-
mera con relacion al centro Q, y la segunda con rela-
cién al centro Q.

Por los dos puntes O y O, {racemos un plano cngl-
quiera MN La figura A puede ser transportada 4 A/,
de manera que sea siméirica de C con relacién al
plano BN trezade por el punts O (n°407); de est
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posicién A/, la figurs puede ser transpertada & B, ds
manera que sea siméirica de C con relacién al eentro
O’ (n® 498) ; y entonces ias dos figuras A y B coinciden.
9° Sean A v B dos figuras simétricas de C, la pr¥ nera

. con relacién al plane M, ¥y

s segunda con relacién al

Fie. 308, Fie. 310,

plang N. Consideremos un punto cuaiquiera G de la
interseccién de los dos planes.

La figura A puede ser trensportada & A', de manera
que sea simétrica de C con relacidn al punto O (n° 496);
de esta pesicisn A’ la figura puede ser transportadad
B, de manera que sea simétrica de C con relacién al
plano N (n° 497), y entences las dos figuras A y B cein-
eiden.

500. Bscolio. — Si no se atiende mds que 4 la forma
de las figuras toda propiedad demosirada en la sime-
trfa con relacién 4 un punto se encuenira por ese
hecko establecida en la simetrfa con relacién 4 un
plano. Esta observacién permite elegir el género de
simetrfa que se quiera, pars la demostracién de cada
propiedad, y en cada génere lal centro 6 tal plano de
simetria que facilite In demostracién.

501. Teorema. — La figura giméirica de un segmento
rectilineo es ur segmento igual.

Consideremos la simetria con relacién & un centro.
Sea AB una recta cualguiera {fig. 341), O el centro de
simetria, A’ y B’ los puniossimétricos de Ay B.

Trecemos la recin A'R. Biendo los puntos A v A’
simétriges, se ilispe 0A==0A"; del mismo mode OB
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= OB, y los tridngulos OAB y OA'B’ son iguales por
tener en O un 4dngulo igual formado por lados respec-
tivamente iguales; luego el lado AB es igual 4 AB, vy
estas rectas son paralelas, por ser iguales los dngulos
OAB y OA'B’ (n° 73).

Sea EE' una secante cualquiera trazada por el centro
de simetria : los triéngulos OAE y O0A'E’ son iguales
por tener ua lade igual (0A, 0A’) adyacente & 4dngulos
respectivamente iguales, luego OE = OE’ y los dos
puntos E y E’ son simétricos; asi las rectas AB vy A'B
son simétricas, puesto que cada punfo de una tiene su
simétrico sobre la otra.

502, Escolio. — Dos reclas siméiricas con relacicn &
un ceniro son paralelas,

503. Teorema. — Una figura plana caalguicra liene
por simétrica otra figura plena igual d la primera.

i* Sea ABC un é&ngulo cualquisra, O un centro de
simetria, A'B' y B'C
las reclas simélricas
de AB y de BC.

Los éngules ABC y
A'B'C son ignales por
tener sus lados res-
s peciivamentie parale-
g,’ los (n® 502} y dirigi-

Fia, 811, dos en saulide con-
trario,
_4* Sea el poligono plano ABCD, y sea O el centro de
simetria.

5i se toman los puntos A, B, ¢, D, simétricos de
A, B,C,D, los dos poligonos ACBD, y A'B'C'D’ tiener
los lados respectivamente iguales y paralelos ; los an-
gulos son respectivaments iguales, por lo tanto, esfos
poligonos son iguales.

Una recta cualquiera BD qus se {razara en el primer
poligono, tendria por siméirica Ia recta B'D' trazada
en el segundo; asf cada punto de la primera figura
tiene su simétrico en I segunda, y reciprocamente.

B04. Earclie, — Doe flouras plenas siméiricas eon rela
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cidn & un ceniro son paralelas, ceando el centro no estd
en su plano

5N5. Teorema. — Un dnguto diedro liene por simé-
trico olro dngulo diedro DB
igual el primero. Z =
En efecto, sise conside- s
ra la simetria con relacidn
a un centre Q, cada plano
del diedro AB tiene por

le es paralelo n® 3U4), ¥ )
por tanto los dos diedros Fie. 312,
AB y A'D’ son iguales.

506. Escolio. — Dos figuras planas siméiricas son
sobreponibles; sucede l9 mismo coa dos éngulos die-
dros simétricos.

CAP{TULO III

ARGTLOS §6L1D0S O POLIEDROS

§ I. — Generalidades.

507. Definiciones. — Se ifama éngule sélido J dngulo
poliedro la figura formada por varios dngulos planos de
un mismo vérlice,y que de dos en dos tienen un lgdo comin

El vérlice comin es el vértice del angulo sélido ; los
4ngulos plancs se llaman caras: cada lado comin
tiene dos caras y una arista del dngulo sélido.

Un dngulo sdlido es convexo cuando la seccidn plana
jue corla é lodas las arisias es un poligono convero.

Si se prolongan mas all4 del vérlice todas las aristas
de un éngulo sélido, se oblieme un nuevo angule
s6lido simétrics del primero.

En dos anguloe sdélidos opuesios por el vértice, las
caras son respectivamente igusles por ser angulos
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planses spuestos por el vértice, y los diedros som res-
peclivamente iguales por ser opuestos por la arista.
Dos dngulos sélidos opuestos por el vértice se llaman
iguales por simetria, porque tienen Lodos sus elementos
respectivamente iguales; pero no puedsa coincidir
per la disposicidn inversa de estos mismes elementos.

§ II. —Triedros.

508. Definici6n. — Se trama triedro el dngulo sdlido
de fres caras. En el triedro se consideran seis ele-
mentos, & saber : Ires caras y fres diedros. Los diedres
pueden designarse por las aristas SA, SB, 8C, ¢ sim-
plemente A, B, C, ylas carasrespectivamente opuestas,
por las mnismas letras mindscules a, b, .

508. Teorema. — Toda cara de un iriedro es menor
que la suma de las ofras dos gy
mayor que su diferencia.

Sea el dngulo lriedro 3, y sean
a, b, ¢, lag ires carsas, siendo ¢ la
mayor.

1¢ Construyameos scbre BSC el
ﬂn'?uio BSD igual 4 BSA 4 c.

racemos BC aerbitrariamente ;

_"::ﬁ llevernos la longitud SD de S4 A,
{ y tracemos el plano ABDC.

Los tridngulos BSA y B3D son
iguales por tener en S un éngulo
y igual formado por lados respec-
tivamente iguales; luego BD = BA. Por otra parte se
tiene :

ke

Fic. 313.

BC <CBA 4-AC

Restando BD &l primer miembro y BA al segundo,
ge tienme :
DO < AC

Y entonces los dos trifngulos CSD y CSA tienen dos
lados respectivamente iguales, y el tercer lade CD
<< CA; luego el éngulo C8D es menor que CSA; y si

1%
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ge agregan por una y oira parle los 4nguies ignafes
DSBE y ASB, queda

BSC<CSA+ASBéa<<dJec

Por lo tanto la eara mayor es
menor gue la suma de las otras
dos. La propiedad es evidenle
para cada una de las otras dos
caras.

2°Ladesigualdad anlerior pueds |
escribirse btec>a
de donde, restando b & .
los dos miembros c>a—b Fiz. 31
v si se resta ¢, se tiene b>a —e.

Escolio. — En un dngulo sélido cualqniera, cada cara
es menor que la suma de las ofras caras. Porque el Angu-
lo sélido considerado puede decompenerse en trie-
dros, tales como SABD y SBCD; en el primero, la
cara ASD e < ASB+ BSD; en el segundo, 1a cara
BSD es < BSC - CSD: se tiene pues, con mavor
razémn :

ASD < ASB 4- BSC 4 CSD.

540. Teorema. — La suma de las caras de todo dngulo
edlido convero es menor que cuairo dngulos rectos.

Sea S un éngulo sélido de 5
caras ; cortémosle por un plano
cualquiera ACD.

Uniendo los vértices A, B,
C, D, E con un punto interior
cualquiera 0, se descompone
el pentigono en 5 tridngulos,
cuyos dngulos suman 10 rectos.
La suma de los dngulos de los
3 tridnguios laterales ASB,
BSC, etc., es igual 4 10 reclos.

En el 4ngulo triedro A, la
cara inferior EAB es menorque
la suma de las caras laterales
EAS, SAB; lo mismo sucede con los dngulos triedros
B, C D E




r’

ENGULOS 80LIDOS ¢ POLIEDROS <9

Siendo ls suma de los éngulos inferiores EAB.
ABC, elc., menor que la suma de los &ngulos laterales
BAE, 5AB, etc., por compensacién la suma de los fn-
gulos en O, que vale & rectos, seré mayor gue la sums
de los éngulos en 8.

§ lll. — Triedros suplementarios.

544. Delinicién. — Lidmanse lriedros suplementarice dos
iriedros tales gue las caras del unosean los euplemenios de los
diedros del olro, y reciprocamente.

El teorema siguiente nos demostraré la sxistencia de
los triedros suplementarios.

542, Teorema. — Si por el vértice de un iriedre, se lleva
a cada cara, una perpendicular
sifuada del mismo iado que la
arista opuesia, se jorma un
triedro suplementario del pri- < -
mero. -

S=an a, b, ¢, las caras del fioo Ja
primer triedro SABC. Se £/ / b%c o

traza SA’ perpendicular al ¢y n
planc a; SB’ perpendicular A
s by 8C), perpendicularaec. Fea, 315 bis.

Las rectas SA'y 8B’ sien-
do perpeadiculares a los planes a ¥ b, su dngulo ¢ es
el suplemento del diedro SC (n°® 482) : par la misma
razon o' esel suplemento de A y b’ el suplemento de B.
Reclprocamente, SB, que pertenece al plano a, es per-
pendicular a SA’ (449). Pero SB pertenece también al
plano ¢, luego, es perpendicular a 8B’ (449), y siende
perpendicular a 8C' y SA’, es perpendicular al plano ¥
(446). Del mismo modo, se verfa que SA es perpendi-
cular a ¢’ y 8C perpendicunlar a ¢'.
De allf resuita que SABC es también el triedro suple-
mentarie de SA'B'C), y qus
A 4 a' =% rectos.
B4-0=28r.
Q' ==8r.

B43. Teorema. — En lodo !riedre, la sema dez los dngulos
dledros es mayor qze 2 recios y maror gue 8 raeclos.
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Sea el triedro SABC. Consideremos ¢l triedro suple-
nentario SA'B'C/, cuyas carss son o', &', €.
Se tiene (512)

Ad4a=2r.
B4b=2r.
C4+e=2r,

y (A+B+C)+(a 40 +<)=6r.

de donde
A4 B4 C=8rectos—{a' 4+ b +¢).
Pero lasumaa’ 4 b 4 ¢ estd comprendida entre 0 y &
rectos (510); luego A+ B+ C quadard comprendids
entre 2 y 6 rectos.

§ IV. — Igualdad de los triedos.

CONSIDERAREMOS TRER CASOS DE IGUALDAD
DE LOS TRIEDROS

$14. Primer Caso. — Doa triedos scn iguales cuando tiener
una cara igual adyacente a diedros rezpeclivamente iguales y
dispuesios semejantemente,

Sean los dos trisdros 5 y 8’ que tienen la cara BSC

a @ igual a B'S'C, el die-
A ‘,‘i dro SB igual a 8'B,
/'\ /’i\ y el diedro 5C igual
11\ a ST
/ f i Cologquemos la ca-
/ / I 3\ ra BSC sobre su
/ 1\, igual B'S'C. Siendo
B \ |~7% el diedro SBiguala
C/'*i"-—-" e \ e ,/' v 8B, el plano SBA
g P \ »4} coincide con S'B'A’,
A 1Y y del mismo modo
| SCAcon S'C'A’"; lue-
Fia. 318 go los dos triedros
son iguales.
51B. Segundo Caso. — Doe lriedros son iguales cuando

tienen Bn diedro igual formade por dos caras respectivamente
igucles, y dispuestas zemejaniemente.

Sean los dos triedros 8 y 8/, que tienen el diedro SA
igual a §’A’, 1a cara ASB igual a8 A'S'B', v la cara ASC
igual a A'S'C.
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Bl diedro SA pueds coincidir con su igual S'A’, de
manera gue el punio 8 quede en S'. Entonces la cara
ASB coincide con su igual A'S'R, e ignalmente ASC
con A'S'C. Los dos triedros gon per lo tanto iguales.

546. Tercer Lago. — Dos triedros son Iguales czando tienen
las caras respeciivamenie igucles y dispuestzs en el mismo
orden.

Llevemos longitudes iguales sobre todas las aristas,
¥y, por las puntos oblenidos tracemos los plance M v M’
sobre los cua- @ e
les bajamos
las perpendi- i\
culares 81,81, Ji
y trazamos Al
¥ AT,

Siendo las
caras de los
dog triedros
respectiva -~
mente igea-
les, los trign-
gulos laterales de la primera figura son iguales a los
de la segunda; liego AB=A'B’, BC=B'C, AC=A'C,
y las circunferencias circunscritas a los dos tridngulos
iguales ABC y A'B'C’ son ignales.

Con relacién al plano M, las rectas SA, 8B, SC, siende
oblicuas iguales, los pies de estas lineas eslén equidis-
tantes del pie de la perpendicular SI, y el punto I es
el centro de la circunferencia CAB {n°® 374, 20). Otro
tanto sucede con el triedro 8.

Los dos trifngulos rectingulos SAI y S'AT son
iguales por tener igual Ia hipoienusa y uno de los ca-
tetos igual; luego 81 =8T.

Supongamos ahora la primera figura colocada sobra
ia segunda, el plano M sobre M, y el tridngulo ABC
sobre su igual A'B'C'. Las cireunferencias eoineiden, v
los centros I e I'; las perpendiculares IS y e I'S, los
vértices coinciden : asf, los triedros son igunales.

Esgolic. — Los tres casos de igualdad de los triedros
que acaban de demostrarse preseatan una analogla
completa con los casos de igualdad de los tridngulos
(noe 444, 445, {i8),
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LIBRO VI
POLIEDROS

CAPITULO 1
FROPIEDADES BE LOS POLIEDROS

8§ I. — Definiclones.

847, Definisiones. — Se llama polledrs un sdlido com-
pleiameniz limiladoe per planos.

Fn un poliedro hay que comsiderar les uvérlfices, las
arisias, las diagonales, 1a8 caras, les dngulos diedros,
los dngulos sdiidos, la superficiey el voiumen.

Las caras del poliedro son ios poligoneos fermados por
las infersecciones de los planos que limilan el sélido ; las
aristas son los lades de estos mizmos poligonos, cada
arista s comun % dos caras; los dngulos del poliedro
son los dngulos sdlidos formados por ires caras, 6 un
niimero mayor, que s¢ rexznga en un mismo punlo; los
vértices del peliedro son fos vérlices de los dngulos
solidos, y se ilama diagenal lode recla que une dos vér-
tices no situados en la misma cara.

¥l méas sencillo de los poliedros es el tetraedro ¢
poliedro de 4 caras; el exaedro tiene 6 caras, el oc-
taedrc 8, ol dodecaedra 12, el icosaedro 20. Un poliedro
puede tener un miniero cualquiera de caras ; pero este
ndmero nunca es menor que 4.

Ur peiiedre ¢s gomvexs cuando el sdlido queda por
complele de un mitmo lado de une care cualguiera pro
fongada.

Na estudiaremes mds que los poliedros convexos.

§ 1. — El prisma.

542. Gafinleisnes. — Se liame prisma el poliedro
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comprendido enfre dos poligonos iguales § paraleles, y
cuyas caras laferaies sor paraielogramos.

Los dos peoligonos iguales y paralelos son las bases
del prisma ; las caras laterales sen tantas como el ni-
mero de lados d= las bases.

Un prisma es recto 1 oblicno seglin que sus aristas
laterales son perpendiculares U oblicuas 4 las bases.

Todas las aristas laterales de un prisma son iguales,
por ser paralelas eemprendidas entre planos paralelos.

En un prisma recto, las caras laterales son rectan-
gulos.

Unprisma es triangalar, caadrangular, pentagonal, etc.,
segtin que la base es un tridngulo, un cuadrilitero, un
pentagono, ete.

Prisma regular es un prisma recio cuya base es
un poligono regular.

Altura de un prisma es la distancia de las dos bases.
En on prisma recto, cada arista lateral es igual 4 la
altura.

Truzo de prisma es la porcidn de prisma comprendida
enlre ia base y una seccién no paralela ¢ la base, y que
corla ademds d lodas las arislas lalerales.

519. Teorema. — Las secciones hechas ea un prisma
por planos parclelos son poligonos
iguales.

Sea AB un prisma cualquiera,
v sean R y S secciones paralelas
entre si.

Las rectas CD y HI son parale-
las, por ser las intersecciones de
dos planos paralelos R y S por
uno tercero, DH; luego el cua-
drilatero CDIH es un paralelogra-
mo, y CD es igual 4 HI.

Del mismo mode, DE es igual
y paralela 4 1K, EF 4 KL, elc., ¥
los dos poligonos tienen sus lados
respectivamente igusles; sus 4n- Fia. 318.
gulos son igusales dos & dos por-
que tienen sus lades parzielos y dirigidos en ¢l mis-
mo sentido ; luego estos doz poligonos son iguales.
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520. Definicibn. — Se {lama zocsife recia de un prisma
toda seccisn hecha perpendicularmente d las aristas lale-

ralss.

524, Corolarias. — 4° Todas las secciones reclas de un

-7

it

o
/".'_'_...__.‘.

Fie. 315.

lares. — Los planos que pasan
por una srista AA' y por cada
una de las aristas no adyacen-
tes descomponen el prisma en
prismas triangulares.

En efecio, en los poliedros
parciales, las aristas laterales
son paralelas entre e, y las

bases también.

prisma son paralelas € iguales (fig.
319).

El feorema es cierto, aun para las
secciones hechas mds alld de las ba-
ses del prisma, cuando se prolongan
las aristas laterales.

2° Toda seccidn paralela d [a base
de un prisma es igual d esla base
(fig. 319). Asi HIKLM = CDEFG.

522. Des- B D'
composic ién '
de un pris-
ma en pris-
mas triangu-

Fia 320.

1.— PRISMAS IGUALES,

Fie.

$33. Teorema. — Dos
prismas reciosde igual
base y altura son igua-
les.

Sean P y P dos
prismas rectos que
tienen bases iguales
By B'yla misma al-
tura A.

Sise lleva la figura P sobre P, las bases By B
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coinciden, pueste que gon poligonos iguales, Las
aristas AE y A'E' coinciden por ser des perpendicu-
lares iguales trazadas en un mismo punio de un plano,
lo mismo sucede con las otras aristas laterales. Asi las
bases superiores coinciden, y per consiguiente tam-
bién los dos prismas.

524. Teorema. — Dos prismas cualesquiera son iguales
~ugndo lgs ires caras de un dagulo sélide son iguales y
dispuestas en el mismo orden.

Ficilmente se ve qus la coincidencia de las tres
caras de los dngulos A y A’ (fig. 325) tiene como con-
secusncia la coincidencia de los dos prismas.

2. — AREA DEL PRISHA.

525, Definicién. — Smperficie lateral de un prisma es
el conjunio de las superficies de los paralelogramos laie-
rales. — La superficie total es igual d la superficic
laieral mds la de las bases.

526. Tesrema. — La superficie laleral de un prisma
es igual al producio del perimeiro de la seccidn recta por
una arisia lateral.

Las aristas laterales son perpendiculares 4 la sec-
cién recta, y, por consiguients, 4 los lados de esta
seccidn (n® 446),

Como cada cara lateral es un paralelogramo, que
tiene por base Ia arista del prisma,y por altura uno de
los lados de la secciénu recta, la superficie lateral se
obtiene multiplicando el perfmetro de la seccién recla
por la arista. — Luego...

Escolies. — I. La superficia total ge compone de la
superficie lateral mis la de las bases,

II. Cuando el prisma es recto, se cbiisne lg super-
fcie lateral multiplicands o perimetre de Iz base por
ia altura.
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§ III. — Paralelepipedo

527. Definicién. — Paralelepipedo es el prisma cugpas
bases son paralelogramos.

Paralelepipedo recténgunic es un prisma recto cuyas
bases son recldngulos.

Cuebo es un paralelepipedo recidngulo cugas caras
todas son cuadrados. Se le llama iambién exaedro re-

gular. )
Dimensiones de un parslelepipede recidngulo son las lon-
giludes de lag ireg aristas que salen de un misme vériice,

598, Teoroma. — Las cares cpueszlas de un paralelepi-
pedo son iguales y paralelss,

Ses AG un paralelepi-
pedo - cualquiera, y sean
AHyBG dos carasopues-
tas.

Siendo paralelogra-
mos iodas las caras del
solido, las rectas AD y
BC son iguales y para-
leias, lo mismo que las

Fra. 322 rectas AE y BF.
. Asf los é4ngulos DAE y
CBF son iguales, y sus planos scn paralelos (n® 444).
fos paralelogramos AH y BG, qus tienen un édngnlo
igual formado por lades respectivamenie iguales, son
iguales, porque podrian coincidir.

523. Gorslaris. — En
todo paralelepipedo, se
pueden tomar por bases
dos caras opuesias cud-
lesquiera.

§30. Teorema. — Toda
seccién plana que cncuen-
tra coalro arisles para-
ielae de un paralelepipedo Fra. 223
ez an paraiclogramo.

Ses ABCD una seccién hzcha en el paralelepipede




PROPIEDADES DE LO® POLIEDROGS Y

GF. Las rectas ABy CD son paralelas, por ser Ias
intersecciones del piano sscante con ios pianos para-
lelos EF y GH (n® 436); igualments, las rectas AD
v BC son paralolas, por ser las interseccienes del plano
secanie con los planos paralelos ¥1 ¥ KH. Por tanto,
la figura ABCD es un paralelogramo.

§31. Teorema. — Las diagonales de un paralelepipedo
se corlar en su milad.

Sea el paralelepipedo AG. Tracemos un planc nor
dos aristas opuestas BF
vy DH. Siendo estas dos
lineas iguales v parsle-
las, eleuadrilatero BFED
es un paralelogramo (n°
139}, v las diagonales BH
y DF se cortan en sus
mitades.

Corténdese dos diago-
nales cuafesguicra ensus Fia. 324,
mitades, todas las dia-
genales pasan por un mismo punio, que es el medio
de cada una de ellas.

Escolio. — E! punto comin 4 Ias cuatro diagonales
de un paralelepipede es el cenire de figura dec este
paralelepipedo. Se ve ficilmenie que es un centro de
simeiriz, rs deecir que este punto es el punlo medio
comun do todss las rectas que se puedan trazar en el
paralelepinedo por este
mismo punto.

532. Tecrema. — En un
paralelepipedo reclingu-
o, el cuadrado de la dia-
goral es igual d la suma
de [os cuadrados de las
fres dimensiones.

Sea AG un paralelepi-
pedo recidngulo gue ten-
za por dimensiones a, b,
¢, ¥ sea d una de las dia-
gonaies. El tridngulo BEH es rectdngulo en E, y el
tridngrlo ABE cs rectinguls an A. Se tiene pues :

Fra, 315,
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A =midcl=al 4 L 5
Si se tratase de un cubo se tendria :

di=3at de donde d=a J/3=a (1,732 ..}

§IV. — La piramide.

1. — Dewinciongs,

523. Pirdmide es un poliedro que fiene por base un po-
ligono cualguiera, y por caras laierales Iridngulos que
fienen un vérlice comin.

Esie punto es el vértice de la pirémide.

La sltora de una pirdmide esla perpendicular bajada
del vértice sobre el plano de la base.

Una pirdmide es tridngular, cuadrangular, penta-
gonal, etc., segun que la base es un {ridngulo, un cua-
drildtero, un pentdgono, ete.

La piramide triangular es un tetraedro (n® 428). En

. una pirdmide triangular se puede tomar por base una
cara cualquiera.

Una pirdmide es regular cuande la base es un poli-
gono regular, ¥ la altura cae en el centro de este poli-
gono.

En una pirdmide regular, todas las aristas laterales
son iguales; las caras laterales son tridngulos isdsceles
iguales: la altura de eada uno de estos iridngulos se
ilama apctema de la pirdmids; apotema que no debe
confundirse con el apotema de la base.

534. Tronce de piramide es la porcidn de pirdmide com-
prendida enire la base y una seccidn que coria lodas
las aristas laferales.

Si la seccién es paralela dla base, s¢ tene un tronco
de pirdmids de bases paralelas, cuya aliura es la dis
tancia de las dos bases.

Fronco piramidal ragular es la poreidn de pirdmide re-
gular comprendida enire la base y una seccidn paralela
4 esia base. Las caras laterales sen lrapecios isdsceles
igpuales; la altura de cada uno de estos irapecios se
ilama apetema del tronco.
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2. — SEQCIONES PARALELAS A LA BASE,

535. Teorema. — 8! una pirdmide es corfada por un
plano paralelo d la base :

1 Las arisias loferales y la allura quedan divididas
enr una misma relacion ;

2* La seccidn y la base son dos poligonos semejanies;

3¢ Las dreas de esfos poligoros son entre
si como log evadradss de sus distansias al
vértice de la pirdmide,

Sean P una pirdmide cualguiera,
EG una seccién paraleln 4 la base
AC; tracemos la altura SIH y las
rectas EI y AH en ¢l piano de la
seccidn y en el de la base,

i¢ Las rectas FG y BC sen para-
lelas, por ser las interseccicnes de
dos planos paraleles EG y AC con
un iercer plano SBC; y lo mismo
sucede con las lineas ABy EF, ADy
EL, CD y GL.

Luego el tridngulo SEF es seme- Kea:335
jante 4 SAB, 8FG 4 SBC, ete.; del
mismo modo SEI es semejanle 4 SAH, por ser El pa
ralela 4 AH. Y como tedos estos tridngulos tienem
lados comunes de dos en des se tiene:

SF__8G__SL SE sSI

SCT SDT SAT SH
% Siendo ura misma la razén de semejanza para

. . : § .. EF_FG
todos estos tridngulos, ge tiene tambidn AB = B
_GL EL

=5~ iD’ asf los dos poligenos EG y AC tienen sus

lados en una misma relacién ; ademés sus dngulos son
respoctivamente iguales por tener sus lados paralelos
(n® 391); luege la seccidn EG es semojante 4 la
base AC.

3* La semejanza de los tridngulos que tienen el
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punto S por vértice comun, da la relaciém i—g: 3A
= —;3;,; de donde, elevando al cuadrado :
EF? SE®* _ SI®
AB*™ SA* SHY
Por otra parte, siendo semejantes los dos poligoncs
EG y AC, se tieps :
Poligono EG _ EF*_SE* _ SI?
Poligono AC ™~ AB:~ SAP SHY
Por lo tanto, las dreas de los dos poligonos EG y AC

son entre si come los cuadrados de sus distancias al
vériice S.

*

536, Corolaris. — Tedo plano gue coria en una misma
relacion a lres aristas laterales de una pirdmide es paralelo
o su base.

537. Teorema. — Si dos pirdmides fienen igual alivra,
las secciones hechas d iguel dislancia de los vériices,

U
4 /fg\
L f
e f H
b fi |
Ve }i R '\ .

[P

paralzlamente & las bases, eon enfre &f como las mismas
bozes.

Sean Py P’ dos pirdmides gque tengen la misma
altara A, y bases cualesguiers By B'; ssan Gy (' see-
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ciones hechas paraleilamenie 4 las bases, & una misma
aislanciz d del vériice. S tiene (n® 534) :

C_& C_ &

BS® PR

c_C C_B

T R i

gsl ¢

538. Corolarle. — Si dos pirdmides tienen igual aliura
u bases equivalenies, las secciones hechas d igual dis-
fancic de los vértices, paralelamente é las bases son
equivalenies.

3. — PmmiuioEs Icuanes.

539. Teorema. — Doz lelrgedros son iguales enando
Henen un diedro igual comprendide enire dos caras res-
pecltivamente igue-
les, y semejanfe-
menfe dispuestas.

Sean los dos fe-
iraedros Ty T que
tienen ¢l diedre
AC igual al diedro
A'C', la cara ACB
igual con A'C'B, y
la cara ACD igual
con A'C'D’

Coloquemos s
primera igura so- -
bre la segunda, de Fia. 328.
manera que la cara
ACB coincida con su igual A'C'B'; por ser el diedro
ACigual con A'C, la cara ACD toma la posicién A'C'D’,
v esigs dos caras coinciden, y como todos los vértices
ceinciden, los tetraedros serdn iguales.

840. Gesolica. — 1. De una manera andloga se demos-
trarian los ofres casos de igualdad, 4 saber:
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oz lelraedros son igaalez cuando liznen una cara
igual adyacente d diedros respectivamenle iguaies y se-
mejaniemente dispuesios; la superposicidn se hace
directamente como en el case anterior.

Dos letraedros son igualez cuando tenen Ires caras
respectivamente iguales y dispuestas de la misma manera;
la igualdad de las tres caras trae consigo la igualdad
de los diedros comprendidos, lo que permite la super-
posicidn.

II. Dos poliedros iguales pueden descomponerse en un
mismo ntmero de feiraedros respeciivamerie iguales y
semejaniemente dispuesios.

4. — AREa pE 1A PIRAMIDE,

54i. Teorema. — La superficie lateral de una pird-
mide regular es igual d la milad del producio del peri-
melro de la base por el apelema de la pirdmide :

S=4/2pl

Porgue todas las caras laterales son tridngulos
isoseeles iguales, que tienen por altura el apolema de
la pirimide, y por bases los diverses lados de la base
de la pirdmide

§42. Escolies. — 1. La superficie total de una pirdmide
se compone de la superficic lateral més la de la base.

11. La superficie lateral de un lronco de pirdmide re-
gular es iguai al producic de la semisuma de los perime-
iros de ias bases, por el apolema del iranco; porque esta
superficie se compone de trapecios iguales, que tienen
todos por altura el apstema del irenco, y por bases los
diversos lados de la bases del trones,

111, La superficie tota! del trenceo de pirdmide se com-
pone de ia superficis lateral més la de las dos bases.

£ ¥. — Polizdros cualcsquiers.

543. Descomposicisn de un poliedre en tsiraedros. —
Basts unir umo ds los vérlices § todos los demas,
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Se obtiene asi unas pirdmides, que después pueden
descomponerse en tetraedros, por umos planos qus
pasan por dos aristas.

544, Poliedros iguales.

Dos poliedros son iguales :

1¢ Cuando tienen fodos sus dngulos sdiidos respectiva-
menle iguales, y sus caras también, y dispuestos en el
mismo orden. ¢

2° Cuando pueden descomponerse en el mismo nimero
de lelraedros respectivariente iguales y dispueslos en el
mismo orden.

£s evidente que, en ambos casos, pueden coincidir,

§ VI. — Poliedros regulares.

345. Definicién. — Se llama poliedro regular el po-
liedro en que fodas Ias caras son poligonos regulares
iquales entre si, y en qgue lodos los dngulos sdlides sor
iqualer

Fic. 329,

548. — Hay cinco poliedros regulares convexos, &
saber :

El tetraedro, formado por cuatro iridngulos equila-
teros, agrupados de tres en tres.

El exaedro 6 cubo, formado por seis cuadrados agru-
pados de tres en ires.

El octaedre, formado por ocho tridngulos equiliteros
de cuatro en cuatro.

El dodecaedro, formado por doce pentdgonos regu-
lares agrupados de tres en {res.

El icosaedre, formado por veinte fridngulos eguils-
teros agrupados de cince an cinco,

13
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847. Teorema. — No puede hader mds que cinco po-
liedros regulares convexos.

Para poder formar un dngule sélido coenvexo, es ne-
cesario que la suma de las caras sea menor que cuatro
rectos. Con el 4ngulo de 60 grados del tridngule equi-
litero, no se pueden formar mas que tres angulos soé-
lidos convexos, porque ssis veces 60° dan cualro rectos.
El cuadrado y el pentdgono regular convexo no dan
cada uno més que un solo 4ngule sélido. Valiendo el
dngulo del exdgono regular convexo 120°, no se puede
formar éngulo sélide, porque tres veces 120° dan
cuatro rectos.

No puede por consiguiente haber mis que cinco po-
liedros regulares convexos.

CAPITULO I
YOLUMEN DE LOS POLIEDROS

§1. — Medida de los veliimenes

548. Definiciones. — Se llama volumen de un cuerpo
ta porcidn de espacio que ocupa; la palabra volumen de-
signa igualmente el nimero que expresa Ia relacién
de este sélido con la unidad de volumen.

La unidad principal de los velimenes es el melro cé-
bico.

Dos sdlidoes son ignales cuando pueden coincidir.

Dos sdlidos son eguivalentes cuando Fienen el mismo
volumen sin poder coincidir.

Para que dos poliedros coincidan, basta que coinei
dan sus vértices, porque en este caso las aristas y las
caras coincidirdn también.

§ II. — Velumen del prisma.

1. — LEMA FUNDAMENTAL.

B49. Teorema. — Tode prisma oblicuo e equivalente
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% prisma recio gue fiene por base la zeccidn reclta del
primero y por aliura gu arisla letercl.

Sea ABCD, A'B'C'DY un prisma oblicus ds base cual-
quiera.

Cuando se toman longitudes iguales AL, A'L), y se
trazan los planos LMXNP, L'M'N'P perpendicularmente
4 las aristas, se obtiene un prisma
recto cuya altura LL' es igual &
la arista AA" del primero.

Para probar gue los dos prismas
son equivalentes, basta demeosirar
que los dos trozos prisméticos
rectos LMNP, ABCD y L'M'N'P,
A'B'C'D’ son iguales entre si, por-
que el sélido ABCD, L'M'N'P es
comun & los dos prismas,

Las aristas del prisma recto son
iguales entresf 8 iguales 4 las aris-
tas del prisma obliene, porqus
MM'==LL' por ser paralalas com-
prendidas entre planos paralelos.

Luego MM' =LL = A&A'=BB;
quitando la parte comun Bi', se
tiene

MB=MB
d~l misino moedo NC=N'C’ y PD == P},
Las secciones rectas son iguales por ser secciones
peralelas de un mismo prisica.
Colequemnes los dos sélidos uno sobre otro, haciendo
coineidir los poligones iguales L'M'N'P' vy LMNP; la

_recta L'A, perpendicular 4 la seccidén ¢ igual 4 LA,

coincide con esta iinea. Asi el vértice A’ cae en el
puntoc A, B'en B,C' en G, etc. Los dos trozos son
pues iguales; luego el prisma recto es eguivalente al
oblicue.

a2, — VOLUMEN DE PARALELEPIFEDOG RECTANGULO.

§30. Teorema. — Losvolimeres de dos paralelepipedos rec-
tdngnles de la misma bese son enire &f coma las alturas ds
esios paralelepipedas. :
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Sean P y P’ dos paralelepipedos rectingulos que
tienen la misma bsuse B, y cuyas =aliuras son h y k'
a

- ; P
Vamos & demeostirar que se tisne =R

{° Consideramos primeramente el caso en que las
alturas sean conmensarables, es decir gue tengan una
medida comun contenida, por sjemplo, 3 veces en A
y 5 veces en &'; ae tiene ; :

A9
RTH

31, por los puntos de divisién, se trazan planos para-
ielos & las bases, los dos s6lidos quedan divididos res-
pectivamente, el unc en 3 y el otro en 5 paralelepipe-
dos recténgulos, todos iguales por ser sobrepenibles;
se tiene pues :

i P
=g ¥ €2 consscuencia ﬁ= .

h.ql -U
Lo RL]
| =

§ Si las alturas zon inconmensurahles, llevemos el

A paraielepipedo Psobre el gran-

—5 de ¥, y dividamos & en un

pimero cualquiera n de partes

iguales. El punio F se encuen-

', ira entre dos puntos de divi-

sidn, por ejemplo entre el mo

y el punte siguiente, marcado
Au o porm4-4.

Mi{ A
|
i5

i

Fre.231, Se tienepues % < % <

=

m-+4
I

8%, por los puniss de divisién, se trazan planos pa.
ralelos 4 las bases, el paralelepfpedo P’ queda dividido
en n paralelepipedos iguales per ser sobrepenibles, y
el paralelepipede P es mayor que m de estos parale-
lepipedes parciales, y menor que m + { de estos mismen
paralelepipedes,

; P m-+4 m 1
8 M et LR
at:enepuesR<P,< : é{‘uﬂ'n'
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En ambos cases, las razones extremas difieren i/n;
por consiguiente, si se divide CH en un gran nimero
de partes iguales, la diferencia 1/n pudiendo llegar &
ser tan pequena como se quiera, tenderd hacia cero;
¥ en todos cagos se fiene la propercién.

P _CF s P_&
PTCH P A"
55i. Teorema. — Dos paralelepipedos recidngulos P y ¥
de la misma allura h son entre s como sus bases B y B'.
Seanay b, e y & las dimensiones de las bases; con-
cibamos un tercer paralelepipedo rectingulo P" que
tenga por dimensiones a y ¥'.

Sa b3 I:. o b";. v P._' -u-a
e tlene PETEFYD ""'a‘i'
PP &
Dbe donde pp = a,:, 4] 1;, g,
552, Teerema. — Dos paralelepipedos recidnguios Py

P’ son enlre sl como los producies de las bases By B
por las aliuras b y .

Cencibamos un tercer paralelepipedo recténgulo P
jue tenga B por bass y &' por altura, 8s tiene :

P _Aa P B Ppr _BaA P Ba
T I T de donde 5 =5 & PEBE
553. Escolic. — Des paralelepipedos recldagulos son

nire si como los productos de sus tres dimensiones.

Porque, si se reemplazan ——
By B' por sus valores aby & B
a't, se tisns : § ;
1
B l |
I

e

|
m-
el

554. Teoroma. —E/ volumen j EU
de un peralelepipedo recidn- 5._._...._...,__1/ {
gulo P es igual al producie Fre. au2 b
de su base B por zu allura h,
si g2 foman por unidades de volumen gy de superficie el
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cubs g ¢l cundrado econstruidossobrela unidad deiangilud

atia P_BXa
Se tiene en efecto i 7
P B_hA
é T_TxiluegoP—B.&.

3, -~ VoLUMEN DE UN PARALELEPIPEDC RECTOG.

BE8. Tecrema. — E! volumen de un paralelepipedo
recto es igual al producio de su base por su altura.

Sea BH un parslelepipedo recio que tenga por bass
un paralelogramo enalquie-
ra ABCD

Tracemos los planos AK
v BM perpendiculares 4 las
caras paralelas AF y DG.
Los iridngulos ADI y BCL
“ gon iguales porgue tienen
un dngulo A igual 4 B for-
made por lados respecti-
vamente iguales ; luego los
prismas rectos ADIK vy
BCL.A scn iguales.

Por lo tanto, el paralelepipedo ABCDH es equivalente
al paralelepipede reclangulo ABLIK, que licne la mis-
ma altura y una base equivalente; luego tanto en uno
como en otro, el volumen es igual al producio de la base
por la altura.

538. Escolio. — Lios poralelepipedos que licnen bases equi-
valentes e igual elinra eon equivalenies.

=

4. — VOLUMEN DE UN PARALELEPIPEDO CUALQUIERA,

557, Teorema.,— El volumen de urn paralelepipedo cugl-
quiera es iguual al producio de su base por su allura.

Sea ABCDFEGL usn paralelep{pedo cualguiera.

Por los extremous A y D de una misma arista, tra-
cercos los planos ABFL' y DCE'G’ perpendiculares ¢
AD. El prisma dado es equivalente 2l prisma recto que
tuviera por base AB'F'L' y por atiura AD.
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Los volimenes de los dos prismas sun pues iguales.
Ahora bien si, en el paralelogramo de la seccidnrecta,
bajamos una per-
pendicular AH so-
bre B'F’, esta recta
AH serd perpen-
dicular al plans
B'CEF.
Lasuperficiedels
seccién recta A'D
F'L’'queda determi-
nadapor B'F>AH.
El volumen del
prisma recto, ¥y
por consiguienis, ¢f del prisma oblicuo es pues:

B'F > AHCAD.

Pero I recta B'F' de Ia seccidn recta es perpendicu-
lar & BC'; por otra parte el paraielograme BCEF es
equivalente al rectingulo B'CE'F', porque estas dos
figuras son respeciivamenie iguales & las bases supe-
riores, equivalentes, ADGL y ADG'L’; luege BF' > AD
6 B'F' > BC expresa la superficie de la base BCEF del
prisma oblicue, cuya altura es AH.

5. — VOLUMEN DEL PRISMA.

588. Tecrema. — Kl pleno frazade psr las arisias

opuesias de un paraleieplpedo di-

18 €  vide & esie sdlide en dos prismas
1 | triangulares eguivalenies.

Sea ABCD, A'B'C'D’ un parale-
lepipedo oblicuo, y B'BDD' el
plano diagonsl considerado.

Tracemez la geccién recta
LMNP.

Ests paraielogramo estd divi-
»¢ dide en dos {ridngulos iguales
por el plano disgonal.

Ahora bien, ¢l prisma tridngu-
ier ohlizue que tiene el tridngule
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ABD por une ds sus bases, y AA’ por arisla es equi-
valente al prisma recto que tuviera LMP por base y
AA’ por altura (n® B4%).

Del mismo modo, el prisma que tiene BCD por una
de sus bases es squivalente al prisma recto que tuviera
MNP por base y CC' por altura.

Pero los dos prismas rectos son iguales, por tener
bases iguales y la misma altura (n°® 522); Inego los dos
prismas triangulares cblicuos son equivalentes entre si.

859, Teorema. — K volumen de un prisma cualquiera
tiene por medida el producto de
su base por su altura.

i® Prisma iriangular.

Sea el prisma triangular que
tiene por bases ABC y DEF.

Prelonguemos el plano de es-
tas hases; por la arista BE, tra-
cemos un plano paralelo & la
cara ACFD, y por la arista CF
un plano paralelo & la cara
ABED. Sea FH la perpendicular
bsjada del punto F sobre el
plane de la base inferior.

Formames as{ un paralelepi-
pedo doble del prisma dado, que tiene Ia misma altura
y una base ABIC dobile de
ABC (ne 558).

Como el volumen del pa-
ralelepipedo estd expresade
por ABIC >< FH, el veiumen
del prisma triangular gque
es ia mitad se expresard por

é—%ﬂ 6 ABC < FH, luego

Y = Bh.
2 Prisma de base cual-

guiera. Fia, 237
Sea un prisma que tenga

por hase el poligeno ABCDEF, y GH ¢ & por altura.
Descompengamos 13 base en tridngulos, y iracemos
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planos por la arista AG vy cada diagonal AC, AD, AE.

El prisma dado quedadescompuesto en prismas trian-
gulares de igual altura. El velumen total quedara ex-
presado por

ABC X h+ACDXh+ ADE < h +AEF X< h.
Sacendo la altura como factor comun, se tiene
V=ABCDEF < GH 6 V=B:.

560. Corolarios. — 4° Dos prismas de igual altura y de
bases equivalenfes son eguivelenles ; porque los volime-
nes esldn expresados por los productos de niimeros
respectivamente iguales;

2¢ Dos prismas cualesquiera son enire si como los pro-
ducltos de las bases por las alfuras ;

30 Dos prismas de bases equivalentes son entre si como
las aliuras, y dos prismas de igual allura enire si como
las bases.

564, Teorema. — El volumen de un prisma cualquiera
es igual al producto de la seccidn
recta por una arista laleral.

Sea AC un prisma oblicue cual-
quiera, Prolonguemos las aristas
laterales abajo de la base AB; par-
tiendo de un punto E tomado & vo- ¢
luntad sobre una de las aristas, to-
memos una longitud EH igual 4 la
arista lateral AD, y por los puntos
E y H, tracemos los planos EF y IIG -
perpendiculares 4 las arisias late
rales.

El prisma obliczo ABCD es equiva-
lente al prisma recfo EFGH (n°® 548),
¥, lanto para uno como para el otro,
el volumen es igual 4 la seccién recta Fig. 338.
EF multiplicada por EH ¢ AD.

562. Corolario. — En un prisma cualgquiera el producio
de la base por la aliura es igual al producto de la sec-
cidn recla por la arisla laleral.

De donde se sigue que la seccidn recia es d la base
como la ailura es d la arisia lateral.
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§ ill. — Volumen de Ia pirdmide.
1. — VoLUMEN.

563. Lema. — L& pirdmide iriangular ABCD es el Ii-
mile hacia el cual liende la suma de los prismas inseri-
fos, cuando se divide la arisfa
AD en un atimers mds y mds
grande de paries iguales.

£l plano EFG, trazado por
EF, paralelamente & la cara
BCD, contiene las aristas ho-
mélogas & EF, en la base
inferior de los prismas ins-
critos, porque la arista AD
ha sido dividida en paries
. iguales.

La suma de los prismas es
menor quelapirdmide ABCD,
y mayor que la pirdmide
AEFG.

Ahora bien, la diferencia
de las dos pirdmides dismi-
nuye cuando la magnitud EB decrece; en el limite,
cuando se divide AD en una infinidad de partesiguales,
BE se aproxima & cero ; por consiguiente la diferencia
de las dos pirdmmides se aproxima también 4 cero, y el
limite de la suma de los prismas inscritos es la piré-
mide.

564. Teorema. — Dos pirdmides de igual ellura y de
bases equivalenies son equivalentes.

Sean las dos pirdmides P y P’ que tienen la misma
altura A, y bases equivalentes B y B !

Supongamos estas dos pirdmides cortadas por un mis-
mo pimero de planos paralelos a las bases, y equidis-
tantes entre si. Todas las secciones as{ determinadas
son equivalentes de dos en dos (n° 538},

Tomemos dos secciones correspondientes m y m’ co-
mo bases de dos prismas M y M’ que tienen las aristas
laterales paralelas 4 SA y S'A', y la altura igual a la
distancia delos planos secantes. Estos dos prismas son
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eguivalentes por tener igual altura y bases equivalen-

tes (n® 560} ; y lo mismo sucede con todos los prismas

analogos que se pueden formar en los dos sdlides.
Asl la suma de los prismas formados en P es igual d

=y

e mnnn

Fie. 340.

ia suma de los prismas foermados en P, y esto es cierto
cualquiera que sea el numero de los planos secantes.

Ahora bien, si &l ntimero de estos planos aumeanta in-
definidamente, el conjunlo de los prismas fermados en
P tiene por limile el volumen de esta primera pirdmide,
y ¢!l conjunto de les prismas formados en P’ tiene por
{imile el volumen de esta segunda piramide.

Siendo las dos sumas de prismas constanlemente

iguales entre si durante
su variacién, sus lmites
PyP’ también son iguales

565. Corolarios. — 1° HI
veriice de una pirdmide
puede moverse en un plano
paraielo d la base sin que
el volumen se altere;

2- Dos frozes de pird-
mides de igual allura y de
bases respectivamente equi-
valentes son egaivalenies.
Lu efecto, si SBy 8'B' son

s

Fia. 344,
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dos pirdmides de igual altura y de bases equivalentes
B y B, las secciones C y C' hechas 4 alturas iguales son
equivalentes (n® 338); las pirdmides totales SB y.S'B
siendo equivalentes, as{ como las pirémides parciales
8C y 8'C' lo mismo sucede con lostrozes Ty T

566. Teorema. — Cualquier prisma iriangular puede
descomponerse en lres
B pirdmides equivalenles.
Sea AMCDES un pris-
ma triangularcualquie-
! _ra. Tracemos los pla-
nos ASC y ESC.

Las dos pirdmides
SAMC y CDES son
equivalentes, por tener
bases iguales AMC y
ESD éigual altura, que
es la del prisma.

Fis. 342 En la segunda pira-

mide CDES, se puede

tomar por vértice el punto S ; las dos pirdmides SCDE

y SACE sen equivalentes porque tiemen por altura

comiin la distancia del punto S al plane AD, y por
bases las mitades del paralelogramo ACDE.

B DR

567. Corolario. — Toda pirdmide triangular es el tercio
del prisma de igual base y altura.

568. Teorema, — El volumen de una pirdmide oual-
quiera es igual d la tercera parte del S
producto de su base por su altura. '

1° Biendo una pirdmide triangular
la tercera parte del prisma de igual
base y altura, su volumen sera igual
a la tercera parte del producto dela
base per la altura ;

2° Una pirdmide cualquiera
SABCDE puede descomponerse en
pirdmides triangulares de igual altu- B
ra, y cuyas bases reunidas formen la
base de la piramide total. Por tanto
el volumen total es igual al tercio
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de la aliura comiin, mulliplicads por la suma ae las
bases, es decir por la base de la pirdmide considerada

569. Eacolios. — 1. —V==14/3Bh 6 %’.

1I. Dos pirdmides cualesquiera son enire 8! como los
productos de sus bases por sus alluras.

L. Dos pirdmides de igual allure son entre si come
sus bases, y dos pirdmides de bases equivalenies son enire
sl como sus aliuras.

3, — APLICACIONES,

579. Problema. — Expresar el volumen del feiraedro
regular en funcidn de su arisia. 8

Sea SABC un letraedro regu- )
fap, SH la altura, y ASD una
seccidn hecha en el séiido por
la altura SH y por el punto A.
Se tiepe :

Volumen SABC=1/3superfcie
ABC<SH=:1/3 BD > AD < SH.

Vamos & buscar los valores Fie. 344
de BD, AD y SH en funcién de la arista a.
BD=1/2a
P KB BD e 3 e
ADf=A BD?=gq =7 AD—-2J3
2 2. a a - a2 af
=5 == = =,/ 1T
AH=3AD=3X38=3V8 A'=S7=3
B BA AH g1 D B
3 3
SH:Q%—E
Va3

Hl volumen buscado es pues:

i_a_.a, v . 4.
'QXQX'E\/ﬂXG;%éEGavﬁ.
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574. Teorema. — Dos lelracdros que lienen un dnguie
sdlido igral sonr enire sl cemo
los preductos de las arisias que
comprender esie dngulo

Sean ARCD S TYAEFG 6 T
dos letraedros gque tienen el
mismo &ngilo sélido A.

Bajemos las alturas GI, DH.

Dos teiraedros son entre sf
~omo los productos de las
bases por las aituras (n® 36%);
luego

T __BAC < DH
TTREF X< GI

Fia. 346, Pero las bases tllenen un

d4ngulo c¢omun, luego son

entre si en la relacién de los productos de los lados que

comprenden este 4ngulo (n® 393). Por otra parte, las

aituras estén en !a misms relecisn que AD y AG, por-
gue los tridangulos ADH y AGI, son semejanfes:

T ABxACxAD.

nego T =AEx<AF < AG

§ IV. — Volnmen de un poliedro cualguicra.

572. Método general — Se descompens el poliedro en
varias piramides cuyos voldmenes se valdan y se suman
después.

¢ V. — Volamen del troze de pir&mide.

573. Teorema. — Un Iroze de pirdmide de bases parc-
lelas es equivalenle d la suma de fres pirdmides de la
misma aliura que el Frozo, y cuyas bases respeciivas fon
fas dos bases del frozo y ax media geoméirice.
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1. — TROZO TRIANGULAR,

Sea &l trozo AMCDES.

Trazando los plancs ASC ¥ en seguida CSE, se des-
compene el irozo en tres ,
pirdmides que se pueden E B D
representar per P, 1¥ y P2
La pirdmide P ¢ SAMC
: Bh
tiene por volumen - la
pirdmide P’ § CDES tiens

B'Ah

por volumen 5 Compare-

mos la pirdmide P? 6 SCAE
con cada una de las dos M

primeras. Considerando las Fig. 348.
pirdmides P' y P” con sus

vértices en el punto S, los volimenes serdn entre si
como las bases CDE y CAE ; como estos tridngulos
tienen la misma altura, estin en la relacion de DE &
CA; per tanio :

s = b e e
i

-

P’ DE

Para comparar P? con P’, se puede tomar E por vér-
tice de la primeray M por vértice de la segunda ; en-
tonces las dos pirdmides tienen la misma base CAS
luego son proporcionales 4 las perpendiculares baja-
das de los puntos E ¥ M sobre ia base CAS (n° 569, I11):
como estas perpendiculares estdn en la misma relacion
que los lades homélogos SD ¥y MC, es decir en la rela-
cién de DE & CA, se tiene ;

P' DE
T ®
Las proporciones ({) ¥ (3} tiensan una razén comiin,

por tanto:
. oy 2 J ¥ JP ST TP
E=—P—,dedondal’ =P X P 6P P .

Asl es que la tereern pirémide es media proporeis-
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nal 4 las otras dos, luego su volumen V¥ se expresard

por:
‘V':‘/‘E'XBIIG".' 3\/,__._

Volumen del trozo = ;—' (B4 B 4+ VB< B)

2. — TrOZO DE PIRAMIDE CUALQUIERA.

Un trozo cualquiera siendo equivalente al trozo trian
gular de misma alluray de bases respectivamente equi-
valentes, todavia se puede aplicar el teorema.

§74. Método algebraico. — Sea a la altura de la pira-
mide total, & la altura del trozo,
1 a' la altura de la pirdmide qui-
; tada.

i El volumen del trozo es la dife-
: / / { rencia de las dos pirémides:

Eq —sBa——B [Ba—Ba]
()
Pero, se tiene A = L,
! VB VB
L a—a h
R - i T Py
Fra. 347 \/E - 'JF vB —vB
{n® K35}
VB h /B
de donde g = ——— a == ——
VB— /B’ VB — VB
BA BA/E
y sustituyendoen (1) V =g [ *3? — 75 1 ’?]
6V = k M , sea, efectuando la divisién
35 yB—VB

V=484 B 4 /5T @
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: : a . B "
875. Corolario. — Siendo K= 7 e tiene s K?%;

B'=KB, BB =yBK’B =KBy la {6rmula (2) toma la
forma V=214 ¢ g 1),

Esta dliima férmula se flama férmula de Leonardo de
Pisa.

§ V1. — Volumen del trozo de prisma.

576. Un trozo de prisma Iriangulcr es equivalente d la
suma de Ires pirdmides que lengan por base comin una
de las bases del irozo,
§ por vértices los vér-
lices de la ofra base.

Sea el trozo de pris-
ma AMCDES. Trace-
mos los planos ASC
y ESC, El sélido total
queda divididoentres |,
pirimides  triangu-
lares: SAMC, SCDE
y SACE.

La primera pirdmi- £
de SAMC tiene B por
base y el punte 8
por vértice. Fia. 48.

En la segunda pira-
mide SCDE,se puede transportar el vérlice & M, en
seguida el vértice £ 4 A (n® 565), y entonces esta pira-
mide tiene por base AMC y por vértice el punte D.

En la tercera pirdmide SACE, basta transportar el
vériice S & M, yla pirdmide tiene entonces por base
AMC é B, y por vértice el punto E.

577. Escolios. — 1. Para obtener la altura de cada pi-
rémide, basta bajar perpendiculares de los vértices D,
E, S sobre la base AMC,

Cuando el trozo es recto, las aristas mismas m, n, p,
=on las alturas de las pirdmides ; entonces

V=pwmtrtp
w = A 3 L]

16
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En las aplicaciones se reduce un trozo de prisma
oblicuo al caso del trozo recto, procediendo comeo
sigue:

Il. 8i el trozo triangular AB no tiene sus aristas la
terales perpendicu~
lares 4 una de las
bases, se hace una
seccién recta S que
divide al sélido en
dos trozes de pris-
mas rectos VyV,

Fra. 349. de los que cada uno

es equivalente & tres

pirdmides que tienen S por base, y las aristas laterales
por alteras,

Las dos pirdmides que tienen S por base, y por altu-
ras respeclivas m y m’, equivalen juntamente 4 una pi-
ramide que liene S por base, y por altura m 4+ m’; y lo
mismo sucede con las otras pirdmides.

Hl. El volumen de un frozo de prisma triangular es
ignal al producto de la seccidn recta por el medio arit-
mélico de las res aristas laierales.

CAPITULO III
HOMOTECIA EN EL ESPACIO

G§78. Definicién. — Las definiciones dadas en el capi-
tulo V del libro III pueden aplicarse sin modificacién &
las figuras en el espacio.

579. Propiedades. — 1. La figura homotética de un seg-
menlo de recta es un segmento de recia.

El segmento y el centro de homotecla determinan
un plano en el cual vale la demostracién del n° 325,

I1. Dos segmentos homdlogos son paraleios y en Ia
razon de homolecia. Demostracién del n® 395.

IIL. La figura homotética de un plano es un plano pa-
raielo ol primera.
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En efecto, gl el segmento AB engendra un plano, su
homélogo gueda siempre
paralelo 4 esle plano y

engendra un plsno nara- /’ A
lelo. | T i
AL
580 Consecuenciae. — f’/;/”/‘ '.f ,F
I. La figura homotética de § / | B |
un dngule es un dngulo V | o
igual. | -
II. La jigura homolética Jf/
de un diedro es un diedro Fis. 350,
igual.

IIl. Dos poliedros humelélicos tienen sus diedros heo-
mdlogos semejanles ; pera dispuestoz en el mismo orden,
4 en orden inverso.

IV. Dos poliedros homotélicos pueden descomponerse
en leiracdros gque lienen respeciivamente sus diedros
iguales y sus caras semejanies.

CAPITULO IV
SIMILITUD DE LOS POLIEDROS

584. Definicién. — Poliedros semejantes son aquellos
que pueden ser colocados en homolecia, 6 tales que uno
es igual ¢ uno de los hamolélicas del oiro.

Los elementos homéloges son los que se eorresponden
cuando las figuras estén en homotecia.

La razén de homotecia se llama razéz de similitud.

582. Propiedades. — 4. Dos poliedros gemejanies liencn
sus diedros homdlogos iguales y sus caras homdlogas
semejanies ; porque las dos figuras tienen estas propie
dades cuando estén en homotecia.

%. Doz poliedros semejenies pueden descomponerse e
fefraedros respeciivamente semejenles y dispuesios del
mismo mods ; perque se puede efectuar estn descompeo-
sicién euande las dos figuras estdan en homotesis,
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583. Teorema. — Los volimenes de dos poliedros seme-
Janles son entre sl como los cubos de sus dimensiones
homdlogas,

i* Dos tefraedros semejantes. Sean dos tetraedros se-

mejantes P y P’; sus voli-
menes respectivos estan

/‘\ f expresados por
R/ 5
{//%Wa . %Bhy%B%k
”f% *BA
B\ | ¢ OO W .
\{) Pl %Brhr thl
Fie. 351, Pero las bases By B’ son

entre si como los cuadrados
de las lineas homélogas (n® 393); v en los dos sélidos
todas las lineas homélogas estdn en una misma rela-
cién (n° 579) ;

B ¢t gt
lneg ey = SO
eee B gt

3 h_c¢_a
y F=cd a

de donde, multiplicando miembro 4 miembro, se en-
cuenira :

B ¢ at

B~ ¢~ g3
8¢ P o _at
SPT P BT v

2° Dos poliedros cualesquiera scmejantes. Sean dos
poliedros semejantes cualesquiera Py P’; A, B, C,...
A’, B, U,... los tetraedros semejantes que forman estos
poliedros, y finalments, m y m’ dos aristas homdlogas
tualesquiera,

Todas las aristas homélogas est4dn en la relacién de
m 4 m' {n°® 5719), y las pirdmides parciales son entre si
en la relacién de m? & m'3; por tanto se tiene :

P_A+B4C.. A_B_C _m

P IF+C... A P

luego
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584. Teorema. — Todo plano paralelo & la base de
una pirdmide defermina une nzeva
pirdmide semgjanie ¢ la primera.

Sea P una pirdmide cualquiera,
vy sea EG una seccién paralela 4 la
base AC. Se trata de demostrar que
las dos pirdmides SEFGL y SABCD
son semejantes,

En efecto, las dos figuras son ho-
motéticas-con relacién al ceniro S.

585. Escolio. — Si se suponen las
aristas prolongadas indefinidamente,
el teorema es cierio cualquiera que
sea la pesicién del plano secanle;
si este plano se traza mé4s alld del
vértice, los elementos de las dos Fio. 352,
pirdmides dispuestas en un orden
inverso, son simétricos con relacién al vértice.

588. Teorema. — Dos telraedros son semejanies cuando
lienen un diedro igual formado por caras respectiva-
menle semejantes, y semejantemenie dispuesias.

Sean los dos letraedros Ty T’ que tienen el diedro
AB igual al diedro EF, la
cara ABD scmejanie 4
EFH, y la cara ABC seme-
jante & EFG. Tomemos la
longitud EI igual & AB, y
tracemos el plano IKL
paralelo 4 FGH. El tetrae-
dro T' as{ determinado es
’ semejante & T' (n° 584), y

\/ / basta prebar la igualdad

o I de los dos tetraedros T
b y T
Fia. 353. Los tridngulos ABD y

EIL, semejantes cada uno
al tridngulo EFH, son semejantes entre s{; ¥y como el
lado AB es igual 4 EI, estos dos tridangulos son iguales.
Del mismo modo el iridngulo ABC = EIX.

Asf es que los dos tetraedros T ¥y T' son iguales por
tener un diedro igusl formado por caras respectiva-
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mentes iguales (n° 540), y el tetraedro T es semejante
& T, que es lo que se gueria demostrar.

587. Escolio. — De una manera andloga se demos-
trarian los otros cases de semejanza, 4 saber :

Dos teiraedros son semejantes cuando lienen una carg
semejante adyacenie ¢ diedros respectivamenle iguales
y semejaniemente dispuesios ;

Dos letraedros son semejanies cuando lienen ires caras
respectivamente semejanies, y semejaniemente dispussias.

588. Primer caso de similitud de los poliedros. — Dos
¢ poliedras (P y P') son semejanies
i cuando sus dngulos sdlidos sor
iy respectivamenie iguales y sus caras
X homdlogas son semejanies y dis-
puesias en ¢l mismo orden.

Sea K ia razén de similitud.
Tomando un eentro O cualguiera,
podemos construir el poliedro P¥,
homotético de P, y en la razén
K. P? es ignal P/, por tener los
4dngules sdlides iguales y las
caras iguales, y dispuestas en el
mismo orden ; {n°B4d).

Luego P es semejante & P.

i

£89. Segunds case. — Dos polie-

Fis. 364 dros (P y P') son semejanies cuando

pueden dizscomponerse en el mismo

nimero de tetraedros respeclivamenie semejanies y dis-
pueslos en el mismo orden.

Conslruyendo P® eomo en el caso anterior, se ve que
P? y P’ son iguales, por ser formades dsl mismo ndmero
de tetraedros respectivamente iguales y dispuestos en el
mismo orden.

Luego P y P’ son semejantes.



L CILINDEKO Dix

LIBRO VII

L.0S TRES CUERFOS REDONDOS

PRELIMINARES,

580. Se llama s6lido de revolucién el cuerpo engen-
drado por una superficie plana que gira alrededor de
un eje situado en el mismo Plano, y gue no coria d¢ la
figura generatriz.

Se llama superficie do revelucién /a superficie engen-
irada por una linea que gira airededor de un eje.

La figura que gira se llama figura gensratriz; cada
uno de sus puntos describe una circunferencia cuyo
plano es perpendicular al eje y cuyo centro estd sobre
el eje.

Un sélido de revolucion es simétrico con relacién 4
su eje.

Los sdlidos de revolucién més importantes son : el
cilindro, el cone y la esiera ; estos son los tres cuerpos
redondos.

CAPITULO |

EL CILINDRO

§ . — Cilindro de revolucién.

1. — DerFivicidn.

531, Definicién. — Se lama cilindro de revolucién o
cilindro circular rects, ef sdiido engendrado por la revo-
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ucidn complefa de un recldngulo airededor de uno de

sus lados.

Fre. 355,

El lado h alrededor del cual gira el
rectdngulo generader es 4 la vez eje y
allura.

El lado [ opuesto al eje se llama gens-
ratriz ¢ lado del cilindro; durante el
maovimiento, este lade engendra la su-
periicie Iateral del cilindro.

Los oiros dos lados del rectangulo
generador son los radies del cilindro, y
engendran los dos circulos que sirven
de bases al sélido. Estas bases son per-
pendiculares al eje.

Un trozo de cilindro es la porcidn de cilindro com-
prendida enire la base y una seccidn no

paralela d esia base.

592. Observaci6n. — E! cilindro de

revolucidn es el limite del prisma regular
en el cual el namere de caras aumenla
indefinidarmente ; y puede lambién consi-
derarse como un prisma regular de una

infinidad de caras.
De ahi resulta que se pueden aplicar al
cilindro las propiedades del prisma regu-

lar.

2. — SUPERFICIE.

263 Teorema. — La superficie laleral de un cilindro de

revolucidn es igual al produclo de la
circunferencia de lu base por la aliura
del cilindro.

La superficie lateral del cilindro de
revolucién es el limite de la superficie
lateral de un prisma inscrito cuyo ni-
mero ds caras aumenta indefinida-
mente, lo mismo que la circunferencis

“T7 Iy de la base es el limite del poligono
2nl e ede” regular inscrito (n° 384); luego la su-
Fia. 2B perficie lateral se obtiene multipli-
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cando la circunferencia por la altura del cilindro:
S, =% nrh.

524. Escolio. — 1. La superficie total del cilindro de
revolucién se compcne de las dos bases y de la super-
ficie lateral,

S;=2nr* 4 2zrh 6 S,=2 nr (4 h).

II. Dos cilindros son semejantes cuando los rectan-
gulos generadores son semejanies. Fn dos cilindros se-
mejantes, la razdn de las superficies homdlogas es igual
al cuadrado de la razdén de simililud.

h r+h

) r, - -y
En efecto, *?'.i.—?;:-,.ﬂ_l_h’_x
S_2wrip +K) _rorth_ o,
y ST (P xm PRk

3. — VoLUMER.

595. Teorema. — EI volumen de un cilindro de revolu-
cion es igual al producte de su base por su altura.

El cilindro es el limite del prisma inscrito (n° 592;,
luego el volumen del cilindro se obtiene multiplicandeo
la base por la altura:

V ==nrij.

596. Corolario. — La razdn de los voltmenes de dos

cilindros semejanles es igual al cubo de la razdn de simili-
tud,

r A
En efecto, P—=71-,=K
V__r:r“h___r'h_, 103
j V=i —mp =K K=K,
. -— TROZO DE CILINDRO DE REVOLUCION.

597. Teorema. — En un irozo de cilindro de revelucidsn,



248 ELEMENTOS DB GEOMEZTRIA

la superficie laieral es igual al producte de la circunfe-
rencia de la base por el eje del trozo.

Sea sl trozo cillndrico ABCD.
Por el punteo I, exiremidad supe-
rior del eje, concibamos el plano
EF paralelo 2 ia base AB, y pro-
longuemos la superficie lateral en
HCEL hasta encontrar este plano.

Hagamos girar el sélido HLFD
al rededor de HL, hasta que el
semicirculo HLF coincida con
HLE; el tridngulo rectangulo IFD
coincidird con IEC ; los diedros
opuestos por la arista HL coin-
cidiran asi como los dos sélidos,
LHIFD vy HLEC.

De ahi resulta que el frozo dado es equivalente, tanis
por la superficie lateral como por el volumen, d un cilin-
dro que fuviera el clrculo AB por base y el eje GI por
altura.....

598. Escolio. — E! eje Gl de un trozo de cilindro de
revolucidn es igual ¢ la semisuma de dos generairices dia-
meiralmenie opuestas.

599. Teorema. — EI volumen de un irozo de cilindro
de revolucidn es igual al preducto de la base por el eje.

Porque este sélido equivale al cilindro recio que,
con la misma base, tuviera el eje por altura [véase la
demostracion reiativa 4 la saperficie lateral (n° 597)].

600. Escolies. — Un cilindre de revolucién EC puede
ser truncado por las dos extre-
midades. i

1. Su volumen es iguel a la ses-
cidn recla AB multiplicada por
el eje HK. Porque una de las
partes tiene por volumen el
circulo AB multiplicado por
IK, y la oftra, el misme circulo
muliiplicado por IH.

II. Bl ¢je HR ee iguai 4 ia
sémisuma de dos gensralrices digmeiralmente opuesias ;
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pergue en el plano que contiens esias tres lineas, las
generairices son 1as bases de un trapecio, y ol eje la
base media.

§ II. — Cilindro cualguiera.

60i. En general, se llama saperticis cilindrica cualguier
superficie engendrada por una recta
indefinida AE que se mueve en el espa-
cio, permaneciendo siempre paralela d
sl misma.

Un cilindro cumalquiera es el sdlido
comprendido enire dos planos parale-
los, y terminado lateralmenie por una
superficie cilindrica cerrada. Se¢ le
puede considerar como un prisma
cualquiera de una infinidad de caras.

En un cilindro cualquiera se Ilama
seccifn resta toda seccién hecha per-
pendicularmenie & la generatriz.

Fic. 360,

602. Si las generairices de un cilindro son coriadas por
planos paraielos, las secciones obienidas son iguales entre
si,

Cualquier seccién paralela 4 la base del cilindro es
ignal & esta base.

€03. Superiicie. — La superficie lateral de un cilindro

—_— cualquiera se obtiene muliiplicando el
: perimelro de la seccidn recte por la gene-
1 ratriz del cilindro.

Porgue esta superficie es el limite de
la superficie de un prisma inscrito;
\ come para el prisma es preciso multi-
) plicar el perfmetro de la seccidén recta
|
S
L

ket | pourlaarista, para el cilindro se multi-
o 3 piicara el perimetro de la seccién rects
per la generairiz del cilindro.

Fie. 281. -
604. Volomen. — E! velumen de un ci-
lindro cualguiera se obiiene multipiicando la base por la
aftura.
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El volumen del cilindro es igual lambién al producto
de la seccidn recia por la generatriz.

Dos cilindros cualesquiera son enlre si como los pro-
ducios de las bases por las aliuras.

Dos cilindros de igual altura son enire sf como sus
bases.

Dos cilindros de igual base son enlre si como sus allu-
ras.

CAPITULO 11
EL CONO

§ . — El cone de revolucién.

1. — DEFINICIONES.

§05. Se llama cono de reveolucidn el sdlido engendrado
por la revolucidn completa de un fri-
dngunlo recidngulo alrededor de uno
de los caielos.

El lado 4, alrededor del cual gira
el tridnguio rectdn-
gulo generader, 2s
dlavezel gfevla
altura del cono.

La hipetenusa 1
es la gensratriz 6
el lado del cono;

Fie. 362, durante el movi-
miento esie lado
engendra la snperficie lateraldelcono. 77,

El otro lado r del tridngulo gene-
rador es el radis del cono ; engendra
el efrculo que sirve de base al sélido Fia. 363.

f.a base es perpendicular al eje.
El ceno de revolucidn es el limite de la pirdmide regu-
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lar cuyo nimero de caras laterales aumentq indefinida-
menfe.

608. — Trozo de cono de revolucidn dz bases paralelas
¢s la porcidn de cono de revolucidn comprendida enire
fa base y una seccidn paralela d Ia
misma base.

El trozo de cono de revolucion
de hases paralelas puede consi-
derarse engendrado por el trape-
cio rectdngulo ABCD que gira al-
rededor del lado DC, perpendicu-
lar 4 las bases. DC es lg altura, vy
AB la generalriz

El irozo de cono de revolucién
de bases paralelas es el limile hacia
el cual liende el frozo de pirdmide Fie. 364.
regular cuando ¢l nitmero de caras .
laierales aumentq indefinidamente ; y puede considerarse
€omo un frore de pirdmide regular de una infinidad de
caras.

De ahi resulta que se pueden aplicar al trozo de re-
volucidn las propiedades de! trozo de pirdmide regular.

2. — SUPERFICIE,

607. Teorema. — Lgq superficie laleral de un cono de
revolucidn es igual 4 la mifad del
producto de la circunferencia de la
base por la generairiz,

La superficis lateral del cono es el
limite de Ia superficie lateral de la
pirdmide inscrita cCuyo numero de
caras crece indefinidamente (no 605);
luego debe multiplicarse el semipe-
rimetro de la base por la gene-
ratriz :

8= 2 ;H: nrl.

608. Escolio. — I. La superficie total se compone de
la base y de la superficie lateral :

S‘=ﬂf~‘+1:r1"—‘-rrl‘{,“+()
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I1. En dos conos semejantes la razén de las dreas
homélogas es igual al cuadrado de la razén de simi-
litud.

Uos conos son semejanies cuando los iridngulos gene-
radores lo son, es decir cuando :

r_I_r4t__
per=rxr—k

La razén de las éress es:

S met r rAl
S =g+ F P

3. — VoLumen.

603 Teorema. — EI volumen del cono de revolucidn es
igual al tercio del producio de su base
por su altura.

El cone es el l{mite de una piré-
mide inscrita cuyo rumeroc de caras
erece indefinidaments (n® 693) ; luego
el volumen se obtiens multiplicando
la base por el tercio de la altura:

= h  =rih
V=nr® > —S é g -

840. Escolio. — 1. El volumen de un
cono cualquiera es igual al fercia del
Fis. 285 producio de su base por su altura.

11. En dos conos semejanles, la ra-
zdn de los voltimenes es igual al cubs de la razds e
similifud.,

En efects :
4
VY _Eﬂr’h_rs h =K
V"‘{#ﬂh,"—ﬂ_iﬁ"_ ]
3

[11. Un cono emalquiera es el lercio del cilindro de
igual base y de igual altura.
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En efecto, sea el rectingulo ABCD que gira alre-
dedor del eje AB.

El cilindro engendrado por este rec-
tdngulo tiene por volumen = BC2>< AB.

El cono engendrado por el tridngulo

— AB
ABC tiene per volumen = B(U? < =5

k. — Trozo DR COKO DE REVOLUCION.

844, Teorema. — La saperficie {aleral de Pig. 357,
gn froze de cono de revolucidn eg igual al
produclo de la semisuma de ias ¢ir-
B DG cunferencias de las bases por la gens-
i { ratriz.

La superficie lateral del trozo
de eono es el limite de la super-
ticie lateral de un trozo de pira-
mide inscrito cuyo numero de
caras crece indefinidamente (n®
806) ; luego es preciso multiplicar
la semisuma de los perimetrgs de
Ias bases por la generatriz ;

3 '
S;gﬂ';g”"'xms,mz(r‘{_ﬂ):,

612. Escolio. — 1. La superficie lateral de un frozo de
cone de revelucidn es igucl al preducie de la circunfe-
rencia mediana peor ls generatriz.

Porque la semisuma de las civcunferencias de las
bases es ignal & la circunferencia equidistante de
estas mismas bases; se le puede llamar sircnnferencis
mediana.

Designando por r* el radio de la circunferencia me
diana, se tiene : §; =2 =p9].

II. La superficie total del trozo de cono de revolu-
cién se compone de las dos bases y de lz superficie
lateral (Gg. 368) :

Sy=wrf a4 =(r )L
é Sy== (2424 2r7).
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§12. Teorema de Arquimedes. — Un #rozo de cone de

revolucién es equivalenle d la suma

B G de tres conos de igual altura que el

i \ irozo, y que tienen respectivamente

£ 1y por bases las dos bases del trozo y
li [ ——-——_\  sumedia geomélrica.

L S Porque se pueden aplicar las

A \ propiedades del trozo de pirdmide

e al trozo de cono que es su limite.

D@/F 614. Escolio. — Sean r y r’ los

radios de las bases de un trozo

i de cono de revolucién y & su al-

tura ; las bases tienen por expre-
sién =r? y =r?; su media geoméirica es /¥ <=
6 =rr’, por lo tanto se liene :

V = (rr? - =r'? |- &rr) g

é A ),

615, Métedo algshraico. — Se puede buscar directa-
mente el volumen del trozo de
cono, considerando este sélido
como la diferencia de dos conos.

Sean r, ’, los radios v d, d' las
alturas de los des conos; final-
mente d — d' = Ah.

V=§W¢—ﬂﬂ

basta expressr d y ¢ en funcién /
de r, ’ y h; ahora bien "

d_d _d—d
PP r=rP o r—=r Fia. 370.
hr , . ar
luego d_r—r' F=e—
=h (r®—r’3
asi es que: v—?(-r_—_r’)

V=%w+w+ﬂ;
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§ Il. — Cono cualquiera.

818. — Se llama superficie cénica cual-
quier superficie engendrada por una recia
indefinida AA’ que se mueve en el espa-
tio, pasando siempre por un mismo pun-
fo S.

La superficie cénica se compone de
dos partes, 6 mantos, opuestos por el
vértice.

Un cono cualguiera es el sélido com-
prendido enlre una superficie cdnica ce-
rrada y un plano gue corla d todas las
generalrices.

Se le puede considerar ceme una
piramide cualquiera de una infinided
de caras.

CAPITULO III

LA ESFERA

§1. — Generalidades.

€17. Definiciones. — La esfera es un sdlido limitado
por una superficie cuyos puntos todos esidn equidistantes
de un punlo interior llamado centro.

De otro modo : la esfera es el sélido engendrado
porlarevolucién completa de un semicireulo alrededor
de su diametro.

En la rotacién, la semicircunferencia engendra la su-
perficie de la esfera.

El centro, el radio, el didmetro del semicirculo ge-
nerador, son también el centro, el radio y el didmetro de
la esfera.

Cualquier recta trazada por el cenlro de la esfera v
terminada 6 uno y otre lado de &n superficie, es un dig-
metro,

17
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1. — CiRCULOS TRAZADOS EN LA ESFERA,

648, Tesreme. — Cualquier seccidn plana de una esfera
es un circulo.

Sea MN un plano cualguiera que corte la esfera de
ceniro Q. Tracemos la
recia Ol perpendicular
al plano secante ; los ra-
dios OA, OB, OC, en di-
versos puntos de la in-
terseccién del plano M
con la superficie de la
esfera, y las rectas [A,
IB, IC.

Siendo los radios 0A,
OB, OC oblicuas iguales,
se tiene IA=1B=1IC (u*437,2%); asf es que el punto I
estd equidistante de todos los puntos de la lfnea ABC :
luego esta linea es una circunferencia, y la seccién un
circulo.

6£8. Escolios. — I. Circule méximo es una seccién cuyo
plano pasa por el centro de la esfera, y cireulo menor
es una seccién cuyo plano no pasa por el centro de la
esfera.

Todos los cirealos mdzrimos de une misma esfera son

iguales.
II. Se llaman peloz de uxm circulo de la esfera las ex-
tremidades del didmetro za

les polos del circuio ABCI.

Cada polo de un circualo
esld equidistante de ios dife-
renfes punios de la circunfe-
reacia de dicho cireulo, y la
distancia comdn es la dis-
tancia polar de esta circun-
ferencia.

III. Para describir arces
gobre la superficie de una
esfera, se emplea ur compds de piernss curvas.

perpendicular 4 cste ciren- s
fo. Los puntes P 5 P sen /7!

=g
Fie 3%



-

LA E3YERA 857

Desde un mismo polo, se pueden describiy una infi-
nidad de circules, todos ellos paralelos POT ser perpen-
ciculares 4 la Hnea de los polos.

IV. Para describir, sobre uzna esfera, un arco de cir-
¢ule mdwimo, es precisc tomar una distancia polar igual
4 la cuerda de un cuadranie; es decir, una distancia
igual 4 r /3.

2. — PLANG TANGENTE & LA ESFERA,

§20. Definteifn, — Un planoc es tangsnis d una esferq,
cuando no liene mds que un punlo comin con eila.

621. Teorema. — Teds plano perpendicular en ta exire-
midad de un radio de wna esfera cs langenfe @ esla es-
Jera.

Sea MN un plano perpendicular en la extremidad del
radio OI (fig. 374).

Siendo el plano MN perpendicular en la extremidad
del radio OI, este radic es también perpendicular al
plane MN; cualquiera otra recia OK es oblicua, y por
consiguiente mayor que OI. El plano MN no tiene pues
més que el punto I comiin con Ia esfera; luego es tan-
gente a dicha esfera.

622. Reciproca. — Todo plano langeniz 6 una esfera es
erpendicider al radio que
gﬁrr{gina en el punio de con- a’fﬂ—-ﬁ\\
tacto. ¥ \
Sea MN un plano tam- i ’s) i
gente 4 In esfera O, y sea t /1 /
OI el radio trazado por el <
punto de contacto.
Siendo el punte I el dnico
punto comiun al plano y 4
la esfera, la distancia OK

Fre, 374.

© es mayor que Ol; luege OI

es perpendicular 4 este plano por ser la recta m4s corts
que se puede bajar del punto O al plans.

823. Encolies. — L. Por un panto dado sobre la esfera,
no se pueds lrazar mds que un solo plane langenic ;
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II. Por un punio dado fuera de la esfera, se pueder
frazar una infinidad de planos tangentes d dicha esfera.

3. — POSICIONES RELATIVAS DE DOS ESFERAS.

624. Definiciones. — Dog esferas son secantes cuandt
sus superficies lienen varios punies comunes.

Dos esferas son tangentes cuando sus superficies no tie-
nen mds que un punio comin. Dos esferas pueden ser fan-
genltes exterior d inleriormente.

625. Teorema. — La inferscccidn de dos esferas es un
circule, y la linea de los ceniros es perpendicular al pla-
no de esie circulo, y pasa por su ceniro.

Sean A y B los circulos generadores de dos esferas,

giendo EF el eje de
w/\\, vevolucidn.
f ; \ La linea de los cen-
lros es eje de sime-
tria de la figura.

Luego, cuando la
figura gira, la recta

\\J-»‘l CI engendra un cir-
Fie. 375 culo, y el punto C una
circunferencia que es
la interseccién de las dos esferas.

Luege, las posiciones relativas de dos esferas son
idénticas & lns posiciones relativas de dos circunferen-
cias.

Siendo d la distancia de los centros, y r y r los ra-
dios:

i* d > r<4r', las esferas son exteriores;

2® d=r -, las esferas son tangentes axteriormente;

3 p—r' <d<r-}r, ias esferas son secantes;

4 d=r-—r’, las esferas son tangentes intericrmsnte ;

8 o<<d<<r—r, las esferas son intesiores;

6° d =0, las esferas son concéntricas.

[
L

=]

)

g
o
S~

§ II. — Problemas con relacicn a la esfera.

628. Prokiema. — Hallar el radio de una esfere dada.
£ medio. — Deede un punto P, tomado como polo,
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se describe un circulo cualquiera ABC, sobre el cual
ge marcan arbitraria-
mente tres puntos C,
D, E.

Con las distancias
CD, CE, DE, que s¢
toman por madio dul
compds esférico, se
construye un trida-
gulo igual 4 CDE, y
se circnnscribe un cfr-
culo 4 este tridngule.
El cireulo asf obte- Fic. 376.
nide es igual al cir-
culo menor ADBG, y su radio es igual 4 IB.

Se puede enlonces repreducir el tridngulo PBP' rec-
tangulo en B, porque se conoce la altura BI y el lado
BP. La hipetenusa PP’ es el didmetro de la esfera.

2° medio. — Desde dos puntos cualesquiera A y B,
tomados como polos, se descri-
ber sobre la esfera arcos que
determinan tres punlos, C, D, E,
cads uno de ellos equidistante de
los doe puntos A y B.

Estos lres punios defterminan
un plano per-
pendicular 4 la
mitad de la
cuerda AB; ¥
siendo este pla-
no el lugar de los puntos equidis-
tantes de A y de B, pasa necesa- [/ ¢

5 5 il
riamente por ei centro vy coria 4 1a 4
esfera seglin un efreulo méximo

Desde luego basia medir las dis-
tancias CD, CE, DE, y construir un
tridngulo cen esias tres distancias; Fia. 375,
el radie del ecirculo circunscrite &
este tridngulo sera el radio de la esfers.

e, 377,

627. Escolio. — En la préctics, s encuentra el didme-
tro de uns esfera con ayuda del compds de espesor. O
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bien ss coloca ia esfera enirs dea planes paralelos.
cuya distancia se mids.

628. Tesrema. — Por cualre punios, gue no esldn en
un misino plano, pasa una
esfera, y sdlo una.

El higar de los puntos
equidistantes de A, B, C es
el eje del circulo que pasa
por esios ires puntos; el
lugar de los puntos equi-
distantes de A y D es el
plano perpendicular en la
mitad del segmento AD.
Este plano corta el eje an-
terior en un punto O que
es ¢! ceniro de la esfera.

§ 1Il. — Homotecia de las esferas,

629. Tecrema. — La figura homolélica de una esfera es
uana esfera

El teorema es intuitivo si
el ceniro de homotecia es
el centro de la esfera.

Si el centro de homotecia
O es diferente del centro C
de 1a esfera, considerando Fia. 380.
un punto M de la esfera,
su homéloge M',yC' el homdéloge de C,siempre se tiene
M'C oy
MC =K, 6 MU =Kr.

M'C’ es constante, y M’ pertenece & una esfera cuyo
centro es C'.

(8] C’

630. Gorclario. — Dos esferas cualesguiera son dos figu-
ras semejantas.
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§IV. — Superficie de la esfera,

63%. Definiciones. — La superficie de Ig esfera es el
lugar geométrico de los pun-
fos cuya distancia al ceniro
¢s consianle € igual al radio.

Zona es la pariz de la su-
perficie de la esfera com-
prendida enfre des planos
paralelos.

Altura de la zona es la
dislancia de los planos para-
lelos que deferminan la zone

Se distingue la zona de
d0s bases v la zona de una bass 6 casquete esférico.

La zona no liene mis que una base cuando uno de
‘os planos es tangente 4 la esfera.

Se llama bhuso la parte de la superficie de la esfera

comprendida enire dos semicircu-

los mdximos que Henen un didgme-
tro comin.

El 4ngulo de un huso es el an-
gulo diedro formado por los

E planos de los circulos méximos
que forman el huso.

Un huso se designa por su an-
gulo ; ejemple, el huso BCI ¢ el
huso A.

e 55 El dngulo de dos arcos de cir-
culos mdzimos es igual al dngulo
diedro formado por los planos de estos circules,

El éngulo de un huso se mide por el arco de cireulo
mdzimo descrito desdeuno de los vértices del huso co-
mo polo, ¥y comprendido entre los dos arcos ; asf el
arco Bl es la medida del hase A.

Fia. 381.

632. Teorema.— Cuando ura recta Y un eje esldn en un
mismo plano, la superficie engendrada por la recta al gi-
rar al rededor del efe se obliene mulliplicando la proyec-
cidn de la recte sobre el eje, por la circunferencia que
fuviera por radio la perpendicular [evanicda en la mitad
de la generairiz y terminada en i #ie.
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Se supone que toda la recia ests de un mismo lado
del eje. .

1. Seq.una recta AB gue no encuentra al ¢je DC y no le

: es paralela.

La superficie engendrada es
la superficie laterai de un trozo
de cono que tiene AB por
generatriz y su proyeccién
DC por altura.

Superficie igual & 2=FG
>C AB 62 =rl (n° 612).

Es preciso transformar esta
expresién,

Fia. 383, Sea FH la perpendicular le-

vantada por la mitad de AB,

y AE una linea igua! y parslela 4 la altura. Los

tridngulos rectdngulos AEB, FGH son semejantes, por-

que sus lados son respectivamsnte perpendiculares
n?® 268), luege

= AB_AE | _ A
i FETFG%:=F
l Por lo tanto

ir=3h

de donde
2 =ri=2=zh; luego S =2 nzh,

I1. La recta AB encuentra al eje (fig, 38%),

| La superficie engens M _

| ; : L v

| drada es la superficie . a3
lateral de un cono. Se ? ? Apisecill
tiene comeo - anterior- 1 !
mente : i :

Superficie = 2n CD < AB 7
=2 CG x AF =2rrA.

i i

fommemmmm e

/
I La recta AB e o/ ol ¢ -
paralela al gje (f_ig. 385). N N
La superficie engen- Y T
drada es la superficie
lateral de un cilindro; la generatriz AB se proyecta ea
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verda ers magnitud sobre el eje; Ia perpendicular CD
es igual al radio del cilindro, luego

Superficie =2 #ra.

683. Teorema de Arquimedes. — Si una linea poligona!
reqular gira alrededor de un eje
siluado en su plano y que pase por B
su cenlro :

La superficie engendrada es igucl
al producto de la circunferencia
que tuviera por radio el apolema de
la linea quebrada, por la proyec-
cidn de esta misma linea quebrada
sobre €l efe.

Sea ABCD la linea quebrada
regular mévil, O su centro, Ol su
apotema, y MN el eje de revolu-
cidén.

En la rotacién, el trapecio rae- Fic. 336,
téngulo AEFB describe un troze de
cono, que tiene por superficie lateral la circunferencia
OI >< EF, es decir 2z01 < EF (n' 632); del mismo
modo la superficie engendrada por BC es igual 4
2z0I <X FG, y la superficie engendrada por CD es
igual 4 2 =01 > GH.

Luego la superficie engendrada por la linea ABCD
tiene por expresién:

2 =0l (EF 4 FG+ GH) 6 § =2 a0l <X EH.

§34. Teorema. — FEl drea de una zona es igual al pro-
AL ducto de la circunferencia de la

esfera, por ia altura de la zona
way En efecto, la zona ABCD esta
‘ RROMAN
o

engendrada por la revolucién
C del arco AIB alrededor del
didmeiro MN.

Ahora bien, este arco AIB es
el I{mile hacia el cual tiende la
linea poligonal regular ecuyo
nimero de lados aumenta inde-
finidamente ; y el apotema de
esta linea poligenal tiende hacia
el radie de la esfzra.

N
Fra. 337,
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Se puede por tanto decir, aplicando ai limite lo que
es constantemente cierto para la variable (n® 634), qus
el drea de la zona es igual al producto de ia circunferen-
cia de la esfera, por la altura de la zona.

635. Escolies. — 1. El area ds la zons tiene por {ér-
mula 2 =rh ; de donds se sigue que ana zona cualquiera
es equivalente d la superficie ialeral de un cilindro que
fuviera la misma alture que la zona, y el mismo radio
que la esfera.

1I. En una misma esfera, ¢ en esferas iguales, las zo-
nas de igual aliura son equi-
valenles, y dos zonas cuales-
guiera son enire & como sus
alturas.

IIl. E! drea de un cas-
quele esférico es igual al
drea del circulo que tu-
viera por radio la cuerda
del arce generador. Se tiene

0
Fio. 388.

en efecto (n° 277):

AD?=9r < CD=2rh

de donde '=AD*=21 ar#, drea del casquete
asi es que 8==AD2

636, Teorema, — E! drea de la esfera es igual al pro-
duclo de su circanferencia por
su didmetro.

Porque el arco AD que engen-
drala zona ABCD (fig. 388) puede
crecer sin que la férmula de la
superficie engendrada deje de
ser aplicable. Si pues este arco
llega 4 ser igual 4 MBN, la zona
engendrada es la superficie en-
tera de la esfera, y su altura
igual al didmetro MN. Fic. 382

637. Escolios. — I. La superficie de una esfera es iguai
d cualro veces el drea de un circulo mdximo ; porque es-
tando expreszdo el didmeiro de una esferapor 2 r, y la
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circunferencia por 2 »r, el érea ds la esfera tisne por
sxpresidn 4 =rt.

Si se llama d el didmetro, la circunferencis es nd, y
el drea de la esfera =d®; es decir ei drea de un circule
que tuviera por radio el didmeiro de la esfera.

Asi S=4nr* 6 S==d®

11. Las superficies de dos esferas cualesquiera son enire
st como los cuadrados de loz radics d de los didmeiros.
Porque se tiene:

S_dar _r o S_ xd _a
S'mé—ﬂl‘"w;"—' O MISmo queg.—ﬂd,_..—(ﬁ.

i1, La superficie de la esfera es igual d la superficie
laleral del cilindro circunscriio. Porque estas dos su
perficies se expresan igualmente por =d? 6 por 4 =ri.

La superficie tolal del cilindro circunscrito 4 la esfera
¢s iguel d 6 veces la de un clrculo mdrimo.

838. Teorema. — £ drea de un huso es d la superficie
de la esfera come ¢ dagulo de esle
huso es d caalro recios.

En efecto, si la superficie de la
esfera se dividiera en 360 husos
iguales, el circuto méximo BEF
perpendicular al didmetro AD
quedaria dividido en 366 arcos de
un grado, y la superficie dada
AIDBA contendria tantos husos

~de un grado come grados contu-
viera el arco BI; sucediendo lo
mismo para las subdivisiones
nis pequefias que ei grado.

639. Escolie. —_Siendo el érea de la esfera & xr® 6
=d?, el érea del husc de n grados serd:

_4&mrtn , o mda
R=rypy A5 g5
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§ V. — Volumen de la esfera.

640. Definicienes. — Se llama sector esférico el volu-
men engendrado por un seclor circular, que gira alrede-
dor de un didmelro sifuado en su plano.

El arco del sector circular engendra una zona de una
¢ de dos bases.

El secior esférico estd limitado por una zona esfé-
rica y por una 6 dos superficies eénicas.

Cuila esférica es el volumen de la parle de esfera com-
prendida enire dus semicirculos mdxzimos.

La cufia estd limitada por un huso y por dos semicir-
culos maximos.

El dngulo de una cufia esférica es el dngulo diedro
formado por los dos semicirculos méximos.

Segmento esférico es el volumen de la parie de esfera
comprendida enire una zona y sus bases.

El segmenlo de dos bases estd limitado por dos circu-
los paralelos llamados bases del segmento y por una
zona de dos bases.

El segmento esférico de una baso esi4 limiiado por
un circulo y un casquete.

En el segmento de una base uno de los planos es tan-
genle 4 la esfera.

La allura del segmento es la distancia de los dos pla-
nos paralelos.

641. Tecrema. — Si un iriangulo gira alrededor de un
eje trazado en su plaro por uno de los
vértices :

El volumen engendrado es igual al
tercio del producfo de la superficie
que describe el lado opuesto al vér-
tice fifo, por la allura gque corres-
peonde d esle vértice.

1® Consideremos primeramente el
caso en que el eje se confunda con
uno de los iados del tridngulo que
gira ABC. Sean /& la altura trazada
del punto B, AD & r una perpendi-
cular al gje de rotacién, y BC=a.

El volumen engendrado por el
Fic. 331, tridngulo ABC es 12 suma de los
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conos engendrades por .os tridngulos rectdngulos
ADBy ADC; resulia pues la expresidn ¢

V=1/3 »rrim - 4/3 rrtn = 1/3 rr* (m + n) =1/3 2r2a.

Esta férmula puede escribirse 1/3 rrra; pero el pro-
ducto ra de los dos wltimes factores expresa el doble
de la superficie del tridngulo, y puede ser reemplazada
oor 14, 12 que da para el volumen :

V=43 rrth6 V=1/3 h3<rrl.

Ahora bien =rl expresa la superficie latera] del cono
inferior (n° 607), es decir la superficie
engendrada por el lado AC 6 I, Asf es

el volumen engendrade por el
triangulo ABC es igual al tercio del
produclo de la superficie que describe
el lade opuesto al vértice por Ja altura
que corresponde A este vértice.

20 8i el tridngulo que gira ABC no
tiene més que un vértice B comiin con
el eje, el volumen seré la diferencia de
los voltimenes engendrados por los
tridngulos BAD y BCD.

El primero de estos vollimenes es
igual & 1/3 h multiplicado por la super-
ficie que deseribe AD, y el segundo
1/3 4 multiplicado por
la superficie que describe CD.
7B Luego, para la diferencia de los dos
volimenes se tendra 4/3 & multiplicado
: por superficie AD menos superficie

i CD, 6 4/3 & < superficie AC.

Luego V=1/3 superficie AC < A.

Fia. 292.

3¢ El iridngulo ABC tiene el lado AC
E paralelo al eje.
N Se sabe que el volumen engendrado
Fia. 393, por el tridgngulo BAR que gira alrede-
dor de BN es les 2/3 del cilindro engen-
arado por el rectdngulo BRAF 6 2/3 zh®>< BF.
Del mismo modo. ol volumen sngendrada nor al iridp-
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gulo BBC=% =A2BE ; lusgo el volumen engendrado
por ABC, igual 4 la diferencia de los dos primeros, es
igual 4 % = FE.

Se pueds sscribir: V=1/3 & > E=A X EF
6 V ==1/3 h 3¢ superficie AC, ¢ V=1/3 superficiea AC
A

‘642, Tegrema. — 87 un sector poligonal regular gira al-
rededer de un eje trazado en su planc
por su ceniro :

E! volumen enger;drmio es igual al
tercio del producio de la superficie
que describe la l!nea peligonal, por el
apolema.

Sea OABD un sector poligonal re-
gular que gira alrededor de! eje
MN. Se tiene (n® 641) :

Volumen AOB =13 sup. AB > 0l
Volumen BOC = 4/3 sup. BO > 01
N Volumen COD =1/3 sup. CD < 01
Fio. 394 Volumen fotal == 1/3 sup. ABCD <Ol

€43. Escolice. — 1. §i un iridngulo isdsceles gira al-
rededor de un gje frazado en su planc por su vérlice, el
volumen engendrade ez los 3/3 del cilindro que tuviera
por radie la altura del lr':aﬂr'.zis g por alfura la proyec
cidn de [a base sobre of eje.

En efecio, para el tridngule isdsceles ADB, se ticne
{7 6§33}

Sup. AB=ecirc. Oi X EL =2=0i > EL

Luego Vol. %{EB == ;,‘3 01> 201 ¥ EL
== /2 =01% >< EL.

1. Si un seclor poligonal reguler gire alrededor de
an eje frarade por eu ceniro g en ef p!ana de esie ¢je:

El polumsn eagendrado ecquivale & los 43 del citindro
que fuviera por radio el apolema del sector, g por aliure
{a proyeccidn de la linsa poligonal sobre ef gfe.
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En efecto, la superficie descrita por ABCD es iguaal &
circunf. OI <KL, 6 201 > KL; asi el volumen engen-
drado por el sector OABCD es igual 4 2201><41/30I
XK EL 693> =012 xKL.

Se encuentra ignalmente, considerando los tridn-
gulos isésceles AOB, ROC, COD {fig. 394

V:::jarcmg{EL+EF+FK)=§::51’><KL.

644. Teorsma. — EI volumen de un secior esférico es
igual ! tercie del preducto de ia M
fona correspondiente & este seclor, e
por el radio. %[7"1

En efecto, el sector circular AOR s
es el llmite hacia el cual tiende el
sector poligonal regular inscrito :
cuyo niumero de lados aumenta
indefinidamente ; la linea poli- .
gonal tiende hacia el arco AIB, y * °
el apotema tiende hacia el radio

OI de la esfera.

Como se puede aplicar al limite FigL 3,
lo que es constantemente cierto
para la variable (n® $42), queda dsmostrado lo que s
queria.

645. Escolios. — . B/ seclor esférico es los 2/3 del ci-
indro que liene por radio el radio de la esfera, y por
altura la altura de la zona correspondiente. Porque la
zona engendrada por el arco AIB tiens por expression
2 =rh (636), ¥ para el gector.

V=13rx2zrk 6 V=93

1. Dos seciores efericos de una misma esfera d de es-
feras iguales son entre si como las alturas de las zonas
correspondientes.

646. Teorema. — EI volumen de la esfera es igual
al lercio del produclo de su superficie por el radio.

Porque, en el sector circular AOB (fig. 399), el 4n-
gulo de los dos radios OA y OB puede creser sin que
la formula dsl velumen engendrado {p® 644) deje de
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ser aplicable. Si pues el radio QA llega hasta OM, y el
radio OB hasta ON, el volumen engendrado llega & ser
la superficie total de la esfera, luego :

V=4&rr'Xxif3r o V=§m-".

647. Escolios. — 1. Siende 4 =r* la superficie de la
esfera, el volumen es £=r* 3<1/3 r 6 4/3 =r3.

5

rol R

Si se representa por d el didmetro, se tiene r=

= %, y el volumen de la esfera es 4/3 = %—16 1/6 =d®

i1. Dos esferas cualesquiera son entre sl como los cubos
de los radios d de los didmeiros ; porque:

V43 —f—l — uev_ifﬁrrda _ &
V4B a ph 0 MIENO AN = pe s = g

I11. En dos sdlidos cualesquicra circunscrilos ¢ unc
misma esfera ¢ d esferas iguales, la relacidn de los voli-
menes es la misma que la relacidn de las superficies
Porque se tiene entonces, represcniando por Sy §
las superficies de estos dos sélidos:

V__438r _§
VI38rTE
648. Tecrema. — Una cufla esférica es 4 la esfera en-
fera como el dngulo de esia cufia
es d cualro recloes.
5i el volumen de ia esfera se
dividiera en 360 cufias iguales, el
circulo méximo BEF perpendicu-
lar al didmetro AD quedaria divi-
dide en 360 arcos de un grado.
La cufia comprendida entre los
semicircules ABD, AID conten-
dria tantas cufias de un grado
come arcos de un grado contiene
el arco BL.

§49. Escolio. — Estando expresado sl volumen de la
esfera por
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4
V= §=r' 0 V=1/6=B
l vo.umen de una cufia de n grados se expresari por
4 n n
v=§ﬂl'3)<§€a :5 V-—i,fﬁxd‘xs—ﬁé.
Se puede escribir :

v.—:mxﬂ_% é vs_—.m’axw'zﬂ.

850. Teorsma. — Si wa segmenio ecircular gira alr
dedor de un didmetro exierior d este M
segmento

E! volunen engendredo es el sexto
del produ:to del circulo que tuviera
por radio la cuerda del segmento, por
la proyeccidn de esta misma cuerda
sobre el ¢je de revolucidn.

Sea el segmento ABK, que gira al
rededor del diametro MN. Tracemos
los radios OA y UB, luego QI perpen-
dicular & la cuerda AB, y finalmente N
AE y BF perpendiculares al eje MN, Fie. 807

El segmento ABX es la dilerencia
entre el sector eircular AOBK y el tridngulo AQB. El
volumen engendrado seré pues (n* §45 y 642):

23 nr*h — 2/3 =012 < h 6 9/3 A (70— 01
68/3zA1% <A 6 93 x> 14 AB < &
luego V=14/6x>AB? k.

66d. Escollos. — 1. Si la cuerda AD es paralela al
eje, se tiene AB=4, y el volumen engendrado es
/6 mh* > h 6 1/6 =h® Luego si un szgmento circular gira
alrededor del didmelro paralelo d la cuerda del seg-
mento, el volumen engendrado es equivalente & la esfera
yue tuviera esta cuerda por didmetro.

652 Tecrsma - Volomen dsl segments. — EI volu-
men de un segmento esférico &3 igual 4 lao esfera que
i3
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tuviera por didmeiro la altura del segmento, mds el ci-
lindro de igual altura que fuviere por base la semisuma
e las bases del segmento.

Se distingue el segmenio de dos bazes y el ezgmenio de
uma base

{° Segmento de dos baszes. — EI segmento esférico en-
gendrado por la figura AEFBK se
compone del volumen engendrado
por el segmento circular ABK y del
trozo de cono engendrado por AEFB.

El primero de esies volumenes es
igual (n® 651):
1/6 = >< KB? >< B = {/6 =h (AG? 4- BGY

=4/6 =& [3® 4 (m — a)?]
==4/6 =h? 4 1/8 =4 (m® - n*— 2 mn).

Volumen del irazo de cono (n° 614) :

Fia. 398,

4/3 =k (m® 4+ n* +- ma)
6 bien 18 =h (2 m* -+ 2 n® -2 ma).
Volumen total: /6 nh3 4 1/6 =/ (3 m* 43 n%)
6 V=4/6rk® -} 4/ (xm* +} zn* A.

2° Segmento de umna baza. — El volumen de un seg-
mento esférico de una base ¢z igual al vclumen dela
esfera inscrila, mds la milad del cilindro de la misma
base y de igual allura.

El segmenio de unc base no es mis que un caso par-
ticulzr del segmento de dos bases; uno de los radios,
n por ejemplo, llega & zer nulo; la férmula se simpli-
fica y se obtiene :

Vs é it +E§ -

653. Escolies. —I. En el segmento de dos bases, =i
la altura A llega & ser igual al didmetro d, las bases
=m*y =n® son nulas, y el volumen del segmento se con-
vierte en 1/6 =d®, volumen de la esfera.

En el segmento ds una base, si la altura & llega 4 ser
igusl &l radio . se tiene también m==r; entonces
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V=4/8 2+ {8 2r® = §/3 r+3, volumen del hemisferio;
de donde resulta 4/3 =r3 para el volumen de la esfera.

II. Cuando se representa el radic de la esfera por R
y los radios de las bases ds los segmentos por r y r' se
tienen las férmulas ;

esfera Ve g =03 )
& L]

segmento de 2 bages V =é xh? - f—-—’%ﬂ"— i (9

segmento de una bage V= é =h® - ;xr’in. 3}

II1. Se pusde expresar el volumen del segmento de
una base, en funcién del radio de la esfern y de la
altura k. Asi es gue

P OAB =NAXAM 6 r=hA (2R - 4).
Reemplszando r* por este valor, la férmula (3) queda :

V-_—_%uh’-}-%::.'z'(ﬂﬁw-h)
\«'=%nh’—|—m’:‘ﬂ—%xh’:nh'B—méxhg
. B T
asf ‘vmnh’(ﬁug)é‘f'mgm’z*(aﬂmk). %)

§ VI. — Relaciones métricas entra
los cuerpes redondos.

654. Teorema ds Arquimedes. — E7 rolumen de lq es
fera es los /3 del velumen del
cilindro circunscrito, y la superfi-
cie de la esfera es los %3 de ic
superficie iolal de csfe mismo cilin V
dro.

En efscto, el volumen de! ¢ilin- ) s P e

dro circunscrito & la esfera es

igual & 7P <8 r=1=2xrt,
Se tiene pues

Esfera _ 437 _ 43 2 NS
Cilindro — 227% ~ § ¥ Fia, §0.
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La superficio total de este cilindro es igual 4
Srr X qr4 29Xt =4+ Exrt==6 R/
Igualmente se tiene :

Sup. esfera §ar

Supp. cilindro ~ & =7*

=

[=FIN
“a il

855. 1°¢ Teorema de los tres cuserpos redondes — Da
M .., doz una esfera, un ctlindro

£

E ) ; -
: cireunscrito 4 esia esfera,
‘\/ \/,— e / y

un cono de dog manlos ins-
crito al ctlindro,

8i ze traze ur plano cual-
yutera perpendicular al eje,
la seccidn de la esfera es
igual 4@ la diferencia de las
secciones del cilindro y del
cono.

Sean MNF, MNGE, OME
y ONG, las figuras genera-
trices de los tres sélidus, ¥
sea AC Iz recta generatriz de !2 seceidn. Basla probar
que

Fis. 400.

23> AB? ==n 3 AC? — = ¢ ADY,

Eltriangulo ONG es isésceles, lo migmo que OAD;
asi OA = AD; por otra parte, AC es igual al radio de
la esfera. El tridngule rectdngulo OAB da AB? = OB?
— JA?, 6 substituyendo lineas iguales, AD? = AC? —
AD?, y multiplicando por =:

53 AR = = X AG? — = 3¢ AT,
que es lo que s queria demosirar,

656 2° Toorema ds los tres cuerpos redondes. — Da-
1os una esjera, un cilindro circunscrilo é esla esfera, y
1n cono de dos manlos inscrito al cillndro, :

Si se lrazan dos planos cualesquiera perpendiculares
al eje comin de ias tres figuras, el segmenlo esférico
comprerdido entre estos dos plancs es igual d la diferen-
cia de los segmsnfos cilindrico y cénico correspon-
dienles.
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Sean MNF, MNGE, OME, y ONG, las iguras genera-
trices de los tres sdlides, y _ "
sean AC y KH las rectas gene- U /"f &
ratrices de los dos planos se-
cantes considerados,

Se puede concebir la sltura
AK dividida en un numero
indefinidaments creciente de
paries iguales, luego planos
razados por loz puntos de
divisién perpendicularmente al
eje, y finalmenle cilindros
construfdos de un plano al
otro sobre las seccicnes co-
rrespondientes de los tres séli-
dos. Llamemos d la distancia
de los planos secantes.

En cada uno de estos planos
la seccién de la esfera es igual
4 la diferencia de las secciones
del cilindre mayor y del cono (n® 656); por ejemplo

=X AB? == < AT? — = ¢ AD?

Fia. 401,

de donde
AR M d = AL ¢ d — s AD ¢ d.

Y lo mismo sucede con las otras partes de la figura.

Asl, entre dos secciones inmedialas, el cilindro ele-
mental que tiene por base la seccién de la esfera es
igual 4 la diferencia de los cilindros que lienen por
bases las secciones correspondientes del cilindro maver
y del cono.

Luego la suma de los cilindres establecidos sohre las
secciones de la esfera ez igual4 la parte correspondiente
del cilindro lotal, menos la suma de los cilindros esta-
blecidos sobre las secciones del cono.

Y siendo esta relacién cierta cualquiera que eea el
nimero de planos secantes, es igualmente cierta para:
os !miles.

Asl el segmento esférico es fgual d la diferencia de los
segmentos cilindrice y cdnico correspondienies.
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- 687, Eseolios. — 1. Un hemisferio ez igual d la diferen-
cia enlire ¢l ¢ilindro circunscriio y el cono inscrifo

sea Veat X r—43 w2 Xré V=593

1. El volumen de la esfzra es igual al volumen del
econc de dos manma inscrifo al cilindro

Seanr* > 2r—8>C4/inr X r ¢ 2 r19 — 2/3 ;2 4 final-
mente 4/3 =r.

Y esta manera de llegar al volumen de la esfera es
independiente ds la teoria de los tridngulos giralorios
(n® 641, etc.).

111, La diferencia de los voliimenes del cilindro y del
cono de dos manios no es otra cosa que el volumen en-
gendrado por ¢! tridngulo EOG.

Asi el semicirculo MNF y el trigngulo ECG engendran
volmenss equivalentes ; los segmenios correspondientss
de esfos voltmenes son equivalentes, as! como las sec-
ciones recles correzpondientes de esfos mismos voli-
menes

€58, Complemsnts del teorsma de Arquimedsz. — El
teorema de los tres cuerpes redondos completa el teo-
rema de Arquimedes (n® 654); asf, dos plancs paralelos
al cireulo de 1z base del cilindre circunscrito determi-
nan un segmento esférico, ua cilindro y un trozo de
cono :

i* La rona esférica es equivalente & la superficie lale-
ral del cilindro parcial ;

2* Cada base del segmenio esfdrice es igual d la base
del cilindre, menos la base correspoendiente del cono.

LIBRO VIII
CURVAS USUALES

PreLivmazze.

669. Se¢ llama 2]s I» una curva une recla con respecio
d la cual fos punies de la curea o2 simélricos de dos en
dos
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Por consiguienie, el eje divide en dos paries iguales
4 las cuerdas qus le son perpendiculares, y por una ro-
tacién de 180° alrededor del eje se pueds traer unr
de las dos partes de la eurva 4 eoincidir con la otra.

Se lama vértice ¢! punlo en que un eje encuenira d |
curvg.

El centro ds una carva es un punto con respecio al
cual los punios de la curva son simélricos de dos en
dos.

El ceniro divide en dos partes iguales las cuerdas
que pasan por esie punto.

Una tangente € une carva es el limite MT de las posi-
ciones que foma una se-
canle MM' girardo al re-
dedor de uno de los pun-
tos deinlferseccidn, de tal
manera que el ssgundo
-punio M' g2 aprowime
indefinidamenie ol pri-
mero.

Una normal es la per- Fie. L.
pendicular MN levantada
d la fangenle, en el punio de confacio.

Cuerda de los contactes es la recta CD que une los pun-
tos de contaclo de dos tangenies.

€60. Una curva plana es convexa cuando no puede ser cor-
tada mds que en dog punios por mna reela.

Cuando los deos puntos de interseccién se aproximan
indefinidamente, la recta llega 4 ser tangente, y todos
sus puntos excepto el punto de contacto, estén fuera de
la curva ; por consiguiente, cuando una curva es con-
vexa, todas las tangentes son exteriores 4 la curva, 6
por lo menos cada una de ellas deja de un mismo lado
la rama 4 la cual es tangente: asi para la elipse y la
pardbela, toda la curva estd de un mismo lado de cada
tangente ; para la hipérbola, la tangentie rasa entre las
dos ramas de la curva, pero ceda rama esid de un mis-
mo lado dela tangenta,
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CAP{TULO !
LA ELIPSE
§ 1. — Deflniciones.
€84. Definiciones. — Elipas es una curva plana, lal que

31 la suma de las dislancias de
cada uno de sus punlos d dos

e \ puntos fijos siluados en su pla-
no es conslanle.
F F

Los puntos fijos se llaman

,/  foces.
S Se llaman radios vectores
~— N - las rectas que unen un punlo
&e - s cualquiera de la curva con los
dos focos.

Fia. 403. Sea AA’ una longitud cons-

tante, F y F' dos puntos fijos ; si, por cada punto de
la curva MN, se tiene MF + MF' = AA/, esla curva es
una elipse. La suma consianle se representa por 2 a,
La distancia FF' de los focos se llama distancia focal,
¥ se representa por 2 ¢.
Para que el tridngulo MFF' sea posible, es necesario
que se lengas:

FF< MF-F MF,eedeciric<?a

862. Trazo de la elipss. — 1. Para describir la elipse
por movimiento continzo, o B q
conociendo los focos y la T | %
suma conslante de los N
radios vectores, se fija en
cada foco una de las extre-
midades de un hilo que
tenga 2a de longitud; en
seguida por medio d2 un
lapiz 6 de un punzén, se
estira el hilo en todos
gentidos haciendo resba-
lar la punta del lapiz ¢ punzén sobre el plano.

Il. Se puede trazar la elipse por puutes, conociende

5\

i \

i
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los focos y 2a. Partiendo del medio O de la distancia
focal, tomemoes OA=0A'=a. Sea D un punto cual-
quiera tomado entre los foces y sobre AA’; con AD y
DA’, cuya suma es igual & 2a, describamos dos circun-
ferencias, una del punto F comeo centro, y !z otra del
punto F'; los puntos de interseccién pertemecen & la
elipse.

663. Observacionas. — 1¢ Para que las dos circunferen-
cias se corten, es necesario que se lenga FF' > DA'— DA
6 FF' > DA — DA,

Esta diferencia de los dos radios es iguald 2 OD; de
dende se infiere que el punto D debe permanecer entre
FyF,.

2¢ Cuande el punto D estd en F, la diferencia de los
radios es igual & FF', y las circunferencias descritas de
los cenlros F y F' son tangenles en A 6 en A'.

3° Cuando el punto D estd en O, los radios son igua-
les, y determinan los puntos B y B’ que perlencren &
la perpendicular levartada sobre el medio de FF'.

& El radio maximo es F'A =& + ¢, vy el radio minimo
¢s FA =a —e¢. Los dos trazos demuestran que la curva
estd limitada en todos sentidos; la elipse es pues una
curva cerrada.

INTERIOR Y EXTERIOR DE LA ELIPSE,

664. Teoremea. — Cuando un punfo es inierior 4 la
elipse, la suma de sus disfan-

cias d los dos focos es menor /“’“‘:'—ws,‘:ﬂi
gue 2a; cuando el punio es ex- G0N
lerior, estn misma suma es magor 3 e kY
gae 2 a. I’ 2 ‘
1o Unamos con los focos un 9
punto interior cualquiera C; 7
prolonguemos F'C hasta M, y \\\;"’ 1
tracemos MF ; tenemos: RN
CF+CF<MF+MF6<2a . ms)
ia. .

2 Unamos con los focos un
punto exterior cualquiera D, y tracemos FN; tenemos!

DFLDF»>NFLNF 6> 2a
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865. Corolaricz. — Segun que la suma de las distan-
cias de un punto & los dos focos es superior, inferior 6
igual 4 2a, el punto es exterior ¢ inlerior 4 la elipse,
6 pertenece & esta curva; y la elipse es el lugar geomé-
Irice de los punlos cuye suma de las distancias d dos pun-
tos fifes es constanie.

SiugTeiA DE LA ELIPEE.

€88, Teorema. — La elipse lizne por ejes la recla que
pasa por los focos, y la

N B_..M perpendicular levanlada
7 V71N en el medic de la recia
FARP g o \ que une Ios focos; y fiene
/ e, 1
~. 2\ por cenfro el punfo de

TA o, 0 PLF inferseccidn de los ejes.
N L / Sea M un punto cual-
_ quiera de la elipse. Pro-
M’ longuemos las perpen-
) e diculares MPy MV, y la
linea MO; y tomemos
PM'=PM, VN=Vi, ON'=0M ; determinaremos asi
los puntos simétricos de M con relacidon 4 AA’, 4 BB y
al punto O ; basta probar que estos puntes pertenecen
4 la curva:
1° F¥' es perpendicular al medio de MM'; luego
MF=MTF, y MF'=MTF'; de donde
MF+MF=MF+MF=2ag; luego M es un punto
de Ia elipse (n° 661).
9° Los trapecios rec-
tdngulos OFMV y CFNY
son sobrepornibles,
porque sus bases son
iguales; luego MF=NI,
y los dngulos en I y F
son iguales. Los fridm-
gulos FF'¥M y FF'N son
iguales por tener un an-
gulo igual formado por
lados iguales ; lusgo NF = MF', y puesto que NF' = MF,
se tens:
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NF 4 HF = MF 4+ ME = 22; luege el punto N per-
tenece & la elipse.

3 Por cortarse las rectas MN' y FF' en sus mitade
la figura MFN'F" &8 un paralelogramo, v s tisne®

NF4+NF=MF+MF=2%q

per lo tanto el punto N' pertenece 4 la curva,
Luego AA’' y BB' son los ejes, y su punto de intersec-
cién O es el centro de la curva,

667. Ejes, vérticee. — La perpendicuiar levantada por
la mitad de FF' encuenira
& la curva en los puntos B
y B, equidistantes de los i
focos ; la longitud BO = OB/ .,
e representa por b ; y como 2 f R
BF =2, se tiena b < a. Lz >\]LO/*'
recta AA'o 2a es el gje mayor
de la elipse; BR' o 2b, es el \\_]
eje menor. El trifngulo ree- ‘
tangulo BOF conduce a la Fra. 408
relacidn a?= bt 4 2,

% e . 3 .
La relscién % lama excentricidad de la elipse, v va-

rla de 0 & 1. Cuando b =g, Ia excentricidad es nuls, y
la elipse e8 un circuls. Cuando b es nule, la excentrici-

dad E ==1, y la elipsc so reduce al eje mayor.

Lz elipse licune cuatrc vértices; A, A’, B, B".

Para determinar los foces, conociendo los ejes, es
necesario describir un arco de circule desdeel punto B
como ceniro con a por radic; la inlerseccién de oste
arco con AA" da & conocer F y F,

g 11, — Cireulo director,

668. Delinloin. — Elcircule director es un ofrenlo cuyo
cenlro estd en uno de los focos, g cuyo radio ez 3 a, el eje
mayor de lu elipse.

h Hay dos circulos directores, uno relativo & ceda
foco.
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669. Propiedad del cfrculo dirsctor. — Cada punio M
Y de la elipse equidista del circulo
/W‘ %‘”\, direcior relalivo d un foco F' y del
Vs otro foco F.
/}i En efscts, por definicidn
y FM4+MF=2g4g
b ¥ ] ytambidn
FM 4+ MP = 4a.

Luego MF=MP.

\\*“vw—“’/ £70. Conescuencia. — La elipse

Fie. 409. rgE
es el lugar geomélrico de los pun-
fos equidistanies de una circunferencia y de un punic
interior d esta circunferencia.

674. Problema. — Encontrar los puntos de inferseccidn
de una recla AB con una elipse, conociendo los focos F y
F' y el circulo director \F') de esla elipse.

Sea M un punie de interseccién ; por pertenecer esle

punto & la elipse, se tiene e
MF = MP. TR

Si se considera el simé-
trico F, de F con relacién
§ la recta AB, se tiene
lambién

MF,=MF = MP.

Luego, M es el centro de
ina circunferencia que pasa
por los puntos F y F,, y es
tangente sl circulo director
{F).

Hay que encentrar este centro.

Es un problema ya resuelto (n® 321},

Se sabe que

4* Si F, es interior al cireulo director, exisien dos cfr-
culos, sea dos punlos de interseccidn ;

g Si F, pertenece al circule director, sélo hay un cir-
culo, y sélo un punto de interseccién. En este caso, Ia
recla es tangsnis ;

Fia. 410
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3° 8i F, es exterior ¢l circulo director, no hay ecircu-
fos, ni tampeoco puntos de interseccidn.

672. Lonsacuencias. — |. Una recta no puede enconirar
una elipse en mds de dos punlos, la elipse es una curva
convexa

Il £l punlo simétrico de un foco (F) con relacidn d
una langenle pertenece al circulo direclor relativo al otro
foco \F).

£l circulo direclor es el lugar geomésrico de esios pun-
fga

§ ill. — Tangentes.

673. Prepiedad da la tangente. — La tangente d la elipse
forma unos dngulos iguales
con [os radios veclores del
punlo de contacto.

En efecto, segin la dis-
cusién del problema zante-
rior, F, el simétrico de F;
luego los dngulos FMP y
FMP scn iguales; pero

AMF = PMF,
b AMF = PMF Fie +11

674.Consecuencia —
La normal MN es bi-
sectriz del dngulo de
los radios vectores del
punlo de conlaclo ;
porque los d4ngulos
que forma con MF y
MF tienen por com-
plemeuto los dugulos
iguales que la lan-
gente forma cou loe
mismos radios




284 ELEMENTOS DR GEOHMETHRIA

TRAZO DE LAB TAMGENTES.

75. Problema. — Trezar una langenle 4 ia elipse,
por un panfe tomado sobre la
curpa.

Sea M el punte dado sobre

.T'la curva. Trecemos los radios
vectores del punto de con-
tacto ; prolonguemos FM y
tracemos Ia bisectriz del én-
gulo exterior F'MC; esta bi-
seciriz es tangente ; porque los

e ets, éngulos F'M_T y FMT son

iguales (n® 673,

678. Escolio. — Para encontrar la normal en un punto
M dado sobre la curva, basta trazar la bisectriz del 4n-
gulo FMF' de los dos radios vectores.

677. Problema. -— Trazar una langente d la elipse, por
un punio dado fuera de
la curva.

Sea P el punto exterior
dado, y CD el circulo
directer relativo al foco
F'; la circunferencia des-
crita con el radio PF
coria el circulo director
enlos puntesCy D; una-
mos estos puntos con el
foco F; las perpendicu-
lares levantadas en el
medio de FCydeFD son
tangentes (n°® 6172), vy pa-
san por el punto P, een-
tro de los arces CF y FD : las rectas F'C y F'D dan &
conocer los puntos de coniacto.

Fra, iid,

678. BEscolio. — Por un punto inferior no hay tangente
posible; por un punto tomade sobre ia curva hay una,
¥ por un punfo exterior hay dos.
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§75. Problema. — Trazar d [a elipsz una tangente pa-
ralela d una recta dada. e

Describamos el circulo - ™
director relative al foco .~ !

F'; y por el otro foco F,
lracemos la perpendi-
cular EG sobre !s rects
dada xy.

Las perpendiculares i
MT y NV levantadas 4
la mitad de las recias
FE y FG son tangentes
{n® 67%), v los redios FE
y F'G determinan las
puntos de contaclo.

Fic 415,

680. Escalios. — I. La cuerda de los contaclos MN pasa
por el ceniro de la elipse. En efecto, siendo las tangen-
tes perpendiculares 4 ia mitad de FE y de FG, ysiendo
la linea F'Gigual 4 F'E, los tres tridngulos EMF, EF'G
Y FNG son isdsceles, y todos sus 4ngulos agudos son
iguales; luego las lineas NF y F'M son paralelas ; igual-
mente lo son MF y F'N; luego la figura MFNF es un
paralelogramo, yla diagonal MN, cuerda de los contac-
los (n® 660), pasa por el punto O, medio de la otra dia-
gonal

I1. Las soluciones dadas para los diversos problemas
de las tangentes no exigen que se trace la curva : basta
que se conozcan los fecos ¥ € a.

§ IV. — Elipse considerada como proyeccién
de un eircule.

684. Teorsma. — La proyeccida de un circulo sobre un
planc es una elipse (Demostracidn debida 4 M. Cour-
celles),

Tomemos un plane que pase por el centro O; sea
AA’ la interseccidn del sirculo y del plane sobre ol cual
8¢ proyecta.

Por el centro O tracemos el plano DOB perpendi-
culer & AA'; por un punte cuslguiera N dal cirealo,
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U ensus lainbién el plano NPM perpendicular al dig-
melro A4/, y en estos dos planos bajemos desde los
puntes D y N las per-
pendiculares DB y NM
sobre el plano de pro-
yeccion.

Los puntos B y M
pertenecen 4 la curva;
DO, BO, NP, MP, son
perpendiculares 4 la
interseccidén AA’, pues-
to que este didmetro es
perpendicular 4 los pla-
nos DOB, NPM. Lleve-
mos la magnitud DB
de 04 Fy4aF, unamos

Fig. &16. M, proyeccién de un

punto cualquiera de la

circunferencia, con los puntos F y F'; basta probar
que MF 4 MF' es una suma constante.

Bajemos del punto F la perpendicular FG sobre el
didmetro NN' y tracemos NF. La linea NM es perpen-
dicular 4 las rectas MP, MF, MF’ que pasan por su pie
M y estdn en el plano de proyeccién, Los tridngulos
rectangulos DBO y NMP son semejantes, porque
tienen sus lados respectivamente paralelos,

Por consiguiente se tiene :

NM NP DB NP
DE= DOdedondeNM—-— T (1)

El doble del 4rea del tridngulo ONF estdexpresadopor
FG > ON 6 por OF X NP

luego FG><ON=O0F x NP
__OF XNP
de donde FG= T' (%}

Pero los segundos miembros de las igualdades (4}
¥y (2) tienen el mismo valor. porque DB=OF poz
conslruccién y DO = ON, luego MN =FG.

Los triangulos rectdngulos NMF y NGF son iguales
por tener la hipotenusa comun y uno de los catetos,
NM = FG ; luego MF =NG.
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En el paralelogramo NFN'F’ el lado FFN=FN’; los
tridngulos rectangules NMF' y FGN son iguales, por
que NM=FG, y la hipolenusa FN=FN'; lucgo
MF =GN’

Asl es gque MF 4 MF == NG+ GN'= AA/', canlidad
constante.

La curva es pues una elipse que liene F y F por focos,
AA' por eje mayor y BB’ por eje menor. El eje menor
es la proyeccién del diametro DD’ perpendicular 4 la
interseccién AA’ de los planos.

€82 Dsfinicién. — El cireculo primeipal es un circulo
concénlrico d la elipse y cuyo didmelro es el eje mayor.Se
puede considerar como el abalimiento sobre el plano de
la elipse del circulo euya proyeccidn es la misma elipse.

683. Propiedades del Circulo prineipal. — 4° £l circulo
principal es el lugar geomé-
frico de las proyecciones de
los focos sobre las langenies.
(Teorema és la Eira).

Sean una tangente cual-
quiera MT, y el circulo di-
reclor descrito desde el foco
F'; tracemos OC. Teremos
FC=1/2 FF,; OF =1/2 FF;
luego OC que une lgs mo-

Fia. 417,

dios de los lados FF' y FF,
igual 4 /2 F'F, =a; asi es
que el lugar del punto C es
el circulo principal de la
elipse.

2 Laz ordenadas de la
elipse esldn con las ordena-
das correspondientes del cir-
culo principal en una rela-

Fiv 418, cidn constanle.

En efecto. si, en la figura
anterior, se hace girar el plano del circulo alrededor
de AA’ hasta que comncida con el plano de la elipse,
128 ordensdas cerrespondientes PM y PN, perpendica-
19
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lares &l didmetro AA’, toman lz misma direccidn, y
se tienen siempre :

PM OB ¢
PN=0D =&’ razén constants.

3° Con respecto d la elipse y al clrculo principal :

4° Las secanfes cuyos punlos de inierseccidn iienen
igual abscisa se corian sobre el eje mayor;

2° Las tangenies cuyos punlos de conlacio fienen igual
abscisa se corian también sobre el eje mayor,

4° Consideremos las secantes GG’ y CC',euyos puntos
de interseccién
tienen la misma
sbscisa ; se tiene.

CE_b_CE
GE™ a  GE

luego las parale-
las GE y G'E’ estan
divididas en partes
proporcionales; y
en virtud de un
teorema conocido
5 (n® 871) las rectas
N GG, CC y EE
concurren en un mismo punlo.

2° Las ordenadas GE y G'E’ pueden acercarse indefi-
nidamente ; en el limite, los puntos G y G’ se confun-
den, lo mismo que Cy C/, y se obtienen tangentes;
luego las fangenies MT y NT cuyos puntes de conlacio
tienen la misma abscisa OP corfan al eje mayor z2n el
mismo punio.

684. Escolio. — Se prueba de una manera andloga
que, con respecto 4 la elipse y al circulo del eje menor,
las tangentes cuyos puntos de contacto tienen la misma
ordenada OV se cortar sohre el eje menor.

685. Problema. — Trazar la elipss por medio de cir-
cuios descrilos eobre [os gjes.



LA ELiPER 289

Después de haber descrito ios cireulos, tracemos un

radio cualquierz ON; Ia ol

ordensda del punte N y la A " \
abscisa prolongada del pun- A A gt g
to L dan un punto M dela if:‘_‘ P2 ) \\\\
curva ; perqgus s¢ tiene 7 N TN
(n® 683) : Al i S ;
MP_OL_ b
NE™ ON o
Comtnmente se divide sl b TR o
circulo principal en partes Fio. &30,
iguales.

688. Problems — Sin censtruir la curva, hallar los
punlos de inlerseccidn
de una recta con una
elipse cuyos ejes se co-
nocen.

Sexn LM, AA'BR' la
recta y los ejes dados
Describamos el circulo
principel, tracemos BM
y DN paralelas 4 AA’,
¥y por el punio M, la

Fia. {#. ordenada NH.
Tracemos LN, en se-
guida las ordenadas PG y G'P; los puntos C y C' son
los puatos buscados, Porque se tieps :

o )

CP_ CP_ MH__
GPTEPTRAT

b
-

§ V.~ Area de Ia elipse.

687. Taorema. — EI drea de la elipse es ignal al oro-
ducto de los semi-ejes por el ndmero conslanle x.

Consideremos unas ordenadas equidistantes. Por los
puntos C y M, tracemos paralelas 4 AA’. La elipse es
¢l limite de la sums de los rectingulos uadlegos 4
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MPVN, ¥ 2! circulo es ¢! imile de l2 suma de los rec-
téngulos andlogos 4
CPVG. Como los dos
rectdngulos tienen la
misma altura VP estan
en la relacién de sus

bases MP y CP, ég

Lo mismo pasa con
los limites hacia los
cuales tienden las su-
mas de eslos reclan-
gulos.

Fig. 432, Por lo tanto

Elipse _ b, ' b b
clreulo a' elipse = elreulo X&—-—--a Xézﬁab

685. Corolaries. — 1® Para valuar una érea limitada
por uu arco de elipse, por ejemplo el segmento HIJ 6
el secter CHILJ, es preciso valuar el érea correspon
diente en el circulo principal y mulliplicar este valor

por la relacién g.

2° La elipse =4b e8 media proporcional entre los cir
culos na® y =b* descritos sobre los sjes, porque
rad > b == =gh.

CAPITULO I

LA HIPERBOLA

§1. — Definiciones.

689 Definiciones. — La hipérhola es una figura plana
o que la diferencia de las dislancias de cada unoc de
45 punios d dos puntoes flios situados en su plano es
consianls,
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Los punrtos fijos se llaman fscce,

Se llaman radios vectores las reclas qus unen un
punto cualquiera de la cur-
ra con los dos focos. N

Y M
Sean AA’ una longitud l 7
constante, F y F’ des pun- —~
tos fijos ; si por cada punto P ‘*\J}?

M 6 N de la curva se tiene : &)

MF — MF = AA/, e .
6 NF — NI = AN Fia. 422,

la curva es una hipérbola.
La diferencia conslante AA' ss representa por 2a.
La distancia FF' de los [ocos se 1lama dist neia focal
¥ se representa por 2c¢. Para que los tmangulos MFF
y NF¥F' sean posibles, se debe tener :

¥ >MF —MFy FFF>» NF —NF, esdecir9c> % a.

690. Trazade de !a hipérkola. — 1. Pera describir la hi
pérbola por movimi-
’{:ﬁ% miento ceatinuo,.cono-
ciends los focos y 2 q,
se toms uma regla
mas larga que la dis-
tencia fecal, y un hilo
igual 2 la longitud
do la regla dismi-
3 nufda % a; se fijan las
rd ~ extremidades dJe esle
Fia. 424. hilo en C (sobre la
regla), y en F. Si se
tiende el hilo 4 lo largo de la regla, haciendo girar la
exiremidad de esta llima slrededor de F, la punta
que traza describird una parle ds la curva, porgue sa
tiene siempre ;

HF —MF=1%a.

Fijando el hilo eu F", y colocando 1a regla en F, sa
obliene una segunda parte de la curva, situada & la
izquierda de la perpendicular OY.

1. Se puede lrazar la hipérbela por puntes cugndo
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se conocen los fecos y & a. Partiends ds le mitad O de

vl w/ Ia disiencia focal, {ome-
,7; _ mos
i OA=0A'=a.
. Sea D un punto cual
. quieratomadosobre AA',

pero més alld de los fo-
. cos ; con radios DA y
K DA’ cuya diferencia se2
d iguald 2 g, describamos
dos circunferencias una
del punto F como centro, y la otra del punto F.
Los puntos de inferseccién pertenecen 4 la hipér-
bola.

Fie. 495,

694, Obzervacionss. — 1°* Para que las dos circunferen-
cias, se corten, ee necesita que FF' << DA + DA'. Esta
suma ds los dos radios es igual 4 23X 0D ; de donde
ge sigus qus el punto D nunca debe tomarse entre F
yES;
2° Cuando el punto D esid en F, la suma de los ra-
dics es igual 4 FF', y las circunferencias descritas
desde los centros F y F' son tangentesen A den A';

3° Los menores radios que se pueden uiilizar para
en mismo punto tienen por longitude 4+ ayec—a;

4° Siendo la perpendicular OY levantada en el medio
de Fi”, el lugar de los puntos igualmente lejanos de
los focos, no puede enconlrar & la curva; en el {razo
continuo, basta qus la regla y el hilo tengan por dife-
rencia £ a, pero nada limita sn loagitud ; igualmente,
en el trazo por punte, los radios de las circunfersncias
secantes pueden crecer indefinidamente. Luego la hi-
pérbela estd compuesta de dos partes separadas, y las
ramas de la curva se extienden indefinidamente arriba
y abajo de ox.

692. Interior y exterior de la kipérbole. — Para cual-
guier puanfo inferior ¢ la k'pérbola, la diferencia de las
distancias d los focos es mayor que 2a; para cualquier
punfo exierior, esla misma diferencic es menor que 2a.

Un punto es inferior cuando estd an una de las des
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regiones del planc en que se encuentran fos focos, y
exierior cuando estd enire las dos paries separadas de
la curva.

i* Unamos el punto inte-
ricr C & los deog focos, y
tricemos MF.

Se tiens -
CF<CH |+ MF 2
luego Y
CF—CF>CF —{CM--MF} /
6
CF'—CF> MF —-MF
luego /
CF'—=CF>%a, Fia. §36.

2° Unamos el punto exterior D con los dos focos, y
tracemos F'N.
Se tiens:

FD < NF 4 ND
luego FD-—-DF <NF -4 ND—-DF
6 FD-DF<NF' ~—NF,leego FD—-DF<%a.

693. Escolio. — Segun que la diferencia de las distan-
cias de un punto 4 los dos focos es superior, inferior, 6
igual 4 2 a, el punto es interior 6 exterior 4 la hipér-
bola, 6 perlenece & esia curva; y la hipérboia es el lu-
gar geoméirico de los purios cuya diferencia de las dis-
tancias d dos punios fijos ez conslanle.

694. Simetria enla hipérbola. — La Aipérbola Fene pro-
v .. ejes la recla que pasa por los
N M B

focos, u la perpendicular
levantada & la milad de la
recla que une eslos mismos
focos, Tiene por ceniro el
punlo de concurso de los ejes.

Sea M un punte cualquiera
de la hipérbola. Prolongue
mos las perpendiculares MP
¥y MV, y la linea MO ; tcme-
mos PM' ==PM, ¥VN=VM,
Fio. 487, ' ON'==0M ; M, N y N'son

A
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puntos siméiricos de M con relacién & AA', 4 BBy
al punto O; basta probar que estes puntos M', Ny N
pertenecen & la curva:

1 FF’ es perpendicular & Ia mitad ds MM';

luego M'F = MF, vy M'F' = MF,
de donde MF — MF=MF —MF=1%2g4,

90 Los trapecios re tdngulos GFMV y OF'NV son so-
breponibles, porque sus bases son igusles; luego NF'
= MF, y los éngulos en F y F" son tguales. Los tridn-
gulos FF'N y FF'M son iguales por tener un éngule
igualcomprendido entre ladosiguales ; luego NF = MF'
y puesto que NF' = MF, se tiene: NF — NF' = MF —
MF =2a; luego N pertenece d la hipérbola.

3° Las rectas MN'y FF' se cortan en su mitad, la
figura MFN'F’ es pues un paralelogramo, y la diferen-
cia de dos lados adyacenles es igual 4 la diferencia de
los olros dos lados ;

asi NF—NF=MF—-MF=12a

Luego AA" y la perpendicular YY' son los ejes, y su
interseccion es el cenfro de la curva.

§35. Ejes, vértigces. — 1. Cuando una curva tiene dos
: ejes, su interseccion es
el centro de la curva.

AA'se llama sje trans-
verso de la hipérbola,
el otro eje no encuentra
4lacurva, y se llama eje
nc transverso.

Cuando se levanta una
perpendicular al eje
transverso en el punto

Fis. i28. A,y desde el centro, con

el radio OF igual 4 ¢, se

ccrta esta perpendicular en L; la longitud AL, llevada
de O 4 By & B, se considera, por analogfa con lo que
tiene lugar en la elipse, como la longitud del eje no

transverso. El Iridngulo rectingulo AQL conduce 4 la
relacion :

'ﬁﬁ"zm+mod=¢ﬁ-§-.
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II. La rmdng g9 Ilama gzgentricidad de la hipér-

bola.

La hipérbola eguilfiera es aquella 2n la cual les des
ejes son iguales ; en estecaso ¢*=1% a* ye— a &,

La hipérbola tiene dos vértices: A y A'.

§ II. — Circulo director.

696. Definicién. — Kl cfrculo director es un circulo
cuyo cenlro esld en uno de los focos y cayo radioes 2 a,
el eje transverso.

Hay dos circulos directores, uno relativo 4 cada foco,

697. Propiedad del circulo direster. — Ceda punio M)
de la hipérbola es equi-
distante de un circulo
direclor relativo & unm
foco (F") y del oiro
foco (F).

En efecto
MF=MF -%a
MP=MF —-%a
luego
MF = MP. Fie. 429,

638. Consecuencia. — ! # hipérbola es el lagar geoméirica
de los punlos equidis-
tantes de un circulo y
de un punlo exiterior
d esle circulo.

699. Problema. —
Encontrar los punlos
deinlerseccidndeuna
recla (AB) con una
hipérbola, conocien-
dolosfocos FyF jun
circulo director F'

Sea M unco de los
puntos de intersec
uén, y F, el sumétrizo ds F con relacion & AB.

Hig. 420,
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Come en el capitulo de la elipse {n® 674) el punto M
es el.centro de un circulo tangente al cfrculo director
y que pase por F y F,.

Discusifn. — 4° Si F, es exlerior al circulo director,
hay dos puntos de interseccién ;

2* Si ¥, perienece al circulo direclor, sélo hay un punte
de interseccién. La recta AB es tangents ;

3¢ Si F, es inferior al circulo director, no hay ningiu
puanto de interseccién.

700. Consecuencias. — . Una recla no puede enconlrar
una hipérbola en mds de dos punios; uns hipérbola es
una curva conveia.

11. E7 punto siméfrico de un foco (F) con relacidn d una
fangenle perfenece al circule director relalivo al olro
foco. Esfe clrculo es el lugar geométrico de eslos punios

§ Ill, — Tangenies.

704. Propiedad de la tangente. — La tangenle forma
; dos dngulos iguales con los

radios veclores del punlo de
: contacio.

__c.,--%: . En efeclo, segin la dis-

Y L cusién del problema ante-

_ ¥ rior (n° 698), F, es el simé-
trico de F y los adngulos
FMP y PMF, sen iguales.

™
e

P

Fie. 431. 703. Cerolarios. — 1° Lag

normal MN es biseclriz
del dngulo exierior for- -
mado por los radios vec-
fores del punio de con-
facio, porque ¢: perpen-
dicular d la biseclriz
interior.

20 Se puede utilizar el
cfrculo  direcler para
construir Ia hipérbela;
se une F con un punio
cualquiera ¥, del efrculo director; Ia mediatriz de FF,es
la taugeste. v el punio de coslaclo estd eniarecta FF,.

Fic. £33
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TRAZADO DT 1AZ TANGENTES

783. Froblgmsa, — Trazar ang fangenle d la Eigérbola
por un panie izmads gobre la curva. T

Sea M el punio dado schre la curvs; s
basta trazar iz bisectniz MT | e
de los radios veociores del \\
punto de conlasio.

704. Problema. — Trazar g
une tanjenis d la hipérbola
por un punlo dado [uera /
de la curva.

Sea P el punte exterier Fre. i3
dado,y CD el circule direc-

L

L
&
P
i

......

. tor relativo al fueo F;
P N In circunferencia des-
crifa con el radio PF
corta el efrculo director
en dos puntos Cy D;
upamos estos punios
al foco F; las perpen-
diculares levaniadasen

% s
X
o -'_-

\ )'/ { 4
Y, FLag R \. el mediodeFC yde FD
"*m..)[_ . AN \\ son tangentes(n® 639),y
pasan por el punio P,
centro de los arcos CF
y FD; la recta F'DM da 4 conocer el punto de contacto,
674, Por un punto in-
terior, no hay tangente
posible ; por un punto
tomado sobre la curva,
hay una ; y por un pun-
to exterior, hay dos. [/

705. Problema.— Tra- i
zar ¢ ia hipérbola una
langenie paralela d ung
recla dada.

Describamos el c¢fr-
culo director relativo al Fia i35
foco ¥ . vporelotrofoce

i

F.tracemos la perpeadicular FRG sohrs Iz resta dada ay.

h

Fis, 434,
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Las perpendiculares MT y NV. levantadas 4 la mitad
de las rectas FE y FG, =son tangeaties (n° 699), vy los ra-
digs F'E y F'G determinan los punlos de contacte.

§1V. — Asintotas de 1a Hipérbola.

=05, Delinieién. — Lldmanse asintotas de la hipérbola
las langentes cuyo punio de conlaclo estd infinitamenie
fejano del vértice de la curva.

707, Tenrsma. — La Aipérbola tiene dos asinloias, ¥

: o~ €stas llneas pasan por
_~# .~ ¢l cenlro de la curva.

s La recta FF, que une
el foco F con un punto
cualquiera del circulo
direclor relativo & F
puede llegar & ser tan-
gente 4 este circulo;
sea FG esta posicién
particular.

Laperpendicular HD,
levaniada en la mitad
de esta recla,estangente & la hipérbolan®699),y el punto
de conlacto estd determinado por la prolongacién del
radio F'G; pero las rectas HD y F'G, perpendiculares
4 FG, son parslelas; luego el punto de contaclo esté
infinilamente lejano del vértice A,y la linea HD es
asintola de la rama AM.

Ademés, esta linea DH es paralsia & F'G, base del trian-
gulo F'GF, y est4 trazada por el punto ii, medio de FG;
luego pasa por el punto O, medio del tercer lado FF’

A causa de la simetrfa de los puntos de la curva
con relacién al centro, la linea DOD' es asintota de la
parte inferior de la rama de la izquierda; v la tan-
genle FG' da una nueva asinlota TOT.

708. Escolios. — 1. Los ejes son las bisectrices de los
éngulos formados por las asintolas.

En efecte, las rectas DO y TOT forman dngulos igua-
les con FF', porque los dngulosFF'G y FF'G' eon iguales,

11. El déngulo HOF es el mener daguio gue prede hocer
una langenie con IF

Fia. 435,
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I11. Zes {angenies 4 fla rama de la derecha se corlan
dos d dos en el dngalo DOT', y las tangentes d las dos
ramas se corian en el dngulo DOT & en D'OT".

768 Teorema. — Las asinlsias siguen la direccidn de
las diagonales del v
recidngulo construido
sobre los dos efes.

En el vértice, levan-
temos una perpendi
cular Al, limitada 4
la asintota ; los tridn-
gulos recléngulos

\,
pA e}

\\:\/

HOF y AOL son B,
iguales.porque tienen i
un angulo agudo ¢o- Fio. 437

min, y Ol =12 FG
=a = OA, luego OL =OF =¢; por consiguiente AL
== b, valor del semi-eje no transverso.

740. Corolarios. — 4°¢ La distancia FH del foco & la
asinlola es igual 4 b.

8s as asintotas de la hipérbola equildfera se corfan
en dngulo reclo; porque a=2b, ¥ ol reclangulo de los
ejes viene & ser un cuadrado.

7i1. Teorema. — EI lugar de las progecciones de
los focos sobre las

\x;} _~",. tangenies & la hiper-
\\ N L boln es el circulo
b descrito sobre el eje
’ fransverso como did-
metro
Supongamos una
langente cualquiera
MC, y el circulo di-
reclor descrito del
foco F' ; tracemos OC.
Los trnangulos FOC y

s : oC OF _1 _EkF
FF'F,, son semejantesy dan FE,—FF 3 6 CO =5

Fie. £33

=g5. Luego C perlenece al circulo cuyo difimetre s AA",
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CAPITULO I[iI
LA PARARDLA
8§ I. — Definiciones.

722, Defintclones. — Lo paribsla es ang carva plan.
.n I que cada punfo esid iguclmente lzjane de una recla

’ y de un punic fijo dados en su

i plano.
c v i El punto fijo se llama foce.
/ La recta dada se llama directriz.
E 7 Se llama radio vector la recta
o que une el foco con un punto

cualquiera de la curva.

Sean ¥ un punto fijo, y CD una
recta fija ; si, por cada punto dela
curva MAM', se tiene MF == MC,
Ia curva es una pardbola.

El punto A, medio de la perpen-
dicular FD, pertenece 4 la curva

La paribola no puede extenderse del lado de la
directriz opuesta al foco ; perque cualquier punto E,
tomado de este lado, esld mas cercano de la directriz
que del foco.

La distancia FD dsl foco & la directriz se llama
parimstro, y se representa por p.

Fie, £39.

743. Traze dela parfbela. — I. Para describir la paré-
bola por movimiento continms, co- oo
pociendo la directriz y el foco, se i
coloca uno de los lados del dngulo - 7
recto de una escuadra contra la =
directriz; un hilo igual al otro
lado del dngulo recto esti fijo, por
gus exiremidades, al vértice G de
la escuadra, y al foco F; si se
hace resbhalar la escuadra 4 lo largo
de la directriz, la punta para tra-
zar, que tiende el hilo aplicén-
deolo contra CG, describe una parte
de la perdbola, porgue tiene constentemante §

HF ==MC

Fie, hil.
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Ii. 8o puede trazar la pardbola por puntes, conociendo
la directriz y el foco. Desde el foco, bajemos la per-
pendicular FD sobre la diresiriz, y tomemos el medio A
del pardmetro F; tracemos una recta cualquiera MM/,
paralela 4 la diractriz, y desde el foco I como centro,
con un radio iguzl 4 la distancia DG de la directriz
4 su paralela, describamos una circunferencia ; los
puntos de intarseceién de esta circunfersncia y de la
recta MM’ pertenecen 4 la parébola.

744. Cheervacionse. - 1° Para que la circunferencia
corte 4 la paralela MM' se necesita
tener GD > GF; de donde se siguc

que el punto G debe siempre estar ¢ A\

mis alld de A con respecto 4 la i

direciriz. : ,-’\
2* Cuande ¢l punto G estden A, la D

circunferencia es tangents 4 la para-
leia; porque AF = AD, v &l contacto
&6 verifica en ¢l punto A.

&
e _/’_'r?rm
M‘:“\:
=

745. Escolie. — En el trazo conti-
nuo, se necesita que el hilo y el lado
de la escuadra tengan longitudes
iguales ; pero nada limita esias longitudes. En el trazo
por puntos, la paralela, siempre situada del lado de!
foco, puede alejarse indefinidamente de la directriz;
luego la pardbola e¢s una curva compleiamente sitnada
en la regidn del plano en gue se encuenlra el foco; es
coniinua, y se exliende indefinidamente 4 parlir del
punio A en el sentido de AM y de AM'".

Fia. 441.

-

. 718, Intarior y exterior. — Cual-
O t220 3 quicr punto inferior d la pardbola
: ;,/ esid inds cercaro del foco que de
A la directriz, y cualquier punie exle-
rior estd mds lejano.
1®* Desde el punto interior B,
bajemes BC perpendicular 4 la
directriz, y unamos el foco 4 los
punios M y B. Se tiene :

BF < BM + MF 6 BF << BM + w(
6 Bnalments BF < BC.

&2
1
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4 Desde el punto exierior G, trecemos la perpendi-
cular GE, y unamos el foco & los puntos N y G. Se
tiene :

GF > NF — NG, 6 GF > NE - NG, ¢ finalmente GF
> GE.

747 Escolio. — Segin que la distancia de un prnto
al foco es inferior 6 superior, ¢ igual 4 la distancia de
este mismo punto 4 la directriz, este punto es inlerior
6 exterior & la parabola, 6 pertenece & esta curva, usi
es que la pardbola es el lugar geométrico de los punlos
equidislanles de una recla y de un punlo dados.

748. Simetria en la pardbola. Teorema. — La pardbola
tiene por eje la perpendicular bajada

c M del foco sobre la direciriz.
Sea M un punto cualquiera de la
parabola: bajemos la perpendicular

MP, y tomemos PM = PM. Probe-
# g mos que M, simétrico del punto
) dado, pertenece d la curva. Con esle

b objeto, tracemos MF, MC, M'F, M'C,
& 4 distancias de los puntos M y M al
b foco y 4 la directriz. Puesto que F P

es perpendicular & la directriz, y 4
MM en su medio P, se ticne: FM'
= FM, M'C’ = MC; luego MF =M, y el punto M’
perlenece & {a pardbola (p* T1%).

Luego la perpendicular FD es un eje {n° 610).

749 Escolio. — ElpuntoAes el Gnicovérticeds la curva.

La parabola no tiene ceairo.

720. Problema. — Encontrar los punios de irlerseccidn
de una pardbola con una recta ’
dada.

Sea M uno de los puntos de
intersecciéon. Se tiene MF e
= MP, pur pertenecer M 4 la
pardbola; siendo F el simé-
trico de F con relacién 4 AB,
también MF, = MF =MP.

M es el centro de un cfr- 2
eufo tangente & la dirsctriz y
qgue pasa per F 7y Fi. Fia, 444,

e, 43

0 i .
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Hay que encorirar este centro.

Es un problema ya resuelto {n° 349).

Discusidn. — 1° 8i F, esid en el semiplano que con-
fiene F, hay dos soluciones, y dos puntos de intersec
cidn.

2° SiF, estd en la direciriz, sélo hay un punio de
nterseccidn; la recta AB es tangsnta.

3¢ 8i F, esld en el semiplano opuesto al gue coniiene F
no hay ningin punto de interseecién.

724. Consecuencias. — 1. U/na recla no puede coriar
una pardhola en mde de des puntos : la pardbola es una
curva convexa.

Ll. El punto siméirico del foco con relacidn d una tan-
genie perienece d la direciriz, que es el lugar geométrico
de estos punlos.

§ 11. — Tangentes.

732. Propiedad de la tangents. — La fengenfe forma
unos dngulos iguales con el radio vec-
tor del punlo de contaclo y la para-
lela al eje que pasa por este punio. .
En efecto, segiin la discusidn del = '\\
problema anterior, ¥, es el simétrico Y S
de F con relacidn 4 AB; luego los /’f'\
4dngulos FMP y PMF, son iguales.

723. Consecuencias. — Lo normsal
MN es bi-
sectrin del Fio. &45.
dngule for-
madoe por el radio wvecior del
panlo de conlacfo y por la pa-
ralela al eje trazada por esle
mismo punto; porque los an-
gulos que forma con MF y
MC tienen por complementos
los 4ngulos iguales que la
~ tangente forma eon estas
Fra. 48 mismas lipeas.

724, Teorema. - - Bl lagar de ias progesciones del juce
N 20
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sobre las tangenles & la pardbola es la {angenie al vér-
fice.
_f_/,«"* Bajemos del foco la perpendi-
cular FCF, sobre una tangente
\ ; cualquiera MT; el punto F de la
& g directriz es el simétrico del foco
A7 (n° 721), luego FC= CF,: pero
D \ﬁw FA=AD; luego la recta AC es
N paralela & la direetriz; ésta es lz

\ tsngente al vértice.
725. Definiciones. — Ea la pard-

&ola, se llama subtangente la pro-
geccidn sobre el eje de la parte de
una langenle compreadida enire el punto de contfaclo y
el punlo en gue la tangenle corla al eje.

La sunnormal es la proyeceicn sobre el ¢je de lz parte
de una normal comprendida enire el punto de contacto y &l
punto en que esta normal corta al ¢je.

Bk ‘\,i

Fia. §i7.

726. Teorema. — 1* La sublangente gueda dividida en
dos paries iguales por el vér-
tice de la curva;

2 La subnormal es cons-
tante, é igual al pardmeiro.

{* Eltridngulo MFT es isés-
celes (n® 722). La proyececidn
del foco sobre la tangente T
divide MT en dos partes igua-
ies; pero la tangente al vée-

ce es paralela a la ordenada
\MP; luego AP =AT.

2* Los tridngulos rectén- Fia. 448,
gulos F,DF y MPN sen
iguales, porque F,D = MP, y las hipotenusas son para-
lelas Iuego PN = FD y la subnormal es igual 4 la
distancia del foce & la directriz, ea decir 8! pardmelre
(n° 708),

TRAZADO DE LAS TANGEKTES

727. Problems — Trazar ura fangente 4 la pardbols
PO7 En punto lomede sobre la curpa.
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Sea M el punto dsdo sobre la curva.

is* medio. Proyectemos M sobre la directriz, una-
nos M al foco, tracemos la bisectriz del dngulo FMF,,
5 levantemos una perpendicular en la mitad de FF,.

9¢ medio, Tomemos FT = FM, y tracemos TM {(n°® 726).

3° medio. Cuando no se conoce el foco, se loma
AT = AP (n® 726) ; se lavania la perpendicular PM y se
une T con M.

Fia. 49, Fia. £50.

4% medio (fig. 430). Siendo la subnormal constante é
igual 4 p, es decir 4 Ia distancia del foco 4 la directriz
{n® 726) se toma PN == FD, se traza la normal NM ¥y
uns perpendicular MT 4 ests normal.

728. Problema. — Trazar una langeniz 4 la pardbola
por un punic dado fuera de la
curva.

Sea P el punte exterior
dado ; desde este punio como ;
centro, con la distancia PF P
por radio, describamos una
circunferencia; la cunal corta y
A la directriz en dos puntos. emall
La perp=ndicular lovantada en
la mitad de BF es tangente
(n® 724), ¥ pasa por el punto
P, centro del arco BF; la para- B4
lela al eje da el punto de contacto M.

Hay una segunda tangenia PN.
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729. Problema. — Trazar d la pardbola unatangente
T~ paralela d una recta dada.
Bajemos del foco una perpen-
dicular 4 la recta dada xy; la per
pendicular levantada en la mitad
de FF, es tangente & la pardbols

(0° 721), v sdemas es paralela 4 ry.

§ lil. — Area de Ia parabola.

730. Lema. — La paralela al eje,
trazada por el punio de concurso
de dos langenies d la pardbola,
pasa por la mifad de la cuerda de los contaclos.

Sean las dos tangentes PM y
PN. Proyectemos los tres pun-
tos M, P, N, sobre la direeiriz,
y probemos que HP pasa por
la mitad de MN, cuerda de
los contactos,

Siendo PM perpendicular 4
la mitad de BF (n° T17), las
distancies PB vy PF soun
iguales ; del mismo modo
PF = PE; luego PB = PE; por
ser isdsceles el tridngulo BPE,
la perpendicular PH cae en la
mitad de la base, y ias para- Fe. 82,
lelas equidistantes EN  HP,

BM, dividen 4 !a secante MN en dos partes iguales.

734. Corclarios. — 4® Las langenies PM y PN conside-
radas desde el punlo de concurso hasta los punios de
conlaclo lienen progecciones igueles sobre la direciriz.
porque se tiene HE = HB.

9" La recla PG que une el punto de corcurgo de las
tangentes con la milad de la cuerda de los conlaclos cs
paralela al cje.

F1e. 452.

732 Teorems. — E! drec del ssgmenlc parabdlico limi-
tado por la curva y por una perpendicular al eje, es
los 23 del recléngulo gue fiene por dimensiones la cuerde
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considerada y la parie del efe comprendida enlre esla

cuerda § el vérlice. M
Sea el scgmento MAN.

Tracemos tangentes en los i

puntos M, M, M”; MT y

M'T' se cortan en el punto 1,

B; la paralela al eje tra- /71‘”,

zada por B pasa por la i
mitad de la cuerda de los “ i
contactos (n° 730); por con- %_{ o /
siguiente, la perpendicular
DE es la semisuma de las
ordenadas de los punics M
y M',ytambién esiguald la
altura del tridngule TBT' ;
por otra parte el vértice de
la parédbola divide & la sub-
tangente en dos paries G
iguales (n® 726). Fis. 454.

Asf es qua AT =AP, AT = AP,
luego TT =FP.

El 4rea del tridngulo es igual 4 1/2 TT X DE; el
drea del trapecio MPM'P'=PP > DE; y puesto que
TT' = PP, el 4rea del trapecio es el doble de la del
tridngulo. Del mismo modo, !a superficie M'P'M'P
=2 veces T'B'T”.

i3 los puntos de contacto se mulliplican indefinida-
mente, la suma de los trapecios liende hacia la super-
ficie comprendida entre el eje, el arco y la ordenada
MP, y la suma de los tridngulos hacia !a superticie
limitada por MT, el eje y la curva; luego la superficia
parabolica MAP — 2 veces MAT, es igual & los 2/3 de
la suma MTP, y puesto que AT = AP, la superficie del
tridngulo PMT es igual 4 la superficie del rectingulo
ACMP.

Se obtiene el mismeo resultado para la parte inferior
de! segmente :

luego drea MAN = 2/2 AP X MN.
Representando !a abscisa AP por =z, la ordenada MP
por g,

se escribe area MAP =2/3 zp.
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§ IV, — Relaciones entre Ia elipss,
iz bipérhola y la pardbela.

733, — Se ha podido notar muchas semejanzas entrs
las propiedades de la elipse, del circule direcior, del cir-
culo prineipal, por una parie, y de la pardbola, la direciriz
v la tangenie en el vériice, por oira parte. Se explican
sstias semejanzas por los Teoremas siguientes.

734. Teorema. — La pardbola es el Umile haeig ef cual
tlende una elipse en Iz cual un vériice y el foco inmedialo
permanccen fijos, mieniras que el gfe mayer crece indefini-
damente.

Describamos ! cfrcule director relative al foco F';
para un punic cualguiera M ds la elipse so tiene :

L

Fie 5.

MB = MF. Permaneciendo fijos log puntos D, A y F,
el foco F' se aleja mis y més cuando el eje mayor
aumenta; la perpendicular DL es el limite hacia el cual
tiende el circulo director qus le es tangente en ¢l punto
D, la recta MB, normal 3! efrcule, tiende a ser paralels
al eje, o perpendicular a DL, se tiene siempre NE = NF.
La figura limifz e2 la parébola AN; A es el vértice, F el
foce, y DL la directriz.

8a ve que, cuando In elipse se transforma as{ en
pardbola, el clrenle direcior tiens como Hmits ta direc-
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iriz y ef circulo primcipe! tiene come Hmite la langente
en el vértice.

734 bis. Teoremar ds Dandelln. Primere. — Lo seceidn
de un cono de revclucidn por un plano gue csria ledas las
generatrices es una elipse.

Sea el cono 3, y el plano P, que corta el cono segin
unda curva que se quiere determinar.

Consideremos las esferas inscritas en el cono, y tan-
gentes a este pleno, en fos pun=
tes Fy F.

Sea M un punto de [ seceidn.

Tracemos la generalriz SM.

La distancia MF es iguala MI;

Ladistancia MF' ez ipusla MI;
y tenemos MF - ME == 1’ lon-
gitud constante.

El lugar de M es una elipse,
cuyos focos zon los punios F y
F.

Se podria demostrar &l ieore-
ma por un cilindre, ¢z! mismo
modo.

Segunde. — La seceidn de on
eono de revolucion poer ua plano
paralelo ¢ mng ds los generairices
es nna pardbola,

Sea el cono 8 y ¢l plans P,

Consideremes la esfera in-
scrita en el cono y tangente al plano P en el punto F.

Sea M un punto de la seccién.

Se tiene MF = MI _
Considerando la interseccién del pleno P con el del
efrculo,
tenemas MI=PD=ME
¥ MF =—ME.

Luego, el lugar a8 una parébola.

Terosro. — La scceidn de un cono de revoluelén por un
plano que coria los dos manics ¢z sna hipérbola.
Sea el como 8.
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Considerando las esferas inseritas, como ea los teo-
remas anteriores tendremos
MF' =MF,
ME = MF,
MF — MF=MF, — MF, =§ ¥V,
longitud constants.

B

‘.TK ..._‘\:....‘..w : | .l{ ‘l
1S g |

s, ;55&. Fia. i5%c,

Luego, el lugar pedido ez una hipérboia cuyos focos
son los punios 'y ',

Observacién. — Estos {eoremas ge relacionan direcla-
mente con el anferior; en efecto, si el plano que corta
todas las generatrices dei cono se mueve al rededor del
punto A hasta hacerse paralelo a SA', la elipse g8 va
alargando y al fin se transforma en parébola; &i el
plano gira un poco més en el mismo sentido, corta los
dos mantos, y la seccidn es una kipérbola.

CAPITULO 1V
ELLICE

735. Definiciomes. — Hélics ez la eurva fermada sobre
gn cilindro recto por anc de los iadar de ua dngule gque
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ce enrolla sebre esie cilindro, aplicdndose el ofro sobre
la circunferencia de la base.

Se llama espira la parte de I hélice que corresponde
&4 wna vueita completa.

Sea r el radio del cilindro; tomemos OB=—=BC=2zr,

0

Fie. 456.

Si el éngulo CGL' esié enroilade sobre el cilindro 4
partir del punte A, el punto B’ caerden D, y C' en P.
Se tiene GC'=GC; lnego DF -=DA; esta distancia se
llama paso de ia hélice.

La orderada de un punto M de la hélice es la distan-
cia MP medida sebre la generatriz.

La abscisa carvilinea de un punto M de la hélice es
el arco AP que corresponde 4 la parte AM de la hélice
que se considera.

738. Tecrema. — La ordenada y la absciia curvilinea
de un punio cualguiera
de la hélice esidn entre A
si en una relacidn cons-
tante.

|

Sea avn el desarrollo ’ N
de la superficie curva ; 1/{
APVN, de suerte gue se o L]
tengal

ap—arco AP y mp=MP,
av=arco AY yns =NV,
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Se tendrén lss razones iguales §

MP mE
arco AP ap
NV ny,
arco AV - ap’
mp AP MP NY
Pero on = 2o luege o o AP — drco AV
MP

La relacidn constante ¢ es igual & la lao-

arco AP

gente tmgonométrma — del dngulo enrollado.

737. Teorema. — La sub—fangenie es fgual 4 la abscisa
N curpilinea del punito con-
siderado.

La subtangents cs la
proyeccion, sobre el pla-
no de la base del cilin-
dro, de la parte de la
tangente comprendida
entre el punto de con-
tacto y ! punto en que

Fie. 458 encuentra al planc de la
Lase.

Tomemeos dos puntos M y N poce distantes el uno
del otro; hagamos pasar un plano por las generatrices
corrusponrhentea

La sacante NMO tiene por proyeccién VPO, y se

tiena :

OV __ VN " VYN _on _ av

OB~ PN’ PO PN T pm T ep’
lmgo : dedonde u i — 6 — i S .

OP —ap ap pv  ap’
PV

H = P‘ = . 1 S —
perc pv arco s Gp arco AP;luego v
QP
T arce AP’

Como cuando M y N se acercan indefinidamente, la

J A . - .
relacxén BV tiande hacia la vpidad, lo mismo
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sucede con la relacién s?coofﬁ; por tante exando la

recta MNO es tangentz af punio M, la sublangenle OP es
igual al arco AP.

738. Problems. — Por zn punto de la hélice, trazar una
tangenie ¢ la carva,

Sea M el punto dado, vy P su pro-
yeccién sobre la tangente & lz circun-
ferencia; fomemos PO ==arco AP
(n® 737), y unamos M al punto Q. Esta
recta OM es Ia tangents.

739. Taorema. — Las langenles & la
héiice encuenitran al plano de la base Fia 50
bajo un dngulo constanle (fig. 460).

Se tiene siempre : Tangenfe del 4dngulo O :%g

M
:ér_;%ﬁ; como esta rslacidn es constante (n® 736),

queda demosirado lo que se queria.

740. Escolio. — Las tangentes sncusniran 4 las gene-
'{‘:‘"'_"'“"““ ratrices bejo un éngulo cons-
= ~—i tante, y este éngulo es el com-
S plemento del que forma una
~.-i tangentis cualquiera con el plano
de ia base.

: == 741, Problema. — {° Trazar la
/ proyeccidn de una hélice sobre
M un plano paralelo al eje del ci-
lindro; 3¢ irazar la langenfe en

- un punlo de la curva cblenida.
La ordenada y la absecisa cur-
w\ vilinea de cada punto de 1la
; curva estén en una relacién

Tl 1o @ s on oy Sy Oy
)

(]
et

\\
i,

constante (n°® T36); esta relacién

C
AgL N H os ademés igusl 4 la relacién
< X entre el pago de la hélice vy la
b
2 inego, para obtener réipida-

O!g
Fie. £i0. mente las coordenades cerres.
pozdienies se puedes procader como sigue :

i
1
}
i A
i

circunferencia del cilindro ;
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i* Dividir la cirecunfersncia de la base y el paso de
la hélice en un mismo numero de partes iguales; por
los puntos de divisién {omados sobre la generairiz
trazar perpendiculares al eje, y, por los puntos de la
circunferencia, paralelas & este mismo eje; las inter-
secciones de las iineas del mismo lado pertenecen 4 Ia
hélice, basta unirlas por una linea conlinua;

2* Sea M’ el punto dado; se traza la tangenle al
punio M de la proyeccién horizontal; en seguida se
toma MO =arco MA; el punto O as{ determinado es la
huella horizontal de la tangente & la hélice, es decir el
punto en que esta tangenie encuenira al plano de la
base (n® 737).

Este punto O se proyecta pues verticalmente en O’
sobre A'B’; la recta que une 0’ con M’ es la proyeccién
vertical de la tangentie 4 la hélice, y es tangente 4 la
proyecciéon vertical de esta hélice.

NOTA CON RELACION AL TEOREMA DE GULDIN

742. — En las Colecciones mateméiticas de Pappus,
geémetra griego del IV siglo, se encuentra, para la
valuacién de las superficies y de los s6lidos de revoiu-
cioén, una férmula que ha sido repetida y demostrada,
en el XVII siglo, pot el P. Guldin.

Para exponer esla cuestién, debemos recordar aqul
una nocién tomada de la mecdnica, sobre los centros
de gravedad de las figuras.

743. Definicién. — Se llama eentiro da las medianas
distancias de varios punfos de un pleno, un punto lul
que su dislancie d una recta cualquiera del plano seu la
mediana ariimélica de las diglancias de los olros puntos
& esfa misma recla.

744. Teorema. — Para un sisiema cualquiera de puntos
dados, sobre un plano, hay un cenlro de las medianas
dislancias.

Sean A, B, C, D, cuniro puntos cualesguiera de un
plany, y MN una recta cualguisra frazada en esie
plano



TEQREMA DE GULDER 81n

Los puntos dados puedsn ssr considerados como los
vértices de un poli-
gono ABCD,; los
medios de los lados
san los vértices de
un segundo peligono
EFK1;loes mediosde
los lades de este dlti-
mo son los vértices
de un nuevo poligo-
go, y asf del mismo
modo indefinida-
menle. Estos poligo- el
nos sucesivos son mas y més pequefios, y sus vériices
tienden & confundirse en cierto punto O.

Vamos 4 probar que este punto es el ceniro de las
mediunas distancias de los puntos dados.

Desde los puntos A, B, C, D, E, F... bajemos sobre
la recta M N las perpendiculares a, b, ¢, d, e, f... Estas
perpendiculares G ordenadas deierminan trapecios
que dan :

e=1/2a+8); f=1/3(b+c); k=1/2(c4d);i=1/2(d+a).

Sumande mismbro 4 mismbre y reduciendo. se
cbliene

e4-r+k+i=a+b+ec4d.

Por lo tanto la suma de las cuatro ordenadas del
primer poligono es igual 4 la suma de las cualro orde-
nadas del segundo; y se probaria del mismoe modo
que esta suma es constante cuando se pasa a un tercer
poligono, después 4 un cuarto, y asf{ sucesivamente.

Y puesto que los cuatro vértices tienden 4 confun-
dirse en un mismo punto O, las cuatro ordenadas tien-
den & Negar 4 ser iguales 4 &; s tiene puesdh=a 4 &
+ec4-d, y h=1/d(c+ b+ e+ d), que es lo que se
queria demostrar.

Si se trata de n punios ss encontrard del mismo

modonh:a-yb+c+d+...yhm-:z{a+b+c+...)

745. Dedluicida. — E! cenire de las distancias medias
de fodos loe punlfos de una superflcis plana se lama
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¢entre ds gravedad de la euperficie; se puede designar
este punto por G.

748. Ejemplos. L. Lineas. — 1* Por molivo de simelria
el centro de gravedad de un segmentc de recta es el
punfo medio de este segmenio;

90 Por el mismo molivo, en fodas las figuras planas que
tienen un centro de simeiria, el centro de gravedad de
perimetro coincide con esle ceniro de flgura : V. gr. el
paralelogramo, el efrculo, un poligono regular teniendo
un nimero par de lados;

3° Si se considera una linea poligonal regular, el centro
de gravedad esid en el efe de simetrig O, y d una dis-

tancia r del ceniro lal quer=8.X ?—‘,siendo a el apoleme

de Ia linea, p la proyeccidn de la linea sobre el eje de
rolacidn, y L la longitud de la linea.
En efecto, sea r la distancia. Se tiens

3r=a+%m;

A
AT . .
pero, los tridngulos semejantes POR
”’4 2r{ y ABE dan B
B B
Y a
P as
1y : 6 - B= T
771 { de donde
G s 2¢n 4
7 f 3r=a+—l—=-i-{f+§rz],
{ {11 rxi=a(l+2n),
o 6 r>L=ap,
Fia. 562 sea p— %.

Aplicacién. — l.a semicircunferencia puede conside-
rarse como limite de una linea poligonal, y ss tiene

rwa}(%:?_

{1. Superfcies. 4* Por molivo de simetria, ¢l ceniro ds
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gravedad de fa superficie de un trifngnlo debe perienecer
d cada mediana; luego estard en su
purto de interseccidn,

2° Por 2l mismo molive, eén las figuras
planas gue tienen wn ceniro de simefria, /\
ec ceniro de gravedad de la superficie se :
confunde con esie ceniro.

3° Si se considera un sactor poligonal
regular, su cealro de gravedad serd el
centro de gravedad de los punios A, B,
C, etc., cenfros de gravedad de los iridn-
gulos que forman el seclor.

4° Un sector circular es el limile del
secier peligonal gnlerior cuando se hacen
infinitamente pequefios los iridngulos,
Entonces los centros de gravedad de Fla. 463.
estos tridngules forman un arco cuyo
radio es 2/3 a siendo a el radio del sector; v la dis-
tancia del centro de gravedad & O =eréd

9
P!E:';ﬂ%.

Aplicacién. — El centro de gravedad de la zemicir-
cunferencia estardt 4 una distancia

e aaidail
i3 ma 3x

747. Toorema de Guldin.— 1. La superficie engendrada
por una linea plana que gira alrede-
/}" } dor de un eje siluado en su plano,

{  tiene por medida el producio de la longi-

ZOWT D tud de esia lnea por la circunferen-

cia que describe su ceniro de grave-

/ dad.

B i¢ El enuanciado conviene cuande la
linea €3 un segmenlo de recla; en
efecto, su ceniro de gravedad es el

punto medio, y el 4rea del trozo de cono engendrado

es Axrx L.
3° El enuaciado conviene cuando la l{nea es una linea

Fic. #£84.
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guebrada regular. En efecto, los varios trozos da cono

cualquiera.

engendrados tienen como drea

S=2%=rrl+2=rl+8xrl
=IX A {r—+ 7 +rg)

Pero r+4r;+r,=3R, siendo R la
distancia del ceniro de gravedad: y
S=Ix2rx3R=37x2 =R, sea
longitud de la linea por la circunferen-
cia descrita por el centro de gravedad,

3° El enunciado conuviene por una linea

la

Fia. 465, Dividamos esta linea en n partes
iguales, siendo » un mimero que crece

‘ndefinidamente ; lamemos
v la longitud de cada parte;
por tedos los puntos medios
de estas paries, y por el
punto g, tracemos al eje per-
pendiculares § ordenadas a,
b8y wus By

Cada elemento v describe
una superficie que se pueda
considerar como la superficie
lateral de un frozo de cono.

Las #reas respeclivas son
X 8wa, v X 2nb, 02 re,

AN 7

M

X 2ad, ... (n® 641); v el drea total es

2rv{@a 464+ ity -+

fomo la suma de las n ordenadas a, b, ¢, 4... s igual
4 n veces la ordenada  del centro de gravedad dela
Iinea ACIJ ; se tiene pues para la exprasién de la su-
perficie buscada 9 =v X< nh 6 2 =4 3 np, & finalmente
ACIJ X 2xhA, es decir el products de la linea generatriz,
por la circunferencia que describe su ceniro de gravedad,

Aplicacién. — La esfera es engendrada por una semi-
circunforencis; tendrd como superficie

da
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748. Teorema II. — Kl oolumen engeadrado por une
superficie pluna que gira al-
rededor de un eje silzado en
¢u plano es igual al producto T
del drea de esta superficie por "‘[ 67

£

la circunferencia descriia por B S
el centro de gravedad. - 3
1. Gaso particular. — Volu-

men engendrado por un rec-
tdngulec que gira alrededor
de unr eje paraielo d uno de sus iados.

Esle volumen es la diferencia de dos cflindres; sc
tiene

Fie. 487

¥ ==b2g — nbla == na [52 = &5}
6 = (&, ~— 5 {b, - 8);
pere g, — L ==3

érea del recténgulg,
¥y b+ b=Gr, giends r el radie de la cirsunfersncia
descrita por ¢l ecntro de gravedad.

Luego V=a83(%r==8>%=zr,

IL. Caso general. — EI vclumen de un cuerpo de revo

lucidn es igual al preducto de la su-
* perficie plana yeneralriz, por la cir-
cunferencia que deseribe el ceniro de
gravedad de esta superficie,

Sea Ia figura plana P completa-
mente situada de un mismo lado del
cje de revolucién MN, ¥ sea G el

centro de gravedad de la superficie.

= g Tracemeos sobre esla figura y para-

S y lelamente al eje lineas equidistantes

que supondremos muliiplicadas in-

Fra. &3. definidamente, por ejemplo dupli-

céndolas 4 cada nueva construccién,

¥ crucemos eslas lneas por un segunde haz perpen=

dicular al primere, con la misma distancia v entre lga
linass.

La figura P queda ssi descompuesia en n pequefios
«wgdradoe Fue tienen p por lade, v hay ademés hacia

21

AT

ES IS
&

T
’
]
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e! perimetro, partes no cuadradas cuya suma tiende
hacia cero.

Llamames Ak la distancia del eje al centro de grave-
dad G, y a, b, ¢, d..., las distancias respectivas del eje
é los medios de los pequetios cuadrados de la figura.

Cada uno de estos cuadrados engendra un anillo
cilindrico cuyo volumen es igual al cuadrado genera-
dor multiplicado por la circunferencia que describe el
punto medic de este mismo cuadrado. Los volimenes
respectivos son pues ¢* X 2=a, 0?38 =b, v* X e,
»* X 8xd..., v el volumen toiel e8 Sntf(g+-b4-c4d
4.

Por otra parte, la suma de ies n perpendiculares 4
ordenadas a, b, ¢, d... es igual & 7 veces la ordenada h
del ceniro de gravedad de la figura (n" 744); luego el
volumen buscado es igual 4 2x0® X nh=no* 2=k, 6
finalmente P >< 2 nk, es decir &l producto de la superfi
cie generairiz por la circunferencia gue describe su cen
tro de gravedad.

+ T49. Corolario. — El loro 6 anills es el volumen engen-
drado por un circule que hace una revolucidn com-
pleta alrededor de un eje situado en su plano. Sir es
el radio del c¢irculs, y d la distancia de su cenlro al
eje, se tiene :

Superficie del toro =2 =r X §nd = % =*rd.

Volumen del toro== nr*>2=d =2%=*3d.

Aplicacifn. — El volumen da Ia esfera es

a3 da 4
ol <, J. |
Y et ra ti

760, Escolio genezrel. — Toda revolucidén parcial den
grados da un huse que es los Egﬁ de la figura
entera.

El teorema de Guldin es aplicable & todas las super-
ficies y £ todos loe volimenes ds revelucidn ya estu-
diados. Por ejemplo :

E! drea del circufo d del secfor es igual al producto
del radio descriptor por la circunferencia é por el arco
que describe su medio;

El érea de la corena circuler & de au scclor es iguel
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al producio de la recta generairiz por la circunferencia
d por el arce que dezcribe su medio;

La superficie lateral de un cilindro, de un cono, de un
frozo de cono d de un huso de esios tres cuerpos, es igual
al producte de la recla generairiz por la circunferencia
d por el arco gue describe su medio; :

B volumen de un eilindre, de un cono, de un trozoe de cono
o de una cufla de esios tres cuerpos, es igual al produclo de
la superflcie generairiz por la circunferencia o por el arce
gue describe su centro de gravedad;

El volumen de unn aniilo cilindrico, o de su cuiia, #9
igual al producio del recidngulo generador por la cir-
cunferencia ¢ por el arco que describe su ceniro;

El drea de la sona esférica, d de su huso, es igual al
producto del arco generador por la circunferencia 6 por
el arco gue describe su ceniro de gravedad;

El drea de la esfera, 6 de su huso, es igual al producio
de Ia semicircunferencia generatriz por la circunferencia
d por el arco que describe su centro de gravedad;

El volumen del sector esférico, ¢ de su cuia, es igual
al producto del sector plano generader por la circunfe-
rencia ¢ por ¢l arco que deseribe su centro de gravedad,

E! volumen del segmenio esférice, d de su cufla, es igual
al producto del semi-segmento generador por la circun-
ferencia ¢ por el arco que describe su centro de grove-
dai; :

El volumen de Ig esfera, ¢ de su cufia esférica, es igual
al producte del semi-circulo generador por la circunfe-
rencia ¢ por el arco gue describe su ceniro de gravedad.

EJERCICIOS PROPUESTOS

LIBROS I y IL

. — Conociendo Ios fngules A, B, € de ua trién-
gulo : A == 83°3%, B = 56°30', C = 40°, — calcular el in-
gulo formzdo por ¥ aliuras,

§. — Mismo tridngule; eslcular el éngulo formado
por dos hisectrices interiorsa.
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3. — Mismo triédngulo; ealcular el 4ngulo formado po:
Gos bisectrices exteriores.

4. — Mismo tridngulo; ealcular el dngulo formado por
ana altura y una biseciriz interior.

5. — Mismo tridngulo; calcular el é4ngulo formado por
una altura y una bisectriz exterior.

6. — Dadas dos recles paralelas, se toma en una
un punto A yen la olra un punto B. Se toma otro
punto C, en el segmento AB; se lisvan despusés en las
paralelas, de un mismo lado de AB, un segm-nto
AD = AC, y otro, BE == BC. Siendec « el 4ngulo ©.AD,
caleular el é4ngulc DCE. Examinar si el resultado
depende de «,

1. — Construir un triéngulo, conociendo dos lados
b vcy la altura & relativa al tercer ludo.

8. — Construir un tridngulo isésceles, conociendo la
altura A,y uno de los lados iguales b.

9. — Construir un tridngulo 1sdsceles, cenociendo
la altura 4, y el dngulo en e! vértice A.

10 — Construir un tridngulo isésceles conociendo la
aiturs A y un éngulo en ia base B.

41. — Construir un trisdngulo iséseelss, conociendo la
base a y el 4ngulo opuesto A,

2. — Corstruir un tris¢ngulo isdsceles, conociendo la
base a y un 4ngulo adyecants B.

13. — Construir un {risangulo isdsceles, conociendo la
basea y el perimetro 2p.

14. — Construir un tridngule, conociendo el perfme-
tro2p ylos dnguics A, B, C,

5. — Construir un tridngulo isésesles, conociendo el
perimetro 2p v ia eltura A.

16. —~ En un papel cuya cara ez blanea y cuya vuelta
s negra, falia un pedazo tridngular. So ecorta en ¢l
mismo pape! un tridngulo igual, pero &l revés.} Sepuede
utilizar para tapar el olrs 7
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11, — Conetruir un tridngule cualguiera, conociendo
fos puntos medioes de las lados.

18, — Construir un tridngulo conociende un lado ye!
ortocentro.

19. — Construir un tridngulo zquildtere, ecnociendo
ia altura A,

20. — Trazar, por un punto A, uns recia equidistante
de dos puntos dades B yC.

24. — Trazar unpa recia equidistanie da tres puntos
dados.

%9. — Construir un tridngule, conociendo la base e,
ol 4dngulo B,y la suma & - ¢ == { de los oiros dos
lados.

93. — Consiruir un trifingulo, cenociendo 1a base a,
el dngulo B, y la diferencia ¢ — & == d de los otros dos
iados.

€&, — Construir un tridngnls recténgulo, conociendo
el 4ngulo B, y la diferencia b - ¢ = d de ios catetos.

95. — Construir un tridngulo rectingulo. conociendo
el 4ngulo B yla suma & -+ c = { do los catelos.

26, — Consiruir un tridsguio rectdngulo, conociendo
un cateto b, y la suma a + ¢ =={ de la hipoienusay
del otro cateto.

97. Construir un triﬁngulo recténgulo, conociendo un
cateto b, y la difereacia g —~ ¢ = d de la hipotenusa y
del olro catsto.

98. — Construir un tridngulo reclingnlo, conociendo
el dnguio B v la altura A.

29. — Construir un trifngulo, conociendo ia base g,
sl dngulo B vy la mediana { relativa d ia basa.

30, — Encontrar, sobre una recta, un punto equidis-
tanie de dos puntos dados.

31. — Encoatrar un punto que z2a sl vérticecomin da
dos trisngulea isézeales cuyas b2ses aca dos segmentos
dados.
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32. — Enconirar un punto {z! qus, si s2 1o une con
os extremos de dos segmentos iguales dados, se obtiene
dos triangulos igueles,

33. — Construir un cusdrilitero, conociendo los cua-
tro lados y una diagonal,

34. — Construir un cuadrildters, conociendo treslados
y las diagonales.

35. — Construir un cuadrildtero,conociendo tres lados,
una diagonal y el dngulo que forman ectire sf lag dio=
gonales,

36. — Trazar un ssgmento cuyos exiremos esién en
dos segmentos dados, que sea igual & un segmento dado,
v paralelo & yna recta dada.

L 5 31. — Dado el punto
/ A y lasrectas L y L/,
i . . lrazar AN de modo
M que MN ienga unsa lon-

“ gitud L.

Fie. 459, B
38. — Trazar el menor /

camino entre A y B, sa- "\\ D\\

biendo que CD dshe ser
paralelo 4 la recta MN. =

A

1.1-.'{- Fus
B Fig. 470.
/ 33, — Ss dan los
‘ puttos A ¥ B vy la
% M N

% recta XX'; MN debe
Fro. T4 tener una longitud
determinada.Trazar

el camino més cortc AMNB,

40. — Construir un trspecis, cosociendo los cuatro
lados.

#. — Construir un trapecio, comociendo las bases y
los dngules en la base.
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42, — ;Cuél es el poligono que ticne 170 disgonales?

43. — (Cudl es el poligeno coavexo que tiene tantas
diagonalescomolados? B

44. — Trazar el me- P

nor camino de A4B, o _— A
debiende el camino e
tocar los lados del én- = B
gulo 0.

45. — Una recta A -
pasa enlre dos circun- Eo..A2%
ferencias. Trazar un segmento perpendicular 4 A, cuyos
extremos eslén en lss circunferencias, y cuyo punio
medio esté en A,

46. — Construir un cuadrado ABCD, sabiendo que A
y C estdn en una recta L, B en otrarecia M Yy D en un
efrculo Q.

[

41. — Construir un cuadrilétero cuyos lados son
g, b, ¢, d, sabiendo que ladiagonal entre a y d es bisec-
triz.

48. — Be une el vértice A de un tridngulo ABC 4 un
punto D de la base. Enconlrar sobre AD un punto tal
que los segmentos DB y DC ee vean bajo ¢l mismo
angulo.

49. — Por un punto dado trazar un segmento cuycs
extremos esién en una recta dada v en un cfreulo dado,
ytalque el punto dado sea su punto medio.

50. — Trazar una eircunferencia que pase & una dis-
tancia & ds tres puntos dados.

51. — Trazar una circunferencia equidistante de
tres puntos dados y tal que su radio sea r.
i

« §2. — Trazar una circunferencia

/ equidistante de cuatro puntos dados.

P~ 53. — Siendo EC igual ai radio del

i /\ circulo, y MB la tangente en B,
ST demestrar que DMC = 3, BMC.

Fis. &73. 54, — Censtruir un clreulo cuye
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radio se conoce, ¥ Gus saa tangents 4 los dos lados de
un angulo dade.

85, — Coostruir un circulo de radic dads, tangante &
un circuio y & una reecta.

58. — Construir ua eirculo de radio dado, y tangente
& otros dos circulos conocidos.

57. — Constrair un circule tangente 4 una recta dada
en un punto dade, ¥ & otre circuls.

£

58. — Construir un circulo tsngerie & un circulo
dado en un punic dado y 4 una recis.

58, — Construir un tridngulo izésceles, conociendo
la base a y el radio r del circulo inscrito.

60. — Construir un tridngule, conecisndo un lado,
lz suma de los oires dos, y la altura relativa 4 uno de
estos.

6. — Dades dos punios por centiros, deseribir dos
circunferencias tangentes oxteriormente, y tales que
la diferencia de sus radios sea un segmenio g,

62. — Dados los dos centroes, describir dos circulos
tangentes interiormezts y toles que l& sumsa da sus
radics sea /.

63 — Construir un iridngulo, conociendo la base ¢
¥ las alturas %, y A, relativas 4 {es otros dos Iades.

64. — Inscribir un circulo en un ecuadriliters gue
iiene dos lados consecutives iguales, as{ como los otros
dos.

65. — Trazer en un circulo ung cuerds cuys longitud
se comoce, y tal que une cuerds ya trszads ia divida
en dos partes iguales.

668. — Trazar una recia equidistanie de des puntos
dados, conociendo su distancia 4 un tercer punto.

67. — Encoatrar s¢ bre una recta 6 sobre una circun-
ferencia un punto tal que las tangenies ¢ una cireunfe-
rencta que sslen de eats punio, langan una longitud
dada.
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68. — En un ecfrculo trazar una cuerds lal que la
diferencia de los arcos gue determina en la circunfe-
rencia sea igus! & cierts arco dado.

68. — Dadas dos rectas paralelas, deseribir una eir-
cunferencia tangente & una de eilas ¥ que coricen la
olra un segmenio dado.

70. — Describir una circunfsrencia que pase por dos
puantos dados y cuya cuerda comsin con una circunfe-
rencia dada sea paralels & uns recta dada.

Tt. — Describir una circunfsrencia tangente 4 dos
circunferencias concéntricas dadas ¥ gue pase por un
punio dado entre las dos.

72. — Lugar del punto simétrico de un punto A con
relacién 4 todas ias rectas qus p&saz por un punto
fijo O.

78. — Lugar da los centros de las circunferencias
que tienen un radio dado y pasan por un punto dado,

74. — Lugar de los centros de las circunferencias
tangentes en un punto dado & una circanlerencia dada.

15. — Lugar de los centyos de las circunferencias
que tienen un radis dado y son tangenies & uns cir-
cunferencia dada.

76. — Lugar do los centros ds las eircunferencias
tangentas & dos circunferencias concéniricas dadas.

T1. — Lugsr de los centros de las circanferencias
cuyo radic es 7, ¥ quo lisnen con una crcunferencia
dada una cuerda comiin cuya loagitud es L.

8. — Lugar de los puatos medios ds las cusrdas de
un circulo tales gue au longitud zea 7,

8. — Lugsar da los punios tales que las tangentes
que salen de uno de sstos puntos & una cirounferenciz
dada formen un dngulc dado.
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80. — Censtrnir un fridngulo, cenociendo la base y
las medionas relativas 4 los oires dos lados.

81, — Conztruir un triangule, conociendo dos me-
dianas y uz lado zdyacente.

£3. - Comstruir un trianguls, coneciends doe lados
y la mediana relativa & uno de elics.

83, — Una recta paralela 4 un lado de un tridngulo
determina sobre un segundo lado dos segmentos de
18 y T metros. ; Cudles son les segmentes determinados
en'el oiro lado, cuya longitud es 3¢ meiros?

8. — Dos lados de un triéngulo tiienen 158 y
176 meiros; a partir del vértice comiin, se lleva 420 me-
tros sobre el primero. 3 Qué longitud se necesita llevar
sobre el segundo, para que la recta que une los puntos
obtenidos sea paralela al tercer lado?

85. — Los lados de un tridngulo tienen per longi-
tudes AB =18, AC =197, BC =36 metros; se trazan &
este ultimo lado las paralelas © é g que determinan
sobre el primer lado desde el vértice A trea segmentos
1guales 4 8, 6, y 4 metros. Calcular los segmentos de-
terminados sobrs AC y las longitudes de las paralelas.
A ®

,7/,’///( - Y €. — Las dimen-
.

siomes de un reetan-

s % gule son 88 y 36 me-
AL .
/////;4/ i} tres, Determinar la
Doa T eeeemed plfura de un rectin-

. gulo semojante al rec-
Fia. 4% tingule dado, y cuya
base es 36 melros.

81. — Se %izne uz rectingulo cuyos lados son 30y
99 metros; encontrar las dimensiones de un segundo
rectangulo semajante al primers y suye paerimetro sea
560 metlres.
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“88. — En el tridngulo
ABC 8o traza MN para-
lela 4 la base; determi-
nar « para que el perl-
metro del tridngulo AMN
sea igual al perimetro del  / 3:/.
trapecio MNCB. o/

89, — En el lado QA del

Fia. 475,

édngulo O, encon-
trar un punto B
equidistante de A
y del lado OC.

Fro. §78.

90. — Por unpunto M
de un tridngulo ABC se
trazan dos paralelas z é
y & los otros dos lados;
determinar = para que

tt+y=m+n, s
B

Fie. 471

A

3 ‘.' 8i. — En e! tridngulo isésceles BAC
¢ sc trazs DE paralelc 4 lu base. Deter-

mirar z para que DE = EC—BE.

3
]
Al
]
L
.
L]

A ¢ & |

Fie. 418, ¢ v V
92. — Se da un / B
punto A, dos para- '

lelas L v L, y =l “
punto B en L. Tra- Fie. £79.

zar AN de modo que EN =BHM.

93. - Censtruir un tridngulo rectingule, conociendo
la mediena y 1a altura relativas 4 la hipotenusa.




320 ELE#ENTO2 DE GEOMETAIA

85. — El segmento AB mide 23 cm., e segmanto AM,
£5 cm. (Cual es ¢! segmento AN tal que
; AN _AM
: x 7t BN =B’
Fie. 0. Construirle gréficamente.

95, — Construir un tridngulo rectdngulo, conociendo
1a hipotenusa, y sabiendo que la bisectriz del dngulo
recto divide esta hipolenusa en dos segmentos propeor-
cionales & 3 y 5.

96. — Construir un tridngulo restdngulo, conociendo
la hipotenusa @ y fa diferencia b —c¢==d de los ca-
tetos.

97 — Construir un tméagulo rectdngulo coneciendo
la hipotenusa a v la sumu & + ¢ de los catetos.

98. — Construir un tridngulo, conociendo dos lados
b ¥ ¢ y la bisecinz d del éngulo que forman.

99. — Construir un tridngulo, cencciendo el dngulo
A, el perfmetro 2 p ¥ ia altura & reiativa al vértice A.

100, — Calcular log catetos b y ¢ de un tridngulo rec-
tdngulo, conociendo la hipotenusa a, ¥ sabiendo que
b es medio propercional entre a v .

{04, — Encontrar :as dimsensicnes de un rectdngulo
cuya diagonal mide 75 metros. sabiendo que es seme-
jante & un segundo rectdngulo cuyos lados son 36 y
&8 metros.

402. — Se prolongan los lados
de un cuadrade, en el mismo
\ sentido, de ups longitud x;
2 _=bp 1° Demostrar que la figura
ABCD es vun cuadreds.
2¢ Caleular I= AR,

a
L 3° Determinar z para que/=%2a.
403. — ; A qué alturn una e3ca’
A lera de 5 metros {oca una pared,

Fie. &21. i el pie ds la escalera dizta 2 me-
{ros de la pared?
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104. = Encontrar los tres iados de un iridnguio rec-
Jdngulo, sabiendo que estos lados son tres nidmereos
enteros consecutives.

163. — 8o da en un tridnguio recténgulo, la hipote-
nusa ay la suma d de la eliura con los catelos. Se
quiere determinar la allura y los dos catelos.

Aplicacion : a =295, d = £1.

106. — Demostrar que, en un trifngulo rectangulo,
el inverso del cuadrado de la altura es igual 4 la suma
de los inversos de los cuadrados de las catstos.

407. — Sobre un cuadrade ABCE n
descansa un tridngule equilétero CDE. /"
Calcular la longitud AD. / /

f i

D o 108, — Se ./

T ——==s"" da un rectdn- E &
o ' gule cuyasdi.

’ mensiones
sopay b. SBe

e ““toman los
A A TR segmentos A B
Fio. £83. AA'=CC==z, Fia. 182,
y, BB’ = DD’

=yg. Determinar ® ¢ y para que A'B'C'D' sea un rec
téngule, :

109. — En el tridngulo recténgulo cuyoes lados son
3 vy 4 y b metros, caleulzar la mediana relativa al lado
£ metros.

110. — En el centro de un estanque cuadrado cuyo
lado tiene 22 pies de largo brota un bembi cuya parte
emergida liene 5 pies. Si ge inclina el bambd, el vér
tice viene 4 coincidir con el punto madio de un lado
Caleular Ia profundidad del agua.

414. — Los tres lados de un tridngulo son 18 y 46
¥ 9 metros. Determinar una longitud r tal que, sise Ia

quita & cads ledo el tridngulo qgue queda es rectdn-
gulo.
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112, -— La hipotenusa de un tridngulo rectingulo
tiene 30 metros; uno de los segmentos determinados
por la altura es 20 metros. Calcularla altura ylos catetos.

113. — La base de un trifngulo rectingulo es 63 me-
tros y su altura 54 metros. Se inscribe en este triangulo
un rectingulo cuyo perimetro es 418 metros. § Cuidles
son sus dimensiones ?

" 144, — Iuscribir en un cnadrado de
T~} lado a un tridngulo equildtero tal que
a uno de sus vértices esté en uno de los
vértices del cuadrade.
pra
Fig. 484. 3 ,,,-)"/
; e
113. — El radio °: / i

del circulo inscrito
en un tridngulo
rectanguloes r, ¥
la hipotenusa a.Se Fro. £95,

traza la altura, ¥

se inscriben en los tridngulos formados dos circules
deradios ry, y 3. Desmostrar que ar = bry + cr.

116. — En un rombo la suma de iaz diagonales es
70 metros vy el radio del circulo inscrito es 12 motres.
Calcular las diagonales y el lade.

111. — Celeular las diagonales de un rombo, cone-
ciendo el lado « y el radio r del circulo inscrito.

1418, — Los tres lados de ua tridngulo son 25, 50,
51 metros. Calcular las proyecciones de los dos primeros
sobre el tercero, Calcular trmbién lz altura relativa ai
tercer lado.

119. — Dos lados de un tridngule tienen 17 y 21 me-
tres, la proyeccién del tercer sobre el segundo es
11 metros. Calcular el tercer lado, y 1z aliura relativa
al segundo.

120, — Calenler les lados ds un iridngulo cuyss me-
dianas son g, &, &
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124. — Dos lados consecutivos de un paralelogramo
tlenen 47 y 33 meiros; una diagozsal tiene 43 metros.
Calcular la otra diagenal,

122. — Las diagonales de un parslelogramo ticnen
25 y 40 metros y uno de les lades £8 meiros. Caleular
el per{metro,

123. — Los lados de un cuadrilétero tienen 20, 30,
35 y 8 metros, y las diagonales 25 y 36 meiros. Calcular
la longitud de Ia recta gue une los puntes medios de
las diagonsles.

124 — Los cuvalro lados ds nn cuadrilstero tienen
15, 48, 25, 23 metros, una de las diagonales tiene 30 me-
tros y la recta que une los puntos medios de las diago-
nales tiene 4, 3 melros. Calculsr la otra diagonal.

123. — Csleular !a divizsién ds un melroen media y ex-
tremsa razén,

126. — Los tres lados de un triéngulo son 48, 30 y
36 metros. Caicular los segmentos determinados en
cada lade per Ia bisectriz de! dngulo opuesto.

427, — Los tres lades de un tridnguio son 83, 63y
49 meires. Caleular de cuénto se necesita prolongar el
mayor lado para Hegar al pia dela biseetriz del angulo
exterior.

128. — Los tres lados de un tridagule tenen 12,18y
20 metros. Caleular:

i* Las medianas;

2 Los segmentos determinedos oa loa ladez por las
bisectrices ;

3 L.as bizecirices.

128. — Dos lados de un tridngulo sor 30 motros y
36 matros. La difsrencia de les segmentos determinados
sobre el tercer lado por la bisectriz es {2 metros, ; Cudl
es el tercer lado ?

42. — Conociendo, ea un trifzngulo rectangulo, los
dos segmentos p y ¢ determinados sobre la hipolenusa
por la bigectriz del éngulo recto, valuar por medio de
férmulag, lan ssocilles como sea posible:
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{¢ Los tres lados del tridngulo.
% La altura bajads desde el vértics del Angulo recte,
la bisectriz de este 4ngulo.

i34, — Calcular las longit 2des de las bisectrices in-
teriores de los ires 4nguios ds un tridngulo reclan-
gulo, en funcién de los lados del anguio recto,

433, — Si dos circunferencias se cortan, las tangentes
4 las dos, que salen de cualquier punto de los prolon-
gamientos de la cuerda comin, son iguales.

A 433. — En un efrculo cuyo radio
N es 40 centimetros, se trazan dos dia-
/ Y\ -metres reciangulares AC y BD, ¥
Bt 5 la cuerda BC. Siendo M el punto
q/ medie de esia cuerda calcular AM.
1"\\, t34. — Calcular ls distancia al cen-
€ tro de una cusrda de 2m 72, en un

Figo. 488 ¢irculo cuye radio es 3 m. 65.

48%. — En un circule de 13 metros de radio, dos
cuerdas que se cortan dan por preducte de sus seg-
mentos respeclives 200 metroe. Encentrar la distancia
de su punto de inlerseccién al centro.

136. — Dos cuerdes se corian en un cirenio, la lon-
gitud de una es 23 metros, los segmentos de la otra
tienen 12 metros y 8 metres. | Cuéles son los segmentos
de la primera 7

137. —Se tiene uan efrculo de tres meiros de radio; de-
terminar sobre una langente 4 esie circulo un punto
P tal que la parte exterior de la normal tirada desde
este punto al cireulo sea igual & la mitad de AP.

138, — Sz tiene un clrenle dz 43 meiros de radio;
desde un punts tomedo & 25 metros del ceniro, se tira
una tangents & eale circulo : encontrar la longitud de
esta tangente,

138, — En ¢} plane de un efreulo deradio R se toma
un punto & una distancia d del centiro, se tira por este
punte una sccante tal que la cuerda deierminada porel
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circulo femga una longitud 2¢. ; Codlsz son los geg-
menios de la secanle §

140, — El didmetro de un cfrculo tiene 32 m. 50; se
lo prolonga ds 4 m. 50. Caleular la longitud dela tan-
gente tirada desde el punto obtenido.

141, — Dos secantes salen de un mismo punto; una
mide 23 metros y su parte exterior tiene 43 metros, la
parte exterior de la segunda tiens 17 meiros. Calcularsu
parte interior.

142. — En un circulo de 8 metros de radio, se traza
un didmetro y por uno de sus extremos, una cuerda de
12 meiros. Calcular su proyeccién sobre el didmetro,

143. — Una tangente y una secante salen deun mismo
punto, la fangente mide 18 metros, la parte interior de
la secante tiene 23 metros. Calcular su parte exterior.

144, — El didmetro de un circulo tisne 25 m. 40. Cal-
cular la lengitud de la cual se necesita prolongarlo
para gue la tangents {rezada del punto obtenido lenga
12 metros.

145. — Caleular In perpendicuilar bgjada de un punto
de la circunferencia sobre e! didmetro, en el cual de-
termina 2 segmentos de 2 y 8 metros.

4546, — Sa da ol
semicirculo de

radio r y el punto - 7
A. Trazar la ge- )
cante DA tal que .75 ¥ g A

arco CD =3 % ar ;
co BE. Fie. 430,

147. — En un efreulo cuyo radio €8 2 m, 23, se da
una cuerda de 3 metros. Calcular la cuerda que sub-
tiende el arco mitad, yla cuerda que subtiende el arco
doble.

148. — Un arco tiene nna cuerda ds 33 contimetroa y
una flecha de 7 centimeiros. Detsrminar grificamento
su radic y calcularlo.

22
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43, — B8e da sl tra-
pecic  isdsceles ABCD
AB = B0 centimetros, CD
== 14 centimeiros ; AD

= BC == 30 ceniimetros.
Caleular Ayd. Mostrar que
Fig. 428, el dngulo ACB es recto.
150. — En un trapecio isdsceles A 2 B
=\

circunscrito, las bases son &'y a.

Calcular la longitud MN de la ¥
recta que une los punios de con-
tacto.

I o C
Fia. 489.

J ; 4%1. — Se dan dos eir-
0 ¢/ " culos euyos radios son 6
\J’/l ¥ 3. El menor tiene su
cenire en la circunferen-
: cia del mayor.
Fig, 490. 1+ Caleular AA' y OP,
g0 Siendo 6 el radio
mayor, delerminar el menor para que AA" = 4.

152. — Lugar de log vértices da los tridngulos que
lienen una hase fija BC y una medisna constante BM.

183. — Lugar de los centres de log circulos de radio
1ado, tangentes & una recta dada.

184, — Inscribir un cuadrado en
un iridngulo dado.
/ 185, — Lugar de los puntos me-
g dios de o8 segmentos trazados desds
o un punto:

1° A una recta;
2° A uns circunferencia,

456. — Lugar de los pusntos gue dividen en uwe
razdén dada, los segmenios trazadss de un punic 4
una circunfersncia.
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{87. — En un trisngulo insecribir otre trifngule cuyos
lados sean paraleloe & tres recies dadas.

488. — Trazar una secante desde un punto P & un
¢ireulo o tal que la parte exterior sea: 4° igual 4 la
parte interior ; 2° sea la mitad; ete.

139. — Imseribir en un segmento circular un ree-
tangulo ssmejante & un rectdngule dado.

{80. — Inscribir un cvadrado en un sector circulae
dado.

161, = Ingcribir en un clrcule un fridngulo seme
jante & un tridngulo dado.

468, — Demostrar que el radio del circulo que pasa-
por los tres puntos medios de los lados de un tridn-
gulo o5 igual 4 la mited del radio del circulo cir-
cunserite.

163. — En un semi-clrcule, inscribir ur cuadrilitero
semejanle & un cuadrilitero dado, y que tenga dos
vértices en el didmeatro y los otros dos en la circunie-
rencia.

464, — Por un punto A cuya
distancia al ceniro de un cir-
culo es d trazar una sscante
tal que AM =MP. El radio del
circulo es r.

Fia. 492.

CxlL EKxB
P ™ 488 - So da el cuadrado ABCD.
M a | Determinar z para que el octé=

& gono EFGHKLMN sea regular.
N G ! -

: 188. — ; Cusl o8 el lado de un
“']r)\ _]x }  cuadrado, sila suma del lado y

FE FPA de la diagonal es 42 m, 07405 ?

" Fra. 493,

467, — ; Cudl es el lado de un

cuadrado, ai la diferencia entre la diagonzl y el lado
es &l4m. 81 ¢

168. — Calcular el lado y ol apstema dsl octégono
regular en fancidn del radio.
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469, — Caleular el lado y el gpotema dsl poligono
eguiar de £5 1ados en funcién del radio.

170. — Celeular el lado y el apotema del poligono
regular de 32 lados en funcién del radio.

474. = Calcular el lado y el apotema del peligono
regular de 12 lados en funcida del radio.

172. — Calcular el lndo y el apotema del poligono
regular de 20 lados en funcién del radio.

473. — En un exigeno regular el radio es 1 melro
y el apotema 0 m. 866028. Calcular el radio y el apo-
tema de ios poligonos, isoperimetros de 2, 24, 48,
96 ladog, y dedueir un valer aproximado de =.

474 — Se da una semicircunferencia de radiod;
~ en B se traza la tangente BC
E L de longiiud 4;8e unen A yCj;

e By Dyse prolonga BD hasta

oy
/ Df< E. Calcular el perimetro del
[ -~ i ™ triangulo ADE. Cempararlo
2 5=""g con la longitud de la gemicir-
Fo. 494, cunflerencia.

4178, — Caleular el lado del pentagdno inscrite en un
eirculo de un metro de radis. Calcular su apotema.

176. — Un estanque tiene ia forma de un rectingulo
acabado en dos semicirculos cuyes didmeiros son
iguales 4 la anchura del estanque. La longitud total
es 55 metros y la anchura 10 metros. La parte central
es un cuadrado de 13 metros de lado, cuyo centro
coincide con ¢l centro del recténgulo, y cuyos lados
son paralelos & los de éste. Encontrar el perimetro del
estanque.

477. — Calcular la medids, en grados ordimarics y
en grados centesimales del arco cuya longitud es
igual &l radio.

478, — Calenlsr Ia longitnd de un arcoe de 40°30° en
unacircunferencia de 14 m. 23 de radio.

479. — Calcular la longitad de un arco de 40 30
en la misme circunferencia.
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180. — Calenlor el radio de la circunfersncia cuya
longitud es un meatro.

181, — Sobre la recia AB, como didmetro, se traza
una semicircunferencia. I
Se divide después AB
en n partes, ysobre ca-
da parte como didmetro
se traza una semicir- / E
cunferencia. Compsrar =
las longitudes AMB y [ £y
ACD..B. AL & S B

. 482. — Longitud de
una espiral de dos cen-
tros dospuds de € vesliag. Distancia ds los centros =
2 centimetres.

ra
c

F1g. 495.

483, — Loagitud de una erpiral de £ centros despuds
de una vuella completa. La disiancia de 2 centros
consecutivos es 2 centimelros,

184. — Longitud de una espiral de B centros, des-
pués de una vuelta completa. La distancia entre 2 cen-
tros es 2 centimetres.

185, — Dado un cfreule g cuintos circulos iguales 4
éstc se necesilan para rodearlo completaments ?

188. — Se da un circulo cuyo radio es r=2 m. De-
terminar el radis = ds otros circulos iguales entre si,
tangenties exteriormenie enire si y al circulo dado, y
tales que, con 8 da ellos, s8 pueda rodear completa-
wmente el circulo dado.

487, — Dado un circulo y dos puntes AyBen un
didmelroe, enconirar un punto P en la circunferencia
tal que los segmentos AP y BP formen con la tangente
en P unos dngalss iguales.

188. — Inscribir en un cireulo un trijngulo rectin-
gulo cuyos catetos pasen por dos puntes dados.

188, -~ Los puntos medios de log lados de un trian-
gulo recléngule y unc de los pies de las alturas son
los virtices de un trapacio isésceles.
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LIBRO IV

190. — El perimetro de un rectingulo es 4160 metros.
La longitud es 3 veces mayor que la altura. Calculat
el area.

101, — Los 2/5 de la superficis de un rectdngulo son
equivalentes 4 un cuadrado de 2 m. 40 de lade. La base
del rectdngulo es & m. 30. Calcular la altura.

192, — Calcular los lados de un rectingulo sabiendo
que si se agregan 3 metros a la allura y si se quita otro
tanto a la longitud, la superficie no se altera; pero sise
agregan b melros a la altura y si se quitan 3 a la longi-
tud la superficie aumenta de 16 m?

103, — El &rea do un recténgulo es 5882 m* 50 y au
perimetiro es 385 metros. Caleular las dimensiones.

194. — Cslcular las dimensiones de un recténgulo tal
que la diferencia do las dimensiones sea { metro, y el
drea 1 m32,

198. — Calculer lag dimensiones de un recténgulo
sabiendo que su diferencia es 84 metros y la diferen-
cia de sus cusdrados 18.480 melros,

46§, — Las dimensiones de un recténgulo sem pro-
porcionales# 2y 5; el drea es 423 m® 3. Calecular las
dimensiones.

197. — Un rectinpulo cuya drea es 4,700 m® tiens
una difsrencie de 43 metros enire sus dimensiones.
Calcular esias dimensivnes.

198, — Calcular las dimensiomes de um rectingulo
conociendo su diagonal 17 msires y su superticie
120 m®.

199. — Se piden las dimensiones de un raectangulo
gue tenga 3.200 m? de superficie, gabiendo que la
longitud mide 14 meires mas que la altura. Generali-
zZar.

908, — Los tres lados de un rectingule {rifngule son
entre s! como los ndmercs 3, 4 v B; se pregunta la
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longiiud de sus lados sabiendo qus la superficie dal
tribngulo mide 24 m®,

201. — Encontrar los tres lades ds un tridngulo rea
tangulo sabiendo que el lado medio es igual 4 la se-
misuma de los ofros dos y que el nimere que ex-
presa su superficie es el mismo que el que expresa su
perimetro.

202. — Calcular los catetos de un triéngulo rectin-
gulo conociendo la superficie 54 m? y la hipotenusa
de 15 metros.

203. — Calcular los catetos de un fridngulo rectén-
gulo conociendo Ia hipotenusa 2% y la diferencia 17
de los caletes.

204. — Calcularlos catetos de un tridngulo rectdngulo
conocciendo la superficie 20 m? y la diferencia 39 de
los cuadrades de los catetos.

205. — La hipotenuss de un frifngulo recténgulo es
25 melros ; la suma de los catelos con la altura 47 me-
tres; caleularlos caletos.

206. — Caleular los catetos de un tridngulo rectan-
gulo conociendo la altura relativa & la hipolenusa
12 metlros, ¥ la suina 35 metros, de los catetos.

207. — El perfmetro de un tridngulo rectingulo
siende 36 metros y la =uperficie 54 m®, calcular los
catetos.

208. — Calcular la superficie de nn tridngulo rectén-
gulo, conociendo e} perfmetro 132 metros y la suma
6.050 de los cuadrados de los tres lados.

209. — Caleuler los catetos de untrifngunlo recténgulo
conociendo el perimeiro 60 meiros v la altura 12 me-
tros bajada sobre ia hipotenusa.

210. — En untridngulo rectdngulo cuyo perimetro es
40 metros, ladiferencia de los calelos es Tmetiros ; caleu-
lar ia superficie de diche tridngulo.

2i1. — Calcular la super(cie de un tridngulo rectdn-
gulo coneciendo el exceso 20 de la hipotenusa sobre la
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diferencia de los catetos y la aliura 132 gue eae scbre
la hipoienusa.

212. — g Cudlesla allura ds un fridngule recténgulo
conociendo los esgmentos 3y T qgue la hiseciriz de’
fngulo recto determina en la hipolenusa ?

213. Encontirar la expresion del érea de un iridngulo
isdsceles cuyo perimetro es2 p.

214, — Calcular el érea de un fridngulo cuyes lados
son 120 metros, 98 metros, 73 melros.

945. — Los lados de un fridngulo son tres ndmeros
enteros consscutivos y su superficie 84 meiros. Encon-
trar los tres lades.

248, — En un iridngulo en gus uno de los lados AB
estd representado por 2, delsrminar & qué distancia
dsl vértice A se debe trazar unaparaisla al lado opues-
to 4 esie vértice para que el fridngulo quede dividido
en dos partes equivalentes,

217. — Los ires lados de un tirifngulo son 20, 30,
40 metros. Caleular 1a allura que cae sobre el wayor
lado ¥ los segmentos que determina en este lado.

218. — Calcular el drea de un tridogule cuyas alturas
son 4%, 15, 20 msiros.

21%. — En un {ridngulo cuyabase es by cuya altura
es a, se traza uma paralcla 4 ls base tsl que el tridn-
gulo qus determina sea media proporcional entre el
tridngulo tolal yel trapecic que queda. Calcular su dis-

tancia el vértice.

A
\ 220. — En un tritngulo izdsceles, la
/ base es 6 y la asltura relativa & uno de
\q} los lados iguales es 4. Calcular el

/ /""\ grea.

-~

/ \  2%1. — Los tres lados de un trisn-
il G € gulo =son 15, 20, 23 metros.

Fia. 438 {° Decir si ¢l dngulo opuesto al ma-

yor lado es recto, agudo ¢ obluso.
2¢ Caleular Iz allura reistive al lado 48 metros.
3¢ Calcular el drsa del tridogulo.
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233, — Los fres lados de un tridngulo tienan 20, 17,
42 metros. Calcular ! dreade uniridngulo cuyes lades
son las alturas del tridngulo anlierior.

923, — Calcular el érea de un tridngulo cuyos lados
son las bisectrices del trifngulo anterior (n® 222).

224, — Calcular el 4rea de un tridngulo cuyos lados
son las medianas del tridngulo anterior (n° 222).

295, — Caleular el 4rea de un trisngulo cuyos lados
son las distancigs de! centro del circulo circunscrito
4 los lados del tridngulo anterior (n® 232).

896. — Caleular ¢l lads de un cuadrado equivalente
& un rectangulo cuyas dimensienes son 2,25 y ,80.

227. — Dos cuadrados tienen 3 v £ metiros de lado
Calcular el lado del cuadrado equivalenie & su suma,
y el del cuadrado equivalents & su diferencia.

998. — Las superficies de des cvadrados suman
8.621 m?; e! producto de sus diagonales es 8.540 : en-
contrar los lades de esios cuadrados.

229. — La gran diagonsal de un rombo tiene 1m.90y
la pequenia es igual al lado. Calcu- D
lar el 4rea.

930. — Dsterminsr = para que la "'-..k\
razén de las dreas AMD y ABCM ",
sea 4/2. M

234. — Dividir un cusdrado en fres |
paries equivalentes por dos para- B <
lelag 4 una diagonal. Fia. 7.

933. — El érea de un trapecio es 144 m?; la altura
es 8 melros, y la recta que uns los punios medies de
fas diagonales fiene 8 metros. Caleular las bases.

33, En un trapecio isésceles, la base mayor tiene
{20 metros. Los lados ne paraielos tienen §4 metros y
forman con esta base unes dngulos de €0°. Calcular el
grea.

834, — En un trapecio rectingulc, ls basze menor
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ticne & metros ; ellado no perpendiculsr & laz boses
tiene 7 melros y forma con la
base mayer un éngulo de 459,
Calcular el drea.

835, — La bass meror ds un
trapecio es los 3/7 de la mayor,
y la altura es fos 15/16 de la
Fio. &35 diferencia de las bases. La su-

psrficie es 28 m® 83. Calcular
las hases y la altura.

936. — En un frapecio rectin-
golo, la pequena base es iguali la
alivra, y la base mayor es igual &
dos veces esta aitura. Siends el
perimeire 2.707 m. 4168 ; {° Calcular
los lados ; 2° Caleular el 4rea. Fio. £93.

237. — Las bases de un trapecio son 36 metros y 48
‘ meiros. Calculsr la longitud de una paralela & las
1 bases que divide el irapecio en partss proporcicnales
43y 8.

238. — La altura de un trapecio es 420 metros y
las bases 840 v 360 metros. Determinar & qué distancia
de la pequefia base se debe trazar una paralela 4 las
bases para que el drea del trapecio aai formado sea ;7
del area total.

239. — Se divide la altura % de un trapecio en fres
partes iguales y se irazan paralelas 4 las bages. Calcu-
lar el drea de cada porie. Lasbhasesson by b'.

240, — En un trapecio isdsce-
les, lzs bases son 40 y 100 me-
trog, v los olros lados 50 metros.
Caleular: 4° El érea del trapecio;

Fre. 500, g® El frea del triéngulo & fuera
del trapecio, prolongando los
lados no paralelos.

244, — Se coneidera un trapecio ARCD. La base CD
tiene 64 motros vy Ia olra 28 melros, Scbre CD ests
un pualo P, qus dista ¥ melres del viriiee D. Dater-
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minar en AB un punte M tal que ia recta PM divida el
irapecio en dos paries equivalentes.

242. — Dado un trapecio, calcular ls lengitud de la
paralela § la base que lo divide en media y extrema
razén.

D G
243. — En el trapecio ABCD, S
el 4rea del tridngulo AOB es / 0
50 m?., el drea OCD es 18 ms®.
& B

Calcular el drea del trapecio.

: Fio 501.
244. — La suma de las diago- &

nales de un rombo es 468 metros, v el radio del circulo
inscrito es 28,80. Caleular las diagonales y la superficie.

2¢8. — Los lados de un trisn-
gule mscrito en un cfrculo
son el radio del cireulo y el
lado del trifngulo equilatero
inscrito. Calcular el drea del
tridngulo.
248. — En un tirapecio isds-
celes circuns-
erito & un cir-
Fra. 502, culo, el peri-
melroes 82y Ia
suparficie 40 m® Calcular los lados
del trepecio y el didmelro del efreulo. Flles oA

247, — Circunseribir 4 un efrculo de radior un rombo
cuya drea sea 4 8. Calcular las diagonales.

248.-— Los Iados de un trian-
gulo son 12, 15, 20 metros.Cal-
cular: 4® El érea; 2° el radio r
del circulo inscrilo; 3¢ el ra-
die del sirculo circunscrito; 40
los radios de los circulos ex-
inscritos.

o 218, — Lzs bases de un tra-
S pecioinscrile son el radio y el
Fio. b03. lado del tridngulo equila-
tero. La superflcie es 746 m? 41, Calcular e} radio.
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280, — Calcular el Indo del cuadrado inscrito en un
efrculo cuya circunferencia tiens un metre de longitud.

284. — Cslcular el érea del efrculo inserilo en un
tridngulo equilélero cuya érea es { m?. -

9%9. — En un circulo cuyo didmetro es 25 metros
inscribir un racténgulo gue tenga {7 metros de dife-
rencia enire sus dos dimensiones.

953, — Calcular el darea del cuadrado inscrilo en um
circulo cuya drea es 1 m®.

954, — Calculsr los catetos de un tridngnle rectén
gulo concciendo ia hipotenusa B0 metros y el radio
10 metros de! eirculo inscrite.

955. — Encontrar los lados de un trapecio isdsceles
circunscrito 4 un circulo ds radio R, sabiendo que su
perimetro es gp.

246. — Un gélido estd limitado por un rectingulo, dos
triangules y dos trapecios. Las dimensiones del rec-
tangulo son 12 metros y 8 m. 80; las bases de los tra-
pecios son 12 meires y 8 meiros ; su alluraes 4 m. 70;
los tridngulos tiensn una altura igusl & la de los fra-
pecios, v su base es & m, 50. Calcular el drea iotal.

257, — Be da un segmento
derects ¢. En este segmento
se zenala una longitud z que

es el lado de un triégngulo

equilétero. Se construye un

\ cuadrado cuye lado es lo res-

= tania del segmento. Deler-
e S T ~® minar x para que el érea
Faay B0 total sea me. Minimo de m®

258. — Un estan- LN

que tiene la forma i i
de un rectdngulo de & E :

44 metros de longi- ! ;

tud v 8 metrus de \/

enchura. Lp parie

ceniral es va exd- Fia. 506
gono de 8 metros de lade. Calcular el 4rea total.
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253. — En un exdgono regular se une los puntes
medios de cuaire iades opues- b
tos dos & dos. Comparar la su- 1L
perficie del rectdngulo obte-
nido con la del exigono. 4 D
260. — En un circule cuyo rl . N

e Iy

Lmé/\— b‘l 0

3
F1a. 507

didmetro es 4 melros, se ins
cribe dos cuadrados cuyas
diagenales forman entlre sf
unos dngulos de 45°. Calenlar
el érea formada por las partes comunes Y no comunes
de estos cuadradaes.

Fra. 508.

261. — El lado de un exdgono regular es 9 metros.
Calcular el lado de otro exédgono regular cuya drea es
los 4/9 del &rea del primere.

262. — Calcular el drea de un exdgono regular cuyo
lado es 1 metro.

263. — Sobre cada lade
de un exdgono regular se i
construye, un cuadrado 4 \
fuera del exéigono; vy se une —
los vértices de los cuadra-
dos consecutivos. Calcular
el area total, siendo ¢ el N
lado del exégono. A

264, — Calcular el lado
de un estanque exagonal
regular cuya frea es 1i0d
m?,

"\

@

Fia. 509,

265, — Los lados de dos exfigones regulares son a —=
i y @' =48. 3 Cuales el lado del exfigono regular cuya
guperiicie es ignal 4 la difercncia de los otros dog?
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286. — Calcular el érea do un oclégong regular en
funcién del radio r,

267. — Calcular el lzdo de un octdgons regular cuya
drea es 1 m®

268, — Los lados de tres octdgones regulares son
a = 3 metros @’ — § melros ¥y a” =9 metros. } Cuil es
el lado del octégono regular cuya supsrficie es igual 4
la suma de los otros ires?

269, — En un cuadrado cuyo lado es a ge une los
medios de los cuatre lados v se forma otro cuadrado
cuyos medios se une {ambién para formar un nuevo
cuadrado v as{ sucesivamente: enceontrar el l{mile de
la suma de las 4reas de todos los cuadrados asf for-
mados.

270. — ; Qué limite se cbiendria haciendo las mismas
construcciones en un tridngulo equildtero cuyo lado es
a?j Cudl seria el limite de la suma de las dreas de los
circulos inscritos y ds les cfrcules circunscritos 4 estos
tridngulos?

971, — Calcular el érea de un pertdgono en funcién
del lado a.

272, — Calcular el drea ds ur estangus circular cuyo
perimetro es 42 metros.

973, — Calcular el frea de ur cfreulo cuya circunfe-
rencia es 1 meiro.

9274, — Calcular lz circunferencia da un circulo cuya
4rea es 4 m.

275. — Caleular el érea de un circulo cuyo didmetro
es 55 metros,

976. — La cuerda de un arco es 12 m. B0 y la sagita
2 m. 73. Calcular la superficie del circulo.

277, — Caleular el radio de
un sector de 48° cuya érea es
48 metros.

\\ 218, — Calcular el érea del

circule inscrito en un sector
circular de 6&° cuyn radio es
Fus. 510, 10 metres.
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2719, — Calcular la medida en grades de un seclor
euya Area es {8 m® y cuyo radio es 4 m. 60. Emplear
los grados sexagesimales y los grados centesimales.

%80, — En un c¢irculo cuyo radio es 4 melro, se con-
sidera un sector de 63°. Se le quiere transformar en un
trisngulo cuya aliura sez § melro. Calcular la base de
ese tridngulo.

231, — Dado un circulo cuyo radio es { metro, cal-
cular el radio de un cfrculo concénirico que divide 4
este efrculo en dos paries equivalentes.

282, = Mismo problema. El circulo concéntrico di-
vide al olro en media y extrema razén.

283. — En un c¢irculo de radio R se inscribe un cua-
drado, en este cuadrado se inscribe un circulo, en esle,
otro cuadrado y asi indefinidamente. Se quiere saber:
4° El Iimite de la suma de las dreas de los circulos;
9° el limile de las sumas de las 4reas de los cuadrados.

284. — Calcular el 4rca de la corona comprendida
entre dos circulos cuyos radios son 6 y 10 metros.

285, — La superficie de una corona circular es 1 m*:
la distancia de las circunferencias es 0 m. 23. Calcular
los radios de las dos circunferencias.

986. — Un estanque tiene la forma de un rectdngulo

cuya longitud es 40 metiros ,;;\
70 )
70 ,r////////1

Fia. b11.

y cuya anchurs es 10 me-
tros, La parte centrales
un circulo cuyo cenlro
coincide con el centro
del rectingule, y cin
cunscrilo & un euadrade
de 10 metrosde lado.Cal-
culareidreadelestanque.

987, = Frescfrculos de mismo radio rsonilangenios
dos & dos. Calcular el érsa de la parte central,

Fie. sig.
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288. — En un circule de radio r, dos cuerdas para
leias son iguzles, Ia una al radio,
la eotra, al lado del cuadrado ins-
crito, Calcular el 4rea de la parte
del circulo comprendida entre es-
tas cusrdas.

1]
Fia. 5i3. l‘
t

289. — Dos circuntfe- &,
rencias tangentes exte- .
riormente tienen 1% me- -
ros y 4 metros de ra-
dio. ):Area comprendida =
entre las circunferencizs y una tangente comdn.

290. — Se da un punlo A & una distaccia r de un eir-
cule de radio r. Por este
punio se iraza una tan-
gente AM en la cual se
sefala MD = r. Por el
punto Dee trazs una tan-
gente DG. Calcular:

4* El drea DGOM.

20 Ei érea ADH, siendo
Fia. 45, DII perpendicular a CA.

B

3¢ El drea GMA.
4o Fl drea ADG.

o,

; 234, —Eien-
~., doa el lado
™, delcuadraco
| OABC, yOA

y OB los ra-
~ dios de loa
“ grcos CA y BD, caleularvel 4rea
de la parte eombreada.

293, — El radio del circulo
es { moatro, y el ozslégono es rege-
lar (fig. 517). Caleular ¢ dres de le cruz formada,

Fia. 587,
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£23. — El lado del trifngulo equilitero es 2a; calow
lar el &rea de la parie sombreads (fig. 519).

294. — Calzular esta drea; el radio del circulo cir-

eunscrite al tridngulo ABC es 2 meiros A
P
295. — El éngulo de 2 tan- i
e

~. D AT W?/}\

Fio. 518, } N 2 ‘42;4
gentes es 1200, v la dislancia :'
enire supunto de inlerseccién %4
¥ el circulo es 77 m. 35. Calcu- iaosis. o
lar : 1° @l radio del circulo; - ¢

% el arco BDC; 3° el 4rea ACDB.

296, — El radio del circulo siendo
a, calcular y compsrar las dosdreas,

207, — Encontrar el érea de la
parie ecomin a = ﬂ'
los dos semicir- ! [

TR culos.

20! /"-___ " 298, — El ra-
V74 T~ dio del cireulo
[% o, 3 siendoa, caleu-
R S -+ lar sl drea de
Fim. %29,

la parte som-
breada(fig.521).

209. — El
radio dal cir-
culo es a;
4 calcularel
dreadela uTl
partesom. 5%
breada
Fra, 588.° (Bg. 523).

300. — Con un radio AO sa
traza el arco MON; se traza la recta MK, y con un
radio MN el arco NI; calcular el drea ONI (fig. 523).

..'):)’

Fia. 523.
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304, — Transformar un iridngulo en otro isdsceles
teniendo un 4ogulo comin con el tridngulo dado.

202, — Trans{ormar un tridngulo en otro semejanle
% un tridngulo dado.

303. — Por vz punto dade en la base de un trife-
gulo trazar una recta que lo divida en des partes equi=-
valentes,

304. — Trazar una recta paralela & una recta dada
¥ que divida un tridngule dado en dos partes equiva-
lentes.

305. — Por un punto tomado en uno de los lados
de un cuadrilatero trazar una recta que lo divida en
dos partes equivalentes.

306. — Dividir un tridngulo en 3 partes equivalentes
por unas perpendiculares & uno de los lados.

307. — Dividir pna corcna en dos partes equivalen-
les por una eircunferencia concéntrica

308, — Dividir un cuadrado en 3 partes equivalentes
por dos cuadrados concéntricos.

309. — Dividir un circulo en tres partes equivalenles
por dos circulos concéntricos.

3{0. — Transformar un cuadrade em um fridngule
equildtero equivalente.

LIBROS Vy VI

311, — Calcular la superficie total de un paralelipf-
pedo rectangulo cuyas dimensiones son 8,17, 4 metros

342, — La superficie {otal da un aljibe (4 paredesy
fonde) es 223 me. 56 ; Ias dimensiones son proporcio-
pales & 4 4)2, 4, 3, siendo la profundidad la menor di-
mensién. Valuar la capacidad.

243, — Elvolumen exterior de una caja es 6 decime-
tros edbicos, 480 ; su longitud es 30 centimetros; su al-
tura es igual & los @3 de ea aschurs, Calevler la su-
perficie total,
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814. — La diagonal de un paralslipipede recidngulo
es 14 m. 50 ; las dimensiones son propercionales 4 3,
6, 7. Calcular el volumen.

345. — La superficie de una cgja es 3 m?% 60; eun
longitud es el doble ds su anchura, y las caras extre-
mas son dos cuadrades igugles, Calcular su volumen.

316. — Un parelelipipedo rectingulo tiene un deci-
metro de sliura y 6 dme. de superficie total ; la longi-
tud es doble de la anchura. Calcular el volumen.

317. — Una tabla de madera cuya densidad es 0,80
iiene la forma de un paralelipipedo cuyas dimensiones
son 3 metros, 1 metro, 0 m, 20. Si se la pene en flota-
cion sobre el agua, calcular ¢l espesor de la parte que
emerge.

318. — La altura de un prisma recto es de 10 centi-
metros; cada baseesun rectdngulo en el que uno de los
lados es doble del olro ; la superficie total es 256 cm?®.
Calcular : 4° las dimensiones y la superficie de cada
base; 2 la superficie de cada cara lateral.

319. — La suma de l3s doce aristas de un paralelipi-
pedo recténgule ez 48 metros ; la suma de los cuadra-
dos de las tres dimensiones es 50; la base mide 12 m?
de superficie. Calcular las {res dimensiones.

320. — Calcular lss aristas de un paralelipipedo rec~
tangulo, conociendo In superficie tolsl 180 m®, la dia-
gonal de Iz base 40 metrog y la suma 47 de las tres
dimensiones.

321, — Calcular el volumen de un paralelipipedo
tectdngulo, sabiendo : 1° que ias tres aristas que con-
surren en un mismo vérlice estin en progresién aril-
nética; 2* que la suma de estas aristas es 18 m.; 3° que
la superficie total del paralelipipedo es de 208 m?,

323. — Dado un paralelipipedo recténgulo, calcular
las aristas gue concurren en un mismo véitice, sa-
biendo : 4* que estén en progresién aritmética ; 2° que
la superficie lotal es igual 4 94 m®. ; 3° que la suma de
todas las aristss es 43 m.
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333, — Calcular las arisias de un paralelipipedo del
gue se concee la diagonsl y la superficie tolal, s&
biendo que forman una progresién arilmética.

324, — Calcular las arisias de un paralelipipedo, co
nociendo gu suma a, la longitud de ia diagonal 4 y sa
biendo que una de las aristas es media proporcicnal
entre las otras dos.

325. — Dadas la superficie y la diagonal de un para-
lelipipedo reclangnlo, calcular sus dimensiones, sa-
biendo que estin en progresién geoméirica.

326. — Calcular las aristas de un paralelipipedo rec-
tangulo, conociendo la suma 24? de las dreas de sus
caras, la suma [ de las longitudes de las aristas y la
relacidon & de dos de éstas. ; Cudntos paralelipipedos
satisfacen Ia cuestién, y en qué caso el problema es
imposible ?

327, — Se 1an las tres dimensiones a, b, ¢, de un
paralelipfpedo rectdngulo y se quiere enconirar una
cantidad a tal que el paralelipipedo rectingulo que
tenga por dimensiones ¢ + x, & + ¥, ¢ + x lenga una
superficie dada 2s.

328. — Counstruir un prisma recto qus tenga por base
un tridngulo equildtero, conociendo su superficie total
S v la suma P de sus nuevas aristas.

329. — Calcular las dimensiones de un paralelipi-
pedo rectangulo, cuyo volumen es 43.824 metros cid-
bicos, y tal que la suma de sus dimensiones sea 74 me-
tros, y que una de jas dimensiones sea media propor-
cional entre las oiras dos.

330.— Un prisma tiene como base unoctégonoregular
cuyo radio es 8 centimetros, Su altura es igual al lado
delcuadrado inscrito en el circulo circunseriio 4la base.
Calcular : 1° el volumen ; 2° la superficie lateral.

334. — Un prisma oblicuo tiene como base un trién-
gulo rectdngulo ABCcuyoscaletos AC= 24 centimetros,
BC = 32 centimelros. La arista ques sale de A tiene
85 cenlimetros de longitud, y se proyecia sobre el plano
de la base segin la direccidn AC. Su proyeccidén iiene
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ecomo longitad 40 centimetros. Caleular: 1° el volumen;
%¢ el drea de la seccién recta.

332. — Calcular la superficie Iateral da un prisma oclo-
goenalregular cuyo lado de la base es 3 meireos, y cuya
altura es 5 meiros.

333. — Un prisma tiene por base un trapecis cuyas
bases son 40 v 30 meiros y cuya altura es {0 metros.
Calcular laaltura de este prisma, siendo el prisma equi-
valente 4 un paralelipipede recténgulo, cuyas dimen-
siones son 130, 65, y 6 metlros.

334, — Un estanque cuya preotundidad es 0 m. 75
tiene la forma de un prisma recto. La base es un octé-
gono reguiar de 6 meires de lade. Calcular la capaci-
dad del estanque.

335. — Un prisma recto tiene por base un trapecio
is6sceles cuyas bases son 20 centimetros y 8 centime-
tros, y cuyos lados no paralelos son 12 centimetros.
Calcular el 4rea de la seccién plana cuyo plano forma
con el de !a base un &ngulo de 66° v pasa por la base
mayor del trapecio.

336. — Un terrenc tiene la forma de un trifingulo
equilitero cuyo lado es de 120 metros. Al rededor yen
el interior se cava un fosc cuya profundidad es de
3 melros y tal que los lados del tridnguls interior sélo
tengan 116 metros. La tierra sacada se esparce sobre
tedo el tridngulo inlerior. Calcular su altura.

337. — Caleular la superficie total y &l volumen de un
prisma cuya base es un exdgone regular, inscrito en un
circulo de 4 metraes de radio, y cuya altura es igual al
diametro de ests circulo.

338. — Un prisma recto exagonal regular {iene una
altura de un decimetro y una superficie total de 3 deci-
metros. Este prisma es de estafio (densidad 7,29). Cal-
cular el volumen y el peso del sélide.

339, — Caleular el volumen de un tetraedro regular
euya arista es & decimetlros.

342, — Calcular la arista de un teirasdro regular cuyo
volumen o8 de { decimetro eiibica.
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84, — Calcularia alturs de un tetrpedro regular cuya
superficie total ez 4 me.

342. — Ceonociendo los tres ladosa, b, ¢, de la base de
un tetraedro cuyo 4ngulo sélide opussto es un triedro
trirectingulo, se quieren calcular ias olras tres aristas
y el volumen del tetraedro,

343, — En tres rectas
perpandiculares se sena
lan lss longitudes SA
=a,88=25,8C=c:

1® Calcular el érea de
ABC.

20 Caleular el volumesn
SABC.

3* Calculsr la distan-
cia de S &l plano ABC,
suponicado b=c=a.

3i4. — Las aristas ds un teiraedro son 40, 18, 15, 12,
15, 20 metros. Calcular su velumen.

Fie. B84,

345. — So da en un plano un trifngulo recténgule
cuyos catetos son AB — 3 metros y AC = 4 metros. Se
levantan sobre el plano de este tridngulo las perpen-
diculares AS = 9meltros, BE= dmetros, CF,= 3 meiros.
Calcular: 1* el volumen SAEF; 92 ¢l 4rea total de este
tetraedro; 3° su altura relativa al vériice S.

346. — En un tsiraedro SABC, la base ABC y la
cara SBC son dos tridngulos equilateros cuyo iado es
6 melros. La arista SA es igual 4 4 metros. Calcular :
4¢la superficie total ; 99 el volumen.

347. — Scbre lag tres aristas de un trisdro trirectin.
gulo se toman ires longitudes DA —¢,0B =5, 0C =,
y se traza un tridnguio ABC. Encontrar : 1* laexpresién
del drea de este tridngulo; 2° la distancia 0D = d del
punto O al plane ABC; 3°lo que deben serc¢ y bcuando
se conozcan a y d para que el tridfngulo ABC tenga una
superficie dada.

348, — Sobre las arisize de un triedro trireclingulo
en O setoma 0A = ¢, 0B = %¢, OC = 4. Calculsr :
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¢ gl velumen de la pirémide GABC y la razén deeste
volumen al volumen de un cubo cuye sristaes «; 2 la
superflcie total de la pirdmide.

349. —Untetraedro regular tiene por arista 3 metros,
Un plano pasa por una de las sristas y por ! punto
medio de la arizsia opuesia. Calcular el 4rea dela sec-
cidén.

350. — El lado de un cuadrado ABCD es v3 centime-
iros; se levants en A sl
plano ABCD una perpen-
dicular AE =§ centime-
tros; y en {J otra psrpen-
dicular CF = 9 centime-
tros. Calcularel velumen
del letraedro EBDF.

Fio. 5%

B 3%. — Epn un arcule cuyo
radio es K se inscribe el tridn-
gule ABC. El arce AB = 90
y AC == 120 Esle fridngulo es
la base de una pirdmide cuya

: aliura es 3R — AC. Caleular

Fio. 526 su volumen.

352. — Una pirdmide regular trianguler tiene por
altura el radie del circule circunscrito 4 la base. Auna
distancia del vértice igual al radio del ¢frculo inserito
pasa una seccidn paralela & la base, Calculer el volumen
del trozo de pirdmide en funcién dal radio del circulo
circunscrito 4 la bass,

353, — Una pirémide tiene ura base cuadrada cuyo
radio es 4 metrog. Las arisias formsn ¢on la base unos
angulos de 60°. Calcular : 1° la altura; 2 el volumen ;
3 la superficie {oisal.

354 -~ El volumen de una pirémide exagonal regu-
ler es 20.826 cm®; Ia alivra es igual el lado del tridn-
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gulo equilatero inscrito en el circulo circunserilo 4 la
base. Calcular el radic da esta base.

385. — Un pirdmide regular tiene por baso un octd-
gono inscrito en un circulo de 15 centimetros de radio.
La arista es igual al dismetro de esie circulo. Caleular
el volumen de la pirémide,

386, — Calcular 4 qué distancia del vértice de una
piramide cuya altura es a debe pasar un plano paralelo
4 la base para que las dos partes sean : 4° equivalentes,
2¢ en la razén 819,

357. — Una pirémide cuya altura es 412 centimetros
tiene por base un rombo tal que una de las diagonales
sea los /4 de la otra. El volumes es 96 cenlimetros
cibicos. Calcular las diagonales.

358. — En una piramidas trizngular regular, la super-
8 ficie lateral es igual

s b & 5 veces la super-
S ficie de la base. Cal-
£ \ enlar el volumen :
/ =24 el lado de la base
i .-=" f €33 melros,

2 T i 353, — En una pi-
[y £ ramide SABC, el pie
v de la altura coincide
) i con el centro de cir-
g culo inserito en la
\ ] ‘f base. Por olra parts
i | 4 AB = 420 m., AC
~/ =1{im.,.BC=39m.,
B SA =4v1247. Calcu-

Fie. B27. lar el velumen.

360. — Calcular el volumen de la gran pirémide de
Chedéps en Egipto, cuya bass es un cuadrade de 230 me-
tros de largo, y cuyas caras son tridngulos equiliteros.

364. — Una pirdmide cuya aliura es 0 m. 36 tiens por
base un exfigono regular cuyo ladoes § m. 43. Calcular
& qué distancia del vértice estd una seccién paralela 4
la base v euya superficie es 4 dm? % Calculsr 4 qué
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distancia del vértice estd una seccitn tal gque el trozo
determinadeo tenga unvolumen de 2decimetroscibicos.

362, — Una pirdmide regular cuya eltura es 20 cen-
timetros iiene por base un cuadrade cuyo lado es
10 centfmetros. Se corta por un plano paralelo 4 la base
y sobre la seccién se construye un prisma recto cuya
base superior pasa por el vértice de la pirdmide. Deter-
minar la distancia de la seccién al vértice para que el
prisma sea equivalente al trozo de pirdmide que queda.

363. — Una piramide tiene por base un rectangulo.
La cispide se proyecta en el centro de la base. Se da
la altura h de la pirdmide; su superfice lateral 25 y
la diagenai 2a del rectdngulo de la base. Determinar
las dimensiones 2%, %y, ds esfe rectingulo.

364. — Las dos bases de un frozo de pirimide tienen
8 m? y 2 m* Calcular el lado de la base de un prisma
equivalente que tenge la misma altura y una base cua-
drada.

365, — Un monelilo cuya densidad es 2,75 tiene la
forma de un irczo de pirdmide cuya altura es 21 m. 60.
Las bases son dos cuadrades cuyoes ladoes son 2 m. 42
y 1 m, 8% Calcular su peso.

366, — Un irozo de pirdmide tiene como volumen
1 dee{metro ectibico, su aliura es 45 centimetros; una
de las bases es un cuadrade cuyo lado es 6 cent{metros.
Calcular el lado de Ia ofra base.

367, — Un troze de pir&mide tieme por bases dos
tridngules equiléteros cuyes lades son 42 cenlimelros
y 71 centimeires. El volumen es 4 decimelro cibico.
Calcular la altura.

368. — Siendo B y klas bases de un tronco de pird-
mide, calcular e! drea de la seccién hecha & igual dis-
tancia de ias bases.

369. — Sea el velumen V y la altura 4 de un trenco
de pirdmide exagonal regular cuya base inferior tiene
por lado a; calcular el lado = dela bass superior.

370. — Un sd6lido estd limiisdo por dos recifngulos
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ecuyos planos sox paralelos y euyas dimensicnes son
4 metros por 4,80 y 3 metros por 0,50. Las demds
caras son trapecios. La distancia de los rectingulos es
0 m.60, Calcular el volumen.

371. — Un sdlido estd limitado por un rectingulo
cuyas dimensiones son 30 centimetros v %0 centimetros
¥ por 4 planes inclinados 4 43° sobre el plano del rec
tangulo.Calcular : 1° el &rea total, 2° el volumen.

372. — Un depdsito tiens una profundidad de 1m. 50.
La basees recisngular, y sus dimensiones son 4 meiros
v 2 m. B0. Las caras laterales estidn inclinadas & 45°
sobre el plano de esta base. Calcular la capacidad.

373. — Un trozo de pirdmide tiene una base inferior
cuya superficie es @ mc. 25 ¥ una altura de 2 m. 40. La
razén de similitud de las bases 3 2/8: 4¢ Calcular el
volumen; 2. Calcular las alturas de las pirdmides cuya
diferencia es el froze.

374. — Un frozo de prisma tiene per bise un iridno-
gulo isdsceles cuyos lados iguales de longitud a, for-
man un éngulo de 120°. Dos aristas tienen como longi-
tud b. Determinar la tercera, sabiendo que la cara
superior es un frifngulo rectingulo cuya hipclenusa
es paralela 4 la base,

375. — Se considera un exdgono regular ABCDEF de
. iado a y una recta
HG, cuya distancia
al plano delexagonc
€s @, ¥ que se pro-
vecta sobre este
plano segun CF, la
preyeceion del pun-
to medio de HG
coincidiendo con el
centro del exégono-
Fie. E28. SeuneBCDconG y
AFE con H.Calcular

ia superficia total yel volumendsl sélido obtenido.

376, — Calcular la diagona! ds un cubo cuyo lado es
de 2 melros.
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371, — Calenlor la disgonal de un cube cuya gaper-
ficie total es 4 m2.

378. — La densidad de! plomo siendos 14,35, caleular
la arista de un cubo deplomo cuye pesoesi kilogramo

- 5
273, — Se corta un tetra- |
edro regular en un cubo cuya &

arista es a. Calcolar: 4°El vo- &\ S~
lumen de este tetraadro ; \\\ 7
: H e

2e Su aliura ;
3* Su superficie total.
Dsterminsar Ia arista delcubo
suponiendo que el volumen del
md

tetraedro sea 5-

A

]

]
'
r
1
]
i
1
i
i
+
"
1
1
s
1

R T B

oo

" Fie. 529.

380. — Se da un cubo cuya arista es 2 meiros. Se
unen los puntes medics de dos aristas consecutivas, y
se quila en cada vértice el telracdro formado. Calcu-
lar la superficie y el volumen del sélido que queda.

381, — Calcular el velumen del octraedro regular
conociende su lado a.

382.— Se daun cubo cuyzaristass de 10 centimetros.
Se unen los ecenlros de las caras consecutivas. Super-
ficie total y volumen del octaedro formado.

383.— Un dedecasdro regular tiene por arista 0m.42.
Calcularla arista de otro dodecezedro regular cuyo volu-
men es deble de éste.

LIBRO VII

384, — Calcular la altura de un cilindro cuya base
mide 16 dm?® y cuya superficie lateral es de 60 dm?.

388. — Un cilindro tiene por didmetro 0 m. 503; la
altura esigual al didmetro. Calecular la superficie late-
ral y el volumen,.

386, — Calcular el radio de un cilindro cuya alturs
mids 25 cent/melros, ¥y cuya superficie total es 25 dm?,
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387, — El didmeiro de un cilindro v su altzra son
proporcionales 4 3y 5; ia superficie lateral eg 83 dms®,
Calcular las dimensiones.

388. — Calcular el didmetro de un cilindro cuya su-
perticie total 8 de 4 me. ; siendo la aliura igual al dia-
melro.

389. — Un cilindro tiene 4 m. 25 de circunferencia, y
ia seccién meridiana mide 4 m® 42, Calcular el velu-
men.

390. — Un cilindro macizo de hierro (densidad 7,788)
pesa 420 kilegramos y su alturs es 3 mefros. Calcular
su didmetro.

361, — Un gramo de mercurio {densidad 43,596), in-
troducido en un tubo capilar, ccupa una longitud de
13 cm. 7. Calcular el didmetro del tubo.

392.— Calcular el volumen de la mamposterfa de un
pozo gue tiene 9 m. 50 de profundidad y 4 m. 40 de
diametro interior. El espesor de la pared es 0 m. 45.

393. — Caleular el peso de un tubo de plomo cuya
longltud es 1.000 metros; el didmetro exteriores Tem;
el espesor 4 milfmeiros.La densidad del plomoes 41,33.

394, — Se quiere hacer un depdsito cilindrico cuya
allura sea igual al didmelro, y cuya capacidad seai m3.
Calcular la superficie de la hoja de hierro batido nece
saria para la superficie laieral y el fondo.

395, — La capacidad de un depdsilo cilindrico es
10 litros ; la superficie lateral es 48 dm® Calcular el
radio.

396. — Un cono tisne 87 milimetros de didmetro y
{ decimetro de allura, Calcular su superficie {otal.

397.— La base de un cono mide 42 milimetros de
didmetro, y la supsrficie total es 2 dm?®. Calcular la
alturs,

398, — La generatriz de un cono o3 {4 cenlimatros,
y la superficie de Ia base es 80 cm?, Caleular la altura.
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399, — Caleunlar las dimensicnes de un cono circular

recto de 4 dm. edbico cuya aliura es igual al didmetro.

400. — Se quiere coustruir un cono de lata, cuya
capacidad sea de 2 litros, y ial que la altura sea el do-
ble del diametro. Calcular el radio y el 4ngulo del sec-
tor que scdebs cortar.

404. — Caleular el volumen de un coneo cuya seccic
meridians es un tridsngulo equilatero de 1 m®,

402. — La superficie tolalde un cone es 3 me. 48, y el
tridngulo rectingulo generador es isdsceles. Caleular
el volumen.

403. — El diémetro de un cono es los 3/5 de su allu-
ra ; la superficie lateral es 83 dm?®. Calcular las dimen-
siones.

404. — Un vaso circular ha sdo construide con un
sector circularde 90°y de 60 centimelros de radio., Cal-
cular su capacidad.

405. — Caleular lasuperficie total y el volumen de un
cono, sabiendo: 1° que el volumen es igual al producto
de la superficie total por 4/6 del radio ; 20 que el peri-
metre del tridngule generador es 3 metros.

406. — La generatriz de un cono eg 345 milimetros ;
la superficie lateral desarrollada forma un sector de e,
Caleular el radio de la base.

407.—La generatriz de un cono es 343 milimetros; y
eldesarrollo de la superficie forma un seclor de Bie,
Calcular la altura.

408, — La altura de un cono es 9m. La suma de la
generalriz y del radio es 20 m. 235, Calcular : 4° el volu-
men; 2 el dngulodel sector formado por el desarrollo
de la superficie lateral

£03. — Un cono circular recto tiene por altura 3 de-
clmetros y como radio 1 decimetro, Calcular el &an-
gulo del sector obtenido por el desarrollo de la super-
ficie lateral de este cono.

é19. — Se da on sector circular cuye dngulo es T0° y
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cuya guperficie es 21 dme. 99 12. Caleular : ° el radio
del sector, 22 el radio ol cono formade con este sector;
3° el radio de una eslera cuye velumen sea eguiva-
lenle al del cono.

411. — La altura de un cono circular recto es 33 me-
tros y su radio 9 metres. Se quitas la parte compren-
dida entre dos semiplanos que salen del eje y forman
un diedro de 54°, Caleular el volumesa y la superfici
total del sélido que queda.

412, — En uncono recto cuys altura es a y cuyo ra-
dio esr, inscribir un cilindro cuya superficie laleral sea
m m?. Examinar cudlss son los velores posibles de m.

443. — Se da un cono recto cuya gltura es ay cuyo
radio esr. Inscribir en este cono un cilindro cuya su-
perficie total sea igual & la de la base del cono.

414. — Un conorecto cuya allura es 20 ceniimetros
tiene como radio 18 cent{metros.Una esfera cuye radio
es 4 centimelros es introducida en el interior del cono
hasta que sea tangente. Calcular el velumen compren-
dido entre el vértice del cono y la esfera.

4i5. — Enun cono cuya aliura es T cent/metros, se
hace una seccién paraicla 4 la base, & 3 centimetros del
vértice. Calcular la rezén enire la supoerficie de esla
seccién yla de la base.

416. — Un cono circular recto tiene 0 m. 20 de al-
tura y 387 ¢cm. ctibicos de valumen. Calcular & qué dis-
tancia del vériice se debe hacer una seccién paralela &
la base para que el volumen dei cono parcizl sea 35 cm.
ciibices.

417. — Un cono de madera (densidad 0,671) tiene
0 m, 145 de sltura y 0 m. 095 de didmeiro. Estd en el
agua, la punla abajo. Calcular la aitura y el didmetro
del pequefio cono sumergido.

448, — Un vaso cdnico tiene 42 ceniimetros de did-
metro, y 4/2 litro de capacidad. Se lo liena con pesos
iguales de agua y de mercurio {densidad, 13,538, Cal
cular el espesor de cada capa Hauida.
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449. — Un vaso cdnico tiene 1% cenifmetros de pro-
fundidad y 6 cent{meiros de didmetro. Se vierte en 4]
tres capas de ¥ cm. de espesor de mercurio (densidad
13,596), de agua y de aceite (densidad 0,248). Calcular
los pesoe de los tres lquides.

436, — La altura de un cons circuler recto es 2a y
£u radio es a. En el interior se coloca un cono que
tiene la misma base, ¥ cuya altura 3 a. Por el vértice
de este cono pasa un plano paralelo 4 la base, y cuya
interseccidn con el primer cono s la bage de un ter-
cer cono semejante gl segundo § ¥ as{ sucesivamente,
Encontrar la suma de los volimenes da todos estos
CONoS.

421. — La altura de un cono es 4, y su radio es 3.
Cortarlo por un plane ’paralelo 4 1a base, v tal que la
superficie tolal del pequeno cono formado sea igual 4
la superficie lateral del cono dade.

422. — Un trozo de cilindro tiens como radio 9 cen-
t{metros. Las aristas exitremas tienen 47 cm. 50 y
29 cm.50. Caleular la superficie lateral y el volumen.

423. — Caleular la superficio lotal deun troze deceno
circular rocto cuyos difmetros son 48 millmetros ¥
30 milimetiros, y cuya sltura es 72 milimetros.

42%. — Los didmeires de lzs bases de un trozo de
cono son 139 millmetros y 227 milimetros; el apotema
es 9 centimetros. Caleular ei volumen.

425, — Be quiere construir uu tronco de como de
1 m* de superficie total. El didmetre de una base debe
ser igual 4 la altura, y el de la otra base igual 4 la
milad de ia altura. Calcular el volumen.

426. — Se da un cono de radis 4 v de alture 3. Cor-
tarlo por un plano paralelo 4 la base, y de modo que
la superficie del circulo de seccién ssa equivalente 4 la
supsrficie lateral del tronco de cono determinado.

427. — Un depdeito tiena la forma de uzn tronco de
eeno cuya allura es 4 m. 0. El radio en el fondo
es § m. 60 v on lz parts soperior 4 m. %9, Caloular ja
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altura i la gue se eleva el liguide, s! s» vierts € ms
tros cibicos de agua.

428, — Determinar el 4n-
Aol gulo a y el radio = de un

; h‘ﬁ’ secior tal que el tronco de
cono formado por la parte
2 7 ABCD {enga como radios
,/U" \‘\B de base 0 m. 42 y 0 m. 18

ik \ y una gererairiz de O m. 18.
i \ 489, — Los didmetros de
f i be Ias bases de un tronco de
D\_j/ cono miden 22 centimetros

e 535 y 4 cenilmetros. Calcular
el didmetiro de un cilindro
que tiene la misma altura y nn volumen equivalente.

430, — Una torre circular estd construfda de modo
Jue el espesor de la peared es doble en la base de lo
que es en el vértice, El didweiro interior es 2 metros;
el volumen de las piedras es igual al volumen inte-
rior. Calcular el espesor de la pared 4 la base.

431. — Un cilindro cuyo radio es 0 m. 08 y un cono
cuyo radio es 0 m. 08 descansan sobre un mismo plano.
La altura comiin es 20 centimetros. Calcular la altura
& la cual debe pasar un piano paralelo & las bases, y
tal que los dos voldmenes inferiorea sean equiva-
lentes,

432. — Un tronco de cono y un cilindro tienen una
base comin cuyo radio es 1 m. 75; tienen la misma al-
tura 2 m. 8). Sus volumenes son proporcionales 4 3/T
y %/5. Calcular el radio de ls segunda base del
trouco.

433. — Un tronco de cono y un cilindro tienen una
altura comtn de 15 centimetros; la base inferior tiene
un didmetro de 10 centimetros en ambos cuerpos. Cal-
cular el didmeiro de la base superior del tronco para
que su volumen sea los 3/5 del volumen del cilindro.

434, — La altura de un tronco de cono es 42 centi-
metros. Los didmelros de las bases son 8 centimelros
y b centimetros. Se quiers tomar dos planos paralelos



EJERCICIOB PROPUEBTOS 357

& las bases, da modo que la superficio lateral sea divi-
dida en parles proporcionales 4 6, £, 3, desde la base
mayor. Calculsr las distancias de los planos.

435. — Un depésito tiene la forma de un fronceo de
cono. El fondo mide 1 metro de didmetro; ya contiene
una capa de agua de 0 m. 63 de espesor; el didmetro
en la superficie del lguido es 1 m. 42. Calcular de
cudnto subirva el nivel del agua, si cae en el depésilo
un cubo de piedra de 0 m. 40 de lado.

436. — Se da un cono recto de 8 decimstros de al-
tura, cortado por un plano paralslo 4 la base, y que
dista del vértice 3 decimsiros. Se inscribe en el
tronco que resulia un ironco de pirédmide exagonal
regular. El radio de su pequefin base s 4 dm. 20. Cal-
cular el volumen de ezta tronco de piramide.

437. — Un frasco ge considera come formado de dos
roncos de cono y de un cilindro cuyas alturas son
42 centimetros, 4 cenlimetros y 7 cenifmetres, y cuyas
circunferencias son 37 centimeiros, 33 centimetros 13
centimetiros. Calculer la capacidad del {rasco.

438. — Los radios de las bases de un tronco decono
miden 12 centimetros y & centimeiros. Su generatriz,
5 centimeiros. Calcular el radis da la esfera circuns-
erita.

439. — Para determingr el radio de una esfera, se
traza en esie esfera, desds un punto P como polo, con
un compas esférico, una circunferencia cuyo radio es
i3 centimetiros. Se toma despuds, en esla circunferen-
cia, tres puntss A, B, G, tales qua AB = 44 cm. 4; BC
— 49 c¢m. 2: CA = 24 ceniimelros. Calcular el radio de
esta esfera, su superficie y su volumen.

440, — Cualro esferas, cuye radio es 0 m. 45, forman
unsz pila triangular. Caiculer la altura total de la pila

44. — Celeular el difmeire ds una esfera cuya su-
perficie es 1 m®

443, — La diferencia enirs las dreas de dos esferas
¢8 3 m? 9424, Sus radios scn proporcionales & ¥ v 3,

24
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{* Calenlar sus radios: 2° Calsular el radic de una es-
fera cuya superficie ses igual 4 la suma de las dos su-
perficies de las dos esferas dadaa.

443, — Caleular el volumen de una esfera circuns-
crita & un cubo ds 4 decimetrs de lado.

£44. —Flvolumen de una esfera es2.261 m. cdbicos$52.
Calcuiar su radio.

448, — Caleular el didmetro de una esfera de hierro
colado de 4.200 gramos, siendo 7,207 la densidad del
hierro colado.

446, — El didmstro de la luna es log 0,273 del de la
Tierra. Calcular la relacién de los volimenes de los dos
asiros,

447, — Caleularel velumen de una esfers cuya super-
ficie es igual 4 Ia de un cubo de 25 centimetros delado.

448, — El semicirculo generador de una esfera tiene
un didmetro de 40 ceni{metros; en esie semicirculo,
se traza una cuerda do 0 m, 20 paralela al gje. Calcular
la superficie engendrada por esta cuerda.

449. — Una zona de 1 dm? pertensace 4 une esfera de
413 centimetiros de radio; uns de las bases dista 5 cen-
timetiros del centro. Caleular la superficie de la segunda
base.

430, — Con tres masas igusles de plome se forma
una esfera, un cilindro y uan cono. El didmetro comtin
de los tres cuerpos es 1 decimetro. Calcular las alturas.

481, — Se dauna esfera cuyo radio ez 1 mefro, el cl-
lindre v el cono equildtero circunscritos & esta esfera.
Comparar las superficies y los volimenes de los ires
Clerpos.

432. — Se da una esfera cuyo radio es 80 centimetros.
Se le quita un casquete cuya altura es 20 cenfimetros,
y se le sustiluye por un cilindro de misma base y misma
altura. Calcular el velumen total del cilindro asi for-
mado.

483. = U cilindro circulsr recto cuya alturaes 2 ma-
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tros y cuyo radio es 4 metro s completa en sus dos
bases por el casquete corespondiente da lIa esfera cir-
cunscrita. Calcular e volumen formads y la superficia
total.

454. — Se dan dos esferas tangentes exieriormentey
cuyos radios son 1 decimetro y 3 decimelros. Caleuiar
la superficie total y el velumen del eono recto circuns
crito & las dos esferas.

455, — Sobre un cireulo mayor de una esfera como
base, se consiruye un cono recio squivalente 4 la mitad
de la esfera. Caleular el radio dsl segundo circulo de
interseccidn ; r es ¢l radio de la esfera.

458. — Se da una esfera deradio r. Determinar la al-
tura de una zena de una base, tal gue la superficie de
esta zona, avmeniada de la superficie de la base sea
igual 4 los 716 do la superficie de la esfera.

457. — Caleular el velumen de un menisco
convergente tal que AR — 29 centimslrgs,
CD =1 centimetro; DE == Zcontimeaires.

458. — Calenlar el volumen de un seg-
menic de una base, en unaesferade 9 centi-
metros de radio, siendo el espesor del seg-
mentio 4 centimaliros.,

459, — En una esfern de 42 centimelres de  Fe. 231,
didmetlro se considera un segmento do uona
base cuya superficie total es deo 4 dm® Caleular el
espesor del segmenta.

462, — Un cono circunscrito 4 una esfera de 8 centi-
metros de radie fiene una superficie {oial de 50 dm?,
Calcular sus dimensiones.

464, — Se conocen las longiludes siguisntes, refe-
ridas al meridiano de Parfs: Guadalajora, 408° 40 437;
Mexico : 101- 28’ 77; Puebla: 4002 3% 34%. Encontrarlas
longitudes de las mismas cindades, referidas el meri-
diano de México.

£632. — Caleulor la madida en grades ds un hosocuya
superficio es los3/15 de la supericis do Ia esfera.
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483. — Una esferaticne una circunferencia de 1 matro.
Caleular ia medida de un huso de esta esfera cuya su-
perficie es 4 dme,

464. — Seda untetraedro regular cuya arista es 30 cen
timetros. Calcular el radio de la esfera imserita y el
radic de ia esfera circunscrita.

465, — Caleular el radio de la esfera inserita vy de la
esfera circunscritad un octaedro regular cuya aristaes
de 20 centfmeiros,

466. — Un octaedro regular tiene una superficie de
1 me. Calcular la superficie de la esfera circunserita.

467. — En ura esfera cuyo radio es 20 centimetros,
ge inscribe un cubo; en este cubo, otra esfera, y asf
siempre. Calcular: {° el limite de la suma de las es-
feras; 2° El limite de la suma de los cubos.

408. — Un cuerpo se compone de un cilindro termi-
nado en cada extremo por un cono cuya base tiene el
mismo didmelro grue el cilindro. Estos conos son equi-
lateros; la altura del cilindro es el doble de su didme-
tro. Siendo la superficie total igual & 28 m?, calcular
el didmelro del cilindro y ol volumen del cuerpo.

469. — Una caldera estd formada por un cilindro
abierto en una de sus basss y que se contintia en la
otra per una semiesfera del mismo radio. La altura
total es 0 m, 70, la suparficie total es 32 gm?. Calcular
las dimensiones del cilindro.

£70. — La circunferencia extorior, de la seccidn recta
de una caldera es 3 m. 4416; la longitud de la parte ci-
lindrica es de 3 metros, y el espesor de 0 m. 0015. Se
termina en dos hemisferios cuyo radio es igualaldela
caldera. Calcular el volumen de esta caidera y su peso.
Densidad del hierro 7,79.

4T. — Una caldera esta formada de un cilfndro ter-
minado por dos hemisferios del mismo radio que el
cilindro. La razén de la longitud de este cilindro al
radio es 4, Determinar la Jongitud totsl de la caldera,
cuya capscidad debe ser 4.504 iitvos.
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473, «= Usna pirdmide triangular regular tiene una
altura de B decimstros ; el lado de la base es 4 decime.
tros. A una distancia de 2 decimelros del vértice, se
la cortaper un plano paralelo 4 la base, Yy se quita la
piramide asf determidada. Calcular el radio de una es-
fera equivalente 4 esta pirdmide.

T

473. — Determinar 2 para A
que la superficie engendrada r
por OT girando sl rededor de / \\
0D sea los 3/2 de la superficie iz 0
engendrada por IT, Fia. 532.

4T4. — Se traza sobre un terreno dos circunferencias
concéntricas que distan de 3 metros; el didmetro de la
circunferencia interior es 20 melros. Entre las dos cir-
cunferencias se cava un foso trapezoide de 1 m. 20 da
profundidad, 3 mefros de ancho en la superficie y
f m. 50 en el fondo. La tierra quitada se dispone al
exterior del foso en un terraplén trapezoide de 1 m. 5¢
de ancho en la parte supernor, y 3 metros de ancho 4
la base. Caleular su altura. Se supone que la tierra ha
vuelto & tomar su densidad primitiva.

415, — Se da un (rifingulo recténgulocuyos lados son
a, b, c. Siendo A,RB,C los voltmenes engendrados por
el tridngulo girando al redsdor de cada uno de estos

lados, demostrar que exisie larelacién %ﬁ = -I;—, + }C_’

416, — Un tridngnloe equilitero da lado « gira al
rededor de su base. Calcular el volumen engen-
drade.

4T1. — Un exdgono regulsr de lado a gira al rede-
dor de uno de sus ledes. Calcular el volumen engen-
drado.

£78. — En un semicircule, el dis-

C melro AB == 4 cent/metros. Detor-
74 minar = para que el volumen engen-
f o drado por la parle sombreada sea

s igual & ¢ veces el volumen engen-
AT D B drado por el trisngule ADC, &l girar
Fie. 553, &l rededor de AB,
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479. — E! triéngule ABC, girando al rededor de AB,

A engendra un cono AB= 4y Be = 1,8. Dis-

minuir AB y sumentar BC de una misma
cantidad tal que el velumen no cambie.

480, — La figura ABCDE, formada de un
cuadrado ABCD, cuyo lade es d, y de un
tridngulo equildtero AED, gira al rededor
B de CD. Calcular la superficie y el volumen
¢ engendrados.
Fie-538 4oy Se prolonga el ditmelro AB de
un semicfreulo de una longitud BP igual al radie r.
Del punto P ’se traza una tangenie PM al semicirculo.
Calcular la superficie engendrada por la linea PMA
girando al rededor de AP,

482. — Un rombo cuye lado es a ¥ tal que una dia-
gona’ sea 25 al rededor de una paralela 4 esta diage-
nal que pasa por un vértice. Cacular el volumen en-
gendrado.

483. — EI triingulo ABC, tal que AB =16, BC =§,
CA — 8, gira al rededor de una perpendicular AX &
AB. Calcular el volumen engendrado,

484, — Un tridngulo isdsceles, cuya eltura es 10 cen-
timetros v cuya base es 8 centfmetros, gira al rede-
dor de una perpendicular 4 la base levantada en umo
de sus extremos. Calculer el volumen engendrado.

485, — En el trisngulo recténgulo ABC, la hipofe-
pusa AB = 1 meiro; el éngulo A — 30°, El tridngulo
gira al rededor de AB. Calgular : 1° la superficie en-
gendrada por BC; % la superficie engendrada por
AB; 3° el velumen engendrado por ABC.

488, — Dstorminar = B
para gue los velimenes
engendrades peor la su-
perficie ABC y per el , s
sector OB, sl girar al s [}
rededor de ADG, seaa
equivalsntes. Fia. 635,
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487, — Los dos tridngulos isésceles ABC y EFD tie-
pen por altura comin AE =86 decime- » » g
fros; por otra parte AD = 3 decimetros, T
y EB = 2 decfinetros. Los dos tridngulos
giran al rededor de AE. Calcular el volu-
men del sélido engendrads.

488. — En un recténgule ABCD, la dia-
gonal AC tiene da longitud 2a, v forma con
el lado AB un dngulo ds 30°, El rectangulo
gira al rededor de una paralcla BX 4 CA.
Calcular !a superficie y e} volumen engen- ¥
drados. , Fie. 536.

489, — Si AB =6 y BC = 8, calcu-

o~

e e e

D

D lar AM y AN de tal modo que cuando
el rectangulo ABCD gira al rededor
N de BC, los volimanes engendrados
por ABCM, MNC, NCD sean iguales.
R 496, — Calcular el velumen engen-
drado por la milad de un ocidgono
& 2 regular que gira al rededor de una
L disgonel,

404, — Un trapecio cuyss basesz son 9 metros y 21 me-
tros, y cuyss otros lades son 7 metres y 41 metros,
gira al rededor de la base menor. Caleular ei volumen
engendrado,

492, — Caleular sl volumen engendrado ¢~
por el cuadrilitero ABCD girgndo al [p
rededor de AD. 3

493, — En un tridngulo ARC, Ia hipote- o

£ nusa AB=1 |

7 metro ; el 4n-

7z gule CAB =

. // 36*. Se itraza |A & B

A D ED el arco CE,

Fia. 539, cuyoc ceairo

. es A, ¥ cuyo

radio es AC; se traza también el arco CD, hsciendo

centro en B. Calcular: 4° el drea CDE; 2 el volumen
engendrado por CDE girande al rededor de DE.

Fie. 538,
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484, — Un cono recio tiene 9 m. €0 de didmelre, ¥
3 m, 80 de generatriz. Calcular & qué distancia del vér-
tice se debe cortar para que 8l volumen del trozo in-
ferior sea 3 meiros cibicos.

LIBRO VIiII

4985, — Demostrar que les radios vectores de un
punto de la elipse son proporcionales 4 sus proyec-
ciones sobre una tangenie; también son proporcio-
nales 4 los cuadrados del eje menor y de la distancia
de uno de los focos 4 la tangenta.

496. — Lugar de los centros de los circulos tangen-
tes &4 dos circulos fjos.

487. — Tres puntos fijos A B,C, esiando en uma
recta, se considera una circunferencia tangente en C 4
la recta, y las tangentes que salen de A y de B. Lugar
de su punto de interseceidn.

498. — Dadas una base AB de un trapecio, la longi-
tud de la otra, v la suma de los otros dos lados, en-
contrar : 1° el lugar de cada uno de los vértices Cy D;
9¢ el lugar del punto de interseccién de los lados no
paraleles prolongados; 3% el lugar del punto de infer-
seccién de las diagonales.

499. — Mismo problema : se da la diferencia de los
lados no paralelos,

500. — Dos elipses igualss tlenen en cierto instante
sus ejes mayerss en la misma recta, ¥ son tangentes.
Una gira, sin resbalar, sobre la otra, que queda fija.
Lugar de los focos de la elipse mévil.

b504. — Demostrar que la cuerda de una elipse que
es perpendicular al eje mayor, y pasa por elfoco tiene
1]

por longitud 2 "
$02. — En un punts cualguiera de la elipse, si = es

la distancia del centirc al pie de la perpendicular ba-
jada del punto sobre el eje mayor, los radios veciores

czx ez,
scn a + — a— -
+a Y =
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503. — De tedos los puntos de una circunferencia
se bajan perpendiculares sobre una recta ds su plano;
lugar de los puntes medies de eslas perpendicu-
lares.

504. — Lugar de los puaios tales que la suma 6 la
diferencia de sus distancias & un punto fijo y 4 una
recta fija es constante.

505, Demosirar que el #ngulo de dos tangentes 4 la
parébola es la mitad del dngulo que forman los radios
vectores de los puntos de contacto,

306. — Lugar de los puntos equidistantes de una eir-
cunferencia y de una recta.

507. — Lugar de los centres de los clrcules que
pasan por un punto fije y son tangentss 4 una recta
dada.

508. — Luogar de los centros de los ¢freulos que pasan
por un punioc fijo yson tangentes & una circunferencia
fija.

509. Construir una elipse, conociendo:

1. Su ceniro, la longited del eje mayor, y des tan-
genies;

2¢ El eje mayor y una tangente.

510, — Consiruir una elipss, conociendo :

1 Un foco, una tangente, Ia longitud y la direccién
del eje mayor;

% Za, un foce, una tangents y su punio de con-
tacte.

511. — Conatruir una elipse, conociendo :

1° Z¢, un foco, una tangente y su punto de com-
tacto;

3 Un foco, dos fangentes y unc de los punios de
contacto.

512. Cousiruir, una elipse, conocienda:
1° Un foco, una tangente y un vériice;
2 Unfoco y tres tangentes.

843. — Construir una parabola, conociendo :
i* El eje, una tangenta y su punto de contselo:
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9¢ La aireciriz, uns tengente y su punte de con-
tacto.

B44. — Construir una paribola, conociendo:
1* El foco, el eje y una tangents;
g» El foco y dos tangentes.

515, — Construir una pardbela, conceiendo 3
e La directriz y dos tangentes;
8¢ La tangente en el vértice y dos tangentes,

£46. — Construir una pardbols, conociendo:
40 El foco y dos puntos;
@ La direciriz y dos puntes.

847. — Conpstruir une hipérbola, conociendo :

i El centro, la longitud dsl eje transverso, y dos
tangentes;

g El eje transverso y una fangente.

%48, Construir una hipérbela, conociendo :

{* Un foeo, una tangente, la longitud y la direccidn del
eje transverso;

9¢ 24, ua foco, una tangents y su punic de confaclo.

819, — Consiruir una hipérbhels, conociendo :

1° %¢, ua foce, una tangente y su punte de con-
tacto;

2¢ Ug foco, dos tangentes y uao de los puntos de con-
tacto.

820, — Construir una hipérbela, conoclendo :
4* Un foco, un vértice y una tangents;
g Un foco y tres {angentes.

%91, — Una hélice esté sobre un cilindro cuyo radio
es 3 decimeiros; el paso da la hélice es @ decimetros.
Caleular Ia longitud del arce de hélice comprendido
entre dos planos meridianos del cilindro cuyo diedro
es 32°80',

%22, — Calcular el érea de la superficie cilindrica
comprendida enire un arco de hélice, ias ordenadas
exiremas y el plano de basa.

§23. — Caleulsr ol drea de 12 superficie cilindrica com-
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prendida entre dos arcos de hélice del mismo paso y las
genersfrices que limitan estos arces.

334, — Calcular el 4raa de la superficie cilindrica com-
srendida entre dos arcos de hélice del mismo paso y
dos hélices normales & las dos primeras.

PRINCIPALES FORMULAS DE LA GEOMETRIA PLANA

Suma da los &ngulos ds un tridogulo :
A+ B4 C=2rectos o 180°
Suma ds los dngules de un poligono :
2 reclos (n—19)
Angulo interior de un poligons regular :
{/n 2 rect. (n—2)]
Angulo en el centro de un poligono regular :

4 reclos
n
Bisecliriz de un dngulo de vn triéngule s
m_»
"€
El ndmero = ¢
cir. semicire.
BEE g = TS == 3,144 5048

Circunferencia :
C=rnd=28=r, didmetro=0C:%,

radioxC:!x:%:s

Semicircunferencia :

%:%‘—:sr. urce de ngrades ==rn : 189

Cuadrado de una suma $ de una diferencia :
(axdf=a"=2q4b4 b?

Producto de una suma por una diferencia ;
{@-tb{a—b)mad— 18
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Triéngule recténgulo altura A*=—mn:
lados — @? = b2 - %
Tridngule cualquiera, lados :
@3=03+4 2= %bn
Mediana d de un tridngulo @

al_i_ b3

— &

e+ =2d42m® & mi=
Biseciriz ¢ de un tridngulo :
ab=e*+mn dedonde e*—ab—mn
Altura de un trisngulo, efreuls circunscrito :

ab
ab=29rh dedonde h_i_r

Cuerdas que se cruzan :
re=mn
Secantes que parten de un misme punis §
se—=s'e
Perpendicular 4 un didmetro :
d=ma
La tangente y 1a secanie :
P=qse
Media y extrema razdz :

r%: % mt=an,m=1/2a (V8 —1)=a (0,618)

Lado del cuadrado inscriio :
c=r{i=r{,is)
Lado del tridngule equiliiers inserito :
c=rvV3=r{{,139)
Lado del decidgono regular inscrito :
e=1/2r (V8 —1)=r(0,618)
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Altura del triéngulo equildters :
E=14/2aV5=a{0,868)
Superficie del cnadrado :
S—a? diagonai: d=ay2, perimetro: £a
Superficie del recléngulo :
S—ab, diagonal: d=ya®+ 5%, perlmelro: 2(a+b)
Superficie del tridngulo :
S=1/28A=12a+ b+ ) r="EP—a@—b1p—0)
Superficie ds! trapecio :
4/2 h (b4 b') = hb"

Superficie del poligono regular 6 de un peligono cir-
cunserito :

S=13ap
Superficie del circulo :

S==4f2¢cir.<radio == =4/4xd?*=C2:éx
==(1/2C}®: = =(1/2 C)* (0,31834).

Superficie de un gecior :
7 rin

S =1/2 are. ) radio = 55

Figuras semejantss :
5 a
¥ a®
Area de un sector do corona de anchura I3
8 =1la curva media ¥/

PRINCIPALES FORMULAS DE LA GEOMETRIA EN EL ESPACIO

Caras ds un {riedro :
a<léteias>b=—c
Suma de las caras ds un angulo sdlide convexe
@4 b+ e+... <droclos
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Suma de los fngulos de un triedre cualquiera 6 de un
{ridngulo esférico:

A+ B+ GC>%rect. A+ B4 € <6reclos

Prisma ; superficie lateral :
S=up

Paralelipipedo rectingule, volumen :

V = abe; superficie S=2 (ab + ac - be);

disgonald = sfﬂ_’m-’

Cubo : volumen :

V = a?; cuperficie 8=46 4% diagenald —=a /3
Prisma : volumen :

V =Bh =arisia lateral ){ seccién recta
Trozo de prisma triangular :
V=1/3B(m+n-tp)
Cilindro circular recto :

Sup. laterel =3 xrk;sup. tolal = 8zr (R 4-r);
vol. V==r4

Trozo de cilindro circular recto :
Sup. lateral = cire. X eje; volumsn == base > eje
Pirémide regular :
Sup. lateral 8 = 4/2 pl; pirdmide cualguiera:V=1/3Ba
Trozo de pirimide de bases paralelas :
Sup, lateral = 4/27 (p +p")
Cono circulsr recto @

Sup. lateral == rijsup. tot. ==xr (I +7),
volumen V=4/3=rth

Cono ecualquiera :
V=14/3Bk

Trozo de cone & de pirdmide de bases parslelas :
V==i8A(B4 B 1 VER)
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Trozo de cens eircular racto de bages psralsias:
V=1/32k {4 F2-Lrr)
Trozo de cono circular rscte de bases paraleles :
Sup.let. S==xl(r +7) =8 xrl =2 =zh

Linea poligonal regular siendo k la proyeccién sobre
el eje, y @ el apotema :

Superficie engendrada — 2 nak
Sector poligonal regular:
Volumen engendrado =2/3 za®
Zona: superficie :

S=rd
Eslera: superficieS == § =%, & =e=; huso de ngrados:
izg o WA
3450 i)

Esfera : volumen :
V=43zr® 6 1/8xrd®

Sector eaférico : volnmen :

==zona X /3 r="1/3 zrta
Segmento esférico de una base : volumen ;

=4/6=a®-14/2Ba

Szgmento esférice de dos bases : volumen :

=8/6=54-1/28(B+B)

El mismo, Hamande S la seccidén equidizlante de las
bases :
V=8k—~4/i2z43

Solido cireunscrito 4 una esfera : volumen :
=sguperficie X}({3r

Teoreme de los ires cuerpes redondos: segmente
esférico —pegmento cilindrico menos gegmento cé-
nico.
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PORMULAS SOBRE EL LIBRO VIIT
Area de la elipsa :
nab
Area dal segmento parabélico :

g. MN X AP.

Lengitud del perimetro do la elipse, sean ¢ la excen-
tricidad, es decir el valer de la razén S s+ la longitud
del semiperimetro, sa tiene :

174 N 474 3 s
f:za[i——i(é—e) —Q(E‘XZC:)
4743 8 N2
“B(EXEst-c’) .....]

14 3 5
— e P e g __ Y L8
) lmza[i éc 7 ﬁ55¢ e

¢ bien I=ma (10,358 —0,046875 ¢'—0,019531 o9, .

Observacion. — Es 1til recurrir 4 la tabla adjunta.
Para conocer el mimero de la tabla gque corresponde
4 una elipse dada, se divide el eje mayor por el eje
menor; se {oma entoneces en la primera columna el
mimero que iguala al cocients obtenido, selee 4 la de-
recha la longitud correspondiente, se multiplica este
valor por el ejs menor, ¥ el products indica el peri-
metro de ia elipse.

FORMULAS DE LA NoTa

Centro de gravedad. — ¢, representa la cuerda; s, el
arco subtendido ; p, la distancia de la cuerda al centro
del cirenio; Og, la distancia del centro de gravedad
del arco al centro del circulo ; OG, la distancia del
centro de gravedad del sector ¢ del gegmento al centro
del cireuls.

Arco de circulo :

er
Ggm-}-
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Semicircunferencia :

Ozt
®
Sector circular : "
er
Qhegets
Semicircule : )
_4r
0G = 5%
Segmento circular : o
Otree= 8(rs —cp)

Tecremas da Guldin. — Sea p, el perimetro do la
figura generatriz; 8, la superficie generalriz; d, la
distancia del eje sl centro de gravedad del perimetro ¢
de la superficie plara.

Superficie curva :
pX%=d

8>%nd

Velumen :

Superficie del terg :
Sar8%nd & 4s=%d .
Yolzmen del toro ;

w2 ind & 2=%%d

Tabla parg calcular el perimeliro de las elipses,

- e ==

a . ol Dite- || @ o bite- || @ | Dife-
g 7 |Lonstd onciagl 3 | Lonsitad) o 3 |Longitud ronon
1,00] 3,1418 1,3 83,6279 2,5| 57506

01| 8,1578 | 159 1| 14| 87056 117 1l 6| 5.9848

102 31738 | 204 15 89657 | 1701 1] 217 61199

1,03 81892 | 375 | 18] ¢1378 | 1721 1) 98| 63054

1,04 32051 | 370l 17| 4,3117 | 173941 59 671916

1,05 32210 | 379 | 1,81 4,878 | 1750 |} 510 66784

1,06 83,2369 | 370 Il 1,9| 4,6645 17;39 3,1| 6,8658
I 1,07| 8,2528 | 12y | 2,0] 48427 | 178211 39} 70538

1,08 32687 | 20 1f 2,11 5,0222 | 1795 1) 38| 72445

1,090 82846 | 320 || 2.2 b:2029 | 150711 3| 7l4310

1,10 3,3005 | o001t 28| 58846 | 1817 || 3'5) 7,620
L1.20 34627 | 1027 | 2,4] &,5672 | 152% |1 36| 75098




Numeros usuales para facililar los cileulos.

- Loga- - Loga-
ValoT | titmo Valor | i
oy - p
V= 1,4142 0,130 51 0,707 | ;849 49
V3 1,7320 | 0,23353
) 0,5773| 1,761 45
e 22381 | 0,340 48 i
= 0, 4472 | 1,350 52
V10 3,1623 | 0,300 00 v
T T 0,3162| 1,500 00
2 12563 | 010051 V10
1 N
&5 14673 0,159 04 2 0,7937|1,809 95
1‘ —
= 3,1416 0,497 15 5 0,6933! T,840 96
4 T
2= pagsy | 079818 —~ 0,3183| 1,502 85
o £ Ol 1 = T o ']
on 0,4248 0,947 27 B 0, 1591 11,201 &2
- 1 R
45 12,5664 | 109820 s 0,1081 1,025 77
= 15708 | 0,105 19 9, 0706 Z,901 80
£ 0,6365|1,804 88
3 1,0472 0,019 90
o 0, 0540 1,080 01
i 07854 | 1,895 98
1,2732{0,104 92
———arcode 1° s |52 87 <
180 e 0,01745 2,241 87 1‘:‘ 57,296|1,738 13
g A0 de 1g nao2009 | 463 72 = 3437,7|3,536 28
4 o .
o" 45,1888 0,622 07 pe ,22801 1,277 93
= 9,3696
V= 1,724
Vi 2,5060
VT 85449
evEs 14046 | 0,185 69




Tabla de las cuerdas (de grado en grade)

Angules | Cuordas | Angules | Cuerdas § ingules | Cuepdas £ ioguloe | Cuerdas

0,017 f 46 | 0782 | 81 | 1427 | 136 | 1,8544
0,035 | 47 | o798 | 92 | 1,437 | 137 | 1,8608
0052 | 48 |0814 | 03 | 1451 § 138 | 1,872
0,070 | 49 |oeze | 94 | 1163 | 139 | 1.8733
0087 | 5 |o08is | 95 | 1475 | 140 | 18704
0105 | &1 |o861 | 96 | 1486 | 141 | 1,883
o122 ] 82 |ogrr | o7 | 1498 | 142 | 18910
0140 | 53 | 082 | 98 | 1,609 | 143 | 1,8068
0167 | b4 | 0808 § 99 | 1521 | 144 | 1,9021 ||
10 | 174§ 85 | 0924 {100 | 1,532 § 145 | 19074

11 |02 56 |o9as f101 | 1)5:3 | 116 | 10136

12 | 0200 57 losss [102 | ssa § 147 | 1,0176

13 |0296| 58 | 0,970 | 103 | 1665 § 148 | 1,9225

14 | o244 | 59 |o09ss § 104 | 1576 | 149 | 19273

15 | 0261 | 60 | 1000 {105 | 1,587 | 150 | 1,9318

16 | 0278 | 61 §1,05 1106 | 1,597 {151 | 1,9363

17 | 03296 { 62 |1.030 §107 | 1608 | 152 | 1.9406 |

18 | 0313 | 63 | 1,046 1108 | 1618 | 153 | 1,9447,
19 | o330 | 64 | 1060 |109 | 1628 {154 | 1,9487
20 | 0347 | 65 | 1075 110 | 1638 | 155 | 1,9526

21 |o0365) 66 | 1089 [ 111 | 1648 | 156 | 19563,
22 [ 0,382 | 67 | 1104 | 112 | 1,658 ] 157 | 1,9598
23 | 0399 | e8 |I,118 {113 | 1668 § 158 | 1,9632 |
24 | 0416 | 69 {1,033 § 114 | 1,677 | 159 | 19665
25 | 0433 | 70 |14y f115 | tess | 1s0 | 1,9696
26 [ 0450 | 71 | 1361 116 | 16968 | 161 | 19726
27 o467 | 72 {1176 f1i7 | 1705 | 162 | 19754
28 | 0484 | 73 | 1,190 {118 | 1714 § 163 | 19780
29 | o001 | 74 | 1204 | 118 | 17238 164 | 1,9805
30 |osis| 75 |1.218 {120 | 1752 | 165 | 1,9329 |
31 | 0535 | 76 |1,231 1121 | 1,741 {166 | 19861
32 | o561 | 77 |1.245 {122 | 1749 § 167 | 19871
33 |ose8 ) 78 1259 | 123 | 1,768 § 188 | 1,9890
3¢ losss | 79 [1.272 124 | 1766 § 169 | 1.9908
35 | 0601 | 80 | 1,286 [ 125 | 1774 § 170 | 19924
36 106184 81 |1,209 {126 | 1782 | 171 | 1,9938
87 |06 | 82 | 1312 | 1a7 | 1700 f 172 | 19951

D00 =3 O UK 0 b
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DGO I O O a0 B it O l o [S

Tabla de las cuerdas {de 40" en 107

o 10 | 20 39 40 1%

0| 00029 [ 0,0058 | 00087 | 0,0116 | 0,0145
0,0175 | 0,0204 | 0,0233 | 0,0282 | 00291 | 0/0220
0,0319 | 0,037 | 0,0407 | 00435 06165 | 0,054
0,0523 | 00553 | 0,082 | 00811 | 00840 | 00669
0,0693 | 00797 0,0758 | 0,0785 | 0,0814 | 00343
0,0872 | 0,0901 | 00931 | 0,090 | 0.69%9 | 0.1018
01047 | 01076 | 0,1105 | 0,113+ | 0,1163 | 01192
01221 | 0,150 [ 0,1279 | 0,1308 | 0,1337 | 0'13¢8
01395 | 0,424 | 0,143 | 0,1482 | 0,151 | 01540
0,1669 | 0,1898 | 0,1627 | 0,166 | 0,1685 | 0’1714
0,743 | 0,172 | 0,181 | 0,1830 | 0,189 | 0’1838
01917 | 0,1946 | 0,1975 | 0,200¢ | 0,2033 | 0’2062
0,2091 | 02120 | 02148 | 02177 | 0,2206 | 02235
0,2264 | 0,2298 | 0,2322 | 0,2351 | 0,2380 | 02400
0,2437 0,2466 0,2495 0,2524 0,2553 0,2582
02611 | 10,2639 | 02668 | 0,2597 | 62726 | 02755
0.2783 | 0,2812 | 0,2841 | 0,2870 | 0,2899 | 02927
0,295 | 0,2985 | 0,3014 | 03042 | 03071 | 03100
0,3129 | 03157 | 06,3185 | 03215 | @,3244 | 0’3272
0,3301 | 0,3330 | 0,3358 | 0,3387 | 0,3416 | 0’3444
03173 | 03502 | 0,3530 | 03559 | 0.3587 | 03616
0,3645 | 03673 | 0,3702 | 03730 | 03759 0,372
0,816 | 0,3845 | 0,3573 | 0,3902 | ,3930 | 03059
0,3987 | 0,4016 | 04084 | 014073 | O'4101 04120
04158 | 0,4187 | 04215 | 04244 | 04273 | 04300
0,4329 | 04357 | 04286 | 04814 | 0'44s 0,4471
0,4499 | 04527 | 014556 | 04581 | 04612 04641
0,4669 | 04637 | 0,4735 | 04764 | 04782 04810
0,4838 | 04867 | 04895 | 04853 | 04951 0,1979
0,5008 | 0,5038 | 0,506¢ | 0,5092 | 05120 | 0’5148
05176 | 05204 | 0,5233 | 05261 | 05289 | 05317
0.5345 | 0,5373 | 05401 | 0,5459 | 0/5457 | 05485
0.8513 | 05541 | 0,6369 | 05598 | 05625 | 05659
9,5680 | 0,5708 | 05736 | 05764 | 05702 | 05820
0,587 | 05875 | 0,903 | 05931 | 0,5959 | 0.596
0.6014 | 06042 | 0,670 | 0,6087 | 06125 | 06153
0,6180 \ 06208 | 0,6236 | 0,6263 | 0,6291 | 0.6319
06346 | 06374 | 0,6101 | 0,6420 | 0,6456 | 0'pesy
0.6511 | 06539 | 0,656 | 06584 | 0,6621 | 06649
0,6876 | 06704 | 06731 | 0,6758 | 06786 06813
0,680 | 06268 | 0,6595 | 06922 | 0,6950 0,6977
07081 | 07059 | 07036 | 07113 | 0’7110

07195 | 07222 | 07249 | 07275 G,7303

0,7357 | 0,788¢ | 0,7411 | 0,7438 | 07465

0,7519 | 0,7546 | 0,7673 | 0.7600 l 0,7527




Tabla de las cuerdas (de 40’ en 1W)

P —}

T e
o 10’ 20’ 30’ 40’ 30'
07630 | 0,7707 | 0,734 | 0,7761 | 0,7788
0,7841 | 0,7868 | 0,7895 | 07922 | 07948
0,8002 | 0,8028 | 0,8055 | 0.3082 | 0,8108
0,8161 | 0,8188 | 0,8214 | 0,8241 | 08267
08320 | 0,8347 | 0,8373 | 0,3100 | 08426
08479 | 08505 | 08531 | 0/8558 | 08584
08636 | 08663 | 0.3689 | 0,8715 | 0l8741
08794 | 08620 | 0,8946 | 08872 | 0's308
0,8950 | 0,8976 | 09002 | 0,9028 | 09054
0,9108 | 09632 | 0,9157 | 09183 | 09209
0,9261 | 0,0287 | (,9312 | 09338 | 0 9364
0,9415 | 0,9441 | 0,9466 | 0,9492 | 09518
09569 | 0,9504 | 0,9620 | 0,9645 | 0.9671
09722 | 09747 | 0,0772 | 09798 | 09823
09874 | 0,9899 | 0,9924 | 0,9950 | 09975
1,0025 | 1,000 | 1.0075 | 1'0101 1,0126
1,0176 | 1,0201 | 1,026 | 1,051 | 100276
1,026 | 1,0351 | 10375 | 10200 1,0425
1,0475 | 10500 | 10524 | 10549 1,0574
1,0628 | 1,0648 | 1,0672 | 1,0697 | 1'0721
L0771 | 1,0795 | 1,0819 | 1)0844 | 1.0868
1,017 | 1,0041 | 10965 | 1,099 | 11014
1,1068 | 1,1087 [ 11111 | 11136 | 1’1160
1,1208 | 1,1232 | 1,1256 | 1,1280 | 11304
1,1852 | 11376 | 1)1400 | 17424 1,1448
1,1495 | 1,0519 | 11643 | 11587 1,1590
1,1638 | 1,1661 | 11635 | 1.1709 1,173%
1,1779 | 1,808 | 11826 | 1.1850 1,1873
1,1920 | 1,1943 | 1,1966 | 11990 | 12013
1,2060 | 1,2083 | 1'2106 | 12129 1,2152
1,2198 | 12231 | 172244 | 1’2067 1,2290
1,2336 | 1,2359 | 12382 | 12105 | 1’2427
1,2478 | 19496 | 13518 | 12541 1,9564
1,2609 | 1,2633 | 19654 | 12677 | 1'2699
1,2744 | 1,2766 | 1,789 | 12311 | 1'2833
1,2878 | 1,2900 | 1,2922 | 12947 | 12965
13011 | 1,308 | 1,3055 | 1,3077 | 13099
1,3143 | 18165 | 1,3187 | 13209 | 1/3231
1,8274 | 13206 | 1,3318 | 13339 | 1'3361
1,3404 | 1,3426 | 1,8447 | 13469 | 13490
1,8533 | 13555 | 1,8576 | 1.3507 | 13619
1,3661 | 1,3632 | 13704 | 1,3725 | 13746
18785 | 1,3809 { 1,3830 | 13851 | 1.3872
1,3914 | 1,3935 | 1,3956 | 1,3877 | 13997
1,4039 | 1,4060 | 1,4080 | 1,4101 | 14123



Yabla de lae cuerdas (de 40" en i0').

T T T S

14 19 20’ 30 40' {14

14204 | 1,4224 | 1,4245
14396 | 14348 | 14367
; 14447 | 1,4467 | 1,4487
93| 14507 | 1,4527 | 1,4547 | 1,567 | 1,4587 | 1,4607
; 14688 | 1,4708 | 1,4726
14804 | 1,4823 | 1,4843
14921 | 1,4940 | 1,4960
g : 15037 | 1,6056 | 1,6075
o8| 15094 | 15113 | 1,5132 | 1,6181 [ 1,5170 | 1,5182
90| 15208 | Ls227 | 15246 | 1,5265 | 1,528 | 1,5804
100 15321 | 1s3i0| 1,358 | 1,5877 | 1,5895 | 1,6415
101| 15432 | 15451 | 1,5470 | 1,5488 | 1,5806 | 1,5524
102| 15543 | 15561 | 1,5579 | 1,5568 | 1,5616 | 1,5632
103 | 15652 | 1,5670 | 1,668 | 1,5706 | 1,6724 | 156749
04| 15760 | 15778 | 1,579 | 1,5814 | 1,5832 | 1,6849
105| 1,587 | 1,5885 | 1,5902 | 1,6020 | 1,6938 | 1,5955
106| 15973 | 1,5990 | 1,6007 | 1,6025 | 1,6042 | 1,6060
1071 16077 | 16094 | 1,6112 | 1,6129 | 1,6146 | 1,6163
108 1le1s0 | 16197 | 1,6214 | 1,6231 | 1,6248 | 1,6265
109| 1628z | 16299 | 1,6316 | 1,6333 | 1,6850 } 1,6366
110| 1.6283 | 16400 | 16416 { 1,6483 | 1,6449 | 1,6466
11| 16482 | 16499 | 1,651 | 1,6536 | 1,6048 | 1,6564
112| 1léss1 | 16597 | 1,6613 | 16629 | 1,6646 | 1,6662
13| 1eers | Lee94 | 16710 | 1,6726 | 1,6742 | 1,6758
14| Yerra| L6789 | 1,6805 | 1,6820 | 1,6836 | 16802
115| 106868 | 1,6883 | 1,6899 | 1,6915 | 1,6930 | 1,6945
116| 16961 | 16976 | 16991 | 1,7007 | 1,7022 | 1,7038
17| 17053 | 1,7068 | 1,7083 | 1,7098 | 1,7113 | 1,7128
18| 17123 | 1,718 | 1,7173 | 1,7188 | 1,7208 | 1,7218
Il10| 1'72a3 | 1079i7 | 17262 | 1,7277 | 1,728 | 1,7308
120 | 17320 | 17335 | 1,7350 | 1,734 | 1,7378 | 1,7393
121} 17407 | L7421 | 17436 | 17460 | 17464 | 1,7478
122 | 17ses | 17508 | 1,7520 | 1,7534 | 17648 | 1,7562
123] 17576 | L7590 { 1,760% | 1,7618 | 1,7632 | 1,7616
124 | 10769 | 17673 | 17686 | 1,7700 | 1,7713 | 1,7728
125 | 17740 | 17754 | 1,7767 | 1,7780 | 1,7794 | 17807
126| 1.78g0 | 1,7833 | 1,7846 | 1,7880 | 1,7873 | 1,7886
127| 17809 | 17eiz | 17924 | 1,7937 | 1,7950 | 1,7963
128| 17975 | 17989 | 1,8001 | 1,8013 | 1,8026 | 1,803
129] 180gg | 1,8064 | 1,6077 | 1,8000 | 18102 | 18114
130| 1lR1gg | 1,8138 | 1,8151 | 18163 | 1,8175 | L8187
131 108lgg | 18211 | 1,8223 | 1,8235 | 1,827 |-1,8259
132| 108271 | 1,8288 | 1,8294 | 1,806 | 1,8318 | 1,8330
133| 1834 | 18253 | 18354 | 1,8874 | 1,8367 | 1,839
138 | 18, | 18121 | 18433 | 1,834 | 1,845 1,8466




e e

Tehla ds Iae gunerdas (de 10’ en {0

135

164
153
156

169

2,0000 |

B R LR

o 10 20’ 20’
1,8478 | 1,8489 | 1,8500 | 1,3511
1,8544 | 1,8551 | 18565 | 1.8576
1,8608 | 1,8610 | 18630 | 1,8840
1,8672 | 1,8682 | 1,8692 | 1,8708
1,8733 | 1,8734 | 1,8754 | 1.8764
1,8794 | 1,8504 | 1.8814 | 1.8824
1,8853 | 1,8863 | 1,8872 | 1,883%
1,8010 | 1,8020 | 1,8929 | 1,8938 | 1.
1,8966 | 1.8976 | 1,8985 | 1,8004 | 19008 | 19012
1,902 | 1,9020 | 1,9039 | 1,9048 | 1.9057 | 19055
1,9074 | 1,9083 | 1,9091 | 19100 | 1)9109 | 1,8117
1,9126 | 1,9134 | 1,9143 | 1,9151 | 1,9160 | 1.9168
19176 | 1,9185 | 1,9193 | 1,9200 | 19209 | 1.9217
1,9285 | 1,9933 | 1,82¢1 | 1,9249 | 1.9257 | 1.9265
1,9278 | 1,92%0 | 1,9288 | 1,295 | 1.8303 | 1,9311
1,9518 | 1,926 | 1,9334 | 1,9341 | 1.9348 | 1,9358
1,9363 | 1,9870 | 1,8377 | 1,8384 | 19391 { 19390
1,5406 | 1,9418 | 1,420 | 1,9427 | 1.943¢ | 19841
1,9437 | 1,454 | 1,0481 | 1,0467 | 1,9474 | 1,9481 |
1,9487 | 31,9494 | 1,9500 | 1,807 | 19513 | 1,9519 |
1,9526 | 1,9532 | 1,9333 | 1,545 | 1.9531 | 1,957 |
1,963 | 1,9568 | 1,9575 | 1,9381 | 19547 | 1,9593
1,5508 | 1'9804 | 1,9610 | 1,8618 | 1.9621 | 1,9627
1,9632 | 1,9639 | 1,064 | 1,9849 | 19651 | 1,9640
1,9665 | 1,9670 | 1,2676 | 15681 | 1.9636 | 1,9601
1,96¢6 | 1,9701 | 1,9706 | 1,9711 | 1.9716 | 1.9721
1,9726 | 1,8730 | 15735 | 1,9739 | 1.8744 | 1,9749
1,975¢ | 1,9758 | 1,9763 | 1,9767 | 10772 | 1.9775
1,780 | 19784 | 1,9759 | 1,9792 | 19707 | 21,9801
1,9505 | 18809 | 1,9813 | 1,9817 | 19821 | 1,9825
1,9329 | 16832 | 1.9836 | 1,9840 | 1084 | 19847
1,9551 | 1,9864 | 1,9858 | 1.9861 | 10865 | 1,9868
1,9871 | 1,9875 | 1,9878 | 1,9381 | 1)988¢ | 1,9887
1,9890 | 19892 | 1,9896 | 19399 | 1002 | 19905 |
1,9908 | 1,9911 | 1,8013 | 1,9916 | 70919 | 1,9921
1,9924 | 1,9226 | 1,0029 | 1,9931 | 19634 | 1.9936
1,9938 | 1,9941 | 1,9943 | 1,9945 | 19547 | 1.9949
1,9951 | 1,9953 | 1,9956 | 1,9957 | 19959 | 1.9961
1,9963 | 1.0964 | 1,966 | 1,9968 | 19969 | 1.8971
1,9973 | 1,9974 | 1,9275 | 1,9977 | 19978 | 1.9980
' 1,9981 | 1,5982 | 1,9983 | 1,9985 | 1 986 | 19987
1,9988 | 1,9989 | 1,9990 | 1,9991 | 13992 | 19992
1,5993 | 1,4994 | 1,9994 | 1,9995 | 1,996 | 1,9995
1,9997 | 1,9507 | 1,8998 | 1,9998 | 7299 | 19999
1,9990 | 19995 [ 1,9999 | 1,9999 | (9999 | 1,999 !
1
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