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EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

INTRODUCCION

ADVERTENCIA. — Designamos los cologaritmos con el
signo L.

Encontrar los logaritmos de las razones trigonométricas
propuestas:

1. Resp. 1,1102251 | 21. Resp. 1,2624111
2. > 1,9598436 22.  »  0,3972171
3. > 1,4280361 23. -  1,6010512
4 5 1,7065751 24. »  0,1329945
5 » 1682993 25. > T1,8004401
6. = 1,8740104 26. »  1,9596509
7. = 1,7782084 27. - 1,9698500
8 » 1,1278210 | 28. »  1,7838207
9. »  1,8711512 29. > 0,1451845
10. > 15572142 30. - 1,5841208
11 1,8978008 31 0,3423463
12 - 1,9996520 32. - 1,209323 7
13. 1,9551963 33 s 0,624934
14, s 1,9770952 34, 0,9589149
15. z 9862085 | 85. > 1,4070876
16. - 14899675 | 36. -  0,4526367
17. 1,9999059 37. - 2,5598587
8. - 3, ,6980841 38. - 0,3995436
19. > 3ps ,5472875 39. > 5,6627983
20. 3, ,2862052 40. - 3,5654684
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Encontrar los logaritmos de:
41. sen 164° 27° 30",
Reduciendo al primer cuadrante, se tiene:
sen 164° 27° 80" = sen (180 — 164° 27" 30") =sen 15° 32" 307,
cuyo logaritmo es 1,4280360.
42 cos 120° 35" 10"

Se tiene como en el numero anterior, y haciendo abstrac-
cion del signo:

cos 120° 35" 10" = cos (180° — 120° 85" 10") = cos 59° 24" 507,
euyo logaritmo es 1,7065751.

43. sen 208" 457 23".

208° 45" 23" — 180° = 28° 45" 23~
log sen 208° 45" 23" =1log sen 28° 45" 23" = 1,6822231.

44, cos 221° 33" 59",

221° 33" 59" — 180 = 41° 33’ 59",
Resp, 1,874 0104,

Encontrar los dngulos del primer cuadrante correspon-
dientes d los logaritmos dados.

45. log sen x = 1,4088894
log sen 14° 51' = 1,4087306

diferencia logaritmica: 1588
diferencia tabular:4762; diferencia angular: 50 gé?bb — oy
Resp., 14°51' 20",
46. log cosw = 1,8849065
log cos 89° 53’ = 1,8849945
diferencia logaritmica: iéBO -
diferenciatabular: 1056; diferencia angular: h();-):{%ﬂ =50

Resp. 39° 53 50",



INTRODUCCION 7

Nora. La solueitn de los problemas siguientes es idéntica
4 lasdos anteriores, por cuyo motivo damos solo las respuestas.

47. Resp. 36° 37 40" i 56. Resp. 41°11'13"4
48. »  H8e 45" 10" i 57. » 34° 30" 19"

49. » 30 20" 25" 5 I 58. » B2o21" 11
50. » 49 7 27 1 59. » 610127133

51. » 4°41'15"4 60. »  63°10°56",2
52. » 15° 42" 62,7 ‘ 61. »  T1° T'42°8
53. » 13°10747",1 62. »  86°45" 9"4
54. »  28°23 396 63. »  86°23 11" 4
55. » 21239 32" 8 64. »  89°33° 18,8

Encontrar lo§ dngulos menores que 90° correspondientes
d los logaritmos dados:

65. © log tg = 1,8820134
log tg 37° 18" = 1,8818386
diferencia logaritmica: 1748
; : y 5 60 >< 1748 .
diferenciatabular: 2621; diferenciaangular: —062%:40 .
Resp. 37°18 407,
66. log cotg &= 1,0092624
log cotg 4° 59 = 1,0595056
diferencia logaritmicas: 2432
: 5 . ; ; 60>< 2132 o
diferenciatabular: 14574; diferencia angular :W:m

Resp. 4°59 10",

Nota. Se procede de igual manera en los ejercicios cuyas
respuestas van & continuacion.

67. Resp. 66°26 10" 76. Resp. 46°38 5178
68. »  HE° 43 307 77. »  53° 21074
69. » 11°4946°4 78 >  6L°20°51°9
70. »  23°40'59°4 79. » G043 279
71.  » 24016221 80. » 80°15 42"8
72. > 36°B1 14 81 » 8% 4 T4
73. >  36°11 4'8 82. » 89°33°18°9
74. > 41°49°42°3 83. »  (0°24'20°8
75.  »  44°40°13°7 84 -  0° 3883
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Parte primera

CAPITULO PRIMERO

103 (2). Dado sena=— %, busquense las otras lineas tri-
gonométricas del arco a.

104 (3). Resuélvase el mismo problema, haciendo cosec
a=YV3.

105 (4). Blsquese el seno y el coseno de un arco cuya
3
tangente es igual a—a— s

106 (5). Busquense las lineas trigonométricas de los arcos
de 120° y de 105°,
107 (7). Cual es el valor de la expresion:

- sen 60° — sen 30°
" sen 60° + sen 30° °

108 (8). Dados sen (A — B)= % ¥ cos (A + B) ==, btis-

quese A y B.
109 (9). Caletlese tg (¢ + b), sabiendo que tga=1y
e
Vs
110 (10). Sena = %-, cosh = g ; calctlense sen (@ +0) y
cos (a + D).

111 (11). Conociendo sena = blisquense sen2e, cos2a

'g:
¥y tg2a.
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3 .
112 (13). Sabiendo que cos 30°:VT, caletlense sen 159,

cos 15° y tg 15°.
113 (14). Hallense sen 9° y cos 9°.

114 (15). Sabiendo que tg30° = vl—g, bisquese tg 15°,
¥ luego tg 7°30°.

2 :
115 (16) Conociendo tga: Ee A;’;i . caletlese gg% v de-
3 @ a
duzcanse sen 5 ¥ cos o

116 (17). cosa = 0,7; calctilese tg %a

Hdaganse calculables por logaritmos las expresiones:

117 (18). sen 34°24'12" 4 sen 12°14° 28"
118 (19). sen 25° 36" 14"+ sen 16° 3’ 46"
119 (20). sen 32° 817" —sen 9°10° 25"
120 (21).  cos 45°17 41" + cos 27° 56" 47
121 (22).  cos 6°12° 5" —cos 62°40' 32"
122 (23). cos 20° 0'88"—sen 35°53 &
198 (24). tg 18°24° 9"+ tg 10° 042"
124 (25).  cotg 37° 38’ 49" — cotg 76" 1' 59"
sen 63°34° 12" 4 sen 38° T 45"
sen 63°34° 12" — sen 38° 745"
sen 98° 6 35"+ sen 23°32" §
sen 98° 6 30" —sen 25°32" &

126 (27).

Hdganse caleulables por logaritmos las expresiones:

127 (28). 1 + sen 20°32' 44" | 133 (34). 1 — cotg T6° 31 26"

128(29). 1 —sen 50°45° 17" | 134 (35). 1 + cotg52° 15 247
129 (30", 1 + cos 18° 450" | ._ ... 1 —tz 15°24 35"
: _ e o | 135 (36). -
130 (31). 1 — cos 64° 76’ 48" | 1+ tg  15°24 35
18L(32). 14tg 48° 9 6 | @, Ltte 270 815"

182(33). 1—tg 7 & 8 | T—tg 2i° S5
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137 (204). Se sabe que el seno de un arco comprendido en-
tre 90° y 180° tiene por valor 0,75823, se quiere conocer el
coseno, la tangente, la cotangente, la secante y la cosecante
del mismo arco, afectando cada una de estas cantlda,des del
signo conveniente.

138 (208). Busquénse las lineas trigonomeétricas del arco
de 15°

139 (209). Caletlese sen e, conociendo tg % Expliquese'

@ priori por qué la formula no da més que un valor para
seno a.

140 (210). Conociendo tga = é— busquense sena, cosa,

senza, cos2a y tg2a.

—

141 (211). Conociendo tga = 5 ¥ tgb= %, caletlese:

1.%tg(a+4-b), y 2.° to—(a—l—b)

1
142 (212). Se da sene——ysen b = — :
(3}

50 siendo @ y b me-

nores que 90°, Busquesesen?2 (¢ + b).
143 (213). Conociendo tg% =10, hallese sena. Aplicacion:
b=

()

=

144 (215). Conociendo sena = b, hallese tg—. Aplicacion:

_ V8

= i
< : = a—0b

145 (216). Dado el dngulo « por la relacion senm:?_{_—b,

determinese tg (4:_30 — %)

; 1
146 (217). Congeiende cos2a =, hllese tg 5.

147 (218). Conociendo el angulo @ por la relacion tg2a —
“V3, caletlese tg3a.
148 (219). La cotg de un angulo es 1+ V2. Caletilese la
secante del doble de este angulo.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

11

i 4
149 (221). Calctilese cosec2a, sabiendo que cotga = 7

150 (222), Dado un arco @ = 17° 35’ 44",2, calctilese otro
arco « tal que se tenga sena =2 sena.
151 (206). Busquese el ntumero de grados del arco cuya

longifud es igual al seno de 30°.

152 (207). Calcular, por medio de la Trigonometria, la

expresion V2 L V3,

153 (228). Dados dos dngulos: P=23°5719" yQ=21°16"46",
calctlese un tercer angulo @, tal que senx =senP + senQ.

154 (229). Calcular sen %

5

3 ;
sabiendo que tga = T ¢Cuan-

tos valores se obtienen y cuil es la suma de sus cuadrados?
155 (230). Expresarsen2a,cos2a ytg2« en funcion de tga.

156 (231). Conociendo tg _i: =V2 — 1, bisquense sen «,

cosa y tga.

CAPITULO I

Triangulos rectdngulos.

Resolver los tridngulos rectdngulos con los datos si-

guientes:
1. Caso.
= 230™
157 (138). {g_f?
o aa | @=DT8™ 95
168 (139): | p—ages1 2
2.° Caso.
. - om
159 (140). {%_f)g; A0
f b=5734" 2
160 (141). | B— a1 201

|
|

3.7 Caso.

161 (142).
162 (143).
| 4.° Caso.

163 (14.4).

164 (145).

{

a=117",80
b= 48

f{ a=5618",76

b = 3456™ 48

b=122" 40
¢ = 130"
b=52" 34
¢ = 28,80
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Resolver los tridngulos rectdngulos con los siguientes
datos:

— 65497 84 | ( b=141"

165 (146). {§=£ - R, e
C— 9 ; b= 320"
o (147)..{ Eig:m 170 (151). %:%
id T e et ol (R IHi“%g:’gg
LB L -
o o= | [T

173 (154). Resolver un tridngulo rectangulo, conociendo

edoim 3y Z_gp
a

174 (155), ¢Cudl es la altura de una torre que da 96™ de
sombra, cuando el sol estd elevado 52° 30’ sobre el horizonte?

175 (156). ¢Cudl es la longitud de la sombra proyectada por
un arbol de 15™ de altura, cuando el sol esta elevado 37° 30"
sobre el horizonte?

176 (157). Determinar la altura del sol cuando la sombra

de una varilla vertical expuesta al sol es igual a 2 veces %

la altura de la varilla.
177 (158). ¢Cual es la altura del sol cuando la sombra de

; ! F 1 5
un objeto vertical es igual a una vez - su altura?

178 (159). Hallese la longitud de una recta que forma un
angulo de 22° 40’ con su proyeccién, cuya longitud es de
16™ ,64.

179 (160). Un rectangulo tiene 120™,40 de base y 70™,18
de altura, Jeuales son los angulos formados por la diagonal
- con los lados? .

180 (161). La diagonal de un rectiangulo mide 68™,42, el
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angulo que forma con la base mide 24° 18', Se pide la super-
ficie del rectangulo.

181 (162). Una cuerda que subtiende un arco de 82° esta a
20™ del centro, {eudl es la longitud de esta cuerda?

182 (163). En un circulo de 8™,35 de radio, ¢cudl es la-lon-
gitud de Ia cuerda de un arco de 17°8'?

183 (164). ¢Cuadl es, en un circulo de 72™ de radio: 1.2, el
poligono regular inscrito, cuyolado es igunal a 25™; 2.°, cual
es el perimetro de este poligono; 3.°, cual seria el radio del
circulo inserito?

184 (163). Después de haber recorrido 80 kilometros, hallase
que se han caminado 43““‘,25 mas hacia el sur que hacia el
este. (Que direccion se ha seguido?

185 (166). La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide
4689™,76 y la altura 1830™,24. Resuélvase este triangulo.

186 (167). La perpendicular bajada del Angulo recto de un
tridangulo rectangulo determina sobre la hipotenusa dos seg-
mentos b’ =3596",32 y ¢ =2460™,15. ¢Cuales sou los ele-
mentos de este tridngulo? )

187 (168). Resolver un ftriangulo rectangulo, conociendo
la hipotenusa ¢ = 1346™,24 y la diferencia de los catetos,
d = 824™ 748 . :

188 (169). La hipotenusa de un triangulo rectingulo es
igual a 4320™,42, y el radio del circulo inserito » = 789" ,36.
Restelvase este triangulo.

189 (170). La suma de los catetos de un triangulo rectan-
gulo es 66427 ,777; resuélvase este tridngulo, sabiendo que la
hipotenusa mide 4765™,35.

2

Triangulos cualesquiera.

Resolver los tridngulos cuyos datos son:

1. Caso.
l A =32°57 ‘ l A =138°31"
190 (171){ B =1238" | 191 (172); B= 33° 17"
l a= 117,20 l c:_14’“,76
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' A —BT7°82" 7,6
192 (174! B = 73042 50"
l a = 25432™ ,46
l A =184°53"33"8
193 (175){ B=47°17" 8'8
l e = 56894™ 60
20 Cano.
a—167"
196 (177){ b = 145™
Ee— vt
a=203",20
197 (178) { b=245" 40
=2 10"
3. Caso.
I a 75T
0 (181) l b= 9™
e = 107"
I a=543™ .90
201 (182) l b =597T",60
e =625™,90
4.2 CA_so
a=105™
204 (185) { b=110"
A =58
a— 85" ,40
205 (186) { ¢=38™,85
C=15°25

ELEMENT0OS DE TRIGONOMETRIA

A=T217
194 (173) { B = 48° 12’
¢ = 560™,40

] B = T79° 50" 39"
195 (176){ C = 64° 25" 48"
l a = 439™ 258

b = 61686™ 54
e = 51936",90

198 (179) l
l A = 24° 26" 56"

b=1109",75
199 (180) { c= 1489“‘,62
A =47°9 B0"

(o= 456™ 48
202 (183)

b= 518™ 50
c=592",30
a="567",37
203 (184) { h=419™,85
¢ = 354™ 63
- b= 153" 60
206 (187) l e=85" 20
B="71°15

a = 65792™ 60
207 (188) { b = 95045™ 60
A=297°51'48"6

Buscar los elementos desconocidos de los tridngulos cuyos

“dates son :

(A—128°
208 (189).l a=181",60
b—c=29" 54

A =580
209 (190).{ a=105™
\ b 4 = 216™ 30.
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CAPITULO 1il

Calculo de los elementos secundarios
: de los tridngulos.

210 (507). La perpendicular bajada del vértice del angulo
recto de un tridngulo rectdngulo sobre la hipotenusa, la
divide en dos segmentos cuyas longitudes son 57 643 v
4™ 928; caletlense los angulos del triangulo.

211 (508). La bisectriz del &ngulo recto de un tridngulo
rectdngulo divide a la hipotenusa en dos segmentos cuyas
longitudes son 4™,319 y 5™,238; calcilense los angulos de
este triangulo. ;

212 (509). Calcular los lados de un tridngulo cuya super-
ficie es de 10™° y cuyos angulos miden respectivamente
178° 50" 29%, 1° 0’ 4" y 0° 29" 27",

213 (510). Un tridngulo rectangulo tiene una superficie de
81678™% 3640; uno de sus angulos mide 38° 51' 20°; hallense
los otros elementos de este triangulo.

214 (p11). Uno de los Angulos de wun tridngulo mide
35° 18" 467; los dos lados que lo forman miden $7™ y 72%; se
pide la superficie en dreas y -
centiareas. A

215 (512). Caleular la ‘su-
perficie de un tridngulo isos-

=

celes de 176™,40 de altura, [

siendo el angulo del vértice r

de 47° 24" 18", B -
216 (5138). En un triangulo S s e ’

ABC,setienea=60",b=40",
¢=432"; calcilense Ia lon- .
gitud de la mediana AD y los dngules que forma con BC.
217 (514). Caleular el radio del circulo circunserito a un
tridingulo euyo lado a = 854™,20, y el angulo opuesto a este
lado A = 55° 49 22", 3

Num. 216.
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218 (515). Caleular eon 0",1 de aproximacidén, el angulo
del vértice de un tridngulo isésceles cuya base es igual a
3452™,634, y la superficie igual a 5864372™ °.

219 (516). Calcular la superficie de un triangulo, cono-
ciendo la altura h = 4590™,076 y los dngulos 2, § que forma
esta altura con los dos lados adyacentes; a saber: « =§° y
p=15°.

220 (517). Uno de los catetos ¢ de un tridngulo rectangulo
tiene 34828™ ,43 y el Angulo agudo adyacente B = 48° 35’ 27",
¢Cuanto es preciso aumentar este dngulo para que el otro
cateto quede aumentado de 2™ :

221 (518). En un tridngulo se conocen un lado @ = 3428™ 58
4 ¥ los dos Angulos adyacentes B =

=108°15"27" y C = 47° 25 47".
Caletlese la altura bajada del

p vértice A,
222 (519). Se da un lado de
‘ ‘. un tridngulo, a=8424™ 572 y
D

¢ los dos angulos adyacentes B =
=64°45"28" 6 v C = 42°95" 17",
Nitm. 222, ¥ se quiere saber: 1.° la distan-
cia del eentro del circulo ins-

crito al vértice B; 2.° el radio del circulo inserito.
o 223 (520). En un tridngulo se concce
el Angulo B = 51°14° 37",8, el angulo
b ¢ C=28°55"35"y el lado a = 4436™ 857,
5 Calctilese el angulo que forma el
E lado ¢ con la mediana trazada del vér-

tice A.

224 (521). Resolver un tridngulo,
conociendo el perimetro 2 p = 1954™ 315 y dos angulos:
A =98 35" 98" 6; B — 420 39’ 18",8.

225 (522). Calcular los lados de un tridAngulo euyo peri-
metro 2p=1",20, y cuyos angulos A y B tienen respecti-
vamente por valor 35° 17' 15" y 620 43 30",

226 (523). Dado un angulo A = 44° 20 127, por un punto B
tomado sobre uno de sus lados, a una distancia A B = 107™ -
s ftraza una recta BC tal que la superficie del triangulo

B

B
Num. 223.
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ABC sea de 6527™"; se pide Ia longitud de la recta AC y el
valor del Angulo ABC.

¢
b
&
A B
€
Niim. 226, Nim. 228,

227 (524). Busquese el radio del circulo circunserito a un
tridngulo euyos tres lados son respectivamente 249™, 332™
y 415™,

228 (525). En un tridngulo BAC,
se da el lado AB = 23™,215, el lado
AC =19" 419 y el angulo BAC =
= 46° 29" 37"; se quiere saber la longi-
tud de la bisectriz del angulo A,

229 (526). En un tridngulo ABC, el
dngulo B es igual a 68° 26' 17", el an-
gulo C a 75°8'23" y la altura AHa 3 c
148™,19; se desea saber la longitud de H
los tres lados. Nim. 229,

230 (527). Los tres lados de un tri-
angulo ABC son respectivamente A B = 1551", A C = 2048™
BC = 2585™; hallese la longitud de Ia recta AD que une
el vértice A con el punto medio

A,
de BC, . M
231 (528). En un triangulo ABC /
se conocen los tres lados, a saber: 3 c

BC=6"AB =57 AC=2", Se il

traza la bisectriz AT del &ngulo A, O

¥ se quiere saber: 1.° las superficies de los dos tridngulos ACT
¥y ABI; 2.° la longitud de la recta IM paralela a CA, termi-
nada en el lado AB, )

A
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232 (529). En un triangulo ABC se da AC=177",285,
BC =89™,214, el angulo C = 69"10"12". Determinese el
punto M, de tal manera, que la per-
pendicular M P divida el triangulo en
dos partes equivalentes.

233 (530). Conociendo los tres la-
dos de un tridngulo: ¢ = 1402™ 448,
b = 876™ ,563, ¢ =1227™,142; calciilen-

P se: 1.° los angulos y la superficie; 2.°
Niim, 232. el drea comprendida entre los circulos
inscrito vy cireunserito.

934 (531). Conociendo dos ladosde un triangulo: a =4465",72,
b=983",45 y el angulo que forman C=75°23"54"; ealeu-
lense los otros dos &ngulos, el tercer lado, la superficie y el
radio del cireulo ex-inserito comprendido en el angulo C.

235 (576). En un cuadrilatero inseriptible, dos lados adya-
centes tienen por longitud 8™, y los otros dos lados 4™, Cal-
cilese: 1.° la superficie; 2.° los radios de los circules inserito
v cireunserito; 3.° las diagonales; 4.2 las tangentes de los 4n-
gulos que forman las diagonales con los lados.

236 (577). Las diagonales de un cuadrilatero tienen respec-
tivamente 295™, 315™ y 314™,159, el Angulo que forman mide
89° 59" 13". Se pide la superficie del cuadrilatero.

237 (578). Uno de los Angulos de un rombo cirecunserito a un
circulo de 68™ de radio es de 43°24° 37", Calctilese, con un deci-
metro cuadrado de aproximacion, la superficie de este rombo.

c

238 (579). Calculese, con 11—0 de segundo de aproximacion,

los Angulos de un rombo cuyo perimetro mide 824™,693, sa-
biendo que una de las diagonales mide 92™,355.

239 (580). Resolver un paralelograino conociendo una dia-
gonal, la superficie y el perimetro,

240 (669). En un circulo de 3™ ,45 de radio, se quiere ins-
eribir un poligono regular de 9 lados, ¢eual serd la longitud
del lado?

241 (670). En un circulo de 196™,273 de radio, jeudl serad
Ia graduacion de un arco subtendido por una cuerda de
238™,855? ;
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242 (671). En un circulo de 8™ de radio, se traza una cuer-
-cuerda que subtiende un arco de 62°21". ;Cual es la super-
ficie del triangulo comprendido entre esta cuerda y los radios
que tocan sus extremidades?

243 (672). Una torre tiene 50™ de circunferencia; las tan-
gentes trazadas desde un punto exterior forman un angulo™
de 18°. ;Cual es la distancia de este punto al centro?

244 (673). En el problema anterior, ¢cudl serd el dngulo
de las tangentes, si el punto exterior dista 150™ del centro?

245 (674). Se dan dos circunferencias secantes cuyos radios
son R y r, y la distancia de los centros d. Caletilese la cuerda
comun,

Num, 245, Nim. 246,

246 (675). Dos circulos de radio ¢ y b se cortan bajo un
angulo «. Calctlese la longitud de su cuerda comtn,

247 (676). Las tangentes interiores comunes a dos circulos
deradios R y = se cortan en dngulo recto. Calcilese la super-
ficie del tridngulo formado por estas lineas y la tangente co-
min exterior.

Nuim. 247. Nim. 248.

248 (677). Los radios de dos circulos son 1y 2, la distancia
de sus centros es |7 ; caletilese, sin tablas, el coseno del an-
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‘gulo formado por las tangentes a estos circulos en uno de sus
puntos de interseceion; hallense Inego el sen, elcos y la tg de.
la mitad de este angulo.

249 (678). Dos circunferencias de radios ¢ y b son tangen-
tes exteriormente. ;Cuél es el valor del dngulo que forman
'las tangentes comunes exteriores ABy A'B’?

250 (686). Un dodecdgono
regular esta inserito en un
eirculo de radio Rj calcu-
lense el lado, la apotema y
la superficie de dicho poli-
gomno.

951 (687). Dado el lado a
de un dodecidgono regular,
\ se quiere saber cual es la
longitud del semirradio del mismo poligono.

952 (688). Calctilese el radio de una circunferencia, sabien-
do que la superficie del octégono regular inserito excede de
una cantidad a2 a la superficie del exdgono regular inscrito.

Num. 249.

CAPITULO IV
Aplicaciones al levantamiento de planos.

253 (191). El Angulo de elevacion de la cispide de una to-
rre vertical es de 438° 15" a 72" de la
torre, estando el ojo del ohservador
a 17,10 del suelo. ¢Cual es la altura de

i = la torre?

b 254 (192). El angulo de elevacion de
\‘\ la cuspide de una torre vertical, cuyo
i o pie es inaccesible, es de 24° 36'; si el ob-
F—e®= & servador avanza de 32™ hacia la torre,

el dngulo de elevacion del vértice es
de 40° 12'., ¢Cual es la altura de la to-
rre? La base de operacion es horizontal, y el ojo del observa-
dor estd a 1™,50 del suelo.

Ntim. 255.
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255 (193). Medir la distancia de un lugar A a otro C inac-
cesible. Se ha tomado una base AB perpendicular a AC, ¥
de 80™ de largo. El angulo formado en el punto B por los ra-
yos visuales dirigidos 4 A y a C es igual a 48° 25",

256 (194). Dos observadores C y B, que distan el uno del
otro de 1750™, miden al mismo instante las alturas angula-
res de un punto determinado de una nube. Este punto estd
en el plano vertical de la base de observacion, y los Angulos

Nim. 256. Nim. 257.

de elevacion son de 72° y 84°. ;Cual es, en metros, la altura
de la nube, admitiendo que los dos observadores tienen el
_mismo horizonte? .

257 (195). Calctilese la distancia de dos puntos inaccesi-
‘bles A ¥ B, conociendo una base
CD =150", el angulo BCD =40°;
el angulo ACD =69°, el angulo
ADC=38°30", yelangulo BCD =
=T0° 30",

258 (196). Determinese la altura
de una montafia. La base de ope-
racion AB que se ha elegido tiene
225™, los dAngulos formados por esta
base y los rayos visuales dirigidos
a la cumbre de la montafia son Num. 258.
A=252°27"18" y B =41°19" 25";
ademas, uno de estos rayos visuales A C hace con la vertical
de la estacion A un angulo de 43° 19" 12",
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259 (197). Dados tres puntos A, B, C, en el mapa de un
pais, se quiere determinar la posicién de un cuarto punto M,
de donde las distancias AC = 200™

A v BC=170" han sido vistas bajo

e 4ngulos conoeidos @ =46°17 13",2

A y 8=230°9. Admitiendo que los

e euatro puntos estdn en el mismo

\  plano, y que el dngulo ACB =

: / S, 140°40° 8" 4, caleilese MC. :

; \/ 260 (198). Un observador, colo-

7 cado a una altura de 120™ sobre el

N, 259. nivel del mar, halla que el rayo

visual que concurre en el horizonte

sensible, forma con la vertical un angulo de 89° 39", Se pre-
gunta cudl seria, segin este cdlculo, el radio terrestre.

261 (199). Un arco AC=28°35" gira alrededor de un dii-

: metro BB’ perpendicular a su cuer-

da. ;Cual es la superficie de la zona

descrita, siendo el radio del circu-

lo 5™ 487

262 (200). Calcular el radio de
una torre inaccesible, sabiendo que
la base ABes de 17,5 y los angu-
los formados con esta base por los
pares de tangentes a la torre son:

Niim. 261 en el punto A, a=60° &' =20° ¥
en el punto B, § = 75°, i’ = 25°,

263 (819). Un observador se encuentra a 56™ del pie de
una torre de 35™ de altura. ;Bajo qué angulo ve esta torre,
verificandose la obzervacion a 1™ del suelo?

264 (820). Un objeto vertical de 1,75 se ve bajo un an-
gulo de 1°5'. 4A qué distancia estd dicho objeto?

265 (821). Dos observadores, que distan el uno del otro de
1875™, miden al mismo instante las alturas angulares de un
punto determinado de una nube. Este punto se encuentra
en el plano vertical de la base de observacion, y los angu-
los de elevacion miden 75° v 82°; se pregunta Jcual es la al-
tura de la nube?
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266 (822). Un observador estd colocado en A sobre la cus-
pide de una montafia, y su vista se extiende hasta un punto
Cen el horizonte; caletlese la altura de la montaiia, en fun-
cion del radio R de la tierra y del angulo o que la visnal AC
forma con la vertical A O,

L B A

Nim. 266. Ntm. 267.

267 (823). Una persona B, eolocada a la orilla de un rio ve
un arbol CP plantado en la ribera opuesta bajo un angulo
de 60°; sise aleja 40™ el angulo no mide mas que 30°, ;Cual
es la altura del arbol y el ancho del rio?

268 (824). Un pararrayo de una longitud conocida a esta
colocado sobre un edificio; deteniéndose a una distancia d
del pie del edificio, y a una altura A del suelo, ze ha visto
el pararrayo bajo un Angulo «.
Calculese la altura de la punta
del pararrayo sobre el suelo. D

269 (825). Determinar el ta-
mafio de una estatua DE colo-
cada sobre un pedestal en el in-
terior de un cercado, en el cual
no se puede penetrar.

270 (826). Determinar la altu-
ra de una torre AB, situada al
pie de un terreno regularmente inclinado: 1.°, cuando el pie
es accesible; 2.° cuando es inacecesible.

271 (827). Una columna que sostiene una estatua se eleva
al borde de un rio. Un observador, colocado sobre el otro

E

3 X B

Niam. 269,
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borde, ve bajo un mismo angulo la estatua CD y el pedestal
AB de la columna. Conociendo las alturas de las tres partes
del monumento, caletilese el ancho del rio.

Nam. 270. Ndam, 271.

272 (828), Observando una torre desde tres puntos A, B, C
situados sobre una misma recta que pasa por su pie, los an-
gulos de elevacitn son tales que el segundo y el tercero son,
respectivamente, doble y triple del primero. Caletlese la al-
tura de la torre.

Num. 272. Num. 273.

278 (829). Un mastil AB y una torre CD, separados por una
distancia a, estdn a la orilla de un ecamino horizontal. Desde
el pie del mastil se ha medido el d4ngulo de elevacion de la
torre, y desde el pie de la torre el angulo de elevacion del
mastil; los dos angulos hallados son 2z y ; colocandose a la
mitad de la distancia @, los dngulos de elevacion son com-
plementarios. Caletilense las alturas de la torre y del mastii.
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274 (830), Tres puntos determinados B, 0, C, estan a dis-
tancias iguales sobre una misma recta, y desde un cuarto
punto A se ve la longitud fotal BC
bajo un angulo recto. Conocciendo la ]
longitud AO y la bisectriz AD del an- A
gulo BAC, determinese el punto A: \

1.9, por el calenlo trigonométrico, y B B ¢
2.°, por una construceion grafica.

295 (831). Un ohservador, colocado
en A, a orilla de un lago, a una al- !
tura » sobre el nivel del agua, halla Nim. 274,
que el dngulo de elevacién de una
nube C es «, y el &ngulo de depresion de la imagen C’ refle-
jada por el agua es §. Caletllese la altura de la nube.

Num. 275. Num. 276.

276 (832). Una persona colocada a mediodia en el punto A
de una ribera escarpada, a una altura A sobre el nivel del
mar, mide el Angulo de elevacion « de una nube y el angulo
de depresion B de la sombra de la nube sobre el agua. En el
momento de la observacion, el sol estéd detras de la persona,
a una altura marcada por el idngulo de elevacion y. ¢Cual
es la altura de la nube?

277 (833). Un navio C, que se dirige hacia el norte, ve sobre
una misma linea dos faros A y B en la direccion del oeste;
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después de una hora de marcha, los faros aparecen el uno al
sud-oeste y el otre al sud-sud-oeste. Sabiendo que la distan-

Num. 277.

cia de los faros es de 8 kilometros, caletilese la velocidad del
navio.

CAPITULO V

Calculos logaritmicos.

278 (220). Calcular los valores de las expresiones:

12 cos® 18° sen? 36° — cos 36° sen 18°%
20 sen? 24° — sen? 6°.

279 (227). Calcular los 4ngulos @ comprendidos entre 0° y
180° dados por la formula:

asenf—bsena
asenf} —bsenx
a=4627™,55 o =~51° 57" 44"
b=3944" 68 [ =63°18 27"

te 2=

280 (241). Hacer logaritmica la expresion:
acosA 4 beosB + ceosC

escrita para los elementos de un triangulo.
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281 (242). Hacer calculable por logaritmos la sumas:
l sena + send 4-sen(a + b).
282 (248). Hacer calculable por logaritmos la suma:
sen@ -+ send -+ senc + sen d
sabiendo que
a+b+t+c+d=2r,
283 (244). Hacer logaritmicas las expresiones:

il 1+ sena 4 cosa
2:0 1+ cosa 4 cos2a.

284 (245). Hacer calculable por logaritmos la expresion:
1 — cos?a — cos?b — cos?e 4 2 cosa cosh cose.

285 (246). Hacer calculables por logaritmos las dos expre-
siones:

cos(a-+b+c)+cos(at+b—c) +cos(a+c—Db)+cos(b +c— a)
sen(b+c—a)+-sen(a+c—>~) +sen(a +b—c)—sen(a+b +c)

286 (247). Hacer logaritmica la expresion:

a? + b — 2ab cos .
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Parte segunda

TRIGONOMETRIA ESFERICA

CAPITULOS 1 Y I

Figuras esféricas.— Relaciones funda-
. mentales.

1. En un tridngulo esférico equildtero, se tiene

cos A =tg % cota.

2. En un ftridngulo isdsceles, se

. a - A
tiene sen — —sen b sen —.

2 2
3. En el mismo tridngulo, se tie-
ne tg % =tgbcosB.

4, En el mismo tridngulo, se tie-

Nim, 2.

ne cosb = cotB cot %

(1]

. . L A a
. En el mismo triangulo, se tiene cos 5 = cos - senB.

&

6. En un tridngulo esférico rectangulo, se tiene:

sen (a—c) =tgbcosa tgg.
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i B
7. En el mismo tridngulo, sen (¢ — ¢) =senb cosc tg —E
b L
8. En el mismo tridngulo, tgto =tg £ _25_ = tg%
Num, 6.
A—B

9. ¢Qué viene a ser la analogia de Neper, que da tg

2
si ¢ + b = =? Consecuencias.

10. Demostrar las analogias de Neper, valiéndose de las
formulas fundamentales.

CAPITULO 111

Resolver los tridngulos
rectdngulos por medio de los elementos
; indicados.

11. Resolver un tridngulo esférico rectangulo, conociendo:

a=114"15"; b= 46°18.
Ot — a=123°12"18"; b= 53°15 47"
18,7 e —  a= 57° 948; b= 37°2% 19"
e — a= 52192 B= 75°16".
15, - — L a=125°52' 10"; B= 85°13 45"
e —  a=110° 847 B= 51°42 9.

il = — b= B0 A5t c= T1°1%",
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18. Mismo problema: b = 93°16'12"; c¢= 37°12' 30"
19, — — b=125°15"42"; ¢=183° 945",
20, — = B= 53°12} b= 48°30",

2L, — — B= T2°10°50"; b= 65°10"42",
22, — —_ B=110°36"20"; b= 120° 14' 50".
23. — — b= 93° 145 C= 60°20.

24, — = b=122°25"42"; (C= 52910’ 3".
25, — —= b=101°42'51"; C= 46°15 20"
26. — — B= 74°12 C= 60° 15",

27, — — B— 35°25" 4"; C= 6b°1H 52".
28, — — B= 8" 4'22"; C= 36°14'51".

CAPITULO IV

Resolver un triangulo cualquiera por medio
de los datos indicados.

Resolver un tridngulo, conociendo:

99, a=103°15"; b= 98°36" = 67°40",
80, a=150°10" &; b=110°20'31"; c— 40°10".
8l. a= B5° 349, b= 60°42'50"; c— 35°10° &

32. A=113" 2 B= 82030, =116°20".
35. A=125" 5 85 B=160° 3 42", =130° 4'15".

36, A= 33° 950", B= T8°42" 9", = T72° 415",
37. a=113° 2; b= 82039, = 138° 50",
38, a=120° 4" 9"; b =115°40" 18" = 120°,

39. a=110° 9'55"; b=115°50"19" 100° 40" 50°.
40. A= 8h° ¢ B— T5%15%; = 80°40".

41 A=100°10'20"; B= 80° 4’12
42 A= 95° 418" B= 85°42 50,

40° 12" 25",
= 60°20" 30",

45, a= 5HH° 12, b= 62°30 = 45°15",
4. a= 36°18"25"; b= 42°15 22", = 50°40’ 30",
45, a= 88°19"30"; b= 852°12' 15", = 20°12'36".

154° 45",
84° 12" 35",
512" 15",

46. A = 144°48"; B = 117°80;
7. A= 85°12'16"; B= R80°18'30";
48, A= 60°25'32"; B= 56° 15 207;

A aPPPaoe 00000 Qa o o
I
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CAPITULOS V Y VI
Aplicaciones.

49, Busquese el volumen de un tetraedro, cuyas aristas
tienen 10 cm., 12 cm., 15 cm., las caras miden 90°, 60°, 45°.

50. Busquese el volumen de un tetraedro regular, cuya
arista es a.

51. Busquese el volumen de un paralelepipedo, cuyas aris-
tas tienen 15 cm., 20 cm., 25 cm.; ¥ las caras 90°, 60°, 60°.

52. Busquese el volumen de un tetraedro, cuyas seis aristas
tienen 10 cm., 12 em., 15 ¢m., 12 em., 20 em., 18 em.

53. Busquese el volumen de un octaedro regular.

54. Reducir al horizonte un angulo de 52° 15, siendo las
inclinaciones de los lados sobre el plano horizontal de obser-
vacion, 6° 12" y 8° 20",

55. Hallese la distancia entre dos pueblos C. y U., siendo las
coordenadas de C.: longitud, 253" O.; latitud, 19°25°17" N.;
y las de U.: longitud, 8° 1" E,; latitud, 19° 12" 21" N.

Nim. 55. Nim. 36.

56. Hallese la distancia entre dos poblaciones C, cuya lon-
gitud es 8°43'7" E., v la latitud, 18°8°56" N., v M., cuya
longitud es 7° 17" 14" 0., v la latitud, 23° 11" 17" N.

57. Hallese la distancia angular de dos montafias P., cuya
longitud es 32 27" E., y la latitud, 19°1" 17", e I., cuya lon-
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gitud es 29" 3" E., y Ia latitud, 19° 117 11"; las dos montafias
son vistas desde la poblacién C., cuya longitud es 2° 53" Q.,
v la latitud, 19° 95" 17" N.

N

Nim, 57. Nim, 58.

58. Caletlese el exceso esférico del triangu[c; cuyos ver-
tices son los puntos: F. (long., 32' 37" E.; lat., 19° 1" 17, L.
(long., 29'3" E.; lat.,, 19°11°11") y C. (long., 2°5' 16" E.;
lat., 19° 1' 817).

59. Calctlese el exceso esférico del tridngulo cuyos vér-
tices son las poblaciones de P. (long., 55’ 53" E.; lat., 19° 2" 31%).
Q. (long., 1° 15" 16" 0., lat., 20° 35" 36"), y M. (long., 1°59' 3"
E.; lat., 19° 42" 127,

Ntim, 59. Num. 60.

60. Calctilese el exceso esférico del tridngulo cuyos vér-
tices son: C. (long. 0°;lat.: 19° 26 1") B. (long., 1°15" 16" Q.;-
lat., 20° 35’ 36"), y A. (long., 7° 17" 14" O.; lat., 28°11° 17",
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61. Calcular los lados ¥ los angulos de un cuadrilitero
euyos vértices son los puntos:

M. (long.: 1° 37’ 38" E.; lat., 25° 52’ 32°);
C. (long.: 8°43' 7"E.;lat., 18° 8'56");
A.(long.:  46'2470.; lat., 16° 50" 19%;
G. (long.: 11°47° 20" 0.; lat., 27° 55’ 53").

o

Num. 61. Num, 62,

62. Un barco sale de un puerto cuyas coordenadas geogra-
ficas son: iong. 1407, lat., 19° N., con destino a otro situado
por 46 2" 0. y 16° 50" 19". ;Qué distancia habra de recorrer, y
qué angulo ha de formar con el meridiano la direecion del
barco a su salida?
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Parte tercera

CAPITULOS 1 Y II

Funciones trigonométricas.

1 (6). Hallense todos los angulos comprendidos entre 0 ¥
9n0° para los euales se tenga tga =1.

2 (20%). ¢Cuales son los dngulos comprendidos entre 0 ¥
1000° que tienen por coseno + 0,548?

3 (214). En las formulas de sen % y cos % en funcion de

sen @, ¢qué signos deberdn darse a los radicales cuando se

tenga ¢ = 2473°?
4 (1). Redueir al primer cuadrante los arcos siguientes:

1e sen 105°45" 4"
3 sen 124° 312"
3.° sen 223°32' 21"
40 sen 1418° 18" 43"

5 (228). Siendo el coseno de un angulo comprendido entre
90° y 180° igual a — 0,358, caleilese con 0,001 de aproxima-
cién, y sin hacer uso de los logaritmos, el coseno de la mi-
tad de este angulo.

¢ (224). Dadocosenoa=0,85742, calculese sen% ay cos— a.

1
7 (225). Siendo 1{31 seno de un dngulo, se piden los valo-

res del seno y del coseno de la mitad de este angulo.
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8 (226). Calctlese sen C—; ¥ cos _‘;‘_, sabiendo queseng—= — —i

¥ que el arco termina en el cuarto cuadranfe.

CAPITULO 111

Generalizacién de férmulas.

9 (203). Caletlese la tangente de un arco igual a la cuarta
parte del cuadrante, sin recurrir al empleo de las tablas tri-
gonométricas.

10 (236). Dada la expresion tga = (2 4+ V3) tg %, caletile-

se tgo. .

11 (237). Sabiendo que tga y tg B son las raices de la ecua-
cion 2 4 pax + ¢ =0, caledlese en funcion de p ydeqgel
valor de la expresion: .

sen? (a 4 B) 4+ p sen (« - B) cos (u + B) + q cos? (z -|-B).
12 (290). Verifiquense las identidades:

. 9
29 tga + cota = —=
Bt ; sen 2

tg2a
(v] f— e
& g = 1+ sec2a
13 (291). Verifiquese la formula:

cotg?a 4+ 1

sec2q—=—"2__1 —_
cotgla — 1

14 (292). Verifiquense las identidades:

cosa — cos8a

1 [ ottt e s o chicitane U
g senda —sena
c0s2a — cosda
2.2 teda=—

senda —sen2a
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15 (298). Verifiquense las identidades:

sena -+ senb

1.2 =
cosa — cosb

tg (@ +)

sena — senb 1
20 — = - (@4 D).
cosh — cosa EiLE 2 {0l

16 (294). Verifiquese la identidad:

_ 1—tg?(4d° —a)
sen2ag————w———~1 e —a

17 (295). Verifiquense las identidades:

1% sen8a = 4 senasen (60° — a) sen (60° 4 a)
2.0 cos3a =4 cosa cos (60° 4+ a) cos (60° — a)
32 teda= tga tg (60° + a) tg (60°—a).

18 (296). Verifiquese la identidad:

a sen2a cosa

= 1+cos2a 1+ cosa

19 (297). Verifiquense las identidades:

cosa 4 sena

1.2 te2a + sec2a =
i cosa — sena

2.0 sen3aq coseca — cos3daseca =2,
20 (298). Verifiquense las igualdades siguientes:

ihe sen (a + 0) sen (@ — b) = sen?a — sen?d
L cos (@ + b) cos (@ — b) = cosfa — sen?d.
21 (299). Verifiquense las identidades:
1
1.2 (cosa + cosh ? + (sena + senb) = 4 cos? (a —1D)

2

1
2." (cosa — cosb)? 4 (sena —send)? =4 sen23 (@ — D).
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22 (300). Verifiquense las fé6rmulas:

1.° senda=5sena — 20senda + 16 senda
2. cosba =16 cos’a — 20 cos’a + 5 cosa
3." senfa=2sena (16 cos’a — 16 cos?a + Seosa).

23 (801). Verifiquese la identidad:

a—0b

sen (@ —b) +-sen (b —¢) +sen (e — a) 4 4sen

Z

b—e¢ 3 c—a
sen
2 %

sen =0

& B

24 (302). Verifiquense las identidades:

e sena+seub+scnc—sen(a+b+c)=4senﬂ;_b
b4e¢ a4
sen ——sen 5+
s a-+b
2. eosa—l—cosb—l—cosc+cos(a+b+c}=4cosT
b+ec a-+c
€0s —5—cos e

| 25 (303). Verifiquense las identidades:
1% tga+ 2tg2a | dtgda + Scotg Sa= cotg a.

3
cos2asen 5 @

i 2.0 cosa + cos2a + cos3a = =
; sen -2‘—
! 32 tg3a—tg2a —tga =tg3atglatga.

26 (304), Verifiquese la identidad:
2 (sen*a 4 costa | sen?a cos?a)? = senq + costa + 1.

27 (305). Siendo el arco @ igual a 60° verifiquense las
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igualdades:
Al sen 2 gen iy
. 1 g 1 a = 1 .
2.2

tg % +tga=2.

28 (263). Calctlese la suma de los 7 términos de las series:
sena + sen (g + 1) +sen(a + 2A) + ... }senfa | (n — 1) A]
cosa 4 cos (a + k) + cos (@ + 2h) + -+ +cos[a + (n — 1) A]

29 (264), Calculese la suma de los 7 términos de las series:

sena + sen2a + senda + ..... senna
cosa + cos2a + cos3a + ... cosnda.

30 (265). Caletlilese la suma de los » términos de las series:

sena +senSa +senba 4 ... +sen2n—1a
cosa + cos Ba 4 cos Hba + ..... + cos 2n— 1) a-

31 (266). Caleiilese la suma de los 7 términos de las series:

sena —sen2a + senda —..... + senna
cosa — cos2a | cos3a—..... + eosna.

32 (267), Calctlese la suma de los » términos de la serie:
sen?a + sen?2a + sen?3a + ..... + sen?na.
33 (268). Calculese Ia suma de los n términos de las series:

sen®a + sen32a + sen?*3a + ..... + senfna
cos?a + cos?2a + cos?3a + ... + cosdna.

34 (269). Calctlese la suma de los n términos de la serie:
senasen2a -}-sen2asenda + sendasenda + .....

35 (270). Caleculese la suma de los 2 términos de la serie:

1 a 1 a
tg&"f’gf}g?—f'jtg—g“{“ ----- 7+

1 a
o B o
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36 (271). Calcilese la suma de los n términos de la serie:
seca sec2a + sec2asecda -+ sec3dasecda + ...
37 (272). Caleiilese la suma de los n términos de la serie:

coseca + cosec2a | cosecda + cosee8a + ... cosec2” T “a.

CAPITULO IV

Ecuaciones trigonométricas.
Ecuaciones con una incégnita.

38 (857). ¢Cudl es el menor Angulo positive que satisfaga
la ecuacion: tg2x = 3tgx.
39 (358). Resuélvase la ecuacion:

tgx 4 Beotr = 4.
40 (359). Resuélvase la ecuacion:
tgx + abeotge =« -+ b.
41 (360). Resuélvase la ecuacion:
tgae —cotgr = 1.
42 (361). Resuélvase la ecuacion:
sendax =senTax.
43 (362). Resuélvase la ecuacion:
sendx —|— senx = 0.
44 (363). Enguéntrense los valores de @ comprendidos entre

0y ; que satisfacen la ecuacion:
gen2x = cos (@ + R).

45 (364). Encuéntrense los valores de a que satisfacen la
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ecuacion: :
sen (& -+ a) = cos (B + b).

46 (365). Encuéntrense los valores de w que satisfacen la
ecuacion:

tg2x 4 cotgx = 8 cos?u.
47 (366). Resuélvase la ecuacion:
senx | sen2x + send3x =0,

48 (367). Determinense los wvalores de o comprendidos
entre 0 y 27 que satisfacen la ecuacion:

sen2x = cos 3.
49 (368). Resuélvase la ecuacion:
2senx = sen (45° — x).
50 (369). Resuélvase la ecuacion:
2senwx + 3cosoe =3.
51 (370). Resuélvase la ecuacion:

2tgx

COSIL = ————.
14 tg2x

52 (371). Calculese el angulo  determinado por la relacion
siguiente:
sen (x + 45°) sen (x + 75°) = sen 82°.
53 (372). ¢Cual es el arco cuyo coseno es igual a la cuerda?
54 (373). Determinese un angulo tal que la suma de
sus seis lineas trigonométricas sea igmal a una cantidad

dada m.
55 (374). Resuélvanse las ecuaciones:

1.9 cose + V3 senz=1.
2.0 V3 senz + cose = 2.

8.4 sena + V3 cosz = V2 .
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56 (375). Resuélvase:
sen (z — @) —=senx —sena.
57 (376). Resuélvase:
cos2x =-cosx 4 1,
58 (377). Resuélvase la ecuacion:
senx tgx 4 2 cosx = m.

Se indiearin las condieiones de posibilidad del problema.
59 (378). Resuélvase:

sen® 4+ cosc—a
60 (379). Resuélvase:
‘(gzm + cotglx = m?2.
61 (380). Resuélvase:

a a

—————}
senx cosx

62 (381). Encuéntrese ol arco cuya cotangente es igual al
coseno.
63 (382). Resuélvase:

senx + sen (@ — x) — m.

64 (383). Encuéntrese el seno ¥ el coseno del angulo & que
satisface la ecuacion:

tg3x + tgx =0.

Ecuaciones con varias incégnitas.
65 (411). Resuélvase el sistema de las dos ecuaciones si-
guientes:

senx = cos2y
sen2x = cosy.
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66 (412). Hallense dos angulos conociendo la suma ¢ de sus
senos y la suma b de sus cosenos.
67 (413). Resuélvanse las ecuaciones simultaneas:

tgx + cotgy —a
cotga 4+ tgy =0.

68 (414). Hallense los valores de tgx y de tgy que satisfa-
cen las ecuaciones siguientes:

tge +tgy =1
tg (x+y)=

[ e

A

Py

¥

y deduzcanse los valores correspondientes del seno y del
coseno.

69 (415). Calculense dos angulos x e y tales que se tenga:

. tgx + lgy =a
tg(x + y)="5. Discusion.

T0 (416). Resuélvase el sistema de las dos ecuaciones:

senEseny = a
cosx cosy = b,

encuéntrese, en particular, todos los valores de = y de y que
satisfacen a estas dos ecuaciones cuando se hace:
1

az?, b=

| e

71 (417). Resuélvanse las dos ecuaciones:

sen + seny —sena
cosx + cosy = 1 4 cosuz,

72 (418). Resuélvase el sistema de las dos ecuaciones:

2 (sen2x | sen2y) = 1=2sen (x + ¥).
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73 (419). Eliminese x¢ e y entre las tres ecuaciones:

senx 4 seny —=a
ceosx | cosy =25
eos (e —y)=c.

74 (420). Eliminese « e y entre las ecuaciones:

a? cos?ax — b2 cos?y — ¢?
acosx+bceosy=r
atge=>btgy:

76 (421). Determinese x e 4 en las ecuaciones:

x (1 4+ sena — cosa) —ysena (1+ cosa) = ¢ (1 4 cosa)
Y (1 4 cos?a) — xsenc cosa — ¢ sena

¥ eliminese « entre estas dos ecusciones.
76 (422). Eliminese x entre las ecuaciones:

senx 4 cose = m

sen’x + costax = n.
T7 (423). Eliminese « entre las ecuaciones:
@ sena — y coso = Va2 + y?

cos®x  cos’a 1
b2 az T ox? y?'

78 (424). Eliminese z e y entre las ecuaciones:

asen?xr 4 a’ cos?x =b
asen?y + a’ costy =1’
atge=a’tgy

¥ demuéstrese que

1 1 1 1
v Te Fa
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79 (425). Eliminese x e y entre las ecuaciones:

senx 4 seny = a
cosx + cosy =0

@ 7 a

tg?tg?=tg??.

‘80 (426). Eliminese x entre las ecuaciones:
(@ — D) sen (& + «) = (a + b) sen (& — =)

atg%—btg%:c.

CAPITULOS V Y VI

Foérmula de Moivre.—Aplicaciones.

&

81. Calctulese cosTa conociendo cosa. Aplicacion: cosa = 5
82. Caletilese cos9a, conociendo tga. Aplicacion: tga=V3.

. 3a .
83. Caletilese sen s conociendo sen a.

84, Calculese cos 0%

85. Calctlese cos6a, conociendo cosa. Apliquense los re-
sultados obtenidos a la resolucion de la ecuacion:

32af — 48t 4+ 18 x2—=2
y de la ecuacidn:

32 b — 48 + 1822 =0,

4
86. Caletlese V—1.

g
87. Calctilese V7.
88. ¢Cual es la suma de las tres raices cubicas de la unidad?
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89. ¢(Cual es la suma de las cuatro raices bicuadradas de la
unidad?

90. ¢Cual es la suma de las m raices me de la unidad?

91. Caletilese la suma de los cuadrados de las raices cubi-
cas de la unidad.

92. ¢Cudl es la suma de la potencia n de las raices ma de
la unidad?

1.°, caso de n<m; 2.°, caso de n = 1m,

93. Demuéstrese que X (x + o)™ = (2™ + 1). El signo =
significa que se reemplaza « por cada una de las raices me de
la unidad, elevando cada vez x4 « a la potencia m, y su-
mando despues todos los resultados.

94. Siendo a una de las raices cibicas de la unidad, de-
muéstrese que la expresion:

: o+ 2 4 (2 + o2t
es real. Partiendo de este resultado, resnélvase la ecuacion:

L
20 — 3¢ —3x4-2=0.

Cuadro de las principales férmulas
gue se emplean en Trigonometria.

Trigonometria plana.

(L. sena + cos?a=1.
sena

). tga = i

(3). cota = Ei’i.
sena

(4). secg =-——.
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(6)-
(6).

(7).

(8).
(9).
(10).
(e,
(12).
(13).

(14).

(15).

(16).
an.
(18):

(19).

ELEMBNTOS DE TRIGONOMETRIA

coseca — ——.
sena

cota = TR
1
b s cota

1+ tg?a=sec?a.
1 4 cot?a = cosec?a.
sen (a -+ D) —-sen a cosb 4 send cosa.
cos (@ + b) = cosa cosb —senasenb.
sen (@ — b)=sena cosb — send cosa.

cos (@ — b) = cosa cosb 4 senasend.

tga + tgbh
Bl 0= 1itgatggb )
__ tga—tgh
bgla==tl= 1+tgatgd

sen2a = 2sena cosa,

cos2a = cos?a — sen?a.

a 1— cosa
tog— =4+ \/ F———.
gQ _\/1+cosa
: a
1+ cosa:?coszg.

a
1— cosa :‘Jsenﬁ—z— :

1
sen—g—:;(i\/l..—f— sena + V1 —sena ).
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(25). cos%:—é—('ﬁ V1 -+ sena ?\-"I—rseua).
a  1+Vi+4tgla
(26). tg?_T'

(27). senp + seng — L75311%(10 + @) GOS%(P — g

(28). senp — seng = Z'cos—(p + q) sen— (P —q).

L

(29) senp 4 senqg tg ) (?+9)
! senp —senq te % ol q)
1 1 .
(30). cosp+_cosg:?cosé-(p+q)cosg{P—Q)-
1 1
(81). cosp —cosg— — 2sen—5(p + q) sen o (p —q).
' e _ sen(a £ b)
(82). B A e
(33). cota + cotp — FRO LD
senasenb

Foérmulas para la resolucién de los tridngulos rectangulos.

¢=qgcosB = asenC
B4, {b:acosC:asenB.

c=0tzC =bcotB

o | b=c tgB=ccotC.

Foérmulas para la resolucién de los tridngulos cualesquiera.

a b c
85y senA ~ senB ~ senC
a b c

o0 oA - B’ senl — o B

47
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(38).

(39).

(A1).

(49).

(44).

(45).

ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA

I a?="0% 4 ¢* — 2bccos A
1 2=+ a®—2accosB
2=+ b2 —2abcosC.

[a:bcosC—}-ccosB
b=ccos A { acosC
lc:acosB-}—bcosA.

A—B_a—b A+B

tg 9 = b )
5= 7 absenC.
c
56]1?
c=(a+b)——
cos—(A B)

BESNRY; =y

=] be

CDSLB:‘\/-—LP_M

cos L _\/ r—3 .,

sen— \/('”_b) p—0)

senLBf\/—-—( 2@} tp—r)
9

sen}) \/P_a (p—5)
1 Ab(pfd

By ‘\_\/ P—a

sl = | (p~mw—m
p(p—0)

=
tng—\/(P_a _;b) ;

o

SR
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(46). S=Vpp—a(p—0(p—0 .

abe
(@7). SR = - e
2Vp(p—a) (p—10) (p—¢)

A B
(@8). n=(P— ) 1 5 =(p D) tg5=({p—dtg4

| O

g(p—b) cotgf(p—c) eot —-

p—c)cot%_(p—a) cot -

o
|
=)
iy
L\..!Q mfm |u|:a.-

(p—a)cotg—(p—b)co

L\J|,’J> Lo C') 1o| 0::1

a senBsenC
T s
__ bsenAsenC
i senB
__cseaAsenB

sen C

=

=

. (50).

=
o

=

o

(61). 28=ah, =bh, =ch, =2Vp(p—a) (p—b) (p—c)

h,=bsenC=csen B

62). hy=csen A=asenC
h, =asenB="0senA .
(53). & - 20¢ 2b¢ H ?ac B »;—Qab E‘
. —IH'C "” P e g
(54) a’kﬁi(ﬂse A 8 2ac v B . 2abd C
o4). = b* 1 — 2, ————‘;a_(a en 9% r—;—bsel]?
(55). a=2Rsend; b=2RsenB; c¢=2R sen C;

h, = 2R sen B sen C;
(56). hy, =2Rsen CsenA;
h, = 2R sen A senB.

(57). S =2R%sen A senBsenC.
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(59).

(60).

(61).

(63).

(64).

ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA

senBsenC

i e
cos—s
6 =2R£11_CsenA
c—A
COS- ey
sen A senB
v —9OR TP
( =2R A~B
cos

senBsenC
C—B
-
sen Csen A
A—0 2
2
sen A senB

sen

sen

sen g
A B o]
p=4R 085 COB— cosg.

A B
p—a=4R (,0‘::5 Sen - sell 5

J B, & . 0

] p—0=4R COS 5~ 56l 5 SeN 5
B

I p—c=4R cos% aenf; sen—

A B
.) —= 4R sen F) sen — Sen—- ok

A B C
[ r,=4R sen 5 C08 5 €08 5

] r,=4R EenEcosécos %

2 2
B
T‘E=4RSB!1§C(}S§COS§.

Foérmulas en los cuadrildteros inscritos.

p—a(p—d)

sen = LGRS R e

10 -

ad + bce



(66).
(67).
().
(69).

(70).

(4).

EJERCLCLIOS Y PROBLEMAS

A _A/p—B@—r)
“’S'iz“*\/ PENE e
s 7\/?;?@—"37
€2 p=—bp—c) =

S=VYp—a)(p—b(p—oc(p—d).

ab + Pd)(m {- bd)
e be+ ad

\/ (ad -+ be) (ac +bd

L ab -+ cd
(ab+ ed)(ac + bd)(ad + be)
(p—a)(p—0)(p—c)(p—d)

o7

Trigonometria esférica.

] cosa = cosb cosc + senb senc cos A
cosb = cosc cosa + senc sena cosB
l cosc = cosa cosh + senagsend cosC.

nenA sen B senC

sena senb — senc

cota send =cosb cosC + senC cot A
cotasenc = cosc cos B + senB cot A
coth sena =cosa cosC + senC cotB
coth senc = cosc cos A + sen A cotB
cote senae = cosa cosB + senB cot C
cote senb = cosbh cos A + sen A cotC.

] c0s A = — cosB cosC+ sen BsenCcosa
cosB = — cosCcos A + sen Csen A cosb
l c0sC = —cosAcosB+senAsenBeosc,
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aen sen (p — a)
cos — — R e L
senbsenc
senp sen (p — b)
o senasenc

o sen p sen (p —e)
T senasenb .

———

Ay sen (p — b) sen(p =)
IS senb senc

B sen(p —a)sen(p —c)
e sena sen

seu£= sen(p — arsen(p —b) .
2 sena senb

i i “sen(p — b) sen (p%'c)i
g = aeupaen(p—a)
tUE - sen (p — a)sen(p — ©)
S8 senp sen(p — b)
t-E-‘ sen(p — a)sen (p —b)
g senp sen(p — ¢) §
osﬂ- (_os(PABJ cos(P—C)
S senBsenC
- s— coa(l’ A)cos(P— O)
9 . sen A senC

il s(P — A) cos (P — B)
- sen A sen B !

a 4/ —cosP. cos(P — A)

P sen B senC

so i e / — cosP . cos (P — B)
2 \/ sen A . senC

ey B —cosP.cos (P—C)
9. senA . senB




(10).

(11).

(12).

(13).

(14).

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

—ecosP . COS“(P — Ay, -

g —=

R cos (P — B) . cos(P — Q)
t("i_v —cosP.cos(P—B)
ST cos(P— A) . cos (P —0C)

—cosP . cos(P

—Q

O L
tg 2 _‘\/cos(P—A).cos(PwB)"

A+B c et
sen B) 008 5 = cos —g - cos
A —B [ —b
sen 5 sen T = sen 5 cos
AR e )
cos 5 cos g = cos g sen
" A—B c % ==
co! B) sen 5 =sen 5 sen
A+B a+t+b —b
tg 3 5 = co0s 3
B =
fig A x a 'L‘ =sen ———
b A+B A—B
tg a,-{)— sen i_ cos 5
a—>b A+B —
tg 3 sen 5 =sen-—j

i a-+b a—b
gty =tg—5—tg—

b @+ ¢ a—e
gy =te—g ey

C _ sen(a—0)
27 sen(a+b)
B sen(a—¢c)
27 sen(ato

a3
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t(’ a—c
S e
’3 z 2
Un):- t &b
il 2)= 2 T
5 2 t,g-“—'i'_
tg B0
e AN By
i-g2(4- 473“)_ . BFO
tg|7r_
(16).
l 1 _G____C_
S e ]
Lg,z(l-n _E)'— o o
B g
(w2 2y G
1) te (43 2/ sen(C+ ¢
K 5 9 B—“b}
fese( b= 0 Yax. BOMD —=0F
18 ( 2 2) sen (B 1+ b)
t02(4.°a~g)=tg‘ C;Lc Ag#
(18). Iy 8
tgﬂ(ﬁ, 0)_70.3@ B-b
: e P 8
203 (B - C)
et it e D S CORB T L
(19) ltg 2 cos (B — C)
N tg(B—f—g ~ 15°)
fg? g =— "
(<3 ae o
(20). 0 2
(22w
R L
2 tg(fln"—}——z—)
S P ) —d —b —c
@n. gty —=tglig o tig Lt g PC



(28).

(24).

(25).

(26).

sen S —

sen

¢en

EJEROCICIOS Y PROBLEMAS

I=c g

.\/égnp_-_sgn (p—a)sen (p — b)sen (p —ec.

a b c
2cos 5 G085 oS
« / sen S sen (A — A —* S)
? = \ sen B sen C
et sen%-,en B—5)
Bl sen Asen C

G, sen S sen (0:787)7
9 sen Asen B

ke, Tl “sen (B — S) sen (C—8)
g sen Bsen C
b sen (A — Sysen(C—8)
cnq? T REC sen A sen C
cr L sen (B — S)sen (A — S}
g \/ sen Asen B
, *’Av sen Ssen (A — 8)
L) sen \B— 8)sen (C — 8)
£ _b_l\/ sen S sen (B — 8)
=T sen (A —8S)sen (C — )
0 sen Ssen (C— 8) '
sen (A —S)sen (B—8) °
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(27). Seno de un triedro:

w=Y1—cos?a — cos?b — cos?c + 2cosa cosbeose

(28). Volumen de un tetraedro:

3!

sen (O ABC).

(29). Seno de un triedro:

w= QVS}_znp sen (p — @) sen (p :-b-) sen(p —c¢) .

D - =
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EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

INTRODUCCION

ADVERTENCIA. — Designamos los cologaritmos con el
signo L.

Encontrar los logaritmos de las razones trigonométricas
propuestas:

1. Resp. 1,1102251 | 21. Resp. 1,2624111
2. > 1,9598436 22.  »  0,3972171
3. > 1,4280361 23. -  1,6010512
4 5 1,7065751 24. »  0,1329945
5 » 1682993 25. > T1,8004401
6. = 1,8740104 26. »  1,9596509
7. = 1,7782084 27. - 1,9698500
8 » 1,1278210 | 28. »  1,7838207
9. »  1,8711512 29. > 0,1451845
10. > 15572142 30. - 1,5841208
11 1,8978008 31 0,3423463
12 - 1,9996520 32. - 1,209323 7
13. 1,9551963 33 s 0,624934
14, s 1,9770952 34, 0,9589149
15. z 9862085 | 85. > 1,4070876
16. - 14899675 | 36. -  0,4526367
17. 1,9999059 37. - 2,5598587
8. - 3, ,6980841 38. - 0,3995436
19. > 3ps ,5472875 39. > 5,6627983
20. 3, ,2862052 40. - 3,5654684
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Encontrar los logaritmos de:
41. sen 164° 27° 30",
Reduciendo al primer cuadrante, se tiene:
sen 164° 27° 80" = sen (180 — 164° 27" 30") =sen 15° 32" 307,
cuyo logaritmo es 1,4280360.
42 cos 120° 35" 10"

Se tiene como en el numero anterior, y haciendo abstrac-
cion del signo:

cos 120° 35" 10" = cos (180° — 120° 85" 10") = cos 59° 24" 507,
euyo logaritmo es 1,7065751.

43. sen 208" 457 23".

208° 45" 23" — 180° = 28° 45" 23~
log sen 208° 45" 23" =1log sen 28° 45" 23" = 1,6822231.

44, cos 221° 33" 59",

221° 33" 59" — 180 = 41° 33’ 59",
Resp, 1,874 0104,

Encontrar los dngulos del primer cuadrante correspon-
dientes d los logaritmos dados.

45. log sen x = 1,4088894
log sen 14° 51' = 1,4087306

diferencia logaritmica: 1588
diferencia tabular:4762; diferencia angular: 50 gé?bb — oy
Resp., 14°51' 20",
46. log cosw = 1,8849065
log cos 89° 53’ = 1,8849945
diferencia logaritmica: iéBO -
diferenciatabular: 1056; diferencia angular: h();-):{%ﬂ =50

Resp. 39° 53 50",



INTRODUCCION 7

Nora. La solueitn de los problemas siguientes es idéntica
4 lasdos anteriores, por cuyo motivo damos solo las respuestas.

47. Resp. 36° 37 40" i 56. Resp. 41°11'13"4
48. »  H8e 45" 10" i 57. » 34° 30" 19"

49. » 30 20" 25" 5 I 58. » B2o21" 11
50. » 49 7 27 1 59. » 610127133

51. » 4°41'15"4 60. »  63°10°56",2
52. » 15° 42" 62,7 ‘ 61. »  T1° T'42°8
53. » 13°10747",1 62. »  86°45" 9"4
54. »  28°23 396 63. »  86°23 11" 4
55. » 21239 32" 8 64. »  89°33° 18,8

Encontrar lo§ dngulos menores que 90° correspondientes
d los logaritmos dados:

65. © log tg = 1,8820134
log tg 37° 18" = 1,8818386
diferencia logaritmica: 1748
; : y 5 60 >< 1748 .
diferenciatabular: 2621; diferenciaangular: —062%:40 .
Resp. 37°18 407,
66. log cotg &= 1,0092624
log cotg 4° 59 = 1,0595056
diferencia logaritmicas: 2432
: 5 . ; ; 60>< 2132 o
diferenciatabular: 14574; diferencia angular :W:m

Resp. 4°59 10",

Nota. Se procede de igual manera en los ejercicios cuyas
respuestas van & continuacion.

67. Resp. 66°26 10" 76. Resp. 46°38 5178
68. »  HE° 43 307 77. »  53° 21074
69. » 11°4946°4 78 >  6L°20°51°9
70. »  23°40'59°4 79. » G043 279
71.  » 24016221 80. » 80°15 42"8
72. > 36°B1 14 81 » 8% 4 T4
73. >  36°11 4'8 82. » 89°33°18°9
74. > 41°49°42°3 83. »  (0°24'20°8
75.  »  44°40°13°7 84 -  0° 3883
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85.

ecuaciones propuestas

o o

Valuar los menores arcos positivos que satisfacen d las
sen & =

log sen x =log 3 — log 5

log 3 = 0,4771212
Resp, » = 36"52" 11,6
86.

log 5 =0,69897
log sen & — 1,7781512
tgx=3
log tg x=1og 83 =0,4
Resp. ==171°3354",3
87. cos x = 0,T.
log eos & = log 0,7 =1,8450980
Resp. o« =45° 34" 28" 8
88. cotg x = % log 2 =0,30103
log cotg x = log 2 — log 3 log 3=0,4771212
log cotg o = 1,8230088
Resp, x=256°18' 35
89. 560 & = ;i,
3
secx = P ;luego cos e = % log 3 = 0,4771212
logcosx =1log3 —log7 log 7= 0,8450980
log cos @® :E,sﬂ}z 32
Resp. = =—064° 37 23"
90 tgx=— 1(—; .
Sea y el suplemento de w; tenemos
Inego logtg y =Ilcg 17 — log
y=62°6"9",8;

Resp

y=—tga=11
— 0,2762064
180° — 62° 6 9"
o= 117° 53" 50",

)



INTRODUCCION

91. cotg v = — % :
Sea y el suplemento de x; cotg y = — cotgw = % H
luego log cotg yy = log 5 — log T =1,85387196,

y =54°27 44",4;  180° — 54° 27" 44”4 = 195° 32" 15",6.
Resp. x=125°32"15",6.

92. cosecx—é.
)
) 4
Sea Yy < 90° tal que cosec y = =
cosec y = Loa seny =
ST seny 37 ¥=

log sen y — log 3 — log 4 = log 0,75 =
y=48°35"25"; «=180° 4 48° 35" 25" = 228° 35’ 25",
Resp. o= 228° 35 25". i

Valuar los arcos menores que el cuadrante que satisfacen
a las siguientes ecuaciones:

93. tg o —=sen 12° 24" 48" 4 cos 12° 24" 48",

sen 12° 24" 48" 4 c0s12°247 48" =
= sen 12°24'48" + sen (90° — 12° 24" 48") =
—sen 12°24" 48" | =en 77° 35" 12",

Aplicando la férmula

sen p 4 sen ¢ = 2sen p jq cos pTg
resulta: tg o« = 2sen 45° cos 32° 35" 127,

log tg « = log 2 4 log sen 45° -+ log ces 32° 35712",
log 2= 0,30103
log sen 45° = 1,8491850
log cos 329 35" 12" = 1,9256101

log tga= 0,0761251
Resp. @ =49° 59" 45",6.
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94. tg & =tg 63° 15" 16" 4- cotg 63° 15" 167
cotg 63° 15" 16" = tg (90" — 63" 16" 16") = tg 26° 44" 44",
S __sen(a-+b)
La formula tg (¥ + tg b= mﬁ

sen (63" 15 1() + 26° 44" 44" )
cos 63° 157 167 cos 269 44 44"

1
T cos 63° 157 167 >< cos 26° 447 4477

log tg @ = L cos 63° 15' 16" 4 L cos 26° 44 44"
L cos 63° 15" 16" = 0,3467H932
L cos 260 44" 44" = 0,04914184
log tg @ — 0,39590116
Resp. x=168°6"20".

tg = —

95, tgx=>5sen x.

sen &
Puede eseribirse:

= bsen x, y suprimiendo la solu-

eiom sen & = 0, de donde 2 = 0° resultara:

Resp. x="78°27"47".
96. Hsen x=06coslx

Se puede escribir: Dsena =06 (1 —sen?a) =6 — G sen? x,
esta ecuacion ordenada y resuelta da:

6sen?x 4 Hsenx—6 =0;

sen & =

+ Vo5 ;144 —5 413
12 2

vs] 1o

EI primer valor s6lo es admisible; luego sen ¢ =

Resp. x=41°48"37",1.
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97. tg 2z =>5tg =

=5 tga; y suprimiendo la solucion tgx =0,

H

)
oy we

=5; osea tglax=

3
luego tgax= '\/3 3

Resp, x=37°45" 40",5.
98. 2 tg @ + 2 cotg & =bH.

La ecuacion propuesta equivale 4 las siguientes:

5
t‘7‘$+C0l’U'a'}AT

. 1 b}
0 sea tgw +——=-5
tgx 2

Ordenando y resolviendo esta ultima se obtiene:

. b+ V% —16
2tgtx —btgx +2=0; tge= “\/;7

; 1 : : -
Las raices 2y corresponden & los angulos siguientes:

-]

Ss {:c’:b‘ii“ 26 54”2,
P g =26°33" 5,8,

Nora. Adviértase que los &ngulos encontrados son com-
plementarios por tener sus tangentes inversas.

99: 8cotg2ae —seclx =1.
Se sabe que: sec?xz —tglxr =1.
Sumando esta igualdad con la propuesta, tenemos:
8cotg2e —tgler =2,

8 2

— gt =2.
tgix

o sea o
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Ordenando y resolviendo esta ecuacion obtendremos:
tgtw + 2tge —8=0; texV—1+ViLs.

La solucion tgaz =Y —1+V9 =V2 solo es admisible.
Resp. =54°44’ 8,2, '

100. senx -} cosic = seca,
acs 1
Se puede escribir: sen x - cos =
cos &
¥y también: genx cosx 4 coste =1,

senx cosx = 1 — cos?x = senir,
senx cosx —sen*axe—=20
sen & (cosx—sen o) =10
Las dos soluciones de esta ecuacién son:
senx =0 y cosx—senax=0; oOsea sen = cosx.

Resp. ='=0; x" =45°,

CAPITULO PRIMERO.

3

103. Delaformulasen?e - cos?a =1, se deduce: cosa — 5
sen a 4

toa = : " luego to @ = -

2 cosa g & 3

t 1 cotg @ 2
cotg a = — » = —
& tga © 4

1 5
sec ¢ = : » sec @ = —-
cos @ 3

1 b
cosee i = — 5 » cosec g =
sen 4
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CAPITULO I 13

104. Las mismas formulas dan :

'3 6
sen a :133-‘; Ccos @ :—3—;
i o
tga:vo i cotga=V2:
6
seca = :
2

105. Se puede obtener la solucion por medio de las for-
mulas.
R R T S

+ V14 tele +V1+tata

(Véase ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA, ntim. 53); pero se
obtiene mas sencillamente como sigue:
Si el seno fuera 3, el coseno seria 4 y el radio 5; por con-

sena =

o . . . 3 4
siguiente: si el radio es 1, el seno sera =7 el coseno 5

En general, si se tiene tg x = % se puede escribir:

sen@ P
cosx g’
sen@ _ cosk  Vsen®mtecostm 1
T Vet @ +VPi+@
de donde se deduce:
Sellﬂ::g-—'lvp——_—— A GDSm:‘———,q;.
£ Vpii g % Vb

106. Encontrar las lineas trigonométricas de los arcos de
120° y de 105°:
1.° TLas lineas trigonométricas del arco de 120° tienen el
mismo valor absoluto que las del arco de 60°, las cuales se
deducen del valor conocido de
V8
9.7

sen 60° =
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obteniendo los siguientes valores:

/3
sen1200= Y3 05190° = — cos 60° — — 2
tg1200=—V3;  cotg120° = — lggf;
e
sec 120° = 33 ; eosec 120° = — 2,

2.2 Las lineas trigonométricas del arco de 105 se deducen
de Ias lineas de los arcos de 60° y de 45°, puesto que 105° =
= 60° + 45°,

Se tiene, pues, sen 105° =sen (60° -+ 45°) —sen 60° cos45° -
-+ sen45° cos 60°
¥s V2 L V8- i 6 +V2

S e o WV

g 9 4

eos 1057 = cos (60° 4 45°) = cos 60° cos 45° — sen 60° sen 45°

1 Ve VB VB VB—yF

27 3 2 2 4 ;
=0 e ; ‘7 "
tg 105° = sen 10?72 \/ﬁ +v‘ﬂ:i7w:m(2,i_1/3 ):
cos 105 Va2 —ve .
1 1 _
cotg 105° = — __—__ 9 /3 -
g tg105° _ (21 y3) + Vs
sec105° —— L 4 =—(V6 +v2);
¢os 105° \/2_—\/6_ 3
' 1 4 = -
© = = — — /o,
cosec 105 T 7 - \/5 Ve Vo
o e Vs 1
__sen —sen 3 _ = 3
My a= sen 60° 4 sen 30° ~ vz 1
s Ty
_V3—1 _ (Y312 e

T AEer g 2
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108. sen (A — B) = %—-; luego A — B =30

L

cos (A +B):%; » A+ B=60%

de donde se deduce: 2A =90%
B = 60° — 45° = 15°,
. toea -+ tab
o { — e a4
109. La formula tg (a 4+ D) i—tga.tgh da

1

15

A =45°

t b)=— =—=
gla+0b) . B V3 — 1
V3

110. Reemplazando en las formulas conocidas:
sen(a + b) =sena cosb + cosasenbd

cos(a + b) =cosa cosb F senasenbd

¥
laé razones trigonométricas por los valores
sena =, cosb:%,
1 1. = " / 9 4
cosa=\/1——& _1—\/ 5 senb#\ S
resulta:
3 1.~ 4 _ 3+4V15
+ —_—, — —15 . —= H
sen (a £ b) 1 514\0 5 50 H
cos(a + b)——l—\/ﬁ Sl 2. Y15 4
RS RS T W
111. Las formulas fundamentales dan:
3 4
cosa = ¢ tgazg;

’ 4 3
2 ==9 :“2‘——.—
senza sena cosa 5 5
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] 16 7
Qa —= 2q — 20— —_—— =
cos2a = cos?a —sen’q % o5 2
2tga 3 16y
tg2a = T tea 5" (J_ 9 )_
e —T)_ §><% 24
Wik 9 ) 3= (=7 T

112.

a 1— cosa _\/1 \/5)_\/2;‘\/3_ )
Sengi\/‘ﬁﬁ_ T ?(1— T R

o 1+ ecosa \/?—f—\r’S_
ORI A e

a \/l—cosa \/7—\/3 g
- 1 cosa \94“‘/3 .

Nota.—El arce de 15° tiene sus lineas trigonométricas po-
sitivas; se hace, pues, abstraccion del doble signo de las for-
mulas.

113. El seno de 18° es la mitad de la cuerda de 36°, 4 sea
del lado del decAgono regular convexo, que es igual &

5 (V5 —1);

L g
se tiene, pues, sen 18° = —- (V5 —1);

1 <
de donde se deduce cos 18° = — \/10 +2v5

Aplicando las formulas que dan sen — y cos - en fun-

cién de sen a, resulta:

sen 9° =—12- [ViFsen18 —yYI—senis® | =

=3Va Ve — 1 V5—vs,
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: cos 99 — 4

2

[Vitsen18® +Vi—senise | —

:%M3+v5+iw%—v5

El seno de 9° es positivo y menor que su coseno, por cuyo
motivo el signo del mayor término de las dos expresiones ob-

tenidas es positivo, mientras que el segundo término es ne-
p ’
gativo para el seno y positivo para el coseno.

114. Reemplazando tg a por

5

en la siguiente formula:
¢ £, o —1i\/l—i—rg2a
LA tg a !

—1xV142
obtenemos: tg 15° = —_—

=2—v3,
Vi
Apliquemos de nuevo la misma formula:

B oso— — 1t Vit (VB _
2 V3

—VE — V3 +V2 —2.
En ambos casos se toma el radical con el signo positivo,
por ser % un dngulo del primer cuadrante.

115. La misma formula da:

. .
2 1 T g

de lo cual se deduce, como en el problema nim. 105,

Sena—g-;-é cosa J_B
@, 3 & .
sen =% 5 .Y =g

c:-‘l -

z

17
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116. Se tiene:
1—cosa 0,3 &R
=+ + =4 /—T:f:(),—l_
t{"? \/1—!—cosa _\/ 1,1 _\ 17 £

Hacer calculables por logaritmos las siguientes expre-
siones:

117. La férmula [27] da:

Resp. 2sen 23°19° 20" cos 1174 52"
118. Se obtiene del mismo modo:

Resp. 2sen 20°50' cos 4° 46" 14",
119. De la formula [28] resulta:

Resp. 2sen 11° 28 56" cos 20° 39" 21",
120. Por la formula [30] se obtiene:

Resp. 2 cos 36°36' 527, cos 8° 407 487,5.
121. De la formula [31] resulta:

Resp. 2sen 34° 26’ 187,56 sen 28° 14" 13",5.

122. Se cambia cos 20° 0' BS” por sen 69° 59" 2" y se obtiene
como en el nim. 119:

Resp. 2sen17°2 57" cos 52° 56'5".
123. Se aplica la formula [32]:

sen 28°24' 51"
cos 18° 24° 9" cos 10° 0" 427"

124. Se aplica la formula [33].

sen 38°23' 10"
sen 37° 38 49" sen T6° 1' 59"

Resp.

Resp.

125. Se aplica la formula [29].
tg 50° 50 58",5.

Resp, ——————
P o 12943 15 5
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126. Se aplica la misma formula [29], invirtiendo sus tér-
minos.
te 36°17°15",5
Resp. —————— "
tg 61°46 21° 5

Hacer calculables por logaritmos las expresiones pro-
puestas.
127. Sereemplaza 1 por sen 90° y se aplica la formula [27].
Resp. 2sen 553° 16" 22" cos 34° 43" 38",
128. Se reemplaza 1 por sen 90° y se aplica la formula [28].
Eesp. 2sen 29° 37" 21,5 cos 60° 22 38" 5.
129. Sereemplaza 1 por cos 0° y se aplica la formula [30].

Se puede también aplicar la formula

a
1+ cose =2 cos? -

Resp. 2cos?9° 225",

130. Del mismo modo, y aplicando las formulas [31] 6 [25],
se obtiene:

Resp. 2sen®32° 28" 24",

131. tg 45° =1;
luego 14 tg43°9° 6" =tg45° + tg43°9' 6",

Se aplica 4 esta tltima expresion la férmula
sen(a+0) _ sen88°9'6"
cosa . cosh %VQ_ cosh
V2 sen 88° 9’ 6"

cos43°9° 6

tga 4+ tgh =

LBesp.

132. Del mismo modo se tiene:
— i} o 2 sen 87° 54’ 52"
1—tg7°5 8 —tg 45° — tg 705 8" — Y2 Sen 87° 54 52"
e g i cos %5 8

: V2sen 37° 54" 52"
Resp. T e TEE

o
e
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133. Se reemplaza 1 por cotg 45°, y la expresion pro-
puesta equivale & cotg 45° — cotg T6° 31" 26",

Aplicando la formula [33] se obtiene:

sen (76° 31" 26" 4a

'\fgsen 31° 31° ‘JG
sen 45° . sen 76° 31" 267

" sen 76° 81" 26"
V2sen 81°31° 26"
sen T6° 31" 26"

Resp.

134. Como en el problema anterior, se reemplaza 1 por
cotg 45°, v se obtiene, aplicando la farmula [33],
V2 sen 970 15 24"
sen TH° 15" 24"
\/gsen 97° 15" 247

Resp. B T e g e T
P sen 75° 15" 24

135. Se puede escribir:
d—tga 4" —10d .0 g)—
T LrmiPigs Be o We
= tg (45° — 15° 24" 35") = tg 29° 35 25",
Resp. tg29°35°25".
136. Se tiene:

1+ tg
Lrten tg (45° + a)=tg (45° + 27° 8 15" =tg 72° 81
1—tga -

5.
Resp. tg72°815".

137. Puesto que el arco termina en el segundo cuadrante
s6lo el seno y la cosecante son positivos; luego:

senx = -} 0,75825 cosz = — V1 —senZx =—0,652;
tgg::ﬁena: = —1,163; eotgx = ! = — 0 860"
cos tgx
secm o —— = —1,534; cosecx = =+ 1,319

S"Hm

138. Se puede considerar el arco de 15° como la diferencia
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entre los arcos de 45° y de 30?, 6 como la mitad de este tiltimo

arco.
Se obtiene, por el primer procedimiento:

sen 15" = sen (45" — 30°) = sen 45° cos 30" — sen 30° cos 45° =

cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45° cos 30° 4 sen 30" sen 45° =

_V64+va _ Vo+ys
R 2

tg 15° =2 —V3; cotg 15° =2 + V3;
sec 15°=V6 — /2; cosec 15°= V5 +

139. Sea « uno de los arcos cuya tangente sea igual & la
tangente dada. Todos los arcos que tienen esta misma tan-
gente estan comprendidos en la formula Kz +a, y los
arcos cuyo seno se busca estan comprendidos en la formula
2K w4 24; los arcos de esta formula tienen el mismo ex-
tremo y, por consiguiente, el mismo seno que el arco 2e,

: a a i g —
La formula sena = 2 sen — C0s - puede eseribirse, divi-

; . a a
diendo el segundo miembro por sen? -+ tos? - euyo valor

es igual a 1:

a (41 48

9 B 9t

2sen - cos 5 = tg 5
a o a
sen®5 + cos? 5 1+ tg2

140. Se tiene:

en i Zsena cosa 2tza 24
sen2¢q—m——F-— """~ % — =
cos*a +senta 1 + tg?a 20
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22
cos?a —senia 1 —tg2a 7
cos2a = - Ry g T
cos?a -+ sen’a 1+ te%a 25
2tgla 24
tg2a=-—-= s,
1—1tg?a (

141. Las formulas [14] v [15] dan:

oa -+ tgh
tgla+ b)iil*l—ngaib — =
tga —tgb =
s e e ot e
74 1 1 9
= = V8 =—_1V2
s o5 \,/1 9 9 Vb 3 ¥
i -
cosh — IAI:-.)\@;
11 2 1 3+ 22
sen{a+b)=—.5V3 +5V2 = 54;5 Al :
[l Fs ) 2

CO“(CI-—r?))—'\,i—bellﬁ(Ol—Q—b) —\‘"1_T\/h:

AR
6
(@ +b)=2.sen{a + D) cos (¢ + b) =

, V3 +2v2  Vo5s— 446
- 6 6

sen 2

El radical doble \25 — 4\be se transforma en 2 \;’E_ 1
v luego, efectuando las operaciones, resulta:

VT +212) (2 \:’G— D= (6V2 +8VB—V3 —22 )=

(4\9 +7V3 ).

J.}

Resp.
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a
il 20
143. Se tiene:sena = ) = 1o
iy g@—Va) 1
Aplicacion: seNG = -—————— =5
3—4V3
2K = -+ a0°
—302 ¥ I
sio i Y\ @K 4 1)= — 30°.
144. Seatg i =mx;
i 2
hay que resolver la ecuacion: sena = 1 +L’L§’

sena.xt—2x +sena=0, [1]

o
_1+Vl—sen?a _ 1+ V102
sena - b

DiscusioN.—Puesto que b representa un seno, 1 — 52 es
positivo; hay, pues, dos raices reales, pudiendo admitirse am-
bas raices. La ecuacion [1], en la que el producto de las rai-

sena
ces es igual 4+—— — 6 1, ensefia que las raices son inversas.

sen
145. Se puede escribir:
1 —senx b
l—i-senz—(l ) ( i a—Lb !

w(w-3)

6 también: —
tg (4’) iy )

= i = % :
¥, puesto que 45° — - v 45° + - son complementarios,

tg (450 L

.
©

1o

e
tg (45° — 3)
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Iuego tg? (45" = %) =

7
por consiguiente,  tg (45‘{ — %) :'\/ o

4

146. Multiplicando por 2 cos‘—f los dos términos de la for-

mula
o sen —
B =
COos§ =
9 4%
a 861 5 G085 sena
obtenemos: tg5=—"——= T e
= Q cos -+ cosa

v reemplazando en las formulas [20] y [19] % por a, re-
sulta:

1—00:7(1 /1+ cos2a
sena — -+ \/ " cosa= + %—,
9

cuyos valores, puestos en lugar de sena y cosa en la expre-

sion de tg 5 dan:

1—cosza 1—ecos2a
o V&

tg 5 = -
g2 I+\/1+eos2a *
1 a +1
Qg — 3 = e
vsi cos2a 5 ng 2___\/3__.

Nora.—8e puede buscar & priors el ntiimero de las solu-
ciones. Sea 22 uno de los arcos que tienen el seno dado; to-
dos los arcos que admiten el mismo coseno estan comprendi-
dos en la formula

[

e 2] &% s
=2K7 + 20; Iuego - = 5 Los arcos K - ter-

vo| 8

minan en los puntos 4, A’, B, B' del circulo trigonométrico;
gl . T % s
por consiguiente los arcos K — + 5 terminan en los extre-
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mos de cuatro didmetros; hay, pues, cuatro tangentes que sa-
tisfacen & la cuestion.

147. Se tiene: ;

tga+tg2a  tga+ V3
l—tga.tg2a 1 V3 tga’

tgda=tg (a 1+ 2a)=
2tga o
Q¢ =——=2 — V3.
pero tg 2a T— %G Va3,
de donde se deduce que
Vs tglat2tga— V3 =0

)
(3]

3

=

las raices son: tga = — V3 y tga=

; estos valores,
puestos en la expresion de tg 3a, dan:
tg8a=w y tgl3a=0.

Nora.—Se podria, como en el problema anterior, encon-
trar @ priori el nimero de soluciones; en efecto, si 2« es uno
de los arcos correspondientes & la tangente dada, todos los
arcos que admiten la misma tangentfe estin comprendidos

3r o
5 T g es-
tos arcos terminan en los extremos de dos didmetros.

en la formula 2¢ = K= + 24; de donde 3¢ =K

148. Se tiene: sec?2a=1 -+ tg?2a

2t a 2ecoltga
tg2a= g T = h
: 1 —1tga cotg?a — 1
4 cote?a
or consiguien tg2q=——"-—"°="_
p guiente; g (cotg?a — 1)2
< 4 cotg? cotg?a -1 \2
¥y see?2a =1+ f)tga = Og., o .
i " (cotgia—1)2 cotgla—1

Al extraer la raiz no se puede tomar el doble signo, por-
que & un valor determinado de cotga corresponde para
sec 2a un solo valor, que es

__cotgla+1

sec 2a . s
cotga — 1
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Si se reemplaza cotga por 1 V2, se obtiene:

442v2 =
sec?azg\;—: /2.
2+2v2
1 sen2a -+ cosZa
149. COSeC = ——(F— =
sen 2a T 2send cos a

Dividiendo cada términe del numerador por el denomina-
dor se obtiene:

__ sena cosa 1 . cotga
COSeCd =5 osa | Zsena  2cotga e T
sk cotola
T 2cotga

%

o 4 paparn
Reemplazando cotga por T resulta: coseca = o1

Se puede ver ¢ priori que hay una sola solucion; en efecto,
los areos que tienen la cotangente dada estan comprendi-
dog en la formula a = K= + 2«, v sus dobles en la férmula
2a=2K~ 4 2u; estos arcos tienen ¢l mismno extremo v, por
consiguiente, la misma cosecante.

150. log sen & = log2 + log sen «.

log 2 = 0,30103
log sen a = 1,4804386

log sen x = 1,7814636; =37 11" 58",62.
Todos los arcos comprendidos en las dos férmulas
2R=+4+x v RK+nd =
satisfacen al problema.
151. Sea el nimero de grados del arco mencionado;
puesto que sen & = 17, tenemos la proporeion:
90°

360°
’707 — ; de donde &=

]

1
log 90° 1 9542425
L= == 1,5028504

log @ — 1,4570029; o — 28°42' 36",
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152. Se tiene: V2 =2sen45° v V3 = 2sen 60%
luego

V2 V3 =2 (sen 45° + sen 60°) = 4 sen 52° 30’ cos 7° 30".
' 1

153. sen P L sen(@ — 2sen — (P + Q) cos— (P — Q)

SR HQ=225T 2,5 (P — Q) =1°201675.

log 2 = 0,30103

log sen - (P + @) = 1,5549811

log cos % (P — Q) = 1,9998816
log sen @ = 1,8858927.

j 2K = -+ @

x=1>50"15"31",83 ¥
50" 15" 317, b | @K + 1)z — 2.

2 3 3
154. 71.% Solucion. tga:% da sena= + 5
4
y cosa = + —;
)
de donde se deduce:
Seng-—; /‘”1*605& = + 1 v .J.i
e
2.% Solucion. Se tiene:
a —1+v1ittg?a 1 : 3
t EDn tga =3 ¥ 9
@
luego sen = = %5 . v -
+ V142l

a
Se obtiene cuatro valores, que son los de sen — y de cos

pero-la suma de los cuadrados del seno y del coseno de un

arco siendo la unidad, la suma de los cuadrados de los cua-
tro valores obfenidos es 2, lo que se averiguna facilmente.
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155. Se tiene, sucesivamente:

2genacosa 2iga |
cos2e + sen?a 1 - tg2a’

sen2a = 2sena cosa =

cos? ¢ —sen®a 1—tg2a
cos2 a = cos?a — sen?q = . — = —
cos?a -+ sen’a 1+ tg?a
2tea
tg?azi‘q‘“—_
i 1 —tg’a

156. Las formulas del problema anterior dan, cambiando

a
a en ?.
a e e
2tg 3 V2 —1 V2
sena = — i e =
14tg2 s 2—V2 2
21 2
ccsa:v ::—V— tga=1
2 /2 g ¢

CAPITULO 1

Resolucién de tridngulos.

TRIANGULOS RECTANGULOS.—Resolver los iridngulos rec-
tangulos con los elementos dados.

1.  Caso.

(B = 38°.
157. Datos. | .
| @a=230m,

C= 90°— B =90° — 38" —52".

b=asen B; logh=/loga --logsen B.

Il

Formulas. {

c=acos B; logec—1loga -} log cos B.

log a = 2,3617278 | loga = 23617278

Iog sen B = 1,7895420 - logecos B = 1,8965321
i | ==

logb = 2,1510698 \ loge = 2,2582599

b= 141™6021 | e= 181™,2424
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= HE,25.

158. Datos. [ -
| B=38°51"23".

Se aplican las mismas férmulas:

C=90"—38°51" 23" =51° 8" 37"

b= asen B. ‘ c= acos B
loga = 2,7621156 ‘ loga = 2,7621156
log sen B = 1,7975241 | log cos B = 1,8913818
logb = 2,5396397 I loge = 2,6H34974
b= 362"777 | ¢ = 450™,295

v % 1
Lasuperficie § = 5-a?senB cos B,

-}

2loga = 5,5242312
log sen B = 1,7975241
log cos B = 1,8913818

L2 = 1,69897
logS = 4,9121071
S = 81678™ 3474.
2.% Caso.

b= 102™ 40,
159. Datos. {B

= 552 :

C=190°— B = 90° — 55° = 35°.
b

Formulas { = SenB’ -Ioga: logh + LisenB.
S.

e= beotgB; loge=1logb | logecotgB.

_ logb=2,0103
LsenB = 0,0866355
log a = 2,0969355
a= 125, 007

logb = 2,0103
log cotg B = 1,8452268

—
(=3
gz
=
—
[ea]
ot
&
ot
o
[=r
52}

Dy
H=

3
S
31t

w U'
e | -1
(-]

0

o

-t

19

160. Datos. {
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Se aplican las mismas formulas:

— 90° — B = 90° — 37° 20’ 12" =52° 30" 48

log b = 3,7584766 | logh = 3,7584766
LsenB= 0,2156847 | log cotg B — 0,1152288
log a = 3,9741613 | log ¢ = 5,8737054
a= 9422™39 | c= T4T6™62

S= é b2 cotg B; log S = 7,3311520; S = 21456410™.

3.5% Caso.
a—117™,80.
161. Datos. [ o
o= 48™
b T
(sen B=— c¢=Via+0)ia—0b);
F(')rmulas.{ & i
a4+ b=165"80; a—b=69,80

log b= 1,6812412 | log (¢ + b) = 2,2195845
Lo = 3,0288547 | log (@ — b) = 1,3433554

log sen B — 1,6100959 . 4,0629399
B=24°2"45",6 | logc = 2,031469%5
C=65°57T"14"4 | c= 107,58

Empleando la formula tg — 5 —\/ i ’_b se tendria:

)
1 e
?Cz 2058 37",2
C=65°57"14"4; B=—24°2"45 ,6.
_ rpmom o~
162. Datos, {a_.]b(b , 76
b =3456™ 48.
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[ B
senB:(—;; e=Via+b(a—b

log b= 5,5386341
Loa= 42457465

log sen B = 1,7843806;
B=37°29" 85",76; © = 52°30° 24",24;

¢ = 4b05m,6693.

4.° Caso.
‘ (H —129™ 40
163. Datos. | ° ’
le=130".
b | b
th:? | 4= enB

logh = 2,0877814
Le= 3,8860566

log teg B = 1,9738380.

B=43°16'81"
bh—52™ 34
Tl Thafu ) %
| e =28" 80.
b
th = =
logdb — 1,7188537
Lec= 2540607
logtg B = 0,2594412

B=61°10"41"8;
B=1b¢
logh = 1,7188337
log ¢ = 1,4593925
L2 =1,69897
log S = 2,8771962

;7 C=146"453"29",

€ = 2849 18",2;

‘ _ logb = 2,0877814
Lisen B = 0,1639898

| loga= 2,217712.

a=178m 554.

_b
senB

_ logb=1,7188337
LisenB = 0,0574345

loga =1,7T762682

a4 =

a=59™,7404.

1=
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a=—16042",84
165. Datos.

. S
@ 9
B 7 90° >< 7 - —
—_— = = —39° 22 — 50° 37’3
s TeE B 6 39 307, C 0° 37" 807;
b—asen B c=acosB
log @ = 3,8157663 loga = 3,8157663
log sen B = 1,8023586 log cos B = 1,8881854
logh =3,6181249 log ¢ = 3,7039517
b=4150",733 c = 5057™,6835
166. Dat ™,
. Datos. ]
B=2382°HT".
C=90° —32°57 =57°3;
b
.y ce=0bcotg B

logb =1,6812412

Lsen B=0,2644754

loga =1,9457166

a = 88™,25039

167. Datos. {

a=163™20
B = 40°,2%’

logh =1,6812412

log cotg B = 0,1883127
log e = 1,8695539

= T4™,05245

C = 90° — 40° 22 = 49° 38';

b= asen B

loga= 2,2127202
log sen B = 1,8113583

log b= 2,0240785

b= 105™,7008

log ¢ = 2,0946269
= 124™ 3346



RESOLUCION DE
a=176™.

b = 160™,50.
a-+b=236"50

168. Datos. {

c=Via+bia—b)
log (@ — &) = 1,1903317
log (@ + &) = 2,5266851
3,T1T3163
log ¢ = 1,8386534

— 72792015

C=2413
B:hDG-,I(J
bi=ldl
169. Datos. {c: e
b |
10_;2,‘?) = 2,1492191
Le=23,7418418 }
logtg B = 1,8)10609 ’
B=37° 531772 ¢ |
C=52642"8
g
170. Datos. B 7
i @ .5
B 7 (B=5%»
— ==,  luego o
i) 5} ! —p
e I |
T senB ‘

logh = 250515
Lsen B =0, 1005337

log a = 2,5036333
a=403" 5511

TRIANCULOS 33
a.—b =15",50
1 a—>b
tg?C \/(£+D

log (@ — b) = 1,1903317
log (¢ 4 b) = 2,5269851

2 633466

log tg 1/, C = 1,3316733

C 5

i 1206 477,37.
5 347,74,
25",26.
o= =h
sen B

_logh=2,1492191
LiseuB —=0,2117457

loga ,B00U6 L8

[=]

a= 229" 596

30°.

30" (Véase nibm. 165).

ubd

c="DhcolgB
logh = 2,50515
log cotg B = 1,8819305
01305

5™ 54168
3

loge =23
¢ =24
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b+ c=252™ 40.
171. Datos. { Gios s i B,
252 . 952,40 — 7.6
s ,402+ TE0 _gom. o 55 40:5’“7 60 — 192™ 40,
b b
B=—. Lo g
tg c sen B
log_,b = :.2,1]39434 _ log b= 2,1139434
Le= 3,9122186 L sen B = 0,1378278
log tg B=10,0261620 | loga= 2,2517712
B = 46° 45" 28",95 ‘ a= 178™,5546
C=43°16'581,06 |
[ a=9%"
172. Datos.| ¢ e
l 5= 0,75
tg C = % —0,75; logtg C= 1,8750613.
C =36°52 11°,64; B—753°7 48",36.
b= asen B. ¢=acos B.
log @ = 2,3521825 t loga = 2,3521825
log sen B— 1,9030400 | log cos B = 1,7781747
log b= 2,2552725 | logc = 2,13035562
b = 180™. ‘ ¢ =135™.
t o
178. senB=— =0,6; log sen B = 1,7781513.
a
B = 36° 52" 117,64; C =53° 7" 48" 36.
|
b=ctgB ' %:O,G.
‘ 90
=2 2 = ==150".
loge = 2,079181 a 0.6 150
log tg B =T1,8750618 | &= i) be = 540™
! 2
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174 c=btgC

logh = 1,98227123
log tgC = 0,115019%

log ¢ = 2,08729073
c=125™109
a75. b= ccotgC

logec=1,1760913
log cotg C= 0,1150145

logh = 1,2911108
b= 19" 731838

176. La altura del sol es igual al 4ngulo C de un trian-
gulo rectingulo BAC cuyo cateto b es igual 4 2,5 ¢; se tiene,

pues:
¢ if
tgC= T — TD' : B
o = a
dog tg C =L 2,6 = 1,39794001 ; <
C = 21°48'5",07. € § I\

A77. (La misma figura.)
Se tiene del mismo modo:

logtgC=log2 4+ 5= T,82309T;
C=153°41"24",24,
178. (La misma figura.;
' b
Ccusc
_ log b=1,2211533
L cos C = 0,0349101

=

log a = 1,2560634
a=18",03281
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b
179. —=tgB B by

c

logb = 2,0806265
loge = 1,8462134 ;
log tg B = 0,2341131L " : »

—59°45' 45"; C=30° 14’ 15".

180. (La misma figura).

)
S:bc:acosC.asenC:a‘*senCcosC:Tsen‘lC‘.

2loga = 3,6703662 2loga = 3,6703662
log sen C = 1,6143850 log sen 2_0: I_‘a H1256
log cos C == 1,9597106 Lo= 1,987

log 8 = 3,2444618 logS = 3,2&&4618-
S = 1755™",7465.
181. La cuerda BB’ esel doble de AB.
e=Dbtg C

logh = 1,30103
log tg C = 1,939163
loge = ]. 1019.’}{
e = 17",38574,
BB = 34™,77148.
182. (La misma fiyura.)

log @ = 0,9216855:
log sen C = 1,1730699

log e = 0,0047564

BB = 2™ 4876.

¢c=asen C;

c=1"™2138;
183. (La misma figura.)

AB=12"5 BC=12"
gsen C = ot G=40% &= Vie + ) 1o — by = 0™ 90
Resp. 1°, 18lados; 2.°, 430™; 8.°, 70™40.
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184. Sea CS la direceion del Sur y CE la del Este; se ha
seguido una direccion intermedia CB = 80 km.; segtin el pro-
blema, resulta que CA — AB— 435%™ 95

luego, -
b = asen B,

¢=@a<en C.

b —"c=a (sen Bsen C) =2a. sen (

L ET

B—
= 2acos 45° sen 5

de donde se deduce que

con B—C  b—c¢ . h—g _b—c_ti.%,?ﬁ
2 7 2acosdd 94 Vr o gye ay2
2

log 43,25 = 1,6539861
_LE:»__),ogﬁfn 5
Ly2 = 1,8494850 0o___¢ E

log sen B:C = 1,5823811
B=C _opogans LAY
B+ C

(= 22° 31" 30".7
La direccion ha sido, pues, el SSE., poco méas 6 menos.
185. Se pueden escribir las siguientes relaciones:
a?=">02+4 ¢
2ah=2be
a4+ 2ah= b+ ¢
a+ 2h =8350™,24.

i bre=Valt2h);

a®—2ah={0—c? b—c=Va@a—2h);

a — 2% = 1029™ 98.
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! log a = 3,6711506
| log (@ — 2h) = 3,0125336

=

log a = 3,6711506 |
log (¢ + 2h) = 3,9216990 |
7,5928196 =8, 6336842
log (b 4 ¢) = 3,7961248 W log (b — ¢) = 3,3118421

b4 ec=62377,8145; b—c=2197",061;
b = 4227™,453; e = 2030™,392;
sen B = g P
¢ b
log b = %,6260'{33 el
La = 4,3288548 ¢
= T B == ji] b5y
logsenB = 1,9549281 s i

B=64°20'44",2; C=23°39"15",8.

Nora. El problema puede resolverse como sigue:

¢ =hcosB b i (cos B B
= a = h(cos cosC);
b =hcosC ¢ ) _ b
a=2h. COQ—B+C . 03 B_—E:h\/‘—z_.cos B*C:
2 2 2
B—C a
cos =
= hy2

de donde resultan los valores anteriormente obtenidos para
By C, y se saca ficilmente b y c.
186. (La misma figura.)

a=>0" 4 ¢ = 6061™.47;
A=1Vbc¢,
log b' = 3,6558583

log ¢ = 3,3918333

6,9477016

log h = 3,4738508
h — 2977™ 49
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Se termina como en el problema anterior:

a+ 2h = 12016™,45 a—2h=106™48
log a = 3,7825779 log a = 3,1825779
log (a + 2h) = 4,0797764 | log (@ — 2h) = 2,0272810
7,8623543 | 5,8098589

log (b + ¢) = 5,9311771 | log (b — ¢) = 2,9049294

b+ c—=8534™,48 b—c=803™39

b=4668™,937 | ¢ = 3865 ™ 542

sen B = £;
[¢]

log sen B = 3,6692180 + 4,2174221 = 1,8866401
B=050°22"39"7 C=359%°37 30,3

Nora. Se puede también escribir:

h Dividiendo ordenadamente resulta:

¢ =hcotg B= 2B o o =
O'=hceotgC=ntgB T y g8 @t

Conociendo el dngulo B se termina facilmente el pro-
blema.
187. Se obtiene, como en el nimero 184:

B—-C _b—e¢ d

S e
logd = 2,9163202
T.a = 4,8708775
LY2 = 1,8194850
log sen & -:--C — 1,6366827,
B 3 C _ 9504015702
B+ C

—— — — 4p°
3 45

B= 70°40'13",62. C = 19° 19’ 46 ,38.
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b= asenB ¢= asen C
log a = 3,1291225

logsen B = 1,9748018

loga = 3.1291295
log cos B= 1,5198295

loghb = 3,1291225 loge = 2,6489520
b= 1270353 | = 445™,6069
188. Se tiene:
AB=AD4BD=r4BF
AC=AE4CE=r4CF B

AB+AC=27+BC=2r1aq.

Se puede escribir: iD
b=AC=asenB ¢ A
c=AB=asenC E

¢ —C
b+ c=a(zenB -+ senC) =2asen Bj- cos B A
— B—-C
=ay2 cos——.
aV2 cos 5
B—C b+e at2r
cos - = e =
2 ay?2 ay?2
a4+ 29 =5899,14™
loga - 27 = §,TTOTSS'E
_La= é,Sh‘d—iT-lO
Ly2 =1,8194830
B—C -
log cos ——— = 1,9847477
B-T;P—: 15° 5’ 467,32
&_‘532450

B — 60° 5’ 46",32
C=29° 54" 15",68
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b= ascn B. [

loga = 3,6355260 |
log sen B = 1,9579508

¢ = acos B.

log @ = 3,6355260
log cos B = 1,6977044

loge= 3,3_3523@
loge = 2153™ 925

log b = 5,6754763
b=3745",215 |

189. Se obtiene, como en el problema anterior:

2 ay?2
log (b + ¢) = 3,8228497
La= 15219052
L V2= 1,8494850
log cos Bj ¢ =1,9937399
B—GC i
= 42 1T,83
BJ; o JE

B = 54°42'17",83

= 35° 17" 42" 17.

b= asen B

loga = 3,6780948
log sen B = 1,9117899

logb =—£§;E)SEJ5347
b= 3889". 419 |

TRIANGULOS CUALESQUIERA.

1.E® Caso.

A =32°5T".
190. Datos. { B—123".

a=117™20.

¢— acos B

loga = 3,6780948
log cos B=1,7607679

log ¢ = 3,4308627
¢ = 27537358

C=180° — (A -+ B)=24°3".

41
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__asenB
T osenA
asenC

senA
log a = 2,0689276
log sen B = 1,9235914
Lsen A = 0,2644754
logb = 2,2569944
b= 180",786

Formulas.

log § = 3,6350155;

TRIGONOMETRIA

loga = 2,0689276

log sen C = 1,6101635
Lsen A = 0,2644754

logc = 1,9435665
¢ = 87™ 814

S =4315™"623.

€ = 180° — (A + B) =8°12";

A =138°31".
191. Datos. { B =2533°17".
¢ = 14",76.
_ csenB
~ senC

log ¢ = 1,1690864
log sen B = 1,739380
Lsen C = 0,8457924
logb — 1,7542768

b = 56™,79064

?

1 loge = 1,1690864

~ log sen A =1,8211217

Lsen C=0,8457924

; log @ = 1,8360005
@ = 68™,54890

sen A sen B

— 1y 2 S
B fae sen C
1.2 = 1,89897
2log ¢ = 2,3381738
log sen A = 1,8211217

log sen B = 1,7393980
Lsen C = 0,8457924

log S = 2,4434549

—— 2z —
8= 277T™ 6227
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: A=HT°32" 7,6
192. Datos. { B =73°42' 50",
’ @ = 25432 ™ 46.

C==180° — (A + B) =48° 45" 2",4;

__asenB P__asenC ;
T osen A "7 sen A 7
log @ = 4,4053883 log a = 4,4053883

log sen B = 1,9822139 | log sen C = 1,8761297
Lsen A =0,0737998 | Lsen A = D0,0737998

log b = 4,4614020 log ¢ = 4,3553178
b= 28933 ™,56 | e = 22663™,02
1 sen Bsen C
. T 50 5
i g & sen A :

L9 = 1,69897
2log a = 8,8107766
log sen B = 1,9322139
log sen C = 1,8761297
L sen A = 0,0737998

lIog § = §,4418800
S = 276624000 ™*

] A=8¢ 5) 33,8.
193. Datos. | B—=47°17"5",8.
' c =56 39; ,60.

C=180°— (A 4+ B)=47°48'22"4
csenB : a_“cspnA'
T senC i " senC 7

log ¢ = 4,7550711 4
log sen B = 1,8661277 log sen A = 1,9982723
LsenC —=0,1302536 LsenC=0,1302536

logh = 4,7514524 | log a = 4,8833970

loge = 4,7550711

b==56422™ 56 | a = T6488™, 65-

43-.
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1
S:?c‘z

L 2 = 1,69807

sen Asen B
sen C

H

2loze=9,5101422
log sen fhi] ,9982723
logsenB = 1,8561277
L sen C=0,13023356

logS =9, 037478
S = 1598529411™

r-)

-194. Datos. { B — 4(5" 17'
¢ == D60 ™,40.

C =180°— (A + B) =59°31".

__ ¢son Ii
T sen C
loge = 2,7481981

__csenA
T senC
loge=2,7484981

log sen B=1,8724337 | logsen A —1,9788983
L sen C = 0,0646052 Lsen C = 0,0646052

logh = 2,6555370
b= 484™ 7714

loga 25,75120016
a=1619",4434

1 sen Asen B
e, A O E B
B= Cikd sen C !
L2= I 69897
2loge = 5,4969962

logsen A = 1_,9:8&:&)&

log sen B =1,8724337

Lsen C = 0,0646052

log S =5,1119034
5= 129390™ 80

=T79°50" 89",
7195, Datos. { = g4" 25" 48",
@ = 439™ 258.

A=180°— (B+ Q)=

35% 43" 33".
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asenB

sen A
loga=2,6427197
logsenB = 1,9931415
Lsen A = 0,2:336561

logh =2,3695173

b=T40™ 4868

g iaﬂ sen Bsen C
2 sen A
L2 =1,69897
2loga = 5,285 1394
logsen B = 1,9931415
logsen C=— 1,9332348
Lsen A = 0,2336351L
log S = 5,1654LL18 .
S = 146703™,95
2.2 Caso.
=167
196. Datos. { b =145"
¢— 1™,
[a+b:3l; m; a—>b=22m,
Caleulos auxiliares. lgﬁ 570, A+B g
Tt 3 =ihor
‘o A—B_a—bwtm{). asen C
BT g Oyt S
Formulas. & T e

PR

Iog (e — DY 15824227
L(a + 0) = 3,5058 154

log cotg — = 0,2928341

Lz

=1,1411022

/

log tg A—;—E

asenC
sen A’

loga =2,6427197

log sen C =1,9352318
Lisen A = 0,2336561
loge = 2,8316106

¢ = 678™,5947
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l loga = 2,2227165 | L2=1,69897
log sen C= 19079576 | loga = 2,2227165
Lisen A = 0,0246467 | logh — 2,1613680
loge 25:15"53_2£ logsen C= 7,9079576
¢=142",99 | log § = 3,9910121
osea 143™. | 8 = 9795™,172
a = 203™,20.
197. Datos.{ b= 245™ 40.
C=72°10"

b4 a=448",60; b—a=42,20"; —l— C=236"% -

E—A b—a :
2 TR e - g

tg

log (b — a) = 1,6253125
L (b + a) = 3,3481407

C
log cotg —-=0,1374113

B— A =
log tg ——— = 1,1108645
— A
B 5o = 7°21'18",58
i . 8 53° 55’
2

B = 61° 16" 187,58
A = 46° 33 41",42
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asen C

1
== o Si— —?ab sen C;
loga = 2,3079237 1 Lig= ;,238333
log senC = T,9786148 e 7 :r;Lé
T sen A = 0,1389959 logd = 2,3898
E S i log sen C = 1,9786148
loge = 24255344 —_
08 fEaee log S = 4,3753831
= 266™,40 ; .
; i S = 23734™ 66
b= 61686™,54.
198. Datos. | ¢= 51956",90.
A = 24° 96 56",
A
b4 o=113643,44; b —c=9729,64; - =12°13 28",
Tt L—C =t cot —ii
T TR

log (b — ¢) = 3,9880963
L (b 4 ¢) = 6,9444557

log cotg —-
log tg B: G
B__,C = 21° 83" 47°,97
£ + E =77 % 46i38"
2
i csen_A
"~ senC

logc = 4,7156433
log sen A = 1,6168759
L sen C = 0,0803408

loga = 4,4128600
4= 25873™,78

=1

= 0,6642325

67850

A
[Le]

B = 99° 90" 16",97.

C =56° 12" 477,03.

S:—é—bcsan
L2 =1,69897
;b:il 7901904
lIn gc=j 7156433
log sen A = 1,6168759

logS = 8,8216798
S = 663255500™
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b=1109,75"
199. Datos. | ¢=1439,62™
A =47°950".

c+b=2599™37; c¢—b=2379",8T7; i) = 23° 34’ 55"
A B=BY oD . &
E\T 2 )T etre BT
log (¢ — b)) = 2,’)798350
L(c+b)=1,3851319
A
log cotg — = 0,3600018
foglat — . Tsonrely
B—C R i i
—— = 18" 30" 35",37 I B =41°54"29",43.
o )
B T =2y | ¢ =510 55 407 57.
bsen A 1 .
G wa—zbcsen}l
L2 =1,69397
logh = 3,0152252 logh = 3,0152252
log sen A = 1,8652826 log e =13,1730755
LsenB =0,1295543 ! log sen A = 1.8452826
loga =3,04000652L log S =5,7323533
&= 100663 | S = 60BL 2™ 7
3. Caso.
I == 5
200. Datos. | b =12"
l g 107,
| ?4»\ p =) rp—-?)\lp-—-'}; ‘g_é_: L
Formulas o 5 X sl
tg = i te———=———: S =pr.

:2 p—b 2 p—c
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» = 137; L p = 3,8632794

. —_— P —a==62; log (p — a) = 1,7923917
Caleulos auxiliares. p—b==45; log (p — b) — 1.653219
P —c=30; log (p —¢) =1,4771213

2logr = 2,7860049

logr =1,5930024

_ logr=1,3930024 | log 7 = 1,3930024
L (p—a) =2,2016083 | T,(p — ) =3 5298787

log tg - = 1,6006107 | jog tg % =1,9158811
A g}
g =2AHE | %— =890 0g &
A =—=43°98'16" | C=78°58 16"
_ logr=1,393002¢ | 109 1367906
L(p —)=2,3467875 | log 7 = 1,3930024
i 9 =c I
log tg % =1,7789939 = logS=5,5297230
B | S = 3386 ™ 2815
— — 930 . “ :
5 == 23° 46" 44
B = 57° 33’ 98
a = 543" 90,
201. Datos. | b — 597™ 60,
¢ = 695™,90.
P = 883™ 70 ' L p = 3,0536951
P —a=339,80 | log (p —a) = 2,5312234
p - b= 286,10 | log (p — &) = 2,4565179
P— = 257,80 L log (p— ) = 2,4112829
2logr = 4,4527193
logr = 2,2263596
i, b
r'b-?f_pﬁa.' Al TR p—



log r - 2,2263596 " logr = 2,2263596
L p — a = 3,4687766 L (p — ) = 2,5222787
log tg *% — 1,6951362 log tg L. 1,8150767
’_}— = 26° 21 47,8 | % = 33°9°157,9
A== 520433576 = 66°18 81°8
B T
Eg? F—b 5= p?
logr = 2,2263596 logr = 2,2263596
L(p — D)= 5,5434821 logp = 2,9463040
= 5,1726645
log tg 5 — 1,7698417 logihis= AL
= S — 148821™,10
B |

o — 456
202, IJatos.{

p— T83™.6

p —a=387,2
p — b= 265,1
p—ec=1913

logr — 2,1629218

L(p — a) = 5,4851867
Ad o a

log tg 5 1,6481085
A

2._

A= 4757 12

- 93° 58 367,26

EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

m,48‘

b — 518™ 50.
¢ =592™ 30.

\ Lp — 3,1059056
| log (p — a) == 2,5148133
! log (p — b) = 2,4234097

log (p — ¢) = 2,2817150

log 27 = 4,3258436

logr = 2,1629218
_ logr = 2,1620218
L(p — b) = 3,5765903

g _
= — 1,7395121

5

B —5T7°31'36",72

28°45"487,36

2
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logr = 2,1620218
I {p — ) =3,7182850

log te - L 1,8812068

o:)

O

—= 37°15" 357,38

€ — T4° 31 107,76

a = 567™,37.
b= 419™ 85.
¢ = 354 ™ 63.

203. Datos.

p = 670,925
p — a=103,bb
p—1 = 951,075
p ¢ —316295

log r — 2,04419645
T (p — a) = 3,98182895

log tg % = 0,0290234
A M
= 46°54° 47°,6
—93%40735"12

 logr=2,04419645
L (p — b) — 3,60019655

log tg E; 1,64439300
B o osearazg

51

logr— 2,1629218
log p - 2,8940944
logS-- 5,0570162

S = 114029™ 23

Lp = 3,17332605
log (p — a) = 2,01517105
log (p — Bb) — 2,39980845
log (p e f‘) — 2,5000(‘39”’

log 2r == 4 ;08339290
logr = 2,04419645
logr = 2,04419645

L (p — ¢) = 3,49990765.

C
log tg -

—1,54410410
C 5 bl
5= 17295
C— 38234 5%
logr = 2,04419645
logp == 2,82667395

log § = 4,87087040

S =T4275™.76
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4.° Caso.
a=105".
204. Datos.{ b=110".
A =58,
o e bsen A
a
Formulas. ¢=180°— (A + B)

__asenC
T sen A

Puesto gque tenemos A <790° y @ <(d, el problema tiene
dos soluciones:
log b = 2,04139269
log sen A = 1,9284205
La = 3,97881069

log sen B = 1,94862388

B = 62° 40' 36",45; B’ =117° 19’ 28" ,55.
O —59°19' 25" 55; C'== 4°40° 36" 45.
1. SoLucion. | 2.% SoLvcioN.
log @ = 2,0211893 | log a = 2,0211895
log sen C' = 1,9345282 log sen C" = 2,9113430
Lsen A = 0,0715794 | Lsen A = 0,071579%4

log ¢’ — 2,0272969 | log ¢" = 1,0041117
= 106™,48 | ¢ = 10™,095

=1/, absen C.

L2=—1,69897 : L2 = 1,69897
loga = 2,0211893 | loga = 2,0211895
logh = 2,0413027 | logh = 2,0413927
log sen G == 1,9315282 | logsen C" = 2,9113430
Sl mma, i
log &' = 3,6960802 | log 5" = 2,6728950

S = 4966™° 842 | 8" = 470™" 84
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a=8™40.
205. Datos. { ¢=38",85.
L C=156°25

Puesto que se tiene C<C90° v ¢<Ca, el problema tiene
dos soluciones:

asen C
.

sen A —

log @ = 1,9314579
log sen C = 1,4246147
L ¢ = 2,4106090

log sen A = 1,7666816

A’ = 35° 45" 287,41; A" —144° 14" 31",59.
B’ = 128° 49" 31"59; B" = 20° 20" 28",41.
csenB
senC °
i.* SOLUCION. | 2.% Borucidx.
loge = 1,5893910 | log ¢ = 1,5893910
log senB’ = 1,8915640 | logsen B" =1,5410927
LsenC=0,5753853 | L sen C = 0,5753853
logh’ = 2,0563403 ; logd” = 1,7058690
b =115™,8520 | b= 5H0™,801
5 = % acsenB.
L2 =1,69807 1 1.2 =1,69897
log a = 1,9814579 loga =1,9314579
log ¢’ = 1,5893910 log¢”=1,5893910
log sen B’ = 1,8915640 log sen B" = 1,5410927
log 8" = 3,1113820 logS" = 2,7609116

S’ = 12097 2583 8" =576™,64%0
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b =53 60.
206. Datos. ] ¢=35™,20.
| B =171° 1%".

Se tiene b = ¢; hay, pues, una sola solucion:

sen C = —LS—ZE@ :
log ¢ = 1,5465427
log sen B = 1,9763179
L b = 2,2708352
log sen C = 1,7936958
C=388°27"8"71; A =79°1751",29.

a: csenA; S=1,bcsenA:
senC i E _
g L2 —T,69897
i

log ¢ = 1,5465427 logh = 1,7291648

log sen A = 1,9738001 | log ¢ = 1,5465427
L sen C = 0,2063042 | log sen A = 1,9738001

loga=1,7266470 | log S = 2,9181776
|
a=53™,29016 | S — 888" 1392
@ — 65792™ 60.

207. Datos.] b= 98045",60.
| & —oso51° 48°,6.

Puesto que se tiene a < b, hay dos soluciones:

bsen A

senB = —.
a

logb = 4,9914281
log sen A = 1,6336995
Lisen A = 5,1818229

sen B = 1,8569505
B'= 46°0"8,10; B =133°59 52"
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luego C'—=105°8 3"

by

1.* SoLUCION.

logh = 4,9914281
log sen €' = 1,9816698
T senB’ = 0,1430495

log¢' = ,1191474

¢ = 131567™,12

L2 = 1,69897
loga = 4,8181771
logb = 4,9914251
logsenC' = 1,9846698

logS = 9,4932450

S — 3113472000™

A =198,

l
|

De las razones iguales

208. Datos.

alth

C =

17° 81974

bsenC
senB '

2.* SOLUCION,
logb = 4,9914281
log sen C" = 1,4693597
LisenB" = 0,1430455
_ logc™ = 4,6038373
i ¢ = 40164™ 04

absen C.

O =

L2 .= 1,69897
loga = JI,SLSL: 71
logh = 4,9914281
logsen O = 1,4693597
log 8" = 8,9779349
8 = 950462700™

a = 181™ ,60.
b — = 929™ 54,

I et B e
sen B senC  sen A
k b—¢ a
g deduce: sen B —senC  sen A’
luego
b—ec ‘)sen—(B C)Los—(B ;-C)
= {1’7 () % —

¥y puesto que

1
)‘;eu—Ame A
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1 1
sen —2~A__c0s B+ ),

senﬁ (B—0OC)
L = —-——: sen 4 (B—0C) =

5
cos ; A

logd = 14704105
log cos % A =1,6786629
B 3,7408842

log sen % (B—0C)= :889—%¢(‘

= (B—C)=4°27 B=232°5T

— (B4 C) =230 | C—94%

w;—ma—a

(Para el resto del problema, véase el niim. 190, cuyos da-
tos son idénticos.)

f A =58,
209. Datos.; a=10p™
b3 Lo 216™ 50.

De las razones

b ¢ il

senB  senC  sen A

se deduce, como en el problema anterior,

s sen LA
(B—Ca ~

log cos {B C) = 1,9998398
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[l

(B—0)=1°8¢" | B=62°3¢

— 10| -

~ (B4 C) = 61°

o

‘ C=159°26"

Se termina ¢l problema como en el primer caso, ¥ se ob-
tiene:

b=110"; ¢=106",50; S=4967™"362.

CAPITULO 111

Calculo de los elementos secundarios
de los triangulos.

§
210. Tenemos:

b b
tgB=-~, d6sea tg?B=—:
t=1 ¢ ? g 2
pero los cuadrados de los catetosson entre si, como las proyec-
ciones de dichos catetos sobre la hipotenusa; de donde resul-
ta, si representamos por b’ ¥ ¢’ las proyecciones:

b2 b

tg2 B = ——

o=

c? g
2log tgB = log b — log¢’

log b’ = 0,6926707
loge’ = 0,5614592

2log tg B = 0,1312115
log tg B = 0,06566057

B=49°18"40"54; C=40°41"19"46.

211. Los catetos son proporcionales 4 los segmentos deter-
minadoes sobre la hipotenusa por la bisectriz:
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b 4,319
B= =338

C =150°29"33",6

de donde B =139°30"26",4;

212. La superficie de los fridngulos se obtiene por la si-

guiente formula (1.%° caso).
T g2 Sen Bsen C
T2 sen A
25 sen A

de donde 0o e O i i St W
sen B sen C

25sen B
de igual modo ¥= —— — ¥y 2=
2 sen A sen C

28sen C
sen Asen B

log sen A = ?,4155805)
log sen B = 2,2423376
log sen C = 3,9328061

log2h = 1, 3010300 log28 = } 3010300
log sen A = 2,4155809 log sen B — 2,2423576
LsenB = 1, 1576624 Lsen A = 1,5544191

Lsen C = 2,0671939

|
|
| TosonC—2,0671939
|
1

5 2loga = 3,5414672 2 log b = 3,1949806
loga = 1,7707336 log b = 1,5974903
a = 58",9839 b= 39" 581

log 28 = 1,3010300

log sen C = 3,9328061

14. sen A = 1,b844191

LsenB= 1,7576624

2logc = 2,HTHY176

logc = 1,2879588

¢ =19",407
C=90°—B=51°8"40

213.

- i oel!
De 1a tormula S= - @*sen B cos B se deduce:
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i sen B cos B

log?2 —0,30103

logS = 4,9121071
L sen B = 0,2024837
L cos B = 0,1086131

2log a = 5,5242339

loga —= 2,7621169;  « = 578", ,25165;

b=—asenB

log a == 2,7621169
log sen B = 1,7975163

logb = 2,5596332
b = 362™ 7715

c=acosB

log @ = 2,7621169
log cos B — 1,891386%

loge —= 2,65635038
¢ = 450™,3019

214 Bi== é absenC
L2 == 1,69897
log & = 1,9395193
logb = 1,8573325
log senC == 1,7619576
logS = 3,2677794

S = 1810™ 4204
Hesp. 18 areas, 10 centiareas 4204.

215. S=AD.CD=4httg — A

C=23"42"9"
2 logh = 4,4929972
C

o

=

log tg

= 1,6424857 , ¢ b

log S = 4,1355829
S == 13661™,012 B

216. Las formulas del tercer caso de resolucion de lo=
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tridngulos cualesquiera permiten caleular el angulo B.

p—a (p—c) 11 <29 /019
T
83 \/ »—75) \/;1><31 \ 2201

log 319 = 2,5037907 A
L 22 = 4,6573800
2 log tg g = 1,1611707 5
- (]
log tg 4 — 1,5805853 B )
2 £- i "
B SRR T
-5--190930 307,97; B=41°41" 1"94.
En el tridangulo A B D tenemos la relacién
AB“_ ___BD . AB—BD _ senD—se,nEi
senD  senx AB+BD ~ senD fsenx
(D == fL'}
gL 4w
1 .
; Ly 12 tggD—=
O también R T
iz cotg = ?
1 B
tg 9 (D—ax)y= zcotg—‘2
B
log cotg —- 5 0,4194147
Lé=1 2218487
log tg C)— (D —x) = 1,6412634
5D —®)=2°38 352 | D=4 45
e . !
|
l) (D4 2) = 69° 9°29"63 | ADC=87°11" 55,45

AD=DC%nE _ orm gera6s
sen & i



BELEMENTOS SECUNDARIOS DE LOS TRIANGULOS 61

_ a
T 9sen A
log a = 2,5492486
L2 = 1,69897
T sen A — 0,0823349

log R = 2,3305535 R = 214™,0591.

217.

218. De la formula S = bj se deduce, reemplazando 2

b B
por su valor b = = cotg =

-]

2 45
B ZJTcotg %; de donde cotg%: 5

log 4 = 0,60206
logS = (_5,768'2155
2 Lb = 8,9236988

log cotg —- = = 0,2939743

2
3, = 26° 56 217, 1.
2
B =53°52"42",2
219. La superficie total § esigual 4 la suma de las super-
1 1 . :
ficles - R* tgz y A2 tg B de los tridngulos pareiales; luego-

5 1 1 1
S= R tgx + §hz tg B =?h2 (tga - tgf) =
__ h¥senl(z + B
T 2cosz r_‘.us’ﬁ ’
2logh = 7,3236400
log sen{xz + ) = 1 3916780
L2 = 1,6989700
L cosz = 0,0150562
L co3f =0,0042472
logS = 6,6337914
S = 4303199™
220. Sea « la cantidad que deseamos calcular.
Tenemos: b=ctgB N b+20=ctgB+ahi
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, b+ 20
<le donde resulta:  1g(B 4 ») = f—‘(_ i
log ¢ = 4,6419338 log (b -+ 20) = 4,5967329
logtg B =0,0515752 T e = 5,4580662
log & = 4,5965130 i log tg(B 4 x) = 0,0547991
b = 39492,56 ‘ B+ x=48°36"18"8
b + 20 = 59512,36 r— 0° 0°'51".8
221, Sea « la altura.
1 i . 1 _ senBsenC
Sl F Bealegan
a*senBsenC
ar— —m—m—m—m——
sen A .
. asen BsenC
i sen A
log a = 3,5351143
logsen B = L,9775673
log sen C — 1,8671422
Tsen A — 0 ,8854005

log @ =—= 3,765?243

& == 5824 ™ 04

222, En el tridngulo OBC tenemos la relacién:

L0886
sen sen BOC
Pero ) 7
BOC = 180° — (VB *):(;)
luego
sen BOC=sen © 1+,
<de donde resulta:
OB—a S-enr—ﬁ-ipc B
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— 3.995547
B =390 99 44" 3 ‘ log a = 3,92565478

log sen % = 1,5584669
= B+C

C=21°12'38"5 |
‘L

— 0,0943192

| log OB = 3,5783339
i OB = 3787™,336
En el triangule OB D tenemos:

OD=r=0Bsen g

log OB = 3,5783339

B -
log sen —-= 1 , 1287732

logr=3 30(10‘1
= 2028™ 183
223, Sean x é y las dos partes del Angulo A; tenemos:

1

senz __ 2%  seny 3¢
sen B m ' senC m
senax seny
le dond = =il
GHOORAS en B sen G’
sen+seny _ senB 4 senC n°
senx —seny  senB —senC’
tgr@+y tgyB+0
tg 1 (e — tg % (B—C) '
1 Tg—km+y)tg—(B o
Inego b i) S
B tg 5 (B+0C)
e 1 el g 1
ero §-(m+y)w§ ¥ Lotw—(b+C) tggA:_
por consiguiente, tg —c-)— (x —y)= % ? (B —C).
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A =490 50 556 2log tg 5 A = 0,1497534

log tg % (B — C) = 1,295031%

})-(B — Q) =11°9 31",4;
log tg i) (2 — y) = 1,4447853

% (x — y) = 15° 33" 407,17

% %+ y) =— A = 49° 54’ 53" .6
2= 65° 28’ 33".77
224 0 =180° — (A + B) = 38°45' 12" 6.

De las siguientes formulas, relativas al tercer caso de re-
solucion de los tridngulos:

1 (p—b)ip—c)
“g”’A—\/ pp—a

1 (P—(i (p—c}
te — B = e e v, e S =
59 pip—0b)

C v :_“) f_'___f’},
_C)

se deduce, multiplicandolas dos 4 dos:

Resolviendo estas igualdades por logaritmos, se obtienen
los valores de (p —a), (p — D)y (p —ec):

p = B27,1725; i} A =490 17" 4473,
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B2 o= 19022563
logp = 2,7973871 log p = 2, 7973871
—_ i 1 \
log te ];A B 1,69156532 | h)g tg _2_ A= 0,065&66_’

log te % C=TM6IT18 | logtg | B —1,5015532

log (p — a) = 1,9351121 log (p — ¢) = 2,4543065

p—a= 86™ 1216 P — ¢ — 284" 2468
logp = 2,7973871 | a—= 62T™ 1725 — 86™ 1216 —
1 | = 541™ 0509
P i Lol N = 5 )
log tg 5 A =0,0603662 |, _ worm 1795 “onem 4040
i B —- 370" 7683
logtg 5 C= 18461718 | comm 1795 984m o165—

= 940U gOR~
log (p — b) — 2,4089251 =42° J200

{

|
p — b= 256" 4042

225. Este problema puede resolverse de la wisma manera
que el anterior; daremos, sin embargo, una solucion dife-
rente.

C=180°— (A + B) =81°59" 15".
b

¢
Las razones iguales — = —
2 sen A sen B sen C

dan las si-

suientes:
2p a b ¢

s'en_a—i—senBﬁ- senC _ send  senB  senC

Transformemos en producto el denominador
sen A + senB 4 senC.
Puesto que A=180— B+ C)
resulta sen A —sen (B - C)
v dicho denominador puede eseribirse:
B+C B+ C
=2

sen(B - C) + senB + sen C = 2sen cos — i
B+ C B—C
5 OB —p—:

-+ 2sen




. B+C/ B+C | B—C
2sen —5 e0s —— Feps—g— =
Vo BB o BB e B B
— Z 8cn 5— - 03,2, cos R T+ COS 2 cos —2 cos 9
Tenemos, pues,
2p D p
teos 2 m‘sl‘j oo O senA = senB  senC -
P et S b
= R e Y R T
COS 5 COS - GO, 2sen , cos - 2sen - - €oS -
— L‘
P ¢
2sen — cos -
2 2
Después de simplificar se obtiene:
A
psen psen
= R j s .
[ A 8]
cos - e0s Cos - COS —
psen —
=" "a B
Ccos 2 cos -2
A - v
p — 0,60 5 = 1103857
B Cc
2 21" 457" — 40° M Iy Al
, = 3102045 5 =40°54°37°5
log p =1,7181513 log p = 1,7781513
| B - e I - - e
og sen —- = 1,481582 log sen -, = 1,7163798
= B . = A S
Lecos , — 0,0685972 Licos - — 0,0200255
= C - - C SO
Lecos- - =0,122178) L cos - = 0,1221789

BJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA -

: B+ C s
Y, poniendo 2sen —“) - en factor comun,

log « :?15550'99'
a = 0,28216%4

log b — 1,6376355
b — 0,4341457
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log p = 1,7781513

log sen 3 = 1,8168884
L cos % = 0,0209255
= B o
L cos - = 0,0685972

log ¢ = 1,6845624
e == 0,4836845
226. La cuestion se reduce 4 calcular B y & en un tridn-
zulo conociendo A, ¢ v S.
De 5 = —}J— besen A se deduce:
25
csen A’
log2 = 0,30103
log8 = 3,8147136
L ¢ = 3,9706162
Lsen A = 0,1656017
logh = 2,2419615
b = 174™ HB6T

b=

El segundo caso de resolucion de los triingulos da la for-
B—C h—r¢ ;
T e T e B

3 BLe g

mula 1

b — ¢ =—67,5667; b -+ c=281,5667;

log (b — ¢) = 1,8297327
L -+ ¢) = 3,5504156

A P
logcotg | = 0,3809280

Iuego B =982 19" 34"
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227. Es de notar que los lados del tridngulo propuesto
son proporcionales & los nimeros 3, 4 ¥ 5; dicho tridngulo
es, pues, rectangulo, y el radio del circulo circunscrito es
igual 4 la mitad de la hipotenusa, 0 sea 207™,50.

Vamos a4 dar una solucién general del problema.

De la formula conocida abc =4 RS se deduce:

R— ahe ~abe
18 T avpp—ap-b (-0
p =498, p — a =249,
p — b= 166; p —c=83.

CALCULO DEL DENOMINADOR. - CQALOULO DBL RADIO.

log p = 2,6972293 log @ = 2,3961993

log (p — a) = 2,3961993 log b= 2,521138]

log (p — b) = 2,2201081 | log ¢ = 2,6180481

log (p — ¢) = 1,9190781 | L4S = 6,7816326

2log delradical = 9,2326148 | |08 B =2,3170181

I = m =
log del id. = 4,6163074 | R =2077,50

log 4 = 0,60206
log 48 = 5,2183674

228. Sea x la bisectriz del Angulo A.
Los tridngulos AOB y AOC dan:

2

2

A
=x*+ 2 —2cxcos 5

3

ID B

OC% == + b2 — 2bx cos—.

Lo

A

BO ¢
ocC b
resulta:
BO 2 3.2—]*1‘.'2—'2(_,‘1, u)a—‘%
= e —
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de donde se deduce, después de efectuar las simplificaciones:

(¢ -+ b= 2bccos

1o

. A
2heccos o

T cro
= 23°14"48",5; ¢ | b =42,634.
log 2 = 0,30103
log b = 1,2882269
log ¢ = 1,3657687

A

2

log cos %—- = 1,9632273
Lic -} E)) = 2,5702439
logr = 1,2884968

== 19™ 43107

Nora. Se podria obtener la formula

A
2bccos,

b--¢

I

por el procedimientoseiialado en nuestros EremeNtos b TRI-
$ONOMETRIA, libro del alum., ndm, 119.
229. A=180°—(B4C)=1236°25"20". A

Los tridingulos rectdngulos AHC
v AHB dan:

h=>0bsen C; h=csenDb; i 3

por consiguiente,

IS B c
“ senC’ = senB’ L
logh — 2,1708189 _ logh = 2,1T08189
Lsen C = 0,0147738 Lsen B = 0,0315065
log b == 2,1855297 logb = 2,2023254

h— 153 317% e — 159™, 3402
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bsen A
~ .sen B

logb = 2,1855427

log sen A — 1,7735897
I. sen B = 0,0515065
log a = 1,9906889

a = 97" 87887

230. La solucion general de este problema ha sido dada
¢n el problema nam. 216. Fl tridngulo propuesto es rectén-
gulo en A puesto que BC®=A C® + A B*;]a mediana es igual
4 la mitad de la hipotenusa, 6 sea 1292™ 50.

231. La bisectriz AT da la relacion

BI_AB ... BL_ AB _
Cl~ AC' 7" BC  AB+ACQC’
5 >< 5 i 2
pr—t2p A op 12
i { {

Asimismo se obtiene 1M por la proporeion

]3\? a Bl_. A
AC  BC® //\
de donde IM = —19 ; B ¢
i

1

Los dos triangulos ABI v ACI tienen la misma alturaz
sus superficies serdn proporeionales & sus bases BT y CI; se
dividira, pues, la superficie total en partes proporcionales a

' 30 12
5o TER
{ (
Superficie ABC=Vp(p —a) . p—D)(p—c)
Superficie ABI = 3™, 3455.
Superficic ACI =1"™, 3382.

232. Sea slasuperficie del tridangulo A MP; éste tiene que
ser la mitad de ABC;
luego §= L ab sen C,

4
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En el triangulo rectangulo AMP, tencmos:

1
s= x2sen A cos Aj

—

1
lnego 5 x?sen A cos A= T absenc;

1 absen ¢

2 sen Acos A’

9

oL

hay, pues, que calcular, anie todo, el angulo A.
La resolucién del 2.2 easo de los tridngulos, da la formula:

1 . b—a &
te ;) EB*:\)——'!}*_’_'E;'LOE, “}’
b — a = 83,0113 b + a = 266,499 loga — 1,9504330
log (b —-a) = 1,94—}83‘29 logbh = g,?-486719
L (b =+ a) = 3,5743043 log sen C = 1,9706442
1 j 2= i
log cotg 5 C = 0,16143562 L2 —=1,69897
1 — B - .
log tg (B — A) =1,6806284 L sen A = 0,3035899
1 "t = ~
L B—A)=2°36'33,20 - LcosA=0,0616228
__1) (B 4+ A)=25° 24" a4’ 2 logx = 4,2339318
A = 29° 48' 20" 80, logar — 2,1169659
& = 130™,9079
233. p = 1753,06 - Lp = 4,7562032
p —a= 350,612 log p — a = 2,5448268
p—b= 876,53 log (p — b = 2,9427668
p— = 525918 log (p — ¢) = 2,7209180

2 log 1 = 4,9647148
log » = 2,4823574

1 5

£ g T p—a p—2b
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log r = 2,4823574 logr — 2,4823574

colog (p— @) = 8,4551732 B bpiea by »,007238‘2

log tg + A — T,9375306 log tg — B — 1,5395906
1 - 1 i 5
o A= 40°53" 36 .22 5 B=19" ¢ 23 08
A=81°4712"44 B —38° 12" 47" 56

"
tg‘ﬁg—czfpr-:(‘— gl—pr
_ log 7= 2,4823574 log p = 3,2437968
L {p — ¢) == 3,2790820 log r= 2,4893574
, a _ &

log tg - C = 1,7614394 log S = 5,726154°

,J), Be— 300; C = gne ‘ (e :—SHn 297 QTC;{

La saperficie comprcndlda entre los circulos circunserito
é inscrito de radios R ¥y 7, esigual d

(R — 7)== (R+ 1) (R — 7).

De la férmula =2R

c
sen C

se deduce Bemben® - n o £
Zsen C V3’

luego R = 708,491,
Tenemos ya log » = 2,4828574; de donde r — 303,639,
R 4 = 1012,130; R —r =404 852

log= = 0,4971498
log (R — ) = 2,6072963
log (R L ) ="5,0052363

log 8 = 6,1096524
8’ = 1282 75208
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L. a—b il
234 te yil (A—B) Sy ¢ cotg T C;

@+ b=>5549,17T; «— b = 3582,27; G =B8R0 5T

1\9[»—

log (@ — b) = 3,5541483
Lia+ b) = 4,2557719

log cotg :)-— C = 0,1118965

log tg + (A — B) — 1,0218967

1 - - S SR
- (A —B)=39°52"15"587 | A = 92° 10’ 18" 537
é {A 4 B)=5218 3" B =129 95" 47" 463
Las igualdad SIS R
TTASUARNISS OnA  senDP henl
(A~ B A= B
Ca+b sen A -son B 2sen ‘7_)7] g ( 2 }
dan: - a—— B L

)
2 sen -, tos —

A+B ¢
¥, puesto que — - es complemento de —-

5 resulta:
f.
AL B G (et + b)sen —-
BEN —— = cos—-; de donde ¢=- —
I5 g A—<B
E s (A5F)
: 2 1
log (¢ + b) = 3,7442281 8 =5 absenC
log sen mf-)'— = 1,7864075 log @ = 3,6593093
Leos 17 (A — B) = 0,1149273 log b = 2,9927523
loge = 3,6455629 1.2 =7 gas07
¢ = 4421™ 43 log S = 6,3369732

5 =217 25% 67,

-]
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El radio del circulo ex inscrito en el Angulo C es igual 4

S .

p = 4885,30: p — ¢ = 563,87,
o ogS = 6,3369732
Lip—c=3, 24882]0

log = 8 912
= 3852™,96

?

235. 1.* Msiroopo. — Todos los elementos por caleu-
lar pueden determinarse por medio
de las formulas establecidas para A
el cuadrilatero inscriptible (EvLm-
MENTOS DE TRIGONOMETRIA, por
(3. M. Brufio, ntim. 127 y siguien-
tes).

Tenemos:

p=T, p—a=p—d=—4%:

p—ec=p—b=23.

Jie H—Vp—(z:p—b)(pﬁ( (p—d)
—Vi.3

= 19,

.3
2
2 B=pnr luego r *iz 1

{5
Vv (ab—}—cd)(ac—‘—bd) ad—}—bcr
4\f(p—a)(pﬁb)ap—m(pfd)

/;)5 s)4 <)4

4 4.3.4.3

56 ;(ab+cd (ac-rbdn " 24 . 94
2 S = \/ ad + be _\/ 25

= 4—480
5

wi By

,(ad4-bc)( c—'—bd o /95 . "4 .
AC#\" ab—cd ) \ e
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4." Loz triangulos ADC v ABC, euyos lados son igunales
4 3, 4 v 3, son rectangulos;
E 4

: i
luego tgDAC= “lant T te DCA = (('

@

Se _ve también en Ia figura que ABD =DCA y que
CBD =D, CA.

2.2 Muropo.—Siendo el cuadrilatero 4 la vez inseriptible
(por hipodtesis) y circunscriptible (puestoque ¢ -+ ¢ =& -+ d),
la mayor diagonal AC lo divide en dos triangulos rectangu-
los ignales, cuyos catetos son 3 y 4; luego

AC=5H; BD=2DL

e D 18 . A8 B
EC= AD—E o AE=5H— e
) .,'_""‘_"'_‘ 716 % 9 12
lnego DE=VAE.EC ;\/ e b =ty
1wy — 2 = 4,80.

H

©

3 4 e .
_Las tangentes son T ¥ — 5 la superficie es igual al duplo.
Bl

de ADC, 6sea 3><4=12",
El radio del eirculo circunscrito es igual 4 la mitad de la

hipotenusa comun, ¢ sea ... ete.

236. Sean a v b laz diagonales, y « el angulo que forman:

" 1 %
tenemos: B = jabsenz =absen 5 cos .
loga = 2,4702856
logh = 2,4971495
log sen z = 1,8494355
= 3 oA
log cos-_ = 1,8495316

9
log 5 = 4,6664052
S = 46387™ 94
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237, Sea a &1iado A8 Tomoo ¥ T &l radio del eirenio Yns-
crito. La superficie total S = 2a#; la superficie del trizngulo

1 1
ACB, igual & - ar, puede eacrlbuse —a’sen Acos A; luego

» . 9 p2
oy i e e —

sen Acos A © sem A cos A
log 2 = 0,30103

2log r= 3,6650178

Lsen A = 0,4319980

L cos A — 0,0319378

log S == 4,4299836

§ = 26914™,52
238. Sea BD la diagonal cuya longitud es 927 .355: se
tiene:

1
BD=2DBAsen A

4

1 BD A
«le donde sen 5 A — SBaA

2B A es ignal al semiperimetro.

log BD = 1,9604604 D 3
L2 B‘A': 3,3753607

log sen - A= 1,3408211

A= 12°39"417,28;

L\,‘r"‘

A=295°19"22"5; B= 154°40"57",5.

239. La diagonal descompone al paralelogramo en dos
tridngulos iguales, de los que se conoce un ladoe, la suma de
los otros dos ¥ la superficie.

De la formula S = pr se deduce el radio + del circulo ins-

«rito, ¥y A se calenla por medio de la férmula



-1
-1
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El angulo B =180° — A.
Los lados b v ¢ s¢ deducen de la analogia de los senos:

a b L ¢ b+e¢
send  sen B,  sen(C, sen B, -+ senC, ’
It b+ ¢
de donde ;T___A__ —=— 5,0, 5o
2sen - o3 — 2R e -

Y después de simplificar, resulta:

B,—C, ib+o A
08 5 = sen 5.

= a =

En esta formula B, y C, representan las partes de los &u-
cualos By C que la diagonal deja en un mismo tridngulo, y
cuya suma es igual 4 B.

Se pueden, pues, calcular dichos Angulos, y luego los la-
dos b y c.

240. Sea AC ellado del poligono que se quiere calcular:

AQC =40° luego ABC=20°
Tl triangulo ABC es rectingulo y da:
a=06790; b=uasenB.

loga = 0,8383491
log sen B == 1,6310517

logh = 0,3729008
AC=b=2",359939

241 IB= —F—=

sen OB :%
log IB = 2,0761942
log OB = 2,2922605

log sen 1 0 B = 1,783337 Y

TOB=137°23"15": arco AMB="74°46"30".
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242, Llamando O el Angulo de los dos radios, tenemos:

1 gy g
S= - R?sen 0 = 32sen 62° 21,

log 52 = 1,50514998
log sen 62° 21" = 1,9473552

log S = 1,45248518
8 = 28" 3456

A0 95
243. Re=o— = 2
B OB B :
sen O AB seii &
25

luego d = gy
log 25 = 1,39794001
7 = 1,5028491

?
= 0,8056676

logd — 1.70645671

d = 50" 8694 o sea HO™ 8T

244 sen%: f; == Ir'?g- = Hl—'

1.6 = 1,22184875
L= = 1.5028491

@ L —0
logsen = 2,72469785

S =30219 a— o424,

245. Sea AB = 2 la cuerda comin y z el angulo AGO";
tenemos: AE=»= Rsen z;

R2 4 2 — 2

2=R*+ 2 - 2Rd cosz: de donde c¢osx = - S
ZIve
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Y poniendo este valor en lu-
gar de cosz en la expresiom dex, A

tenemos: "

=R \'T-_—-- cosla —

iy BB
= .h\/1 T =

= 1,1d VR+d+rR+d—r@+R—aA)(r—R+a).

246, Sean A y B los centros de los dos civeulos y C uno
de sus puntos comunes. El 4n-
gulo de los dos eirculos es el
angulo 2 que forman sus tan-
gentes en este punto; el an-
gulo ACB, cuyos lados son
perpendiculares 4 los del 4n-
gulo =, ¥ que es de especie
difercnte de éste, es igual
am—ay

AB =a®-+ 02 —2abceos(z — 2 = a® + b* - 2abcosa,
Si se representa por 2 la cuerda comun CD, la superiicie

1
del triangulo ABC es f -AB= [ absen ACB;

2absen ACB 2absena
lnego »— —— 2

AB T Va0t 2abeosa

247. Los dos cireulos dados son ex inseritos con respecto
al triangulo rectangulo ABC; en el tridingulo O AD el dn-
gulo A =45° luego OD = AD.

Representemos por p el semiperimetro del rridngulo ABC;
AD=AE-=p—c¢; dedonde R=p—c;
del mismo modo ¥ =0'F=AF=p—0b.
Si " es el radio del cireulo inscrito en el tridngulo rectin-
gulo ABC ¥ 8 la superficie del mismo friingulo, tenemos:

r=p —da.
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Y multiplicando ambos miembros por p,

S=pr =(p—ap:
pero
St=p(p—a){p—b(p—c).

Dividiendoordenadamen-
te resulta:

S={(p—0) (p—c)=Rr.

248. Elangulox delastangentes yelangulo BC A formada
por los radios trazados desde los eentros 4 uno de sus puntos de
interseccidn,son suplementarios por tener suslados respectiva-
mente perpendiculares, siendo el uno agudo v el otro obtusa.

Eun el triangulo A BC tenemos:

ABP=AC*+BC"—2AC.BC.cos ACB:
de donde cos ACB —
AC"+BC —AB 1

SWleEST T B
luego ACB =120°
x =180° — 120" = 60°;

r
5 = 80%
sen 30° = % cos 30° = }/":)’_ tg 300 = Vj .

249. Sea = el dngulo que
se quiere calcular.

Si se traza O’ C paralela &
MA, el &ngulo O0'C es igual

d5sen el tridngulo rectan-
gulo 00’ C se tiene:

OC:OO’sen%;

. b—(aqa L 5 1 - o
S B sen - o sen ————— .
6sea  a =(a+0b)sen o luego  sen a-tb
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250. Sea AB =« el lado del dodecigono inserito en el
cireulo de radio R; tracemos el didmetro BC v la cuerds

AC; el angulo ACB tiene por me-
dida 15° en el tridngulo rectén-
gulo BAC tenemos:

BA=BCsenBCA:

Yy OE= 25 ——n-B_—C cos BCA:
2 2

O sea a == 2R sen 15°

v = R cos 157

a = RV:;— V2 (Véase el problema nim. 112.)
v or :% Veivys = ri— (V6 +V2) (Idem ¢d.)
S=pr==6ar=6R 2sen 15°. cos 15° = 6 R? sen 30° — 3 R2.
251. Esta perpendicular es la mitad del lado del penta-
gono regular inscrito: o — % Vio+2 V5 .

Se podria también escribir:

T —a@sen 72 - —Z— VIO +2V5 .

St se considerase un decigouo estrellado, se tendria:

Y == asen 36° = -Zf VB_— 2Y5 .

252. Las superficies del octagono y del exagono inscritos
en un circulo de radio R son:

Sg == 4R?sen 45° = 2R2 V2,

8¢ = 3R?sen 60° = —R2V3;
O e
luego R2(2V2— 2 V3 ) —a,

de donde R — LAE -
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CAPITULO 1V

Aplicaciones al levantamiento de planos.

253. b= ctg B; :
log ¢ = 1,8573325H
log tg B = 1,9734539
PR 'b L3
logh = 677,73
La altura de la torre es de
67,73 + 1,10 = 68™,83. T R 5
254, CBD —40°12 — 24° 36" —= 15° 3b';
CDsen D
Bl =a=— oD &
pero AB=asenC;

CDsenDsen C

lnego AB — wnCBD i 5
log CD —= %,505150{)
log sen D — 1,6193864
_ log sen C = 1,3098678
Lsen CBD = 0,5703772

log AB = 1 ,5047_81-4 )
AB = 31,973; afiadiendo 1,50 resul-
ta 33™,473.
255. b=—ctgB

log b = 1,90309
log tg B = 0,0519130

log & == 1,9530090
AC = 90™ 15898 e
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BCsen B
i, = 3 AD=ACs H
266. AC= “enBAC S Pero A Csen C;
BCsen Bsen (‘
1 o 2 =
nego AD=— o ;
log BC = 3,2430380 o
logsen B - 1,9976143 o
log sen = 1,9782063
Lsen A = 0,3906867
log AD = 3,6095453 AD=4070"™. ¢
CheenADC
2 = b= S
237 Q=5 senCAD

logCD = 2,1760913
log sen ADC = 1,7941496
Lsen CAD = 0,0205805

logh = 1,9908214 b =97™ ,908;
2 ODsenBDC
== ~ senCBD
log CD — 2,1760913
log sen BD C = 1,9743466
Lsen CBD = 0.0284194

loga = 2,1788505  « == 150" 456,

En el triangulo ABC cono-
vemos ya dos lados AC v BC
v elangulo ACB, que esigual
a4 69° — 400 = 29°,

En dicho tridngulo tenémos
Ia relacion

A8  da—b  _ C
tg— 2 —Fi-b LOtg?;
a—b= 53,048 | log (¢ —b) = 1 1246772
@ -+ b= 248,864 | L (e -+ b) = 3,6040379
C |
Vs 14° 30" 5 log cotg —?— = 0,5873419

A = 3
log tg — B = 1,9160570
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A—B

5 — = 39°29 48°,92
A _B— 78593784
A+ B=151°

(A= 114°59 48",92;
| B=36°0"11",08.
W, AC serﬁ:
sen B
log AC = 1,9908214
log sen 29° = 1,6835712
L sen B = 0,2307494
log ¢ = 1,9071420 ¢ == 80",75
B il BB
sen C ¢
pero h="bcosDCA="bcosa; \\‘
¢sen B cos « i “\ \“-\
luego h= on & N \\\
log ¢ = 2,3521825 P
log sen B = 1,5197487
log cos o = 1,8618529

L sen C = 0,0009451

log b == 2,0347292; h = 108™,325.

259. x4y =360 —(C + a4 B)=142°53'38",4.

Resolviendo el problemasegin el método sefialado en nues
{ros BErmmextos De TrigoNoMmwrria, libro del alumno, nu
Ia relacién:

mero 153, caleularemos el Angulo ausiliar » determinado po:
l asen
gy = :
R bsena
log a = 2,30103

log sen f = 1,8590244

_ Lb=3,7695521 iel
L sen « = 0,2990666 { s
log tg ¢ = 0,2286731 \/
v =59° 25 55,09
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Y siendo 9 > 45° la formula

tg Z¥ — g 450 — grtg S

se transforma en

— - €x
tg bl = tg (¢ — 45%) tg—u:—{; H..

¢ — 45° = 14° 25" 55",09;
by 1420538874
—9" T Ty

= 71° 26" 49" 2.

log tg (p — 45°) = 1,4105262
tog tg T Y — 04741465

¥Y—% 18846727

log to e

,}!{gﬂ - 37° 98 49" 4 I y — 108° 55" 38" 6
Y12 _ q1096 4972 J;r.: 33°57 50°,8
Se obtiene M C por la relacion L0 - :
sen sen z
de donde Mo= 2%
sen «

log & = 2,30103

log sen o = 1,7471862
L sen a = 0,1409756

log MC = 2,1891918

MC = 154™ 59
260. Véase ELeMENTOS DE TRIGONOMETRIA, niim. 158.
A hcosa ; . :
La féormnla R= —~ dard el radio R haciendo en
2sen?-

ella 2 — 90° — 89° 39" = 21"
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log I = 2,0791812
log cos o = 1,9999919
1.2 = 1,69897

2Lsen . = 5,0301704

log R = 6,3083135

R = 6431520 ™

2561. La superficie de la zona es igual &

S=2=Rh;

h— ABsen BAE— ABsen i
AB=BDsen ADB = 2R sen %

a%
luego h =2 Rsen® T

2
v S —=4=R?sen? i

log 4 — 0,60206
log @ = 0,4971499
2 log R = 1,4695996

262. Veéase Enevenros pe TRIGoNoMETRIA, nM.

En el citado problema se encuentra la formula

B+ 3 a«—a’

sen ——— . sen ——

_R:,.\B e 7] -.r
a+a +~p+§
sen =

Reemplazando por los datos, resultas:

R=17,50 . sen H0" sen 20°.

157
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log 17,50 = 1,2430380
log sen 20° = 1,5340b617
log sen 50° = 1,8842540

‘ logR= 0,0018451 R—4mTEs,
263. Teniendo en cuenta solo el
angulo de elevaeion tenemos:

1

b=235";, e=056",

b
teB = %
log b = 1,5440680
Le= 2,2518120 4

logte B= 1,7958800 B =32°0"19"3
264. (La misma figura).
c=bcotgB
log b = 0,2430380
log cotg B = 1,7233088
log ¢ = 1,9663468
= 92™ 54368.
265. ( Véase el num. 256).
sen B sen C
sen A

h=BC

log BC = 3,2730013
log sen B = 1,9849438
log sen C = 1,9957528
Lsen A = 0,4081220
log h = 3,6618199 k= 4590™ 076."
266. Sea AD la altura que hay que’
caleular, « el angulo dado y § su com-
plemento;
R=0Acos3=(R+ x)cos §;
de donde
Ny ) B
b RU—cosp) 2R sen®
23 cosf,  eos )

o
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267. El angulo APB == 30°; luego PB —= AB =40™.

La altura del arbol esiguala

40V3

PC = PB sen 60° =

5

—20V3 = 34™ 64.
El ancho del Tio es igual a

BC = PB cos 60° = 20™.

268. Representemos por BP la altura del pararrayo, CB
la altura del edificio, CP sera la altura total sobre el plano
horizontal que pasa por el
punto A.

Six é y son los angulos
PACy BAC, tenemos:

€rT—y==a;

dtgxr—dtgy=a:

; sena a
6 sea  —— — =,
COSI COSY d

El denominador cosx cosy, multiplicado por 2 podra
reemplazarse por

cos (x + y) + cos (x — )
 sea por cos (¢ -+ ) + cosx;

tenemos, pues,
2sen«

d  cos (x4 y) Feosa’

de donde resulta:
9

‘ 2d
eos (x + y)—= —, Senz—cosz

: 2d o - =5
5i suponemos — = cotg » la expresion anterior es igunal
a

. ) CO% @ . sen o sen (o« — )
& cos (& + y)=————— - cosz —=- S0
sen o sen

Conociendo x -+ y é = — y se deduce = ¢ y, la altura del




APLICACIONES AL LEVANTAMIENTO DE PLANOS 539

edificio d tga sobre el plano horizontal AC y la altura to-
tal b + d tgox.
269. Sea DE el tamano de la estatua. Se toma una base
de operaciones AB horizontal ¥ en un mismo plano con DE.
Se mide en A las alturas angulares de los puntos D ¥ E, y
en B la altura angular del pun-
to k.

AEB—=EAC —EBC.
La relacion

AE AB

sen ABE ~ sen AER
., AB.sen ABE
da AE= e v

El ingulo D AE es la diferencia de dos angulos medidos
directamente; se le conoce, pues, asi como ADE, que es igual
A un recto mas CAD, v se deduce:

AEsen DAE

D = ADE

270. Sea AB — I la altura de la torre.

1.° Tomando por base de observaciones la recta AC =,
se mide el dngulo de elevacion « y el angulo de depresion 8,
se tiene:

h—AD +DB-=CD(tgz + {ghh

CD = acosf;
tuego
h=acosB (tga + tgf,

asen(z -+ 3)

O sea = -
Losx

2.° Be toma una base CE = b en la direccion de CA y seo
miden los dngulos de elevacion z v v; el Angulo de depre-
sion 3 es el mismo en E y en C.

En el tridngulo ABE tenemos:

BEsen (B + v
cos 3 :

h=
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v en el triangulo BEC:
BE — b sen ( +_@

sen (v — )

de donde: I ppnils i P sen (P4 V)
sen (" + 7) cos @

271. Sea AB=a, AC=0 vy CD =c las alturas conoci-
das; « los dngulos iguales AEB v CED, el anculo AEC
v AE=wax el ancho del rio.

Se tienen las siguientes rela-
ciones:

xz=—=acotga: @ =>cotg B;

;c:(b+c)cotg(z+3 —

i cotg 2 cotg § — 1
— Eb i (,') T
coly % + cotg B

Resolviendo esta tltimaecua-
¢ion, después de reemplazar

x 2 i
en ella cotg = por e cotg 2 por D resulta:
s h

- e
N —d

272. Sea AB=a, BC =0, z el angulo de elevacion A y
DE=u1la altura de la torre.
El 4ngulo EBD, exterior al triangulo ABE, siendo igual
& 2z, dicho triangulo es isosce-

les; luego BE = a. E
El triangulo BDE da la re-
lacion i
x=DPBEsen2z =asen2z [1] b
_ ) T B L
v el triangulo BCE:
a sen 3« ) )
== =3 —4sen?a=1-+2cos 2z
b sel 2
de donde
a—0 (E-—‘—b ‘)b*ai
cos 23 — - 4 v osen2az— V( )(

20 0 B )b —
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sustituvendo sen 2« por este valor en laigualdad [1], resulta:
G_ .——_‘--—7._‘;A
RE= S Vie+0)(3b—a).

La condicion de posibilidad es: a<730.
273. Sea AB== y CD = y las alturas que se quiere cal-
cular.
El triangulo BAC da: =z =atg =,
v el tridngulo DAC: y=atg?2a.
Los triangulos BAE v DEC son semejantes; luego

P a?
Bafi=—=—1
Reemplazando en esta igual-
dad « ¢é y por los valores ya
eseritos, se tendra:
2
a2
atga.tga= . 3

Osea 4dtgatglaz=1;

de donde tga=— y tgl2a=

274 La cuestion consiste en resolver y construir un trian-
gulo rectangulo, conocidas la mediana y la bisectriz del 4n-
gulo recto. La hipotenusa BC=2A0=a. Sea d la bisectriz.

1.” Los tridngulos BAD y DAC dan:

: I sen 459 5o
I P AR ) L
sen B sen C
de donde
V2 9
a=CD+BD= dy + dy2 -t

2gen 2sen B

W
2 LgenC * senB S’

a\;‘?_ ] 1
d  senC ' senB’
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El problema se reduce 4 determinar dos angulos cono-
«iendo su suma v la suma de sus cosecantes.

. aV2
Pongamos, para abreviar, u% — m, tenemos que re-
solver el sistema:
1: 1 sen B 4 sen C
B+C=90%—ur + ————m = enT) e
" sen B sen C sen Bsen C

Esto 1ltimo se puede escribir:

Qsen%(B +0) cos%(B —0C)

cos(B— C)—cos (B O SR
_ ) \,"—2- eos% (B—(C) i
« también- -—-WTC—)-- 5=
Y, reemplazando cos (B— C) por 2 cos? i) (B—Cy—1,
e tiene la ecuacion:
V2 cos ;— (B—0C) -
Sans? L (B __ (v R
2eos? 5 (B—-C)—1
e cos? ;— (B— C) — \@cos% (B—C) - B —pn

<le donde
/< < 5 <
con kgl = MBI NS VT G

Esta relacion da B — C; y puesto que B + C = 90°, resul-
tan conocidos los dngulos By C, v, por consiguiente, todos
los elementos del tridngulo ABC.

Se encuentra facilmente la condicion de posibilidad:
« > 2d.

2.7 Para determinar el punto A, tracemos, con la hipote-
nusa como diametro, una circunferencia que sera un primer
lugar al que debe pertenecer el punto A.

El punto I siendo el punto medio del arco BIC, los angu-
los CBI y B ATson iguales; los dos tridngulos CBI y BAI
son, pues, semejautes, y se deduce de esta semejanza:

BI’—= ATl AD.
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Por lo tanto, se conoce la diferencia d y el producto BI®
de los dos segmentos Al y AD, los cuales pueden determi-
narse por una construceién geométrica conocida; luego.
desde el punto I como centro, y con un radio igual & AT, se
trazara un arco que cortard la circunferencia en el punto A.

Si el angulo A fuese diferente de 90°, el calculo seria el
mismo.

275. CACH = 90° — a;
BCD =90°— CBD =90 —C'BD = 90" —
lucgo ACB=ACH—-BCD=§ —=.

En el triangulo ABC tenemos la relacion:

CB sen (8 +

AB  sen(f—a)° £

de donde
ey (B
o i, SO
sen (f —a)

la altura CD=CBsenf
D

v AB = ——Hr;— :—h,—
sen 3 sen

sen (9 -+ a) C':./"'-"
Inee VTl i e O M
nego CD =1L son (B —w)

276. Sea C la nube, B su sombra sobre el mar; tenemos:

BC  senBAC

BA  senBCA
sen (2 + B)

sen(m—ax—7v)

sen (x 1+ B)

T osen{z 1)
de donde
S fay A [~ A

B A Sl ph)
sen (o + )

La altura A del pun-

to A sobre el nivel del

mar es igual &
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n

BA.senB: luego BA = —_:
= sen B

I sen (a1 B3)

por tanto BC——. e

sen sen (z 4+ 7)

La altura de la nube es jgual 4 BC sen v, 6 sea

seny  sen (x + 9

senfl " osen(z-F v

277. Sea A ¥ B los dos faros, C la posicion primitiva del
navio, ¥ I) su posicion después de una hora de marcha.
ADC=45° ¥ BDC=22°30".
La velocidad del navio es repre-
sentada por CD.

: o
El triangulo ADB da la rela-
cion:
AD 99111120 300
AB  sen?22°200
_ sen67°30°  cos22°30°
T 5en ¥2°30° T sen 22°30° £ A
= cotg 22°30' = V2 + 1;
luego AD=AB(V2 +1)=8(v2 +1):

e /o : —
CD—ADsen45°=8(y2 + 1) Y= —4(2 + V7).

2

CAPITULO V

Cdlculos logaritmicos.

278. 1." Reemplazando las varias lineas por sus valores
conocidos, resulta:

10+ 2v5 IN—2Y5 VA 41 v —1
16 ' 16 NE T T
1 1

21
16 4 16"

O sea
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2.0 gen?24 —sen?6° —(sen 24° - sen 6°) (sen 24°— sen 6°) —
—2.sen 15°. cos 9° . 2 cos 15° . sen 9° —
—=2sen 15" . c0s15°><25en 9° . c0s9°—sen30°. cos 18" —

— 1 (yg—1.

279. Dividiendo por asen los dos términos de la frae-
¢ion propuesta, tenemos:

b sena

a sen
tp2x=——-7 -

i g s

@ sen

Tl bsena ;
Y sirepresentamos ———— - por tg o resultara:
asen p

1—tgo e
tgex = — - =tg (45° — o)
1+tgo '

de donde

dJr=Kr+4p—e; z=@EK+ n.:‘,-_

1| e

Calculemos ¢:
log b = 3,5060113
log sen « = 1,8963113
L a = 4,3346489
T.sen % = 0,0489394
log tg o = 1,8769109
o = 36° 5B’ 24",
Dando 4 K los valores 0 v 1 tenemos:
x =402 18
r="94°9"18".
280. Poniendo en la expresion propuesta los valores co-
nocidos:
a=2Rsen A; bh—2 Rsen B; ¢c=2Rsen C;
se transformara en la siguiente:
2R (sen Acos A | sen Beos B + sen Ccos C) =
—R(sen 2A 1+ sen2B + sen 20).
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Transformemos la expresion entre paréntesis:
sen 2A + sen 2B = 2sen (A -+ B) cos (A — B) —
= 2sen C cos (A — B);
sen 2C —= 2sen C cos C = — 2sen Ccos (A 4 B);
luego sen 2A 4 sen 2B sen 2C =

=2sen Clcos (A —B)-— cos (A 4 B)] =4 sen A sen Bsen (.
tenemos, en fin,

acos A-+-beosB + ceosC=4Rsen Asen Bsen Q0 =
—=2asen Bsen C =2bsen AsenC=2csen Asen B.

281. sen @ - sen b — 2 sen =z +bv €os tb

2 g
a-+b a0
sen (a + b) == 2sen —— ecos — —;

luego sen a + send + sen (a + b) =

6 a-+b a—b | a-+b
= 2sen —; cos —5— + cos —;

a-+b a
— 4 sen ———— €08 —- ¢os

2 2 2
a+b a—b
282. sena -} senb — 2sen —fg— cos T
s +-d —d
senc + send = 2sen Lt cos 2 =
2 2
a-tb c—d
= 2sen ——cos ——.

Sumando ordenadamente, resulta:
sena -+ senb + senc + send =
atb a—b e—da
= 2sen J: (cos 3 + cos —; ):

a-+b a-t+c—b—d at+d—0b—c
= 4sen 5 cos R
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Y puesto que @ + & -+ ¢ + d = 860°, podemos escribir las
igualdades

at+e—b—d a+c—b—d+tatbtctd—360°
S C=fre A o

2 atc—b—d a—+¢
=——0——90% luego wcos L it ot sen ,{f

3 s Z

y del mismo modo

a-l—d—b—r: a+d*b_('+3600—(a+d-{—b+c}
CO08 ——— = C08-— 4 s =

4
b+ +c
= €08 (90" s --G—) = sen —b—) =

La expresion propuesta equivale, pues, 4

a+b b—i"prsen ca—}-c_

4sen —;—sen

2 2

283. 1.° BSe puede reemplazar 1 por sen 90° y cosa por
sen 90° — a; la expresion propuesta se transforma entonces en
la suma de los senos de tres arcos que suman 180°. Aplicando
la férmula obtenida en el problema niim. 225 se obtiene:

1 + sena + cos @ =sen 90° + sena - sen (90° — q) =

5 @ " @

4 cos 45° . cos - cos (40" T )
2.° Reemplazando en la expresion propuesta 1- cos2a
por su equivalente 2 cos®a se transforma en la siguiente:

cosa + 2eos?a =cosa(l 4 2coza);

sen2a

pero Zeosa = :

séna

sena
cosa(sena + sen2a)
sen e i

senZ2a
luego cosa(l + 2cosa) = cosa(l -+ —) e

2se da - T da
< Een 3 cos 2 SCIL P
—— = 0S¢ ——————
S« @ L @
< 8en - cos > sen —

9

—cosa .
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284, Afadiendo v restando cos?a cos’>h se puede eseribir,
sucesivamente:

1— cos2a — cos?bh — (cosc — cosa cosh)? -} cos2acosth =
= (1 —cos?a) (1 — cos2b) — (eosc — cosa cosh)? =
—senZasen?b — (cosc — cosa cosh)® =
= (senasend + cosc — cosa cosb) (senasend — cosc -+
+ coga cosb) =
= [cos¢ — cos (a 4 b)] [eos (a — D) — cose] =

: o ] e
a,Jrgch_. 1ar_}tg—£.sen a__-i_—% ? sen bc =

—4sen

285. 1.° Tenemos las siguientes igualdades:

cos{a -+ b+ )+ cos(a + b —c)=2cos(a + b) cosc;
cos{a L c—b) 4 cos(d + ¢ — a) = 2eos (¢ — D) cose.

Sumando ordenadamente obtenemos:

cos{a+b+c)+eos(a+b—c)+ cos(a+c—b) 4
+ eos (b -+ ¢ — a) = 2cosc [cos(a + b) + cos{a — D) =

—9cosc.2cosa.cosh = 4dcosa cosh cose.
2., Del mismo modo:
sen(b 4+ ¢ —a) + éenna + e —D)=2senc.cos(a —Db)
vsen(a 4 b —c)—sen(a+ b+ c)——2senc. cos(a 4 b).
De donde resulta, por suma:

sen(b + ¢ — a) + sen{a + ¢ — ) +
+sen{a+0—c)—sen(a+ b+ ¢)=
= 2senc [cos(a¢ — b) — cos(a -} b)] — 4sena . send .senc.

286. Se puede eseribir la expresion propuesta como sigues:
x2=a?+ 024 2ab—2ab (1 + cosa).

Los tres primeros términos forman el cuadrado de @ + &



«e donde

Y si hacemos

resultara:

CALCULOS LOGARITMICOS

1 4+ cosz—=2cos?

(a4 B2 — d4abcos? >

dabeos? *

(a + b2

@ = (a-+b)cose.

99
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Segunda parte

TRIGONOMETRIA ESFERICA

CAPITULOS 1 Y Il

Figuras esféricas.—Relaciones funda-
mentales.

cos @ — cosb cosc

, si hacemos
senbsenc

1. La formula cos A=
b = ¢ = a, se transforma en
cosa (1 — cosa)
cos A = -7Q4*} —
sen’ a

2gen? &
S TS e o —cotga.ig
2sen — . €os —

2 2

ol &

: a
0 sea cos A = tg 5 cotga.

2. Puesto que en el triangulo
ABQC se tiene b=¢, el arco AD
perpendicular sobre BC caera en
su punto medio y sera bisector del
angulo A.

Eneltridngulorectangulo CD 4,
tenemos (formula 2, BLeM., pagi-
na 128): sen CD—sen ACsen CAD,

; a b A
O sed sen Doy = sen o sen ?
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3. En el mismo tridngulo tenemos (formula 37
tg CD —tg ACcos C=tg AC cos B;
. @
9 sea, tg - =tgdcosB.

4. Aplicando al mencionado triangulo CD A la primera
térmula del grupo 4’ (pag. 128) obtenemos:

cos A C = cotg C cotg CAD = cotg B cotg

w|

resulta, pues, la expresion pedida:
A
cos b = cotg B cotg o

5. La segunda férmula del grupo 4’ da:

cos CAD = cosCDsenC = cos CDsenB,
. A a
0 sea, Cos - = cos - sen B.

6. Prolongando BA en AD de modo que BD = BC, resul-
tara:
AD=a—c¢.

En el triangulo rectiangulo
CAD se tiene (formula 5

tghb —=tgCDAsenAD,
O sea

tgh =senia — e tgCDA;

de donde
W fat
tgCDA

sen{a— ¢) — —tgh.cotgCDA. [1]

Aplicando al tridngulo isésceles CDB la propiedad de-
mosirada en el problema ntim. 4, se obtendra:

cosa = cotgC DA . cotg

! i3
de donde  cotgCDA=-—"""—— cosa.tg s
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Y reemplazando en laigualdad [1] cotg CD A por este va-

lor, resultara:

w‘cc

sen (@ —c¢)=tgb.cosa.tg

7. La formula obtenida en el problema anterior

sen (@ — o) =tgbeosa . 1g -,

puede eseribirse:
Cos @ B
sen (g —c¢)=senb. — . tg

cosh
La formula {(1°) (EnsMentos pe Tricoxomurria, libre
. ,, cosa
del alumno, pag. 128), da: cose= =i reemplazando
i : coso "

eosda =
por cosc en la expresion de sen(a — ¢,

B
5

cosh
tenemos: sen (@ — ¢) =send cosec ty

8. (Véase ELeMiexTos pE TRIGONOMETRIA, libro del alum-
no, pag. 129, num. 47). Permutando / ¥ ¢ en la demostracion

c :
dada para tg* _, se obtiene:

5 O [ e A e
=g 83
sen 2 =2
. . A—B hEME T ;
9. En la analogia, tg— = 5 cotg 5
2 sen
! a+b a—0b
s a+b== sen—g—=1 ¥y sen——4—=cos b,
" o i A—B C
dicha tormula se transforma en: tg ——5—=rcosb . cotg .
; A—B C
0 sea, cosh =tg —a te=gr.
10. I. Se puede escribir:
A
tg
5 111

ulA+B ]
co2 1—tg 2tgl
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De la formula fundamental
cosa = cosbh cosc + senb senc cos A

se puede sacar sucesivamente, por el procedimiento indica

do en los ELEMENTOS, péﬂ'. 122, nitm. 33 y siguientes, los va-
A

lores de sen ", cos tg

A
55 ete. Llevados 4 la ignaldad [1]
nos dan, después de multiplicar el segundo miembro de la

: ; C & ;
misma por la cantidad cotg - tg - igual 4 1:
A C B (8]
A+B cC WBWylkytgsiEgy
W=ttt = - ;
1—tg 7 5
Lo A+ B Vbenkp—bhemp HBIIE]J—(JISE‘.nlp—b‘
2 T senp.senip— ) senp. \cnf — cj
cotg c e V sen(p—Dbisenip —c1 sen( p—a,\seu [p —e
2 seup.sen(p—a) | Senp. sen(p—b)
v “?“_(_ﬁfa’helljl’,i,c’ Cseulp —a)sen(p—b)
£ ¥ senp.sentp — 6 " senp.sen{p—c)
[ Vben (p— b sen (p = L) sen i p—a)sen (p — ¢l

senp. sen (p - u,) : sen p-._aen{p 2 6)
seu(p — b

sen jr — a)

sen p ! senp  sen(p—b) 4 sen(p—a)
1 sen(@—c I SN P — sen (P — ¢)
senp

9 e ¢
2zen - cos —

A+B C
1 4 z L . S
De donde  tg— ) —= — kb cot 5
= COos -
2
L. De la misina manera se deduciria la expresion
a—+h
A B Se1 -
tg 5 = a—b cot 97
= sen L
2
A B
. A—B tg5 — 5
partiendo de  tg -~ =
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III. Para las otras dos analogias de Neper se parte de las

) a+b a-—b
formulas de tg ——5— v tg ——5—, reemplazando en ellas

a b by
te B} y 1‘g7 por los valores indicados en los ELEMENTOS,

pagina 125.

Se puede también considerar el triangulo polar del pro-
puesto y aplicarle las dos primeras analogias.

CAPITULO 111

Resolver los tridangulos
rectangulos por medio de los elementos
indicados.

11. Datos: ¢ =114"15"; b =46 18"

COs
cose = e
l cosh
Formulas (EneMm,, pag. 133). § senB = senb ’
sena
cosC = ted :
tga
log cosa = 1,6135446 log senb — 1,8591186
L cosbh = 0,1605959 Lsena — 0,0401185
log cosc = 1,7741405 | log sen B — 1,8992371
|
= 126° 283372 | B = 520 97" 38"

log tgb = 0,0197144
Ltgae = 1,6636631
log cos C = 1,6733775
Ci== 1180 27T
NotA. Adviértase que siendo @ > 90°, y b < 90° se debe
tomar ¢ 7> 90° y por consiguiente C > 909,
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1Z2. Datos: a=—125°12"18"; b -=—=53"15"47".
€ . a+4+b 1—b
M S el
to? C _ senla—b
Formulas (ELenm..p. 138).y © 2 seu(a + b)
b
B tg ——
(15— B)=
2 tor ﬂ.Tl; b
@+ b=178°98'5" CED _seeiaas
el a—0h i
a—b=7T1°56" 31 s 35° 58" 15,5
log tg & jb — 1,8738838 log sen (a — b) = 1,9780631
a—b e T . 57993
log tg —5— = 1,8607983 Lsen (a + b) = 1,5729314
5 e a4RaD | 9 56 C — 1.5509945
2log tg 5 1,7346521 2log tg T 0509945
& SHTS4105 log tg - — 0,7754972
log tg 5 = 0,36734105 og tg g (54972
’ ¢ : ¥
_; — 890 1@’ 1478 ,".)7 = 80° 28" 50 ,l’:’u
¢—1H4" 32" 206 C=160°57"41",2

log tg * b _ 1 3607983
Lig “7% — 31961162

2log tg (4.’3“ —
log tg (4:’;“ —

45° —

| o

== 3,9869145
?) = 2.9934572
5°37° 3277
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13. Datos: @ —=5T7°9 48" b =37°25 19",
T L‘,-OSC:'»V
TET sk
Formulas. { senB = o s
I sena
cosC— -tﬁ.
fga
log cosa —1,7341964 | log senb — 1,7833445
Leosb=0,0998868 | Lsena—= 0,0756071
log cosc = 1,8340832  log sen B = 1,8589516
c= 46° 57" 47",1 B—=46° 16 377,1

log tgh = 1,8832313
Litga = 1,8098035

log cosC = T,éQ.‘:TOMS_
C =60°26"52",8

14, Datos: a=>52° 12"y B =171H"16".

sen b =—=sen ¢ . sen B.

: 5 e } tg ¢ = tg @ cos B.
Formulas (Evwy., p. 135,5.° easo).] ° =

cot. B
gl cosa
log sena = 1,8977123 log tga == 0,1108177
log sen B = 1,9854803 ¢ logcosB —=1,4053516
log senb = 1,8831926 log tg ¢ = 1,5156993
b =—49°50" 1" c=182 996

log cot B == 1,4199013
L cosa = 0,2126054

log tgC = VI?)"}Q()OE
(E—"259 13 18" 1
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15. Datos: a — 125° 52" 10", — 853° 13" 45",

c=en b —senasenB.

Formulas (5.° caso). I
g ; cotB
tgC = :

log sena = 1,9086749

log tga — 0,1408216
log sen B = 1,9984927

log cos B = 2,91‘)96%
log tere =1 0607901‘7‘
c=173" 26" 18",3

log send — 1,9071676

h=53°51"24"9
log cot B = 2,9214769
L cosa =— 0,2521466
log tgC = 1,1536‘335
C=171"53"36"5

16. Datos: a— [10°8" 47"y B=05142"9",

1 sen b —sen « sen B.
Faormulas, | tgc=tgacosB.
cot B
tgC=——.
Cos @

log sen « = —1 , 9725803

logsen B = 1 ,3947608

log cos B — 1,7922129

log sen b = ],30:341 1

log tg e == 0,2277050
b= 47° 27" 307

¢ == 120737 26”4
log cot B = 1,5974520
T cos a — 0,4629117

log tg C = 0,3603637
C = 113° 33 52"

17. Datos: b =52°45"; — 71555,

cos ¢ = cosh .cos .

" te b
Or as B caso). te B— 2 i
Formulas (1.°7 caso) g S
L tg C= tg ¢

wend
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log cosh = 1,7819664 |
log cose = 1,5070992

log cosa :71,"2890656

EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

log tgh = 0,1189478
Lsenc = 0,0236521

log tg B = 0,1426299
B = 54° 14’ 37" 5

F120.307,

a = T8°46° 50" 4
log tge = 0,4692187
L. senbh = 0,0990858
log tg C = 0,5683045
C="T4°52"45",9
1i8. Datos: bh=—98°16"12"; ¢ =
cosa— cosh cosc.
tgb
Formulas. | tgB= TE;]T
tg‘t
to C =
g \(’I‘:b

log cosb — 1,1578739
log cose = 1,9011541

log cosa == 1,0590280

a=—=96°34"41"4

log tg b = 0,8375864
Lsenc = 0,2184493

logtgB=1 O)bO%‘)T
B=95°1"23"2

log tgc = 1,8803966

Lsenb = 0,0

045398

log tgC—1,8

549364

C=37°29"49"9

=133° % 4»".

log tgb - 0,1505688

19. Datos: b= 125 15°42"; ¢
( cosa = cosh cosc.
] ] for B— tgb
Faormulas. i
tgc
b Q= =2
& senb
log cos b = 1,7614102
log cose-—=1 859100{

log (oaa_ 1,5965106
a = 6K 44" 207 2

Lsenc = 0,1370‘244

log tg B = N,2875832
B=117"16"52" 4
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log tg¢ = 0,0278751
Lisend = 0,0880311
log tgC = 0,1159062
C=/127°26' 36",

20. Datos: B=253"12"; b =48*30".

o send
senda — senB -
Formulas (3.5 caso). { senc = tg b cotB.
cosB
C= ;
sen e
log sen b = 1,8744561 log tgb = 0,0531916
LisenB = 0,0965132 log cotB = 1,8739571
log sen @ == 1,9709693 log senc = 1,9271487
a, —69°16' 59" | ¢, = 57° 48 68",8
a,=110°43"1" | €y =122°168"17,7
log cos B = 1,7774439

log sen C = 1,9561793
C,=64°41'31",1;  C,=115° 18" 28",9.

Siendo b < 90°, los otros dos lados seran de la misma na-
turaleza, es decir, ambos agudos 6 ambos obtusos.
Ademads, el angulo C es de la misma naturaleza que el
lado c.
El problema tiene, pues, las dos soluciones sigunientes:
J a = 69° 16" 59",
1.7 solucion. { ¢ =>57%43" 58",3.
l C==64°41"31",1.
] a=110°43"1".
2. solucion. | ¢=122°016"1",7.
C=115" 18 28",9.
21. Datos: & =65° 10" 427 B =172°10'50".
Férmulas: Las del problema anterior.



110 EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

log sen b = 1,9579035 log tg b — 0,3348659

L sen b = 0,0218514 log eot B =1,5070989

log sen a = 1,97925«4}; log sen ¢ = T,SRGJLS
gy = 7202552’ e = 440172878
ay=107°34" T, a ¢y == 135° 58’ 31,2

log cos B = 1,4857476
LecosB= =0, ‘3((‘%"?1

log sen C —1,8627100
Cy= 46°48 0,6
C,=133°11'59"4

1.% solucion.

I a=107"34" 7°5.
2% soluciom. | ¢ — 135° 58 31",2.
l ¢ — 1390 11°59" 4.
22. Datos: b=120°14'50"; B = 11034 20",

Férmulags: Las del problema ntim. 20,

log sen b = 1,9364433 ’ log tg b= 0,2342437
Lsen B == 0,0287194 log cot B— 1,5751716
log sen & = 1,9651557 log sen ¢ — 1,8094153
ay = 67°21'14"9 | e == 40° 85876
a,— 112088 45”1 | ey = 139°51" 1"4

log cosB = 1,5464598
T. cosb = 0,2978004
log sen C = 1,8442597
C,=44°19'7",7
C, = 135°40'52",3

Puesto que &> 90°, a y ¢ seran de distinta naturaleza,
v C, debiendo ser de la misma naturaleza que ¢, resultan las
dos soluciones siguientes:
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fa= 67° 217 147,9.
1.* solucion. ‘ c=139°51" 1" 4.
C = 135° 40" 52",3.

o= 119° 38'457,1.
40° 8 BS6.
oo w1y

2.% solueion.

¢ e

Tt
23. Datos: O—95°14; C=60°20".
l tga— ;ibc.
Formulas ( 4.° caso ). .

tge=senbtgC.
cosB = cosbsgenC,

log tg & — 1,0881341
L cosC — 0,3054358

log tga = 1,3435699
a= 87°24' 15" 5

log senb = 1,9951859
log tgC— 0,2444154

log tge = 0,2426013
= 60° 13 49

log cosb = ?,9600517
log sen C = 1,9589796

log cos B = 5,89%0313
B =85°27"15",1

24. Datos: b= 122" 25"42"; C =52°10"3".
Formulas: Las del problema anterior.

log tg b= 0,1970121
L cos C = 0,2122880
log tga = 0,4093001

a = $3°42 57".8

log send — 1,9263748
log tg C = 0,1098091

log tg e — 0,0361839

c= 47°98" 2" 7

log cosb — I,T?B?»GQG
log sen C = 1,8975211
log cos B = 1,6268837
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25. Datos: b ==101°42'51"; C = 46° 15’ 20",
Formulas: Las del problema niim. 25.

log tg b = 0,6833003 - log send = 1,9908593

L cosC = 0,1602436 - log tgC =0,0190400

log tga = 0,8435439 | log tge = 0,0098993
a=81"50"28"1 | ¢ == 45° 39’ 107,6

log cosh — 1,3075539
log sen C = 1,8587964

log cos B = 1,1663553
B — 81° 33" 56",6

'26. Dates: B=T74°12; C —60°15".
cosa =cotB . cot C.
b— cosB
Farmulas (6.” caso: Euun., p. 136). 3 C0° senC '
g (o cosC
B E b nGnB
log cotB = 1,4517427 | log cosB =1,4350161
log cotC = 1,7570520 J L sen C —= 0,0615808
log cosa = 1,2087947 | log cosh = 1,4963969
a=80°41"33"3 | b ==T1° 43 22"

log cos C = 1,69567L
LsenB =0 ,016726

2

515)

27. Datos: B =235°25"4"; C=465°15'52".
Férmulas: Las del problema anterior.
log cot B = 0,1480510 | logcosB= 1,9111299
log cot C = 1,6631188 } Lsen C = 0,0417953
|

log cos @ = 1,8114698 log cos b= 1,9529252

a = 49° 37’ 15" b=26°11"52"6
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logcosC= 1,6216237
Lsen B= 0,2369211

log cos ¢ = 1,8585448
c=46°13"5",2

28. Datos: B=283°422"; C =236"14"51"
Formulas: Las del problema ntiim. 26.

log cot B= 2,9355520 | log cos B = 2,9339440

log cot C = 0,1347993 | Lsen C=0,2282109

log cos @ = 1,0703513 log cos b =—1,1621549
a—83°14'50%1 ! b = 81° 38 50",9

log cos C = 1,9063831
Lsen B = 0,0026078

log cos ¢ = 1,9091962
¢ = 35° 46" 26",9

CAPITULO 1V

Resolver un tridngulo cualquiera por medio
de los datos indicados.

29. Datos: a=103°15"; b=98°36"; ¢=67"40"

A Isen (p — b) sen (p — ¢
tg? \ :mzp.we)ﬁp(—pa) )'
[ B sen(p—a) sen (p — ¢)
Férmulas. [t T \/ seup.sen(p—>b)
ltog \/sm[(p——ajseu(p——b) .
e seup . seu(p —c)
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a=103°15"
h= 98°36
¢c=— 67°40

9p — 269° 31°

CAncuLo pm A.

log sen (p — b) = 1,7708658
Iog sen (p — ¢) = 1,9643204
T senp = 0,1486909

Tsen (p — a) = 0,2818118

EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

p-—a= 381°30 30"
p—b= 36° 930

| p—c= 67° 530"
p = 134° 45" 30"
CArcuLo pE B.

log sen (p — ) = 1,7181882
log sen (p — ¢) = 1,9643204
Lsen p = 0,1486909

Lsen (p — b) = 0,2291342

2log tg - 0,1656889

2 log tgrB

5 S 0,0603387
A B
log'tg 5 0,0828444 | log tg o 0,0301667
2 B i S
é = 50°25 54”9 5 = 46° 59" 517,9
A = 100°51"59",8 B = 93°59" 55",8
CArcouro pE C.
log sen (p — a) = 1,7181882
log sen (p —b) = 1,7708658
L sen p = 0,148690%
L sen (p — ¢) = 0,0366796
AL
2log tg T ie 1,6734245
ARG R v
log tg—- = 1,8367122
é) = 34° 28" 26" 4
‘A = 68° 56" 52,8
30. Datos: a—=150°10"5"; b= 110°20" 31"; ¢ =40°10".
Formulas: Las del problema anterior.
a=150°10" 5’ I p—a= 10° 18”
b =110 20" 31" p—b= 39"H9 47"
c= 40°10 p —e=110"10"18"

2 p = 300° 40° 36° p = 150° 20" 18"
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CALCULO DE A. CAncuLo pE B.

log sen (p— b) = 1,8080349 | logsen (p —a)= 3,4730847
log sen (p — ¢) = 1,9725100 log sen (p — ¢) = 1,9725100
T sen p = 0,3055024 L senp = 0,3055024

T.sen (p — a) = 2,5268653 T sen (p — b) = 0,1919651

l
I
i
|
i
|
i
)
{
i

2 log rg% 26130126 ‘?lon‘tg—- =3 943019)
A £
log tg = = 1,30650,63 log tg B o 391160,61
2 2
A - B usaiiee
S-= 8101072472 | g = 721074
A= 174°20748" 4 B=10°42"0".8

CincoLo pe C.

log sen (p — @) = 3,4730347
logsen (p —0)= 1,8080349
L sen p = 0,3055024

Lsen ( p — ¢) = 0,0274900

2log g % = 3,6140620
log tg C = 2,8070310
C 5 G
S5 =340 88

31. Datos: a==85°3"42"; b =604 B0"; ¢ =135°10"8".
Formulas: Las del problema num. 29,
a= 85° 842" l p—a= 52438
b= 60°42' 50" | p— b=29"45"30
e= 85°10° & | p— ¢ =108"18 12"
op—180°56'40" | p =90°28 20"




116 BEJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

CALCULO DE A.

log sen (p — b) = 1,6957817
log sen (p — ¢) =1,9149654
Lsenp = 0,0000148

Lsen (p — a) = 1,0255265

2log tg é = 0,6362884

log tg ot 0,3181442

==
-‘3—.: 64°19° 38" ,5

A =128°39" 17

CiLouLo pe B.

log sen (p — a) = 2,9744735
log sen (p — ¢) = 1,9149654
Lsenp = 0,0000148

Lsen (p — b) = 0,3042183

2log tg - =1,1236720

oW

log tg 5= 1,6968360

g =21°35'53",2

B=—43° 746°4

Ciuvcurno pe C.

log sen (p — a) = 2,9744735
log sen (p — b) = [,6957817

_ L sen p = 0,00001 8
Lsen (p — ¢) = 0,0850316

2log tg

log tg

C
2

I

| @

—? — 3,7563046

=1,3776523

—=13°25" 97,6

C=26°50"19",2

A=113°2,

32. Datos:
B
Formulas (2.° easo, b
Eis., p.161)... | 85
tg —

B

B =82° 30

2
5=

C=116°20".

o \/ —cosP . cos(P — A)
e co-(P —B) cos(P—C) °

—cosP . cos(P—B)
cos (P — A) cos (P—C)

v —cosP . cos(P—0C)
cos(P — A) cos(P — B)
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A=113°" 2
B= 82°30
C=116°20'

PP = 311°52
CALCULO DE 4.

log (— cos P) = 1,9605048
log cos (P — A) =1,8648331
L cos (P — B) = 0,5449559
Lcos (P — C) = 0,1132199

a

2 log tg § = 0,4835157
log tg & = 0,2417568
5= 60°10'56",1

a = 120°91'52",2

P— A= 42°5H4

P— B= T3°26
P—-C= 3936
P =155° 16"

CArLcuLno DE b.

log (—cosP)= 1,9605048
log cos (P — B) = 1,4050441
L cos (P — A) =0,1351669
L cos (P — C) = 0,1132199

2log tg f’? =1,6639857

B
log tg 5 = 183196749

B b e
5 = 34010°571

b= 68°21'54",2

117

CAncULo DE c.
log (— cos P) = 1,9605048
log cos (P — C) = 1,8867801
L cos (P — A) = 0,1351669
L eos (P — B) = 0,5449559

c

, 2logtg 5= 0,6274077

log tg -cg = 0,2637039
C O o - o
= 610245476

¢ = 1220 49’ 49",2

35. Datos: A=125°5"8"; B=160° 3" 42" C=130"4"15".
Férmulas: Las del problema anterior.

A=—19%° 5 &
B =160° 3'49"
C=130° 415
9P —415°1% 5

P—A= 82031245
P— B= 47°32'50"5
P—C= 782175

P — 207° 36° 32" )5



118 EJERCICIOS DE

CALCULO DE .

log (— cosP) = 1,94749775
log cos (P — A) = 1,1143441

TRIGONOMBTRIA

L cos (P — B) = 0,17070875 |

L cos (P — C) = 0,6659712

2log tg & = 1,39852180 |
[73 oy "
log tg 5 = 1,9492609
g — 41°39'38°,%

a—=83°19'16"5

CALCULO DE D.

log ~— cos P) = 1,94749775
log cos (P — B) -= 1,82929125
Leos (' — A) = 0,8856559
T, cos (P — ) = 0,6659712

: b !
2 log tg - = 1,32841610
b . _
log tg 5 = 0,66420805
b

770462976

b —= 155° 32" 597,2

CALCULO DE C.

log | — cosP) —= 1,94749775
log cos (P — C) = 1,3340288
L cos (P — A) = 0,8856559

Lcos{P — B)=0,17070875

2 log tg - = 0,33789120

log tg

3 = 0,16894560

© P ;
= 2D V-

5 K

= 111°44" 4%

36. Datos: A =339"50"; B=718"42"9";
Formulas: Las del problema nim. 32.

A= 33° 9'50°
‘B 78042 9
C= 720 415

2P =183°56"14"

P — A =58"48 1T
P—B=13°155
P —C =19°53 52

P=91°58 7'

C=71204 15",
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CALCULO DE a. CALCULO DE b.
log (— cos P) =2,5359518  log (—cosP)= 2,5359518
log cos (P — A) = 1,7142033 log cos (P — B) = 1,9882533
Leos (P —B) =0,0117467 | T cos (P — A) == 0,2857067
L cos (P — ) = 0,0267329 T cos (P — C) = 0,0267329
' _ ; b )
2 log tg ‘j —2,9887247 | 2 log tg 5 — 2,8366447
@ { b P
log tg 5 = = 1,14436235 | log tg & — 1,41832235
[}
f;— = 7°56 15",7 2= 140 40" 55,8
a=15°52 314 - h —29°91'51° 6

CALCULO DE ¢.

log (—cos P) = _,,537)9;)&:
log cos (P — C) = 1,9732671
L cos (P — A) = 0,2857067
T eos (P — B) = 0,0117467

2log tg % — 3.8066723

log tg — - 1,40333615

145191678
— 980 94' 35" 6
37. Datos: a— 11392 b==82°39"; C = 138°50".

. a‘_b
CA+B My
g =GOy
cos ——
2
ey ﬂ“—b
Formulas (3.°" caso, e A~—g sen—H ik C
EvueM.; p. 164).... 2 e “,fztb 2
A4B
S a4 b COST
gy =g gy
cos
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a=113° 2’ | a=113° 2
b= 82°3Y ; b= §2°39’
- | - N
a4 b=195°41' g a—b= 30°2%
"?;b = 97°50' 30" f“igfb =15°11° 30°
C O
g = = 69° 25"
CALCULO DE Aq_i_—B CALCULO DE é;:B
— b = [ _
log cos L7 =17,9845519  logsen “ 0 — T 4183822
C - C = N
log cot 5 1,5746601 log cctfg = 1,5746601
Ticos f“—;“-,-b — 0,8650709 Tsen- 222 — 00040802
log tg XS j B 0,4242829 log tg - A**;' E - 2,9971225
A ' —
- %’—Pl =110°37' 45" 4 E. . B soavoge

A =116° 18 8",6; B= 104°57 22" 9,

CALCULO DB ¢,

gl E_;:,b, = 0,8609907

log eos - -ilB’ = 1,5469371
oo }13 = 0,0021324

log tg — — 0,4100602
g g 2 : ;

5 = 68°44'39"8; ¢ = 137999 19",6.

38. Datos: a=120"4" 9% b=115"40"18"; C = 130",
Foérmulas: Las del ntimero anterior.
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a=120° 4" 9" a=120° 4 9"
b=115"40"18" b=115"40" 18"

a4+ b =235° 44" 27" a—b— 4°23 51"

i‘j‘b — 117°52°18",5 | —‘-‘--:b — P15
C O
- CALcULO DE —A-;t L i CALCULO DE - A : & :
| 2
log cos i; ® _ 19996802 | log sen 11—2:3’ — 2,5839466
G e | (e
log eot - — 1,7614394 | log cot i 1,7614594
L cos “r’r}.b = 0,3302431 |  Lsen f“f?;-b = 0,0535441
= | =
i B
) Tgig - 0,0918627 | log tg éj B 3 3080301
A+B = 180" — 50° 58" 57",7 = 129° 1" 2" 3;
A—B .
At e 1°926"7°,3

A=130°97'9",6; B= 192734 55"

CALCULO DE ¢

b
log tg ‘f = 0,2766988
log cos—rA—g—B = 1,7990388
T cos -,‘@}B = 0,0001363
¢ -
log tg - = 0,075368%
¢ 0 g @ -
o = 49758 457

¢ =99° 57" 31" 4
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cos =22
- A+B 2
Nota. La formula tg o Tl —, en la que
2 u+ i
Cos ————
—b a+0b
tenemos ¢os — i,' ->>0 v cos —-—‘j)_— <20, nos da:
A+B A+ B
gl Lo g _tl - 90°

y A Sy
hemos tomado, pues, para 'f b el valor 180° —50°58'57",2

39. Datos: a=110°9"55"; b=115"50"19"; C=100° 4050
Formulas: Las del problema ntim. 37.

a=110° 955" a—=110° 9 55

b = 115° 50’ 19 t b= 1150 50" 197

b4 q=226° 14" b—a= 5°40°20
bz ,.

LEe —pste —E— 5012

9

= 50°20' 25"

CALCcULO DE B J;A CALCULO DE 8—2:7 -
b— = : b— = 5
log cos —— = 1,9994675 log sen —— Z = 2,6945082
C S et s C = e
log cot - = 1,9185648 log cot ‘—) = 1,9185698

= i -
Tcos ° 0% — 04080873 | Lisen = —t“- - 0,0359802

e y " -
log tg - j— — 0,3261246 log tg -53--_) A 36490582
B+ A _ b
%F = 180° — 64° 447 97,9 == 115° 15" 50", 1;

-B;‘i&i = 2°33' 7",5;

B 11048 5T7,6; A = 112042 4276,
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CALCULO DE .

40. Datos: A =283"47 B=T5"15"; ¢ =80°40"

L. A—B
a-t b COBSS o3 8
W—5—5"" 1.8 ®5
€os 2
Férmulas (4.° caso, b B—=b Bl 77; it
EueM.. p. 169.)....10 © 2 S A,J;)rB, =2
a—b
P Fcois TR
2 sen [—bj;? 2
A= 8 & A =8h° &
_ B= 75°15’ ' B=15°15
A+ B=160° 1% A—B= 9°49%
AfB: 80° 9" 30" ‘--;B 495430
¢ —40020
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CALCULO DE + b i CALCULO DE 7%0 P
g - | A B |
log cos — ;)-E = 1,9984045 | S5 = 2,9322801
log tg — = 1,9989396 log tcr < = 7,9989396
A+ _
L.cos - 771;13 = 0,7671917 | Lsen it--B - 0,0064386
log tg “_Jr_’ — 0,6945358 | a—b _ 3 ggresss
etd _iparsry | 2 5 P = 13 09
a = 82°47'38°2 b= T4°21'36" 6
Civcono pe C.
log sen “—;-b — 3,8664802
log cot A—T§ = 1,0661244
Lsen 32'7 b _ 0,0086880
==
log tg 4 = 1,9412935
-CT— 41° §'21°2
=82016'42"4
41. Datos: A =100°10"20"; B=30°4 12"; ¢=40°12"25".
Formulas: Las del problema anterior.
A =100°10"20" | A= 100°10" 20
B= 80° 412 B= 30° 412
A+B=130°14'32 | A—B= T0° & &
_ﬁ_f;_]i — &° 716" I :L}B, - ES B4
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CALOULO DE + b Cicouro pe 2"
—B = aians A— =
log cos —5— = 1,9130930 logsen 5= 1,7691441
log tg % = 1,5635010 log tg -Li = 1,5635010
T, cos 218 _ 0 3760258 Toen 2T B _ ¢ 0109074
log tg 2 f L 1,8526198 log tg “%;b- = 1,3649425
—b
etV gsoorarp A L7
a=4830'19",1; b= 22°24'49"9
CiLcuLo pe C.
a— e
log sen - 5 1,3535865
log cob & = R 0,1539489
Lsen® t b — 02364758
(&
log tg —-= 1,7440112
C
= 99° 527,2
3 = 299 52
C=58°1"43"4
42. Datos: A =95"4"18"; B =285°42"50"; ¢=460°20" 30"
Férmulas: Las del problema nim. 40.
A= 95° 418" A=95° 418"

B= 85°42"50" B =285 42"50"

A+B=18r4T § | A—B= 9°2'28
A+ B  opeops A28

c=30°10" 15".
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CALcULO DE

a—+b { . a—b
5 ‘ CALCULO DE

A—B - I — =
log cos ﬁT——— = 1,9985503 log sen i—gj 2,9115373

- | e

log [‘g =1,7644247 | log tg =, —1,7644247
Lo 2 B_ BAGSHE | Lsen 22 _ 0 0000100
log tg “4_)‘ B _ 19060867 | loptg-2 = LA
AED 1500 — 590197 197,6 = 90° 407 40°,4
“_;.”, — 9049 54"

a=293°23"34"4 bH=287°5746"4

CALCULO DE ¢.

log sen 77 =2,675484T
log cot 3{—3 = 1,0870130
Tsen 272 — 0,0000304
log tg — = 1,7625281
-%— = 30° 3 44
C=60°7 28
43. Datos: a=55"12; b=62°30"; A=45°15H".
sen B = 20 A Gl :
seuna
cos 2
Formulas (5.° caso, | cot %,: tg _A?;B Tib )
FLEM., p. 154).... % 2 €08 —5-
A+4B
. . @ h COS g
gg=ts—F— a5
cos —

2
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log sen A = 1,8513717
log sen b = 1,9479289
T sena = 0,0835779

log sen B = 1,8848785
B’ = B0°5H"54",1; B = 129°54° 579,
Y pueste que tenemos
a—b<70; A—B' <0; A—B <0,

los dos valores B’ v B” satisfacen al problema.

A+B= 9%°20541| A+B = 17" 9 59
?"--"1*;-]—3- = 47°40° 97" L f B sresrsro
A—B=— 450541 | A—B'=_803% 59
8 Ta*];—: — worery | A ;B' = — 4219879
BB° 127 -+ 620 30" ,
e B forkd BT
- B0 12' — 620 30°
‘}?f? _ 55_1__0 BRI
CArcuro pr C CiLcuro pe C”
A B | »
log tg ;’ =0,0405987 | log tg 2T P — 1 3139960
il R -
log cos —‘-‘—;;f - —1,7187260 | logcos & J: ® _ 1 7187960
- - o ' A 1)
Lcos 2~ =0,0008818 | Ticos “—21=0,000881s
B o | c b
log eot —- =1,7552065 | log cot —- =1,0879038

b C =4°40' 96

o= B0°21'1T",2 £
C'=120°42'34"2 . | C"=9°20'19",2
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CALcuLo pr ¢’ CALOULO DE ¢

log tg -‘i—:E — 0,2186544 log tg & . b — 02186344
log cos -Ai; - 1,8282382 | log cos :A—"g—' =2,6263155
A EE- = 0,0003889 T s T;B:— =0,1311629
log tg % =0,0172815 log tg “7 =2,9761326

s

¢ o ¢ BAE BE
§=4S° 67 45",9 | g 5° 247 25",
¢ =98°13’ 31",8 & =10"%48"%51"
Las dos soluciones del problema son, pues,
B'= 50 5'54,1 : B '=129°54" 5.9
C/=120°042"34"4 | = ShB0rIY2
= 96°13"31",8 ? ¢ = 10°48'51".

3

¢
44 Datos: a=36°18"25"; b=42°15" 227
A =50°40"30".
Formulas: Las del problema anterior.

sen Asenb
sen B —m————
sena

log sen A = 1,8881961
log send = 1,8276572
L sen a = 0,2275970

log sen B :ﬁ}(’_ﬁa
B = 61°27"'50",4; B =118°32"9",6.
Puesto que las dos desigualdades
A—B' <0 y A—B"<0

son de mismo sentido que @ — b <0, los dos valores B'y B”
satisfacen al problema, que tiene, pues, dos soluciones.
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A+B w0
A o seovar,
2FD 590 16'5975

Civcuro pe C’

log tg 7{-‘&_+ Do — 0,1721500
log cos f‘{‘}ﬂ — 1,8887659
= a—D> e
Lcos — 5 — 0,0005855
B

log ot 5~ = 0,0615014

702_ — 40°57 93,8

C'=81°54 17°,6
L

CircuLo pe ¢

log tg -f”rib — 1,9127279
log eos —— + B = 1,7467793
L cos é{ B o 0,0019278
log tg - = 1,6614350
¢’ R
& = 24°38 1074

¢’ = 49° 16° 20”8

129

‘\JT-B = 84° 367 19",7

i =— 33°65" 49",7
a—0b e
=g = 2°58’ 28”5

CALCULO DE "

log tg AJgE = 1,0248832
(! - e
log cos —5 — = 1,8887659

L cos “—; M 0,0005855

log cotg (;—: 0,9142346
C s
- = 6° 56" 46",6

C"=13"53 33",2

CircuLo pE ¢".

log tg — * b- = 1,9127279
4B £
log cos £ 5 B 2 9731890
A5
L cos ——— = 0,0810708
log tg —- = 2,9669877
i) = 517 42°3

¢ = 10° 85 24" 6
9
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T.as dos soluciones del problema son:

B’ = 61° 27’ 507,6
C’—'——‘81° 547 477,86 |
o = 49° 16 20",3

45. Datos: ¢ — 33919307

b= 32°12"15";

B =118°352" 94
C'= 13°53" 33,2
¢ = 10°35" 24",6

A =20°12736".

) sen Asend
Formulas(senB=

. = sen
(5.° caso, 2. COS (L CO3 ©
método; ELa- ] tgo=tgbeos A; eos(c—}=— "F—
M_qu’l‘(])E;i pa- l o cot A c0s (C $ rrr b €Os ! &
[ b2 15 PR = = =
gina 154) g% “eoeh | )= [U a

log sen A = 1,5334003

log sen b = 1,7266765

Lsena=20 2601213

log sen B = 1 *)9')19\1

Bi—= 19F'¢

CALCULO DK ©.

tgb = 1,799226Y9
cos A = 1,9724032

log

teo = 1,7716301

o =30°35'S’

Civcuro pe b

log cot A = 0,4340029
L cosb = 0,0725403

log tgy = 0,5065432

34" 47"

CALCULO DE €.
log cos a = 1,9219817
log cosy = 1,9349378
1. cosb = 0,07256403
log cos (¢ — ) = 1,9204598
¢—w=231°46"46"6
e =620 21" 54",6

Circuro o C.
log tgb=1,7992269

T tg o = 0,1821029
log cos(C — ) —1,4516738

C = 146° 8 45°,9.
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46. Datos: A = 144° 48'; B=117°30"; a= 154° 45",

senB sena

s = sen A
o cos2t® A+B
Formulas (6.° caso, | oot = o 2 4o 4 &
= 9 @b, B 9
Erem., p. 156). .. = cos — =
g8
po i CO5 == = at+b
RS T e
COs — e

CirLcuLo pr b.

sen B = 1,9479289
_ sena=1,6299890
Lisen A = 0,2392517

log sen b= 1,8171696
b’ =41°1"33"6; b = 138° 5%’ 26" 4.
Las diferencias « — &' y ¢ — b, siendo ambas del mismo

signo que A — B, los valores b' v b" satisfacen al problema,
que tiene, pues, dos soluciones.

if Y 9053 1678 | ST — 1460510 4572
L 3
-“—91’--- =56°51 48" ,2 ST = 1°5316%,8
S =) WY A—B _ 3039
2 2
CiArLcuro pe (V. \ CArLcuLo pe C",
B .
log cos * % — 11574716 log cos “"; 2 —1,9229103
Leos 2%~ 09699847 | Tocos =Y 00041988
B
log tg i} = 0,0585415 | log tg - f; B _ 0,0585415
A — g T =
log cot o5 = 1,4582978 log cot 5 = 1,9855806
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| =

| C oy B

— =45°57"3",5

c o B
i 730585 19:,1 I
Cr=01"5¢T7T

O’ = 147° 56’ 38",2
CALCULO DE ¢

CALCULO DE ¢’.
log cos —"f,’ﬁ =1,8182474 | logcos £ j Bt 1,8182474
1L cos A%Bw = 0,0124430 L cos —TAL%B— = 0,0124430
1og te 5 ¥ — 08383997 log te 2 7 8148060
log tg 5 == 0,6890901 log tg = 1,6454954
v B il R
= 787267123 S —23°50" 5674
¢ =47°41" 52°,8

¢ = 156°52' 24°,6 |
47. Datos: A —83°1215°; B =80°1830;
q = 84°12" 85",

Formulas: Las del problema anterior.

log sen B = 1,9937571
lcig sena = 1,9977785
L sen A = 0,0015234

log senb = 1,9950590
b ="T79°47" 0",8; " =100°12" 59°,2.
Las diferencias @ — b’ v a — b’, siendo de signo diferen-
te, el problema tieme una sola solucion, y puesto que tene-
A—DB>0ya—0b >0 el valor & satisface al

mos & la vez
a—>b oy et
~—=32°019"47°,1

problema.
a+0b . '
B = 81° 59" 47 ,9 i ?
AP _ooogses

A+B S BEE R
5 =820 45" 22°)) 5
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CiLcuro prm C. CALcULO DE c.
log cos ; B . §yuwrans 0 Someonn —JVE — 1,1006833
log tg A-_-;: - = 0,8958366 log tg — + b = 0,8520128
L cos “_j—b = 0,0003242 L cos A—QE = 0,0003965
log cot E = 0,0398974 log tg % = 1,9530926
g, — 42°99'18",8 Z = 419547 42" 4
C = 84° 44’ 37",6 ¢ =83°49' 24",8

48. Datos: A=60°25"32"; B=56°15"20"; a=75°12"15".
Formulas: Las de los dos problemas anteriores,
log sen B = 1,9198745

log sen o = 1,9853555
Lsen A = 0,0606230

logsenb = 1,9658530_

b’ =67°34"83"; b"=112° 25 27",

Las diferencias @ — 0" y ¢ —b" son de signos diferentes;
el problema tiene, pues, una sola solucién; y puesto que
a—b" es positivo asi como A — B, el valor b’ satisface al
problema.

SED ooy on ‘ 20 g
| ——
A+B-=58°20’26"; ‘ A8 g g g

o
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CircuLo pe C.
log cos = “f b 1,5030605
Togte 2 : B — 0,2009717
Lcos =~ = 0,0009630
log cot —- = 1,7148952
C _ w3 73

C=125°10" 14",6

EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

CALOULO DE c.

log cos 4 7; - 1,7200612
log tg 212 — 047271162
Tt 0,0002876

[

log tg ; = 0,1930350

~

570207 57,7

c=114°40" 11,4

CAPITULOS V Y VI

Aplicaciones.

49. El volumen de un tetraedro en funcion de sus aristas
¥ de sus caras lo da la formula

e
V= 37 ®

En la formula

(ELEMENTOS, pag. 183.)

w= Y1 — costa — cosb — cos?c 4 2 cosa cosb cosc

(ELEM., pag. 119) reemplacemos a, b y ¢ por sus valores; ob-

tenemos:
L i aldnan
o—Vi-t-3-Vi-+
_10.12.15

de donde resulta: v

— = 150 em.?

2.3.82
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50. En un tetraedro regular las caras son iguales a 60°

m*\/l—dcoszbOUJ—)meO":\/ TZ: g

luego = 03 \/

Esta misma formula se encuentra también por medio de

la Geometria.
51. El paralelepipedo es igual &4 seis veces el tetraedro,

que tiene las mismas aristas v el mismo angulo solido, luego
V=211 w.
w= V1 — cos? Y0° — 2 cos? 60° - 2 ¢cos 90° cos? 600 =
1— 2
-Vii-1%

9,15 925.V2
V= “'1"‘22'29"/“ — 12990 cm.?

52, 5i consideramos la cara que tiene por arista,

m=12cm; m =20em; m =18 cm,

fendremos (ELeM. pag. 184):
100 + 144 — 14{1_ e B

21— m?
SR 200 T 210012 120
47 —m?  1004-225—400 1
L 7 A TR
2417 —m' 1444225 —324 1
cos € = . — z
204 2.12.15 il
w=7YV1— cos®a — cos?b — coste 4+ 2 cos acosb cos ¢
/1_ A T
_\ 16 64 12.4.8
576 — 100 — 36 — 9— 15 416 | ——
=Ny 56 — ¢ V13

9 =X
10.12.15V18 _ 1o 35 _ 180,95 oms.

V=1l e W
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53. Los planos trazados por los ejes SS"y DB, ACy DB
descomponen el octaedro en cuatro tetraedros, cuyas aristas
son iguales &4 a, y sus caras de 60°, 60°
¥ 90°; el volumen de cada uno sera,
pues,

@ & T
Vzﬁ e —
9B \/1 1 Py
a3 1_ a? v:;

=% Ve T 12

El volumen total sera:

30
RallE VN
-

54, Supondremos que las inclinaciones dadas son con rela-
cion al plano horizontal; con respecto & Ia vertieal, las incli-
naeionesserdn 90° — 6° 12’ = 5§3° 48’
¥ 90° — 8° 20" = 81° 40",

Si desde el punto de observa-
¢ion, tomado como centro, se ima-
gina una superficie esférica de ra-
dio arbitrario, los arcos BC, AB ¥y
A C seran, respectivamente, la me-
dida del angulo observado y de las
inclinaciones de sus lados sobre la
vertical OD; el angulo A del trian-
gulo esférico BAC sera igual a
EDF; basta, pues, caleular el angulo A conociendo los tres
lados del tridngulo ABC.

seu = b) sen(p ¢
tg = _\/ P 1 )

senp . sen(p — a)

(ELeMENTOS, pag. 151, 1.°" caso.)

a= bH21H"
b= 83°48
c= 81°40’

2p = 2170 43
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p—a= BE°36"30"; Lsen(p — a)= 0,0783510
p—b= 2° 3 30"; logsen(p —b) = 1,6268952
p—c= 27°11'30"; logsen(p — ¢) = 1,6398863

p = 108° 51" 15"; L senp = 0,0259617

AT
log tg —- = 1,3890942
".8; A —27°31"41",6.

55. Trazando los meridianos de C y de U y el arco de
eireulo maximo CU, que une ambos puntos, se forma un
triangulo esférico NCU, cuyos ele-
mentosconocidos son los siguientes:

NC=90°—19° 25" 17"="70° 34" 43";
NU=90°—19° 12" 21"="10°47"39";
N=2'63"43°1 =3"2"54".

El problema consiste, pues, en
caleular un lado de un triangulo
esférico conociendo los otros dos la-
dos y el angulo comprendido.

La formula cosc=cosa cosh 4 senasend cosC equivale
en este caso &

cosCU=cosNCcosNU + sen NCsenN U cos N.

logsenNC=1,9745571 |  log cosNC = 1,5218089
1,5171468

log sen N U = 1,9751297 I log cosNU =
|

log cos N = 1,9993851 = =
_— log = — 1,0389557

logB=1,9490719 = log de ad. = 0,9604936
log = = 1,0389557 e

ol = log cos NC = 1,9994493
log = = 0,9101162
e

NC=2°53"5".
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La distancia en kilometros seri:

10000 >< 10385
90 >< 60 >< 60

= 320,523 km.

Nora.—En este problema v en los siguientes, hasta el ntu-
mero 60 inclusive, empleamos la formula

cosc = cosa cosb 4 sena senb cos C

para el caleulo de un lado de un tridngulo esférico, cono-
ciendo los otros dos lados ¥ el dngulo comprendido.
Representamos, respectivamente, por « y por £ las canti-
dades cosa . cosb y senasendcosC, ¥y hacemos uso de las ta-
blas de Gauss. (Véase ELEMBENTOS
pr TricoNoMrTrRIa, pag. 106, nu-
mero 178, y pag. 153, num. 69, III).
56. Este problema es idéntico al
anterior, v los datos son:

NM=90°—23° 11" 17" — 66° 48’ 43"
NC=90"—18" 856" =71"51" 4"
N=2=8243"7T"4+7°17"14"=16°21".

Tenemos:

cosMC =cosNMcos NC + sen NM sen N C cos N.

log sen NM = 1,9634183 | log cos NM = 1,5952209
logsen NC = 1,9778381 | log cos NC = 1,4934404
log cos N = 1,9828290 1 R

b Sis L logz = 1,0886613
log 8 = 1,9240854 log de adicion = 0,8946371
logz = 1,0836618 | e

log cosMC = 1,9832084

] :
log == 0,8354241

MC = 15° 47/ 187,2.

; . o 10000 >< 56868,6 . .. o-0 1
Distancia en kilometros: St 1754,259 km.
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57. El problema consiste en determinar el dngulo C del
triangulo CIP, cuyos lados se calcularan por medio de los

datos siguientes:

NC=90" —19° 25" 17"

NT = 90" — 19° 117 11" = T0° 48" 49"
NP =90" —19° 17 17" = T0° 58’ 43"
N, =382 387"—29 5 = 8 34"
Ny= 253 + 29 ¥ =356
Ny = 253 + 32 27" = 35" 20"

Tridngulo ICN:

=T0°3L 45"

cos IC ==cos CN.cos IN + sen CN .sen IN cos Ny

log sen ON = 1,9745571
log sen IN = 1,9751811
log cos N, = 1,9999513

log 2 = 1,9497195
log = = 1,0885323
log P 0,9111872
B, T e

log cos CN = 1,5218089
log cos IN = 1,5167234

log = = 1,0385323
log de adicion == 0,9614475

log cos IC = 1,9999798

1C =33 10".

Triangulo INP:

cos IP=cosIN.cos NP -+ sen IN.sen NP cos Ny;

log sen IN = 1,9751811
log sen NP = 1,9756142
log cos N, = 1,9999998

log & = 1,9507951

log « = 1,0298359

log i— — 0,9209592

log cos IN = 1,5167234
log eos NP = 1,5181125

log « = 1,0298859
log de adicion = 0,9701622

log cos I P = 1,9999981

IP =10"10".



140 EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA
Triangulo CNP:

cos CP =cos CN.cos NP + sen CNsen NP cos Ny;

log sen CN = 1,9745371 log cosC N = 1,5218089
log sen NP = 1,9756142 log cos NP = 1,5151125

log sen N, = 1 99‘39?71 by
e log &= 1,0349214
logf = },99{){484 log de adicion = 9650476
log o = 1,0849214 o
‘ 5. log CP = 1,9995690
log o 0,9152270

Triangulo CIP:

\/5911 (p —CIL) sen (p — CP)
tg g senp .sen (p—IP) )

CI=3310" | p—Cl= o

276
IP=10"10" p—IP=232" 25
CP—=41" 5' p—CP= 1" 75
‘)p — 84’ 99 ‘ D =42"12°5

log sen (p — CI) = 3,4199739
log sen (p — OP) = 4,5148668
Lsenp = 1,9108866

Lsen (p — I P) = 2,0305651

2log tg —? — 3,8762924

log tg 5 - = 2,0351462

=4¢°H7" 28",8;

[\."‘O

Resp. La distancia angular es de 9° 54’ 477,6.

58. Calcularemos en primer lugar los lados del triangulo
TIPC como en el problema anterior; la formula de Simén
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Lhuillier (ELem., pag. 178) nos dara luego el exceso es-
férico.

Los elementos conocidos son: "‘"—‘
NI —=90° 199117 11" == 70° 48" 49" \,v
NP=90°—19° 1717" =T0° 58" 4%"
NC =90°—19° 1’ 81" ="T0°58" 29

N g0 49— 3;
Ny= 25 16" —3% 3T o83
N,— 2057 16" —29' —1”36’1.3
Triangulo NIP: N

cos TP = cos NTcos NP - sen NIsen NP cos Ny;

log sen NI = 1,9751811 ‘ log cos NI = 1,5131125
log sen NP = 1,9756142 ] logcos NP = i 9191980

log cos Ny = 1 .)999998

loga = 1,0263105
logp = 90079.)1 log de adicién = 0,9701622
loga = 1,0298359 ;

=0 9709097’

Tog cos TP = 1,8999981

Q r:.a

log —

IP =10 10"
Triangulo NP C:
¢0s PC = cos NP cos NC + zen N P sen N C cos No;
log sen NP =1,9756142 | log cos NP = 1,5131125
log sen N c = 1,9756041 Jog cos NC = 1,5131980

log cos N, = 1 999‘*473 [ -
S log o = 1,0263105

log =1, %10{306 ‘ log de adicion = 0,9735486
loga = 1,0265105 i = B
g i ‘ log cos P C = 1,9998591
log — = (},‘)947301 ‘

PC=1°27 34"
Triangulo N1C:
¢0s 10 = cos NI cos NC 4 sen NIsen NC cos Ny;.
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log sen NI=1,9751811
log sen N C == 1,9756041
log cos N; = 1,9998299

log § = 1,9506151
log 2 = 1,0299214

- 0,9206937
o

log

TRIGONOMETRIA

log cos NI ="1,5167234
log cos NC = 1,5131980

log o = 1,0299214
log de adicion = 0,9699251

log eos TC = 1,9998465

IC=1°31"93",3.

Exceso esférico del tridngulo PIC.

(Formula de S. Lhuillier):

g » p—a p—>b P—c
Bty =iggteg—tg 5 —tg-to—
a=1IP = 10'10"
b=PQ¢= 1997 3§"
e=1C=1°81"23"3
2p=3"° 9 73
p—a=1°24'936 2 : 2 =g 11,8
p—b= 6'59",6;, L T B 372978
B—g— BE L yugya
p= 1234/ 33",6; ‘j;* =47 16"38
log te J_g_ = 2,1884310
log tg L S = 5,0890261
logtg 22 — 30073797
1=} 9 ?
-
2 log tg — - = 11,8985901
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log tg E = §,94929505

S_7
==

"81T 8§=8"T4

59. Este problema es idéntico al an-
terior.
N Q= 90° — 20° 35’ 36" = 69° 24" 24”
NP =—90"—19° 2'31"=70"57" 29"
NM =90 — 19° 42/ 12" =70 17" 48"
N, =1°15" 16"+ 55" p3" —olqq" 9°
Ny =15 9’ 3 — H5753"=1° 310"
N, =1°15" 16"+ 1°59" 3"'=—3° 14’ 18"
Triangulo NQP:
cos QP = cos NQ cos NP 4 sen NQsen NP cos N3

log sen NQ = 1,9718225 | log cos N Q = 1,5462128
log sen NP = 1,9755605 | log cos NP = 1,5133642
log cos Ny — 1 9996809 )

log 2 = 1,0597770
log = 1,9465669 | log de adicion = 0,9397841
logz = 1,0697770 I

— log cos QP = 1,9995611
= 0,8867899

o

log

& I

QP =2°34" 32",
Triangulo NP M:
cos PM=cos NP.cos NM + sen N P sen NM cos Ny;

log sen NP —19(55600 log cos NP = 1,513
log sen NM = 1,9737977 log cos NM =1, 6278‘2‘ 2

log cos Ny = 1,9999267 ‘

- log e = 1,0413874
log3=1,9492849 | log de adicion = 0,9585185

loga = 1,0413874 g =
i o g log cos P M = 1,99990569

log -E- = 0,9078975

PM = 1° 11" 34",
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Triangulo NQM:
c0s QM = cos NQ cos NM + sen NQ sen NM cos Ny;

log sen NQ = 1,9713225 log cos NQ = 1,5462128
log sen NM = 1,9737977 log cos NM = 1,5278232

log cos Ny == 1,9993070 =

— e logz = 1,0740360

log 3 = 1,9444258 log de adicion = 6,9252999

logx = 1,0740360 i o
b i log cos QM = 1,99958359

8
IIJ

log -~ = 0,8703900

QM =3°10"4",2.
Exceso esférico del triangulo QMP:
5 P

gy =te g tg—g—tgT— tg P,
a=PQ = 2°34 32
b=PM—=—1°11"34
= QM=35°10"42

2p=6°56"10",2

p—a= w31 PT%o awarp

p—b=21631 PP o gpg

Bl HWEE S Y 05

p =328 A _f':lo’l‘i' 9»1,5

log tg 2 = 3,4810650

log tg -* - & —3,8914643
log te ¥ - b 39979495
log tg P——% — 3 4185714

2log tg ~82— = §,08é@
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log tg % — 4,0444256

La\ W

—92".85; S=45"1.

60. Los datos de este problema son:
NA=90°—23°11" 17" = 66° 43" 45"
NB = 90° — 20° 35’ 36" = 69° 24’ 24"
NC=90°—19° 26" 1" =70°33" 53"

N, =7°17 14" —1°15" 16" = 6" 1" 58"
Ng=1° 15" 16"
Ny=T°17 14"

Calcularemos los lados del trian-
gulo ABC como en los dos problemas
anteriores.

Triangulo ABN:

cos AB=cosNAcos NB 4 sen NAsen NB cos N;;
log sen N A = 1,9654183 |

logsen NB = 1,0713225

log cos N} = 1.99?5881

log cos N A = 1,5952209
log cos NB = 1,5462128

log « = 1,14143837

logf=1,9323289 | log de adicion = 0,3560442
log o = 1,1414337 = =
i e log cos A B = 1,9974779
log ;— = 0,7908952

AB= 610! 78.8:
Tridngulo BCN:

cosBC =cosNBcosNC FsenNBsenNCcosNy;

log senNB ==1,9718225 | log cos NB —= 1,5462128

log sen NC = 1,9745244 | log cos NC = 1,5220716

log cos N, = ’,9998359 ‘ S

- loga = 1,0682814

log B = 1,9457428 log de adicion = 0,9315348
gl

lo I 0682844
g e log cos BC = 1,9995192
log 5 - O,‘S?Mé.“i

BG =1%89% ¥1h7
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Triangulo ACN:
c0sAC =cosNAcosNC 4 senNAsenNC cos Ny;

log sen NA = 1,9634138 . log cos NA = 1,5952200
logsen NC = 1,9(4)944 logeos NC=1 .)‘)7()(11)
log cos Ny =1 9964778 =
et j logag 1 1109’30
log p= 1,9044200 log de adicién = O,b 187163
log = = 1,1172925 |

log cos A G = 1,9960088

AC =745 21"1.
Ixceso estérico del triangulo ABC:

5 P pP—a p—b Pt
tgz—g tg 5 g g - tg B
BC=a= 1"39'11",7 | p—a=4¢6° 8§ 8,6
AC= T7°45'21°1 | p—b=  1°59°2
AB:c: 6°10" 77,8 p—c:l““”lj

2p = 34 4076 | p="T"47"20",3

Eg—“:fo 4 4.3

p—b s
T 29,6

P—C . 4w 36",2

log tg ©5— = 2,7291984
log tg £ b _ 14608064
log tg ﬂg— — 2,1504285

2log tgg g,l'{?g(_};
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log tg E) = 4,0866802
5 "
§ =— 25 ,2
83 =150",4

61. Los lados del cuadrilatero se ealcularan por medio de
la formula

cose == cosa cosh + senasend cosC,

aplicada 4 los cuatro tridngulos que tienen por vértice el
polo N ¥ por bases dichos lados.

Los elementos conocidos son: £ !
NG=90°—27° 55" 3" = 62" & 7"
NA=90°—16°50"19" =T73° 9"41"

NC=90°—18° 8 6" =71°51" 4"
NM=—90°— 25°52" 32" = (4° 7728"
N;=11°47 20" — 46’ 24" = 11° 0’ 56"
No =46" 24" - 8¥ 45" 7" = 9° 29’ 51" h

7oK’ 84"

N, — 804 T — 1°57 88" =
733" =13° 24 53"

M— 11947 20" 4+ 1° 3
Triangulo NAG:
cos AG =cos NA.cos NG& 4 sen NA sen NG cos N

log sen NG = 1,9462110 log cos NG = 1,6706298
log sen N A = 1,9809684 log cos NA = 1,4619138
log coz N; = 1,9919236 Py

— logz = 1,1525436
logf = 1,9191030 | log de adicién = 0,8523149
log« = 1,1325436

log cos AG = 1,9848585

\‘m

lo — 0,71865594

&%
AG=15°2"50",9.
Triangulo NAC:
cos AC = cos NA cos NC 4 sen NAsen NC cos N,;
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log sen NA =1,9800684 | log cos N A = 1,4619138
log sen NC = 1,9778351 . log cos NC = 1,4934404
log cos N, = 1,9910129 | =R
logp =

]()g‘ @ =

— loga = 2,95563542
},95‘28[94: log de adicion = 1,03908%0
3,9553512 e

log iz— = 0,9974652
AC=9°8"4b",16.
Triangulo NMC:
cosMC =cosNMcosNC + sen NMsen NC cosNy;

logsen NM =1,9541190 |  log cos NM = 1,6399026

logsen NC =1,9778381 | log cosN C = 1,4934401
log cos N = 1,9966638 ‘ loga =1,1333430

log£=1,9286209 | log de adicion == 0,8598190
logs =T,1338430 | log cosMC = 1,9931620

) :
log —:; =0,7952779 |
d |

MC=10"8’ 26",6.
Triangulo NG M:
cosMG = cos NG cosNM - sen N G sen N M cos Ny
log sen N (; = 1,9462110 | logeosN G = 1,6706298
logsen NM=1,9541190 |  logcosNM =1,6399026
" o T ~qeed | T
log cosN, = 1,9879862 h ‘ logz — 1,3105324
los =1,8883162 | log de adicion = 0,6796588
log & =1,3105324 |
0,5777838
MG =12°7"53",7.

log cos MG = 1,9901912

Los angulos del cuadrildtero son la suma o la diferencia
de los angulos & la base de los triangulos ya considerados;
calcularemos, pues, dichos angulos por medio de las analegias
de Neper:
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C0s 5 L
A+ B T2 C
tg —i cob —;
2 cos a:"b 27
s
tg =it B s T cotg
S son 22 -2
Triangulo NAG:
a=NA= 73° 941" = NA —13°
b=NG= 620 4 7 b= NG = 62°
a+b=13%°15'48 | a—b—11°
1EE — eesear | 200
e
c—x, & _ 1156 50307 98",
2 B)

29 1,9979620

a— a—
tog cos — log sen —

log cot. —q = 1,0158056 log cot %

Lcos 2 b 0,4192707 fsen 2E0
log tg 2 + = 1,4330383 log tg —A-}B
te e N R 2t
2 o
£l
A=NGA=135°11"45",2; B=NAG=40°

Tridngulo NAC:

a=NA= T73° 941"

149

9 417
£

5 34

—= 5°32°47"

b _ 3 9850092
— 1,0158056
= 0,0340246
= 0,0850394
— 47°18'31",8

34" 417,6.

a=NA="173" 941°

b=NC= T71°51" 4" = NC="71°51" &

a-+ b= 145" 0" 4p" a—b= 1°18" 37"
a+l_) a—>b

) 720 30 22°5 -

=

39" 18" 5
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. C_ oyst
C=Ny g =g =404 4575,
afh 1 a—Db T o
logeos —, —= 9999716 logsen — 5 —== 2,0582013
c o . C e,
log cot R 1,0808026 | log cot —- = 1,0803026
: | -
L cos 21" — 05990085 " T een 252 — 0,0005656
log tg - + B _ 16021827 | logtg S o —T1,1505695
2 | 2
A ' e
B _egose s B 1303

A=NOCA = 96°47’ 13,3, B=NAC=80"21"12"T.
Triangulo NMC:

a=NC= T1°5l' & | a=NC=11°5l 4"
b=NM= 64° 728 | b=NM=64" 7" 28

a + b= 135°58" 32" a—b= 7943 36"
|
; y
etb . grsyte | 2=b sy
: 75 34
Ty e "Df}—:so:zg' 4T

log cos — 5 — = 1,9990120 | log sen — 2,8285104
2 ‘ 2
log eot At = 1,2077812 ‘ log cot £ = 1,2077812
= 9 t=1 .2 ?
Leos & ‘L‘ — 04961953 | Lsen ~ ji — 0,032871
Ry o [
log tg =+ B 16320885 log tg B 0,0691632
A . ceall,
B B geos958,7 A = B 49039353

A =NMC=138°12'34"; B=NCM=389° T’ 25",4
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Triangulo NGM:
a=—NM= 64° 7728 | a=NM=464" 7" 28"
7

b=NG= 620 &’ 7 | b=NG =62 &

a b =126°11"35" | a—b=— 2° 521"
a+b o N ey Pl ow So e (gt
5 :63004(,3‘ B = 1% 14075

C _ 132453

5] 9

=N,

= §° 42’ 26" 5;

b - —b _
=T1,9999301 | logsen © = 3,2538119

a—
log cos —

-

log cot ? = 0,9295807 | log cot Si = 0,9295807
b —
T cos & + ? — 0,3443922 T sen -“-‘Jgﬁ- — 0,0497471
T e e e -
log tg "; =1,2739030 | logtg =~ _ B _ 1 9331307
A+B _ ggosr194 A—B _ payos

o

A=NGM=96° 3% 37,1 B=NMG ="77° 14" 47",7
Los angulos del ecuadrilatero son, pues,
G=135°11"45",2 — 96° 39" 37",1l = 38°32" §,1
A= 40°34"41",6 4 80° 21" 12",7 =120° b5’ 4,3
C= 96°47"13",3 —39° 7/23" 4= H7°37°49"9
M =3860° — (138° 12" 34" 4 77° 14" 47",7) = 144° 32° 38" 3

62. En este problema hay que ¥
calcular la longitud en kilometros
del areo AT y el angulo NAF. T

Los datos son:
NA— 90°—16°50"19"=73°9"41"
NF = 90°—19° N="T1°
FNA=140° —46" 2" = 139° 13’ 18"
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CALcuLo pE AF.

cos AF =cos NA cos NF + sen N Asen NFcos N;

log sen N A = 1,9809684 log cos NA = 1,4619158
log sen NF = 1,9756701 logcos NF = 1,51‘)6419

- — =i Hq £ E—
log cos N 7-1:,81L30i ]oo"czf ..’.,9[490’)‘
logp=1,8359459 | log de sustraccion = 0,7971003
log‘o: Sy 2,974555_)?:_ lOg cos AF = 177716560
B

-~ = 0,8613902
24

log
AT =180° — 53° 45" 55",5 = 126" 14" 4" 7.

En la formula que da cos A F, los tres factores del segundo
término del binomio son, en valor absoluto, mayores que los
dos factores del primer término; pero siendo cos N negativo,
resulta también para cos AF un valor negative; tenemos,
pues, AF > 90°, por lo cual tomamos para AF el valor

180° —53°45° 55,3 oOsea  126°14° 47,7
126° 14" 47,7 = 126°,2346.
La longitud en kilometros sera:

40000 =< 126,2346
ai = 14026,1 km.

CALCULO DEL ANGULO A.

/qen _—b )sen (p—c)

\ sen p sen (p — a) i
a=NE—= 71° ' p—a= 64°11'52" 8
B—Noke=—= 73% 92d41" | p—b= 62° 2°11" 8
c=AF=126°14 47 | p—c= 857481

7
2p—970°9%'45"7 |  p—135°11'52°8
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log sen (p —b) = E,%GOS‘M
log sen (p — ¢} = 1,1925753

5 Lsen p = 0,1520210
Lsen (p — a) = 0,0456110

A -
2log tg 5 = 1,3362897

log tg r‘f:‘ = 1,6681448

%— = 24° 58" 24°

A = 49° 567 48"
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Tercera parte

CAPITULOS I Y 1I

Funciones trigonométricas.

1. Los arcos que satisfacen 4 tga =1 estdn comprendi-
dos en la formula kEw+a; a—45°
reemplazando « por 45° v k por 1, 2 y 3, resulta:
45°, 223°, 405°, 585° ¥ T68°.
2. Sea @ el menor de los angulos que se debe calcular:
log cosx = log 0,348 = 1,7387806;
o= 56° 46" 12",
Los demdas estan comprendidos en la formula 2k= + a:
seran, pues,
360° — i = 303° 137 48",
360° 4 = 416° 46" 127,
(2 >< 360°) —ar = 663° 13" 48";
(2 >< 860°) 4+ o = TT76° 46" 12",

3. Las formulas son:

1 e e e
sen o=+ V1 +sena + VI —sena;

a 1 =
cos - = & —:\/1 + sena

V1i—zena;

a = 2473° = 6 circunferencias | 313°, El arco « termina en
el cuarto cuadrante; su mitad termina, pues, en el segundo
cuadrante; luego el seno sera positivo y el coseno negativo.
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. i a . 1
Ademas las lineas de - son iguales en valor absoluto a

las del arco de 22° 307, lo que indica que el seno es menor que
el coseno; luego

74
sen (3 =5 \ 1 + sen 24730 — \/l — sen ‘)47“” s

cos —Z— \/1 -i— sen 2473° + \/1 —sen 2473°,

4. 1.° sen 1059457 4" =sen (180° —105°45"4") =sen T4 14’ TSN
29 36n124°58/12" = sen (130° — 124° 3" 12") =
— sen HH°HE 48",
3.0 gen 922580 82° 21" = —sen (223° 32" 21" — 180%) =
— —sen43° 32 21°.

© 1413° = 3 cireunfercncias 4 333%; luego sen 1413° =
= sen aoS“ sen 1413° 187 48" = — sen (360° — 333° 18" 43") =
= —sen 26°41” 17",

5. Sea 2x el angulo cuyo coseno se conoce; tenemos:

CosL =

1 H) 1 — 0,388
1+ costa =\ ;— — 0,5665.

l\‘J

55 + 0,96369;

sen o — =+

[+}]
S
.
|
I
-
= =
| 0]
\
+

e a

= L £ 0
. - fg i Vi+ sena & V1—sena __
+ Va + V 5
== Vf’; V3 _ 1 0,99203
@ 4Vl fsene T Vl—sena
cos 5 = o e SRR

:iaf_ L 0,12600.
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8. Tenemos, atendiendo al valor absoluto, cose <= sena;
luego, si suponemos el circulo trigonométrico dividido en
ocho partes iguales, el arco @ termina en la séptima de di-

a ] Ltk
chas partes; — termina, pues, en la cuarta division, ¥ su

SeNo es menor que su coseno en valor absoluto. Por consi-
guiente, en la expresion del seno tomaremos el signo — en-
tre los dos radicales de la formula, v el signo - para el cose-

: a -
no. Ademsds, puesto que - termina en ¢l segundo cuadran-

a a
te, sen 5 s posmx 0¥ Co8 - negatwo

CAPITULO 1l

Generalizacién de férmulas.

a —1+V1+1g%a
9. I’.g 5 =
= I-ga
pero tga=tg45° =1,
lnego tg o — tg22°30' = — 14 Yz = 0,4142185.

10. 5ien la formula de tg(a + b) se reemplaza b por 2a,
se obtiene para tg3a la formula:

3tga —tgda

o 1—3tg%a
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Esta formula equivale 4 la siguiente:

2 o (=4
3 tg TR t.gf‘ 3
tga=— % =
et
1—34g2—
Llevando este valor 4 la relacion dada, y simplificando
o
por tg 3 resulta:
3—tg?— .
1—3tg? —

de donde se deduce, sucesivamente:

S_tgz.i:°+\/§(l+3tg2:_);
= 3
(6+3V5—1)tg2 = =24V3—3;
a _ Va—1 s
tg* 3 = - — =T1—4V3;
° 3 5-—3V3 ¥

luego tga=x(2+V3)2—-V3)==%1

11. La expresién propuesta puede escribirse:

2 mﬁgﬂwm+ptg<z+ﬁ-)-+q];
g+ B):glf%:_ o= P
1 tg2(a -+ B) = L

La expresion propuesta equivale, pues, &

I S op?
1_5_..,;12 l(.(l—l)i 0 q—
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12 1.° Laformula sena=2sen — 3 ¢ cos — puede escribirse:
123
1 qen‘z + cos? —-
sena =2 : =i -=
(e o a
SGL - 08 -
9
ey
ty = + cot -
lo que equivale a
9
3 [ 2
tg —-tcot —
=) r 2~ sena’
2
6 también a tga +cota=——.
= ki ga+ sen2a
2. Tenemos:
1 1+ cos2a
1 see2a =1 e — - —
+ i cos2a cos2a
sen2a 1+ cos2a Qeosa
= e e i G s i
cos2a senza : 2S@IN A COS (L
te2a . te2a
tg2a.cota—=—"—-, oOsea tga——1">"
tga 1+sena
1 cos?ag - senqu Iy,
13. Tenemos: sec2a = = - -, v divi-
cosZa cos®a — sen?a -

-diendo los dos términos por sen?a, resultara:

cot?a + 1
sec2a————— .
cot?a — 1
sen 2a 2sen 2a .sena
14 1.° tgla=— — =
cos 2a - 2cos2a, sena

Reemplazando en ambos términos los productos, por dife-
rencias de senos 0 de cosenos, resulta:

CGS{L — GOS8 df[

tg2a =
sen3a —sena’
2.°  Asimismo se puede escribir:

sen3a
cos 3a

2sen3a.sena _ cos2a — cosda
2cos3asen a

" senda—senZa

tgda=
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1 1
i s sena 1 senh Zsen  (a + b) cos - (@ —D)
o e cosa — cozb 2 cos :— ((z+b)cos%(ar~b)
i,
=tg 5 (a4 0);
- 1
o sena—sen b 2 cos ; (a + D)sen = (a—0)
B cosh — cosa 2 sen i (@ +D)sen i, (@a—b)
=cot 3 (a + b).

16. Se puede escribir:

sen 2a = cos (90° — 2a) = cos 2 (45° — a).

Si se reemplaza el coseno por su valor en funcion de la
tangente de la mitad del arco, resulta:

sen 2a —

17. 1.° Sustituyendo b por 2« en la formula de sen (@ + b),
se obfiene: sen3a —3senae — 4 sena;
3 9
=4dsena Igsen-a H

=4 sena (sen? 60° — sena);
—dsena.sen (B0° — a) sen (60° + a).

2.° Se obtendria también, sustituyendo D por 2z en

cos (a + b),
1a relacion:

cos3a—4cos*a — 3cos a;

3
s e 1L
4eosa (cos a 4),

— 4 cos a (cos? @ — sen? 60°);
= 4cos @ cos (60° + a) cos (60" — a).

3. Dividiendo ordenadamente los resultados obtenidos en
los dos niimeros anteriores, obtendremos:

tg3a=tga.tg (60° + a).tg (60° —a).
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18. Sise sustituye en la expresion propuesta los primeros
miembros de las siguientes ignaldades por los segundos,

sen 2a = 2sen a cos a,

a
14 cosa=2cos®,

a
1+ cos a = 2cos? 5

se obtiene:
e @
2sen a cos? a sen a 286N - cos tor &
— —= —_— — o —
@ a @ =
dcos? acos? - 2ecos? = 2eos? T &

La identidad queda, pues, verificada

19, 1.0 cosa +sena (cos @ + sen a)?
7 cosa—sena  (cosa—sena) (cosa+sena)

__cosla-|sen?a 4 2senca cos a 1+ 2senacosa

iR - costa—senla = cos2a

1+ sen 2a sen 2a 1
e =—— ——=— =1g 2a 4 sec 2a.
cos2a cos 2a cos 2a
; : sen 3a cos Ja
2.° sen3acoseca —cosBasecad = - — —
sen a cos @
dsena —4senia 4cosda—3cosa g =
= - — = —— — =3 —4sen?a —
cos a

sen @
—4dcos’a+t+3=6—4(sen?a+} cos?a)=6—4 =2,

20. 1.° sen(a + b) =sena cosb | senbcosa;
sen(a—b) —sena cosb — send cosa.

Multiplicando ordenadamente se obtiene:
sen (a4 b) sen (¢ —b) =sen?a cos2b —sen2b cos g —
=sen?a (1 —sen?d) —sen? b (1l —sen?a) = sen?a —send.
2.2 cos (a + b) = cos & cos b — sen a sen b;
cos (@ —b)=-cosacosb | senasenb.
El producto sera:

cos (@ + b) cos (@ — &) =
=cos?a (1l —sen?d) —sen? b (1 — cosa) = cos?a —sen? b.

cos?a cos®d —sen2asen? b —
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21: 1.° Efectuemos las operaciones indicadas en el primer
miembro:

eos?a 4 cos?db - 2cosacosdh 4+ sen?a - sen?b + 2sena senb —
=24 2(cosacosh +senasend) =2 -+ 2 cos (a — b) =

=2[1 -} cos (a——b)]:écos?%(a—kb).

La identidad queda, pues, verificada.
2. Operando del mismo modo, el primer miembro viene 4
ser ignal 4 2 — 2 cos (@ — b) 6 sea

2[1—cos (@ — b)) :459112%(&— b).
22. 1.° BSe puede escribir:

sen ba =sen (3a + 2a) =sen3a cos2a + sen 2a cos 3a =
= (3sen @ — 4 sen3a) (1 — 2sena) +
-+ 2senacosa (4 cosia— 3 cosa) =
= (3sena —4sen®a)(1—2sen?a) - 2sena cos®a(4 cos?a —3) =
= (3sena — 4sena) (1 — 2sena)
+ 2sena (1 —sen?a) (4 costa —3) =Hsena —
— 20 sen3a - 16 send a.

2.2 BSe tiene igualmente:

cosba =rcos (Ba + 2a) =cos3acos 2a —sen 3asen2a —
—(4cos®a —3cosa) (Lcos?a —1) —
— (3sena —4 senda) 2sena cosa =
= (4dcos?a—2cosa) (2cos?a —1) —2sen?a cosa (3 — dsen?a) —
— (4cos* @ — 3cos a) (2eosta — 1) —
—2cos a (1 — cos?a) (dcos?a — 1) = 16cosd a —
— 20cos?a  Hcos a.

8.9 Se escribe las igualdades siguientes:

sen 6a = 2sen 3a cos 3a =
= 2(3sen @ — 4sen? a) (dcos? ¢ — 3eos a) =
—=2sena(dcos? a— 1) (dcosda — Beosa) =
=2sena (16cos’ a — 16cosd a + 3cos a).

11
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23. sen{a—b) +sen(b-—c) =

—e a —2b+¢
— 08 ———————
2 2

— a—2b+ e

C
— Esen——‘-z —EOR——— 8

c—a
gen (¢ —a) = 2sen——

Sumando ordenadamente [1] ¥ [Z] se obtiene:
sen (@ —b) +sen (b —e¢) f-sen (e —a) =

iy SRl ) P ] "
= 2gen - ngi(cosc ’a cos & 'b+['):

) 9

c— c—20b a—Db

= 2sen 27—.259.11' o —sen 5
a—7D0 b—e¢ c—a
= —dsen —;—sen ———sen .

luego sen (@ — D) + sen (b —¢) +sen (c — a) +

a—b b—e c—a
- 4sen -sen —;—sen —5— = 0.
a-+b a—b
24. 1.° sena--senb-—=2sen - 5—cos ——
+IJ a—Db
senda -+ send 4 sene = 2sen cos —‘T——l—senc;

sen (@ + b+ ¢) =sen (@ + b) cos ¢ + sen c eos (@ + b);
de donde, restando [2] de [1],

sena-+senb-tsenc—sen(a+b | ¢) =
a-+b «—Db
= 2sen - o) cos —;

—sen ¢[1 — cos (& + D)].

—sen (a 4 b)coz ¢ —

a-+Dd
Pero sen (@ -+ b)=2 sen—p— £0S —(5—

z =

atb a-+b
+ e g

hd 1—cos

1]

(2]

1]
(2]

(3]
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El segundo miembro de la identidad [3] puede escribirse
pues,

5 08 —5——
9 @&t b (. atD Y - S
—2sen —5—| cos —5—cosc —sen——5—senc |; [4]
a-t+b a-t+b
COS———~ COS ¢~ SEN ——

a+bd
g senc= cos ( ) -+ c);
luego [4] es igual también &

a0 a— Db
2sen j; [cos =

a—+Db
3 -—cos( 5 —Jrc)]f

a-+0
:QSGH*—"‘E)"'—

. cz—l— b+e
-2 sen L e
a-+b b—!—c a4+ ¢
—4sen 5 8Ol —— §

&

lo que verifica la identidad propuesta
2_0

La segunda identidad se verifica de igual modo

b
cosa -+ cosh = 2 cos +

a—Db
€08 —5—;

cosa +cosb + cosc=2cos B a—b

B) cos

=

+ coses [1]
cos(a+b-+c)= a - b) cosc —sen (@ 4 ) senc; [2]
de donde cosa -} cosb | cosc+cos{a+b+c)=

o a-+b
=2 cos )

a—

cos

5 —sen (@ + b) senc 4+

+ cosc[l+ cos (a -+ b)]. 131
seu(as—{—l))=2sen—~‘L glcosa:L—b,

¢b
¥ 1+ cos (a4 b) =2 cos? —

Pero
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El segundo miembro de la identidad [3] se puede escribir,
pues,

a-+-b a—D>b
2cos - g 08— +

-+ 2cos a;_b (cos ajb COS ¢ — Sen aj;b senc).

La expresion entre paréntesis, siendo igual 4

a-+b
(52+1)

el segundo miembro es igual también &

9 cos rzi—b [cos ﬂ';b -Jf-cos(ai_b +c)]:

a-t+b a-te ble
:2cos—_j—.2005 i— . COS _j; =

& &

a-+bd b+ c a+e
cos <

=4 cos g s 5

NoTtA.—En el caso particularde a—+b&6+4c=m,

sen(a--b4¢)=0 v cos(a+b+4+c)=1.

Ademas,
sena+b cos — seanﬂ' 2. se Lk csb
= —_— n = €05 — 1
2 ot 2 a? 2 27
at+b c . b+e
C0s —5— = sen 55 €0 g =sen 5
atc b
R

Y las dos relaciones propuestas se transforman en las si-

guientes:
a b c
sena - send + senc =4cos T cost cos 5

a b ¢
cosa + cosb - cosc = 4sen - sen 5 sen 5.
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sen a cosa sen?a — cosla
25. 1.° tga—cota= = — ==
cosa sena senda cosa
—cos2a 2cos2a
= = — = — 2cot2a.
sena cosa senzZa

Podemos eseribir, pues,

tga — cota = — 2 cot2a;

2tg2a —2cot2a = — 4 cotda;

4 cotda — 4 cotda = — Beot8a;
de donde tga— cota + 2tg2a 4 4cotda=—S8cot8a,
6 sea tga+ 2tga + 4 cotda + Beot8a = cota.

2.° Podemos escribir:

cosa + cos2a -+ cos3a=2cos2a cos @ + cos2a =
=cos2a (2cosa + 1);

—cos2a [2 (1 — 2sen? %) + 1];

a
= c¢o0s2a (3 — 4sen? ?);

cos2a a a
= ———|3sen—- —4sen®—);
sen = 2 2

2
cos2a - 3a
= — n =
@ o

sen -

de donde
Ja
GOSQQ.SGDT
cosa -+ cos2a+cos 3a = e,
SGH'E

3.° Tenemos las igualdades sucesivas:

) sen3a sen2a
te3aq —tge2a —teg—=———— — ——— — tgq;
= g g cosda cos’a 2

__sen3acos2a—sen2acosda o
- cos3acos2a g

sena senda .
N 1

cos3acosza cosa
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__ sena(cos a— cos 5@ cos "’a,

cos @ cos 2a cos Ba

__senalcos(Ba—2a) — cos 3a cos 2a)

COS @ COS 2 Cos B

sena[coaBa cos 2a -} sen 2a . benﬁ(r—cos.éctconal

COS ¢ . COS2acosBa

sen@.sen2a.senda "
T =ftgatg2atg 3a.
cosa cos 2acos 3a

26. Desarrollando el primer miembro de la igualdad pro-
puesta se obtiene:

2 (sen®a + cos?a + 3sentcosta | 2zenba cos?a
-+ 2cosbasen?a);
lo que es igual 4

senfa 4 cosba + (sen?a + cos?a)t.
La expresion propuesta se reduce, pues, a
(sen?a + cos?a)f =1,
lo que es evidente.
27. 1.° La férmula

cos (a — b) — cos (a + b) = 2sen asenb;

da cos {(— 60°) — eos 90° = —‘])—;
lo que es evidente.
2.° Sabiendo que tg 30° = —;m\/g, se obtiene:
tg15° =2 — V3

por medio de la formula que expresa la tangente de la mi-
tad de un arco en funcién de la tangente de dicho arco.

Reemplazando en la expresion propuesta tg % per
tg15° =2 — V3
¥y tga por su valor ‘\/5, resulta la igualdad
2—V3 +V3 =2
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Y
28. 1.° cas(a~-f-)—cos(a+ f :QSenasen—g.

Si en la férmula anterior se reemplaza a por los valores
a+h, a+2h, a-t+3h.., at+(n—1)h,

se podra escribir sucesivamente:

h h h
sena — [cos (a =2 -2—) — cos (a + 7)] : 2sen 5
E h
sen(a + h) = [(-os (a - f—:) — cos (a + - 3} )] 1 2sen -3

sen(a - 2h) = [cns (a £ ‘i)_) — cos (a #%)] : QSBHT‘?;

—3 9n —1
:[cos(a -+ 2 L 5 -h)—cos(a + - 7—Iiaf—h)]:ﬂsen %

Sumando ordenadamente, resulta:

D —
8= [cos (a, — ]—j) — oS (a + —111—_;—1.?@)] : 2sen g—.

Y cambiando el dividendo en producto, se obtiene:

nh

, n—1
2

; sen (a -+ -2---h) sen -
§=_

sen 2
) 2

2. Operando con la formula

R h h
sen a-l-j —sen{ @— - = 2cosa cos'

como se ha hecho en la primera parte, se obtiene la suma S; de
los cosenos de los arcos en progresion aritmética de razon h:

cos [a + (”j-”—ﬂ sen%}"
R : I :

h
sen —
]
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29. Haciendo ii=a en las férmulas anteriores, se ob-
tiene:

sena +sen 2a 4 sen 3a 4 ..... +senna —
n+Da na
sen ———.sen ——
. 2 2 -
— & ;
sen —
cosa—+cos2a -+ cosda + ... -+ cosna —

n+4-1a na
Cos (—_}2— . 8en S

sen .
2

30. Haciendo i = 2¢g en las mismas formulas, resulta:

: sen?na
sena -+ sen 3¢ 4 senb5a - ..... +sen (2n — Na="- ona
1 sen2na
cosa-tcos3a+ cosha - ..... +ecos(@un—lag=-—""""_
T + + i ( ) S Riia
31. La expresion
sena —sen (@ - h) + sen (@ 1+ 28) — ..... L

+ (=" "'sen[a + (n—1)7]

se transforma en la siguiente si se afiade sucesivamente w,
D, B, wesas ete. & los arcos 4 partir del segundo:

sena +sen (@ + i + =) | sen (a -+ 24 + 2x) +;.-:. G A
+senla+ (n—1) (R + w)].

El resultado se deduce del problema anterior por el cam-
bio de % por & -+ =, lo que das:

pon [ Bl i, b bl

- — .
sen 21T

—

Se obtiene del mismo modo:

S;=cosa —cos(a+ k) + cos (@ + 20h) — ... +
+(—1""teos[a-t(n—1)Rh]=

- ] (h L
cos [a B 1)-2(}!_’_“)] sen =
- e
2

sen ——
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Si se supone h = @ en la expresién [1], ésta viene & ser:

S=sena-—sen2a { sen3a — ..... 3t
m}t”“*ﬂ c6n (LJ__(:Q
+ sen ng = ———
a-xw
sen( g*)

Asimismo la formula [2] se transforma en la siguiente:

S;=cosa—cos2a -} cos3a — ... +
B i PR A

+ cosnag =

5 : 1=
32. Sien laférmulasen?a—= - (1 —cos 2a), reemplaza-

mos # por a1 h, a -+ 2h, ete., obtendremos sucesivamente:

sen? (@ 4+ h) = Tl)— [1—cos2(a-+ W)];

sen? (¢ + 2R) = l—[l —cos 2 (a+ 2Rh)];

Sumando ordenadamente tendremos (Véase el num. 28):

S:%—é—[eos‘?aﬁ—cos?(a-—[— W) +cos2(a+2R)+.....] =
cos[2a -+ (n—1) Al seu nh.

2senh

v 3

Si en esta ultima formula hacemos i = a resultari:

S =sen?a 4+ sen?2a 4 sen23a -+ . ... +sen?nag =
n cos(n -+ 1)asena
e 2sena i

33. La formula sen3a — 3sena — dsen’a da:

1
sendg = W (3sena —sen 3 a).
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Bi sustituimos a por a + h, obtendremos sucesivamente:

sen®(a -+ h)— % [3sen (@ + A) —sen 3 (a -+ h)];

send (a + 2h) = 41L [Bsen (@ 4 2h) —sen 3{a + 2R)];

Y, sumando ordenadamente,

8= —[sena + sen (¢ + h) +sen(a+2Rh) + ..... 1—

rP|Oa

—l[senﬁa Fsen3d(a-+h) +sen3(a + 2R) + ..... 15

6 sea (véase num. 28):

g sen (c.: —E—nT_lh)

=gy o e
sen 4
'inh
1 sen (:a—i— — Bh) sen
g e ~3h
sen -~
Si hacemos & == a, tendremos:
S=senda + sen?2a L sen38a + ... -+ sendna =
lj‘_. " 3n+1)a 3na
3 sen|——)a. sen— y BN T epne
T “Sa
4 4 sem = -

34. Se sustituye cada término por una diferencia de cose-
nos por medio de la formula

COSG — COsp _QSen - (p -+ g) sen - (p—q)
que se escribe:

senasend :%cos (@ — b) — T; cos (a + b);
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asi, senasen?a:—cosa—r;—cosSa,
2 2
i . 1 .
sen2asendda — - COSA— - cosba;
1

sumando ordenadamente se obtiene:
S=senasen?2a +} sen2asenda 4 ... =

=5 cosa—%(cosﬁa + cosba + cosTa + .

segln la segunda féormula del ntim. 28, en la cual hacemos.
h=2a.

cos [3a + (n — 1) a] senna

B sena A

El paréntesis es igual &

Tenemos, pues,

S=senasen?2a + sen2asenda + ..... =
cos [3a+ (n—1)alsenna

B 2sena
n cos(n + 2asena
T BB e e e
2 2sena

35. Busquemos en primer lugar una férmula que permita-
descomponer cada término en la diferencia de otros dos.
Si hacem(}s b =a en la formula

cotacntbfl

skl HB== e D
obfendremos:
c I:"ah"c—{)t_af1 '*i(cotaut ay.
ek 2cota 2 g
de donde tga= cota — 2 cot2a;
1 a 1
luego ?tg?:?cota—cowa;
1 a 1 a
_Zth—ZCt4 ?C{)t
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1 a 1 ¢ a 1 a
21171 ggn——i gn—-lco gn—l_c)n—zco ogn— 2
Sumando ordenadamente resulta:
1
S =———cot — — 2¢ot 2a.

2?‘5— 1 2?&# 1

a

: a :
Si hacemos ——— =§, el término ———cot——es
gt —1 on—1 on—1

: o0 ; ]
igual & S SR B. %; v si suponemos que » aumente indefi-

nidamente, cos =1y sei{i =1. Luego el limite de la se-
rie propuesta, cuando n aumenta indefinidamente es:

limS = la —2cot 2a.

36. seca = !
cosa
1
sec2@ = ———3
cosZa

luego seca .sec2a =

j L i K sena

" cosacosZa  sena  cosa.cosia
1 sen2acosa—senacos2a

oy | sen(2a—a)
= Sena  cosacosZa | sena cosa cos2a =
=—1— (tg2a —tga)
sena ' ° S

Se puede escribir, pues,

secasec2a = - (tg2a — tga);
sena = © gak

1
2 Sa= ——(tg3a —tg2a
sec2a sec il (tgda —tg2a)

1
secnasec(n +1)a= e [tg(n + 1)a— tgna].
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Sumando ordenadamente, resulta:

_ tg(n—Na—tga
= sen a ]

8

Si n = ¢, la serie tiene un valor infinito.

cos -
a 2
37. cot -§- = — peak]
sen
cosa
cota = .
sena
Luego:
@
a Cos cosa
cot;—eota:—m—4:
2 s sena
2
[¢] a ¢
SeN @ COS 5 — COSA SeN sen —-
—_— — a — = ———T —
sena . sen - sena . sen
1
— = cosecd.

sena

Se puede escribir, pues,
%
coseca =cot 5 — cota;
cosec2a = cota — cot2a;

cosecda = cot2a — cotda;

cosec?® " la =cot?" " %a — cot

, a L
Sumando se obtiene: S = cot 5 — cot2” 1a.

&

173
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CAPITULO IV

Ecuaciones trigonometricas.

Ecuaciones con una incéguita.

[52]

tgx 2 tgx
D — - =) - Stor =— - Sni A
38. tglr = T—tg'% de donde 3tgx T—teta

y suprimiendo la solucién tgo =0 que corresponde 4 ¢ =0,

queda:
3 2
T I— gt
: 1
de donde se deduce tge = =
: 1 = L
-0 sea tgng'\/g, x — 30°.

1
39. Sesustituve cotax por —— y resulta:
tg

3
tge +-—— =4,

tgx
6sea: tglx—4tge+3=0; dedonde tgwx=2+1
Si  tge=3, « =T1°8354,1) K= 4 '3
ysi tge=1, z ==45° f Y 1Kzt
. ab
40. BSe escribe: tgx+— =a-b;
tgx

tg2e — (a4 b) tga + ab=0.
Las raices de esta ecuacion, son:
tgx=a y tgx=>.

1
i ibe: —_— =1
41. Se escribe tg B 1;

de donde tgte —tgr—1=0

1 =
y tge=5(1+V5)
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1
El valor tgx 4—_1_)—\/9— es el lado de decigono regular

=

estrellado, 0 sea la cuerda del arco de 108°; es igual, pues,
4 2sen b,

Sea « el angulo = tal que tg = 2sen 54’
se tendra: xe=Kmn + «;
log tg & = 0,2089875; « = 58° 16’ 55", 1.
El segundo valor de tg xes — % (\/5_ —1)=—2sen 18.

Si 2’ es un angulo positivo que corresponde & dicho valor

se tendra: = Kn—da'.
49, senbae —senTae—20
O sea: 2sen 2 cosbax =0.

Esta ecuacion se descompone en otras dos:
senx=0; de donde «=Km;
cos bir =0; de donde 6x = (2K +1) %

(2K+ INE
12 .

43. La ecuacion sen4x + senx = 0 equivale &

9sen‘imcosé- =0.
2 x

Esta ecuacion se descompone en

5 2K
sen %m:O; de donde -g-:r: Kre vy o= 5
UK+ 1

3 =
Bi=0; —,)'33:21{-“&'3; :)3:—3

44. Esta ecuacion se puede escribir:

sen2ax — sen [— — (x + h)]
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: : T
y para abreviar, haciendo - — h=u
; r—a x
sen2x —sen (x —x) =0 0 2Zsen Seg——cos 1‘7#0

Esta ultima ecuacion se descompone en dos:
2K® | =

3 —a 3x—=
sen —--24:0; de donde —2—--:Kw; &=- 5 3

cos 91;570; -m—j—i:ﬂm + T x={UK+)r—o

45. La ecuacion equivale &

sen (x -+ @) — sen (’g — 3 —b) =0,

o sea
D:%a—»«}—.)cc :c{—a-{wf——oang
2RO ———— 5 —cos—— 5 — =0,

&

de donde se deduce

g 2000
Artat b ~0° . po. - @K +1)%—f =

2

—":r,—l—a.#b 90°
cos =S =0;

5 =% 2 T
oc+a bJ—}O — QKA s

2 2

sen 2x |, cosdk

46. —_— = 8 cos?x;
cos 22 sen

sen 2a senx - cos 2 cose =8 cos2e sena cos 2@,

Desarrollando en el primer miembro sen 22 y cos 2x, se

puede simplificar por cosi, lo que suprime la solucion
cosxz=0; de donde x= (2K 1) %

queda 1 = 8 senw cosx cos 2
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0 1—=—4sen2xcos2xc=2sendx;

-

de donde sen4x = o

(2K= +%;
luego 4dx=

v

(3 l n T b
@K+ )r—— =2Kr+——;
6 6
Kr T
I 2 + 24’
de donde r=1 =
K= 0T
2 oy
47. La ecuacion propuesta se escribe:
3 @ 3 3
Q il B L 5 e ]
2sen - X cos 5 -+ 2sen 2 X cos 5 =0,
P
; 3 x 3
0 sea Zsen - (cos — tcos 5 w) =0,
O 4dsen —xcoszcos2x =10,
Esta ecuacion se descompone en otras tres:
3 3 . 2K =
sen - =05 loque da -2 = K= de donde B
T
cosx = 0; » xr=2Km + =5
(o e b
cos2x =0; » 2z =2Kn+ 55 » x=K=z o)

48. Reemplazando sen 2x por cos (if = 2;&) obtenemos:
cos3x = cos (% — Qm).

Para que dos arcos tengan el mismo coseno, es preeiso
que su suma O su diferencia sea miltiplo de 2K; tenemos,
pues,

3 4+ ;
2

g s
—2x=2K= y 3x— -+ 2x=2Kn;

12
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de donde ' r=2K=w—

y .1‘:71)(‘21{':4»2):—1— @K + 1)

La primera formula da, si K =1,

10| w3

y la segunda da, si K=0,1, 2, 3, 4,

T

7 97 137 1T=
T oes =

£ C7 A 17 M T T 10

49, 2senax — sen(16° — @) = sen4h® cosx — cosdd® sena;

. )
sen4hH° = cos 45° = 5
L V2
Imego Zsenw =5 (cosa —sen x);
V2 V2
de donde 2+ —— Mg ew=—"—]

V2
:4J;V =14 3851972 v K=!
-v2

50. De la ecuacion propuesta se deduce:

tg x

3eosxc =3 — 2senwx.
Elevando al cuadrado, se obtiene:
9cos?; =9 4} 4sen?x — 12 senx;
9 (1 —sen?x) =9 4 4sen?x — 12 senx;

13sen?z — 12senx — 0; sena (13senxe — 12) =0,

luego senae—10; de donde == { o
= TL(2K 4 1),

12

¥ 13senxe —12=0; senx =—/r;

13

de donde 2= 67° 22°50".
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51. El segundo miembre es el valor de sen 2z en funeion
de fg : se tiene, pues,
cos=sen 2@ = 2senx cosx;

cosz (1 — 2 senx) =10,

de donde  cosxz=0; luego @x=(2K+ 1) 1:—,
[ 00
R E

senax —

| =
‘—-4 Vm

00

3
)

52. sen (x - 45°) 4 sen (2 | T5% = 2sen (2 - 609) cos15%;

uego 2sen (& - 60°) cos 15° = sen 82°;

= sen §2°
sen (x + 60°) = D ehalET
)=

log sen 82° = 1,9957528
2= L,G‘JSHT
Lieos15° = 0,0150562

log sen (= 4 60") = 1,7097790

& -+ 60° = 30° 50/ 13",9
L U

¥ los demés angulos dados por las formulas
2Knd2 v QK-+ 1)=

83. Hay que resolver la ecuacion cosa = 2sen oo

O sea

La raiz - es positiva y menor que 1, pero

2

Sy ; .
— esmenor que — 1; el primer valor solo es ad-

o
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misible, si « es uno de los arcos que corresponden &

o e
’ . € f{?]'n’-‘ru;
se tiene: TR e
[ 4Kw 422
L =) 9K + 1)2 T —2a,

Estas dos expresiones esgan comprendidas en la formula
9K = + a; y los arcos« terminan en los extremos de una
cuerda paralela & BB'.

54. Se escribe la igualdad:

(sen i+ cosx) + ( AL + —CQSE) + ( . + }—) = m

cosw senax Cos sena

1
SenE cosE

1
dsea (senw + cosz) (1 + - —) =m—

Sena cos®
(senax 4+ cosx) (senx cOSL 4+ 1) = msenax cosx — L.
Perosi 4 sen?x + costax = 1se aflade 2sen cos® = sen2x

se obtiene senx -+ cosx = Y1+ sen2x;

" 1
y siendo senw cosx = - sen 2,
se tiene la ecuacion: d

— —— (sen2x msen 2x
V1 +sen2x (TJr 1) =— 1

Elevando al cuadrado:

sen22x

(1 -+ sen2x) (— 2

misen?2x
=—7 — msen2x + 1,

-+ sen2x + 1) e

0 sea sen?2x | Hsen?2x 4 Ssen2x + 4=

— m?sen?2x — 4msenx 4 4.
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Se puede dividir por sen 2, puesto que de sen 2 =20 se

deduce =06 = e

y m = 0 ; resulta entonces, después
de ordenanr:
sen?2x — (m2 —5H)sen 2 4 4 (m + 2) =0.

Discusion.—Para que las raices sean reales hace falta
que se tenga: b2 —4ac >0

pero b —4dac=mt—10m2 4 25 — 16 (m + 2) =
=m*+ 10m2—16m — T

esta ultima expresion es divisible por (m + 1)2, v su valor es:
(m 4+ 12 (m2—2m —1T)

6 también (m+12(m—2V2—1) (m —2V2 +1).

El valor de m debe ser exterior 4 las raices

—(2V2—1)=—1,88 v (2V2+1)=3,8%8.....

Ademas las raices de la ecuacion en sen 2 deben estar
comprendidas entre — 1 v + 1.

Sustituyendo m por los valores — o, —1, 0, 1, m’, m’,
-+ =, se deduce que:

Si m estd eomprendido entre — « v — 2,242, hay una so-
lucion negativa.

Si m estd comprendido entre — 2,242 y — 2, hay una so-
lucion negativa y una positiva.

Si m estd comprendido entre — 2y — 1,828 ... , hay dos
soluciones negativas.
Sim > 3,828 ... , hay una solucion positiva.

55. Estas tres ecuaciones son de la forma
asenx -+ beosxe=c.

: b .
Haeciendo N tgw, los valores de o se obtienen por la

, C " Al
formula sen(err{a):?costp. (Véase ELEMENTOS, pagi-

na 102, ejemplo IV.)
La condicion ¢2 < a? -} b? queda satisfecha.
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La 1.* ecnacion da: «£=120° y .x=2Kz & 120°

Lid28da: xm=

"y x=Ks+o,¥
: : 3
Liad:*da: 2="15", ete.
56. Se deduce de la ecuacion propuesta:
seng = senx — sen (@ — a)
s AL B o & a
0 2sen 5 cos - == 2sen - cos (& —
Suprimiendo el factor comiin 2sen —7, queda
L L4
cos |z — 5 )= cos 5
@ = a
de donde 22— =2Kr %
% =2
=2Kx £:a

57. Se puede escribir: costx — zen’xr =cosz + 1

0 cos2x os2x) =cosx + 1,

0 también Qcostxe —cosr — 2 =10

de donde cost=— 1_1_4\‘ (i

—

El valor positivo, siendo mayor que 1, debe desecharse;
T

4
lo que da ©=141°19'54"09 v 2K = + x.

solo conviene el valor cosxe=—

sena
58. Reemplazando tgx por T tendremos:
cosw

sen?x -k 2ecosix = meosx
1 — cos?x -+ 2cosx = m O3 23
cos?x —meose -+ 1 =0;

m o+ Vm2—4
COSIL = ———
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Para que un valor de cosax convenga, es preciso que sea
real ¥ que esté comprendido entre + 1 y — 1. La condicion
de realidad es m? — 4 > 0; el valor de m ha de ser exterior a
las raices de m? — 4 = 0.

Ademas las raices de la ecuacion propuesta son del mis-
mo signo; son positivas si m == 2, pero la mayor siendo ma-
yor que 1, solo conviene la menor. Las dos raices son nega-
tivas si m << — 2; entonces solo conviene la mayor.

1

ot m 4
Se puede escribir: cosz = — (I 5 \/1— 5 ) v ha-
2 m?
: 4 :
ciendo———-—sen?y se tiene:
m

L
(,os.zc_T( + cos g):

;):

&

lo que da COST = 70 cos®

¥ cosx = m sen? 5.
58. Se escribe, reemplazando senx ¥ cosx por su valor
en funcion de la tangente:
N A L. S
V14 tgie V1+tge
de donde se deduce:

(02— 1) tg2oc—2tgx +a®—1=10;

14+ a \,"'2_—_5.':?7
a? — 1

g =

La condicion de posibilidad es 2 — a2 >0, 0 @ — 2<0.
El producto de las raices siendo 1, dichas raices son del
2
mismo signo que el de su suma g o
negativas segun que ¢ sea exterior ¢ interior & las raices + 1
del denominador.
Nora.—La ecuacion propuesta, siendo de la forma

, ¥ seran positivas

asenx + b cosx =c,

podra resolverse por el método sefialado en el nim, 55.
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60. Afiadiendo & cada miembro 2tg® cotgx 0 2, resulta:

2 1 to? 2
(tgaeth—;E —m242, o (_%gg—gi) —m? 42

D) 2
de donde =\ =m2+2
sen2x
4
8.0y e .
en’2% = s T o i
Condicion de posibilidad: ) £ 1

-
de donde m > Ve.
61. Quitando los denominadores, tendremos:

@ (cosa + sen ) = bsenx COSL;
94 (cosac + senx) = 2bsenx cos X3
24 (cosx + senx) = bsen2iz.

Elevando al cuadrado, resultard:
4a2 (1 1+ sen2x) = bsen®2x;
de donde p2sen?a — 4a2sen2x — 402 =0.

Esta ccuacion del segundo grado da sen 2.
62. Hay que resolver la ecuacion cosx = tgx

o coslx = senax;
1 —sen?x = senx:;

senx +senxz —1=20;

de donde sene — % (—1. \/5_)

it = :
La soluciom (—1—V5 ) no conviene; luego

=4 N

sen L = 3 ;

x es el arco cuyo seno es igual al lado del decagono regular
convexo inserito.
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63. Se tiene:
a (43
senx + sen (¢ — x) = 2sen - ©os (m = 3) =m;

( a ) m

cos | @ — = —~,
9 o
= 2sen

de donde
[
Sea « un valor de & — -, se deduce:
@ =
B PR + «

de donde

64. Expresemos tg 3 = en funcion de tg x:
Stgax —tgix
et -l o
e 1—3tg%zx °

3tgx—tgix
luego Slmai tgx=0;
= 1— 3tg2x +tge=0;

de donde tgxe (1 —tg2ae)=0.

Esta ecuacion se descompone en otras dos:
tor=0; de donde x=10; z=K=;
senz =0, cose=1 y tglxr=1;
de donde ter =+ 1; &= £ 45%

1 ey
?V2.

—

senx = + 2. coskz= +

Ecuaciones con varias incégnitas.

65. Pasando todos los términos al primer miembro se

puede escribir:
i ™
senx — sen (7 — Qy) =0z

—y):O,

10| A

sen2x — sen (
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T +y=0 [3]

== 4

[1] 3

[A] ¥ [4] dan:

3 ™
£ =—:0"; =—; x=>54% =53 b
B=—rh Yy T Y

2] y (3], ¥y [2] v [¢]dan x=30° ¢& y=—30°

AvverTeNciA. —Para mayor sencillez, al eseribir las
ecuaciones anteriores, hemos considerado sélo los arcos me-
nores positivos euyo seno ¢ coseno es cero.

66. Seax ¢y los angulos que se quiere caleular; se giene
las ecuaciones :
seno + seny =
cosx + cosy = b

; | TP 1
0 sea 2sen - (& + y)cos 5 (@ —y) =3 |1}

(z—y) =0 [2]

g 1 =
;’cos? (x+ y)ecos 3
Dividiendo ordenadamente se obfienec:

| ‘s
g 5 (c+y) = g—.
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x4+ .
Tsta rvelacion da @ -+ y; sea o el valor de ~— ", Susti-
@+ 7 ais
tuyendo —)—" por = en la ecuacion [1], resulta:

1
2sen « cos 5 (X — y) = a3

| 1 5 a
uegao cos —— (o —1y) = —
= 9, " L 2sen o
tg o a
pero sen o = ——— e

Se obtiene, pues,

i —
COS - (:I‘—-jj)zj..\;32+bi )

I‘\f)‘l—‘

R E o A
Esta relacion da (@ + ) = 5
de donde x=ua + B
y=oa—f

67. Reemplazando las cotangentes por las inversas de las
tangentes ¥ haciendo tgm =X y tgy =Y, tendremos:

X+ % =i

]:7 + 1-' - D_

—'\v- g ]

de donde se deduce-

XY +1=n¥; (1}
1+ XY =bX; 2]
- - X 173 )
luego YD - =5 [3]

Eliminando sucesivamente X ¢ Y entre la ecuacion [3] v
las ecuaciones [1] ¥ [2], se obtiene:

I ﬂ
fi‘.L@-lﬁax o Dt o

aYt—abY +b=0; bX>—abX +a=0:
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ab + Va?b® —4ab

de donde X=— 5a 1
. ab+ Va2t —4ab
= )
5 ; : a a
La relacion de tgx & tgy, siendo 3 Yo + 5 hay que
tomar los radicales con el mismo signo.
tex 4 tgy
68. o (2 S P
8 B e

Atendiendo 4 la primera ecuacion, la segunda puede es-
cribirse:

4 =
1—tgxtgy ~ 3’
1
de donde tgxtgy -
Los valores tga v tgy son, pues, las raices de la ecuacion
o i A
4: 1
bl 1
luego X=53 ftge=tgy=-.
1 2
Por consiguiente, senx=—— v oS = —=
' V5
69. La segunda ecuacion se escribe: é
tgae + tgy
1—tgxtgy
Atendiendo 4 la primera, se tiene:,
a b—a
— 1 r t =
1—tgxtgy i tgwtgy b
Los valores de tgx v tg i son las raices de la ecuaciéon
4 SR o b;“ =0

,,_;tgm_l( A e EE
luego Xiltgyj_ﬂ a t a b 4 ).
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Discusion.—Para que estas raices convengan basta-gue
sean reales. La condicion de posibilidad es, pues,
4da
at+——42>0.
b

Este trinomio sera positivo, como su primer término, para

todos los valores de @ exteriores & sus raices, que son:

53 TS
——(1xvVer+1)
Se debera tener, pues,
2 -,
g LA L),

1D

a>—— 1+ VP +1).

Los angulos que satisfacen al sistema propuesto estan

comprendidos en las formulas o« +Knéy+ Km.
70. Sumando y restando las dos ecnaciones se obtiene

cos (e +y)=0—a;
cos(x—y)=0+ a.
S5i a representa uno de los arcos cuyo coseno es b—a,yg

uno de los arcos cuyo coseno es b + a, se tendra:
z+y=2Kn £ «,
x—y=2K= + §,

+ 8 Fp

de donde wzl{xizg'; y:Kn)a;‘
; . 1 3 ;
APLICACION.—Bi @ =¥ b = tiene:
1
cos (& +y)=b—a=5; cos(x—y)=0+a=1
luego m+y:21'7:'1%; x—y=2Km;

- = .
c="F LE y=EK=n ¥ 6
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71. Las ecuaciones propuestas se escriben:

; 1 3 o o
Qsen?(x—}—y)cos;—)_(x—y):Qsenjcos?;

: | : o
oy (x—y)=2cos? ==

1 :
2cos 5 (X 4 y) cos

Dividiendo ordenadamente se obtiene:

1 o
tg 5 @+ y) =125
de donde }—)(m +y) =Kz +— 1]

Llevando este valor & la primera ecuacion resulta, si K es

1
par, cos - (@& — ) =c0s 4,

Iv‘ 2

v si K es impar, cos

5 A
O, S
5 & 2 )— €08 .

La primera de estas relaciones da:

¥ la segunda —1} (x—y)=(2K 4 1)

Combinando sucesivamente estos dos resultados con el va-
ior [1] se obtiencn los dos sistemas

_jm_9I§7c+ot}  fx=2EK=
ly=2Kxr J ° ly=2K=+a

Después de encontrar el valor [1] es preferible sumar Ias
ecuaciones elevadas al cuadrado; se obtiene:

4 cos? ‘1, (e —1y)=4cos? i}

x©

1
de donde cos o (@ —y) =+ cos o

]

; = 1 S o
(x—y) =2K=n £ 55 §(E—y):(2h+1ﬁ:i——d.

=
24
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Se deduce de estas ecuaciones:
e=Kn 42 y=K=
de—Rems y=K=w 4«

o 3 “oo. ’ %
Iista solucion supone cos - diferente de 0; si cos o = 0,

se tiene

l; 4 1 :
sen - (@ + ) cos o (@ —y) = 0

LI 1
cos - (¢4 cosjfac—y):(l;

cuya resolucion no ofrece dificuliad.
72. Se puede escribir:

4dsen (e + y)cos(xz—y) =1 [T]
v Zgen (X +y) =13
de donde sen (4 y) = -17

: 1 "
v sustituyendo sen (x + ¥) por - en [I], se obtiene:

=

eos (o — ) =

3

1

T

luego x+y:Kti—E; c—y=2Kn =

73. Sumando las dos primeras ccuaciones, después de ele-

varlas al cuadrado, resulta:
.2 4 2 (cosx cosy + senxseny) =a® + b,

O sea 2} 2cos (& —y) = a®+ b2

Llevando & esta ecuacion el valor de cos (& — ¥), sacado
de la tercera, se obtiene:

2 L 2c=qa%+} 0%
74. Dividiendo la primera ecuacion por la segunda, se

< ¢
tiene: acos® —beosy — —.
=
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Combinando esta ecuacién con la segunda del sistema
propuesto, resulta:

1 c?
cos® = 5| 7 SR

1 c2
cosy =5z (*— )

La tercera ecuacién propuesta se puede escribir:

a’sen?e b2sen?y
cos?e costy
luego a? (sec2e — 1) — b2 (sec?y — 1
g z ’

4a2? 4b%r?
. ; o .
O0sea [ % & ] b2 T l].

75. De la segunda ecuacion se deduce:

_ y(l + cos?a) —csena
i sena cosd i

1

Sustituyendo 2 por este valor en la primera ecuacion re-
sulta, después de efectuar las reducciones:

eseng
1 —cosa’

y llevando este valor & la expresién [1] se obtiene:

1+ cosa
c— —.
1 —cosa

[2]

Atendiendo & las igualdades -

14 cosa sen o
4_=C.Dt25\‘. Y —*—":COt,*
1— cosa Y 1T cosw 2°?

.- &£

la expresion [2] se transforma en & = ¢ cot? -, ¥ el valor de
£ @€

Yy es cco 5.

De donde y:—cae=0.
76. Afiadiendo & las dos ecunaciones propuestas la identi-
dad sen?ax 4 cos?x =1, se pueden considerar sen® y cosx
como las raices de la ecuacién X2 + pX 4 ¢ =0, & la condi-
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cion de que la suma de las raices — p sea igual & m, la suma
de sus euadrados p? — g igual 4 1y la suma de sus cubos
— P+ 3pg=mn.

Las dos primeras de estas relaciones dan:

e _m 1
P= g 9

Y sustituyendo p y ¢ por dichos valores en la tercera re-
lacién, resulta;

. 3m (m2—1)
Ve i e

0 sea md—3m -+ 2n =0,
77. La primera ecuacion se escribe:
(zsenu — g cose)? =2 4 32
0 4 y? — (sene — y cose)? = 0

de donde x?cos?z + 2y sena cosa + y2sen?z —0

) (e cose 4 gy sena)2 =0,
luego ) 2 cose + ¥ senu = (;
T cosa = — ysenvy
" x
S T
o 7
Y
U2
de donde se deduce costa— _“___.
o2 -+ J2
2
sen?a — T
L

Llevando estos valores 4 la segunda ecuacion, se obtiene:

771_(_7;2 @Y 1
wty o ) = g

y? x?
1 L W ey
uego b2 5

78. La primera ecuacion equivale &

asen*e + a’ (1 — senx) = b;
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b—a’
de donde senfw = — 3
a—a
luego cos2 e = L
e T a—a
b—a'
y toloe = — i 1
. e [1]

Qe saca del mismo modo de la segunda ecuacion

b —a
= [2]

Llevando los valores [1] v [2] 4 la tercera ecuacion del
sistema propuesto, después de elevarla al cuadrado, se ob-
tiene:

% e BN el
a—1Db o — b’
de donde a2(b —a) (0’ —a’)=a2 (" — a) (b — a)
) aﬂ[bb’fa’(b+b’)]:a’2[bb’—a(b+b’)];
Bb (a2 —a'?) = aa (a—a’) (0 + o)
0 b (a+a)=aa (b4 ).

Y dividiendo-ambos miembros por aa’bd’ resulta:
i 1 1 1
T e tE

79. Se pueden escribir las dos primeras ecuaciones como
sigue:

‘25911%_(;0—}—3;‘; cosi—l)(mgy):a, [1]
A 1 )
QGOS:"(CUTy)COSTZ'(’;E—y):b. 2]

La tercera equivale &

@ y 9 [+
® sen —- o
Sem, Sel - tg®
= B ¥ 1
cos e cos 3
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En toda proporeion, la diferencia de los dos primeros tér-
minos es & su suma, como la diferencia de los dos ltimos es &
la suma de los mismos; se tiene, pues,

Py ¥ i - Y 2
€O - COS 5 — Sel - sen i 1—tg =
B e B = g on O
08 - €0S - - sen o sen 1+ tg 5
1
cos (2 + y)
0 sea i B0 [3]
cos - (& — y)

Multiplicando [3], sucesivamente, por [1] y [2] se obtiene:

sen (x -+ y) = acosx [4]
¥ 2cos? ; (@ 4 y) = beosz,
0 sea 1+ cos (& + y) = b eosu;
de donde cos (x + y) = b cosz — 1. [5]

Bastard sumar las igualdades [4] y [5] elevadas ambas
al cuadrado, para obtener la relacién

1=a%cos?x 4 b(cosa —1)2,
4 sea (r® + b?) cosa = 2D,

80. La primera ecuacion da:

sen (@ +a) a+b
sen{(x—a)  a—>b'
A sen (@ - a) -+ sen (2 —ﬂ _a ,
sen (& + «) — sen (¢ — =) b
; te « a
0 sea Tg--ﬁ—:—b- atga=>btgx.

Reemplazando tg « y tg @ por sus valores en funcion de

Ctg % ytg %, se obtiene:
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6 atg L —big o=
#tgjtg§(atg—g—ébt )fct tg
de donde atg _~t°‘—(b+ct )

Reemplazando tg —f—)- por su valor, sacado de la segunda
2

ecuacion del sistema propuesto, se obticne la relacion

ot tg o= (b teotg - ) (c«l»btg%

CAPITULOS V Y VI
Férmula de Moivre. —Aplicaciones.

81 Haciendo m = 7 en la formula de Moivre, se obtiene:
cos Ta -+ isen Ta = (cos @+ isen a)T.
El segundo miembro, desarrollade por la formula del bi-
nomio, da:
sosa +isena)? =cosTa + 7 cosba.isena -
+ 21 cos®a. isen”a - 35 costa. ¥ senda - 35 costa.itsenta +
1 91 cos?a . Psenda - Teosd. zsenﬁa -+ sen’a.
El segundo miembro se puede dividir en dos grupos como
sigue, atendiendo & los valores de las potencias de i:
cosTa+isenTa = (cosa + tsena)’ =
= (cosTa — 21 cosda sen?a + 39 cosda senta — Tcosa senba) -+
+ (7 cosbasena — 3hcos*a senta + 21 cos?a sen®a — sen’ ay;
de donde resulta que
cos Ta = cosTa — 2lcos’ a sen®a +
4 35 cosda senta — T cosa senba. (1]
sena =1 —costa; senta = (1—cos?a)? =1— 9costa+ costa;
senfaq — (1 —costa) =1 —3cos’a + 3costa — cosba.
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Reemplazando en la expresion [1] las potencias de sena
por los valores que se acaban de escribir, se obtiene, después
de ordenar los resultados:

cosTa =64 cos"a — 112 cos®a -+ b6 cos®a — T cosa.
3
Y sustituyendo cosa_ pm 5 resulba:

cos Ta=1,7915904 — 8,70912 + 12,096 — 4,20 == 0,9784704.

82. Se podria calcular cosa en funcién de tg «, y luego

cos9a, como en el ntimero anterior, por medico de la férmula
de Moivre.

Sin embargo, se ve facilmente que si tga = V3, a = 60°;

lnego

cos9a = cos H40° = cos 180° = 0.

83. Se represen‘ra —- por o, ¥ el problema consiste en cal-

cular sen3« en funcu)n de sen.
Se obtiene, ya por la férmula de Moivre, ya por la for-
mula de sen (@ |- b), reemplazando & por 2a,

sen3a = 3sena — 4seniq;

3a @ a
sen —— = 3sen — — 4sen’ -

Reemplazando en esta ultima expresién sen —- por
2

(- V1—+sena +Vl—sena)s

¢ion de sena.

™
84. Se escribe ] el problema consiste en calcular

cosba en funcion de cosa.
Se aplica Ia regla de Moivre.
Se puede también escribir:

ot

OT

Cos

o k1%
= —sen—_, —
8

cuerda 45° 1
2

= —sen 22°

l\J
c;-l
Il
]
|
|
=
1)
[
-
(2]
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g85. 1. La formula de Moivre da:
cos 6a — 32 cosba - 48 costa + 18 cos’a — 1. [1]
2.° Comparando esta igualdadcon la ecuacion propuesta:
5220 — 48t + 1822 =2,

si restamos 1 de cada miembro de ésta, podremos eseribir, ha-
ciendo cosa=ua:

2R
cosBa=1; dedonde 6a=2Km; a= 6. :
Los valores de @ son, pues: 0°, 60°, 120°, 180°, 240° y 300°,
v los cosenos de estos angulos que son las raices de la ecua-
1 1 e o
- o e e B R
T.as seis raices de dicha ecuacion son conjugadas dos & dos.
3.° Restando 1 4 cada miembro de la segunda ecuacidn
propuesta 328 — 482! + 1822 =0, ¥y comparando como an-
tes con la expresion |1] tendremos:

cién propuestason: 1,

cosba—=——1; dedonde 6a=(K+41)m;
2 T
luego &= (—--K—i:-l) s,

Los valores de @ seram: 30°, 90°, 150°, 210°, 270° y 330°,
cuyos cosenos, que son las raices de la segunda ecuacion,
V3 V3 V3 R E

son —5—, 0; ——5—y —5 5 O 3 3
Estas raices son conjugadas dos 4 dos.
4 —_—
86. Escribamos y =V—1; de donde
yh=—1=cos QK+ )= + zsen (2K +-1)m

Extrayendo la raiz cuarta, para lo cualel modulo, siendo
la unidad, hasta dividir el argumento por 4, resulta:

y:cob—(—gh%»l)i-kise (9K1—) .
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Haciendo sucesivamente K=0, 1, 2 y 3, tendremos los
cuatro valores de i

== C08 — —]—zsel —Z = \{E + tlg—:f\{—fi (14-2)
Yy= COS 3; +isen-3;~:f 1’; zjgf: V;;—'T (—1+2)
Yy = COD:‘; -+ isen 5: =— V; = zJ; — Vf” (—1—1)
Uy = COS —T‘;-—f—isen%: \,;_T —mi-\é{: V‘E (1—¢)

Sh 6
87. Vi =Vy—1.
6
Hagamos y =V— 1; de donde % = —1.
Podemos escribir también:
y8=cos(2K + 1)+ isen(2K 4 1)=.
Extrayendo la raiz sexta, para lo cual dividiremos por 6
el argumento, obtendremos:

9K T QK 4 ™
(_Ix;rl) +isen( Iz,l) .

Y = cos

Haeiendo sucesivamente IX=0, 1 ..... 5, obtendremos los
seis valores de y:

ke T 1 Vj 1 i
Y, = €08 fG»Vz sen o= —[—z———f =Y (14ivs ),
3w . 3= o
ygzcoswﬁ —I—zsen———b,—:OJrz:z;
% bw ™ n
Yy =—.CO8 —— zsen——-:—co— - =
Ys G t 6 5+ asenb,
:?( 14+4V3);
cos e 1 % se L i cos ; =
— e e —— = — e B
Yu G G 056 7 sen 6

— L g
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G 9w
Y5 — COos B &sen—ﬁf:; — =1
—csl + 2 11“—00"1 7 se = e
Yg — CO 6 5 == 3 6 ®en G =
=L E),

88. Las tres raices etbicas de la unidad son (ELEMENTOS,

pagina 232):

—1 V3 —1 V3
9

B = 1 =
2

Su suma es igual 4 0.
89. Las cuatro raices bicuadradas de la unidad son:
gi=1; zy=—1y gg=—1; gy=——1.
Su suma es igual también 4 0. (ELeMenTOS, pag. 232),
90. Representando por 2; 2, ..... #,, las m ralces de la uni-
dad, podemos escribir:
z, = cos0° 4 isen0° =1;

9w ; 2n
2y — COS ) zs8en ——3
% m 3 m '’

47 : T
%3 — cos—— 4+ 2sen .
e m

(m—1)2=x ’ (m—1)2=x
—=cos— " —— b isen — — .
m 2 m + m

Sea 8 la suma de las m raices de la unidad, tenemos:

A7 L
S =1 cos0° 4 cos +cos— 4 ...+
B o m+ i
(m—2) 2w fm—1)2=
cos———— oy ———
TheEE m + m e

T —2) 25
-+ (sen —% - -+ sen (—m-#) = o ]
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2w (m—1)2=
yogeh ————7>= -
m m

son igunales y de signos contrarios, por ser los arcos

Advirtiendo gue sen0°=0, que sen -

2w (m—1)2=

7 .

suplementarios, y gue lo mismo sucede con los demas valores
de los paréntesis que tienen por {actor comun i, se ve que S
(m—1)2x

9=
se reduce & cos 0° + cos— 4 ..... + cos
+ m + » m

Aplicaremos & esta suma la formula encontrada en el
prablema 28 (Tercera parte) para la suma de los cosenos de
una serie de arcos en progresion aritética; esta formula es:

cos [a +n—1) —?_i] sen "uh'

D=

o I
sen 2*
En este caso:
9=
a=0%% n=m; h=—y
7
luego
x x
cos [0" +(m—1) m—_l sen =« cos(m—1)——
=R — = ——————— . senm;
id T
sen — sen -
n b3
sent = 03
luego 8=10:

Asi, la suma de las m raices m®® de la unidad es igual & 0.
91. Las tres raices cubicas de la unidad son:

—1+VE L —1—V3

=l e i
1 2 ] 3 2

T

pe v 9 g
Se ve facilmente que 23 = z,, v que z; — 2,
La suma de los cuadrados sera, pues,

R s VT =1 o
Lk S T V3

2 2

128 =0.
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92, 1.° Las raices m* de la unidad estin comprendi-

2K = 2K=

das en la férmula 2= cos -+ isen ; s hacemos
m

m
Ki=0,4, 2; m — 1, tendremos:
z, = cos 0° + ¢sen 0°;
P . =
2, = CO3 - ¢zen $
} WE, [} b
T 3 41’!
Zq = COS isen —;
3 = m
(m—2)2= : (m—2)2=
% = cos 88N —
sl m - m /
(m—1)2= . (m—1)2=
Rt o ¢ - CL AR S S (R o) 1oy ¢ S A
L 2m 3 m !

Para elevar cstas diversas raices 4 la potencia n basta
multiplicar por n su argumento; de donde resulta:

# = cos 0° + i sen 0°

2n= 2nxw
5 2 . 2
2 —0d08 isen -
2 m - m
in T
2y = cos ~ 4 isen —
. b (m— 2 2n= | Sty (m—2)2nxm
T m I m 5
NN 9dnxw 20 D g =
- (m—12n=x s (m—1)2n=x
Z o —eos—m L qgsen —m—————,
i m + m

Sumando ordenadamente y representando por 8, Ia suma
de los cosenos y por S, la suma de los senos, tenemos:

S=8, + i85,

S, ¥ 3, son, respectivamente, la suma de los cosenos y de
los senos de una serie de arcos en progresion aritmética; en
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dicha progresion el primer término a = 0; la razdn

2nw
h=——,
m

v el niimero de términos es m.
Las formulas que representan dichas sumas son (problema.
38, Tercera parte).

h
cos[a—i— (n—1) - ]:en—
§=— =
sen —

en 2
ni

nm
- | senm . —
m mo

nw
sen - -
cos lm —1)sen-——sennw
. n-r_ =
sen
i
I nh
sen |{a+ (n—1) 2] sen——
S'z = I =
sen -
nwT
sen (m —1) —sennw
m
— — =0.
nm
sen
m
luego S=8,+5,=0

y nw i
2.° 5in=m,sein - — el = 0; v 8, ¥ Sy toman la forma

. s 0 g .
de la indeferminacion T pero la potencia m de cualquier

raiz m® de la unidad siendo igual & 1, la suma de las poten-
cias m® de las m raices, serd igual & m.

93. Representemos por o, 2y, ....., am las m raices m™ de
la unidad; tendremos.

m m m—1, mm—1) -2 2 m
@eta)"=x"tmae" Cyt— 5 oy el

n__ —1 mm—71) m—2 9, m
{0+ ay) +mam e P ot e
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o mm —1) 2
(et o) =a™ Lt me™ Lo+ — PO emBpiele . o x;“_;
m m—1 m(m—1) , —2 2 m .
etz "=+ mx um—{——i > EE = - L
-de donde:
et o™ =ma™ + ma™ T g, gy oty a)+
mim—1) 5, 9 o 2 2 L2
+T' - (o) + ooy 4 2y + o + o) +
Y m \ m mn
F e Bl Lol ol o od,

«de donde  E(x -+ o)™ =ma™ 4+ m = m (™ - 1).

94. 1.° Si hacemos =1, la realidad de Ia expresion
propuesta es evidente; si = representa una de las ofras raices
«clibicas de la unidad, la segunda, por ejemplo, «2 represen-
tard la tercera; efectuando tendremos:

(& + @)f + (& + 023 = (2% + Saw? -} Sulee | o) +
+ (@ 4 B+ 8 (@ + (a2,

6 sea: 2% 4 32 (z 4 02) + Ba [a2 -+ (22)2] 4 [ + (229]. [1]
Pero a4 ot=—1; (aB)2=a;
dedonde &4 (¥2=n2fa=——1; ad—=1; (@I=1.
Y la expresion propuesta es igual 4
2p? — 3a?— 3+ 2,

«que tiene un valor real.
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929 &ihacemos 2«8 —2x?—3x+2=0,
tondremos también (2 + @B + (& 4+ #*) =0.

El primer miembrd, que es la suma de doseubos, es divi-
sible por [(& + 2) 4 (& + a2)], asea por 2x o+ a?;
de donde:

@ + 3+ [@ + 2 + (@ + ) @+ ) + @+ ) =0

1

L\)! —

luego 94 2L 2=0; 0sea 235—1—0 ol—

(2 + @ — (& + o) (2 +a¥) + (@ + 2P =0,
0 sea m“’#w—|—2=0;

9]

de donde =

1+V1+8 143 £l
2 T

Las tres raices de la ecuacion propuesta son, pues,

FE DE ERRATAS DE LAS SOLUCIONES.

Pag. Num. Dice. Debe decir.
7 58 58° 21717 1 5801/ 217 1
19 126 681°48/.... 610497,
20 134 59,...- 58
tg (@ —b) = tg—(6+b)=
22 141 -0
P tga—tgb __lﬂ:\/lthEJ’a,—E—b)
=14tgatgd 7 — 7 tglatd)
91 146 f los dos términos de la los dos términos del segundo
1 férmula..... miembro de la férmula.....
49 201 c=1695,90 ¢ = 625,90
54 2086 A=19"17..... A=70°17"..
AEsenDARE BsenDAE
arEen U sen ADE DE=—ChaADE
90 270 sen (y + ) cosp sen {y —a) CO8 P

(3.2 linea) cos 18° sen 18°
95 278 {

(4.2 linea) % (v3—1) —:3- {(v5—1)
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Pig. Num. Dice. Debe decir.
[ V=2ll't"w V=ll"w
i) sl . S
T35 51 v 2.15.20.95V3 V:15.2n.251 i
9 2
= 12890 em,? =5303,25 cm.?
155 3 22° 30/ - 28° 30"
83—t g
157 10 (9.2 linea) Vs — . V2 —L
5—31/3 5131/ 3
2 z P tg2ao tg2a
{ a A — e o bl AT
158 12 (10.2 linea) oo E
159 15 (1.2 linea) cosa —cosb cosa - cosh
ADVERTENCIAS.

1.# En la pagina 12 falta la solucién de los problemas nimeros 101
y 102, que penemos & continuacidn:

101, senz= ‘\/% ; luego logsenx= % (log 2 — log 3) =1,9119543
= 54" 448" 12,
102. log tgx_:% (log2 —Iog3s) =i,911954s
x=39° 13/ 53** 23,
2,2 LaXNoTa del problema nim, 187, pig. 38{ estd equivocada; se puede
reemplazar por la siguiente:

¢ =hecotB; b =hcotC,
de donde: b+ ¢ =h (cotB + cot Q)
i sen(B4+C) h i 2h _ o2k
"~ " senB.senC ~ senCcosC ~ 2senCcosC ~ sen2C’
¢ 2 resulta, pues, sen2C = %;

20 =51°18"51"6; (O =25°39"15""8

Se terminard luego el problema con fa-
cilidad.

3.2 En el problema nim. 263 se debe

egeribir: 5=254 m. en lugar de b =135 m.;

" la solucign es, entonees, B = 31°15749" 4,

NorAa.—La figura adjunta debe susti-

tuirse 4 la que va en la pagina 59, ni-
mero 215 del libro de Soluciones.
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