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ADVERTENCIA

La presente obra se halla destinada & completar
nuestra Geometria (Curso superior) en lo relerente
4 los conocimientos necesarios para la resolucién
algebraica 6 trigonométrica de los problemas de
Geomelria 6 de Agrimensura. ,

Para facililar méds el estudio de los elementos de
la ciencia algebraica y trigonométrica, se ha pro-
curado exponer dichos elementos con la mayor pre-
cision, sencillez y claridad posibles. Ademds, con el
fin de adiestrar en el cdlculo algebraico y trigono-
métrico, se han introducido numerosos ejercicios y
problemas de aplicaci6n.

Expuestas las teorias en un todo conformes con
las de nuestro Curso de Algebra elemental, con faci-
lidad y provecho se podrad pasar 4 esta obra mas
completa.






ALGEBRA

PRELIMINARES

1. Objeto del Algebra. — Algebra es una ciencia que
tiene por objeto generalizar todas las cuestiones que pueden
proponerse acerca de las cantidades.

Para conseguir este resultado, se representan por letras
los nimeros que denotan las cantidades, y por signos las
operaciones que se han de efectuar, 6 las relaciones que
entre si tienen las cantidades.

Las primeras letras del alfabeto sirven para designar las °
cantidades conocidas 6 dadas, y las iltimas, las cantidades
tncognitas.

Por lo tanto, puede decirse que el algebra es la ciencia de
las cantidades representadas por letras.

2. Signos de operaciones. — Los signos usados para
indicar las operaciones son 4, —, ><, 1.y y

El signo -4 (léase mds) indica una adicion : a 4 b indica
que a se ha de sumar con b.

El signo — (léase menos) indica una sustraccion : a — b
expresa que de a se debe restar b.

El signo >< (1éase multiplicado por) indica una multipli-
cacion : @ >< b expresa que se ha de multiplicar a por b. El
signo >< se sustituye 4 menudo con un punto (.), y aun puede
suprimirse cuando los factores estin representados por
letras : a. b.c, 6 abc expresa que se ha de multiplicar @
por b, y el resultado por e.
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El signo : (léase dividido por) indica una division; a: b
expresa que se ha de dividir @ por b. La division se indica
4 menudo escribiendo el dividendo y el divisor en forma de
quebrado ¢ asi -‘Z— (1éase a sobre b) expresa lo mismo que
a:b.

En fin el signo { , llamado radical, indica la extraccion
de una raiz, El indice, que denota el grado de la raiz, se
coloca en Ia abertura del radical. Asi las expresiones Ya,
V2b, Ve, significan que se debe extraer la raiz cuadrada
de a, la raiz cibica de 2b, y Ia raiz cuarta de c. El indice 2
se sobreentiende : Ya es lo mismo que (a .

3. Signos de relaciones. — Los signos empleados
para indicar relaciones entre dos cantidades son :

=, >, <y #

El signo = (l¢éase igual d) indica la igualdad entre dos
cantidades : 3a = b 4 ¢ expresa que 3a iguala & b sumado
con c. Las dos cantidades unidas por medio del signo —son
los miembros de la igualdad; !a cantidad que esld & la
izquierda de ¢l se llama primer miembro, y la que estd 4 la
derecha, segundo micmbro de la igualdad.

El signo > (léase mayor que) indica que la cantidad que
esti antes de él es mayor que la que esti después: a > b
expresa que a es mayor que b,

El signo < (léase menor que) indica que la cantidad que
estd antes de él es menor que la que esti después :b<<a
expresa que b es menor que a. .

El signo -« (léase diferente de) indica que dos cantidades
son desiguales. *

3e combinan & veces estos signos ; asi
a>bselee: a mayor queb 6 igualdb;
a=bsclec: a menor queb s igual db.

4. Coeficiente. — Llamase coeficiente el niimero 6 la letra
que sc coloca antes de una cantidad, é indica cudntas veces
ha de repetirse esta cantidad ; por ejemplo en las expresio-

wes 4a, mxy E b, 4, my g—son coeficientes ¢ indican que
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se ha de tomar 4 veces el valor de a, m veces el de = y 3 veces
la quinta parte de b. .

Nunca se escribe el coeficiente 1 : asi a es lo mismo que 1a.

5. Exponente. — Llimase exponente un nimero 6 una
letra que sc coloca 4 la derecha y en la parte superior de una
cantidad, é indica las veces que esta repetida como factor : b3
(léuse b tres 6 b & la tercera potencia) expresa que. la canti-
dad b estd tomada tres veces como factor; es la abreviatura

.de b><b><b; am expresa que a esta tomada m veces como”
factor ; y (@ — b)? expresa la segunda potencia de la difcrencia
que hay entre a y b.

Siempre se sobreentiende el exponente 1 ; asi a es lo mismo

que a'.

6. Expresion algebraica. — Llimase cxpresion alge-
braica la indicacién de las varias operaciones que han de
efectuarse con nimeros representados por letras

6a%, a -+ b, y5ab, M;—d)l’-
son expresiones algebraicas.

Una expresion algebraica es racional cuando no ticne nin-
gun radical, é irracional en caso contrario Es entera cuando
no tiene denominador, y es fraccionaria cuando tiene denon-
minador.

6¢2b es una expresion entera y racional.

8alth? .Y . . .
3 — €8 una expresion fraccionaria y racional.

En fin 3a2/6 y {3 son expresiones irracionales.

7. Término. — Término es toda expresion algebraica
cuyas partes no estin separadas por los signos 4 6 —.

Asi : 3a2, 5atb, Jac son términos.

Los términos precedidos del signo 4 se llaman positivos,
y los precedidos del signo — se llaman negativos.

Se sobreenticnde el signo 4 delante de un término posi-
tivo solo 6 que da principio 4 una serie de otros términos.

8. Grado de un término. — Lldmase grado de un
término entero la suma de los exponentes de las letras que
contiene ; si es fraccionario, es la diferencia entre el grado
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del anteccdente y el del consecuente ; en fin, si es irracional,

el grado dc la parte irracicnal es igual al cociente del grado de

la cantidad subradical por el indice del radical; asi los térmi-
3

nos 3a%h, 5: L y a¥c®T son de tercer grado.

9. Términos semejantes. — Llimanse términos seme-
Jantes los que tienen las mismas letras con los mismos expo-
nentes, sean cuales fueren sus coeficientes y signos ; asi, 3ab?
y 5ab® son términos semejantes.

10. Reduccion de los términos semejantes. — Esta
operacién consiste en sustituir varios términos con uno solo.

Para reducir varios términos semejantes a uno solo, se su-
man por una parte los coeficicntes de todos los términos posi-
tivos, y por 6tra los de todos los términos negativos ;la dife-
rencia de estas dos sumas, con el signo de la mayor, es el
coeficiente del término vinico que debe reemplazar 4 todos los
demas.

Asi el polinomio 6a® — 2u® 4 u* se convierte en 5ad.

Del mismo modo 5a%b — 3ab?-}- 8a%h 4 ab? — Ta? se
convierte en 6ath — 2ab?.

11. Monomio, binomio, polinomio. — Monromio es
la expresion algebraica que consta de un solo término.

EsemrLo. 10ab3c3.

Binomio es una expresién que tiene dos términos.
EiemrLo. 3ab — 4ct.

Trinomio es una expresion que consta de tres términos.
Esemrro. a® 4 px -+ q.

Polinomio, en general, es toda expresion algebraica que
consta de varios términos.

Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos
son de un mismo grado.

EsgmPLO. 6ab® — 4a2b? | 5a3b — bl,
12. Ordenar un polinomio es escribir todos sus térmi-

- nos cn tal orden que los exponentes de una letra lHamada
letra ordenalriz vayan aumentando & disminuyendo.
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Asi el polinomio 4a®— 3a'b — 2a306* 4 8a®b? 4 ab* — b®
esta ordenado con rclacion a las potencias descendentes de a,
y también con relacion & las potencias ascendentes de b.

13. Valor numérico de una expresion algebraica.
— Lldmase valor numdrico de una expresién algebraica el
nimero que resulta sustituyendo cada letra con el nimero
-que se le atribuye, y ejecutando las operaciones indicadas.

Asi el valor numérico del monomio 4a®b%c, en el supuesto
deque a=2, b=1 y c=4, serd:
4, 28 1% 4=128.
Asimismo el polinomio — 3ab 45a*-- Jc, enel supuesto
de que a=2, b=4 y c¢=9, tendré por valor numé-
rico — 1.



PARTE PRIMERA

CALCULO ALGEBRAICO

§ I. — Numeros algebraicos.

14. Nociones generales. — Hemos visto en Aritmética
que nimero cs cl resultado de la comparacion de una mag-
nitud con o6tra de su cspecie, lamada unidad; este resul-
tado es la medida de la magnitud.

Pero, como hay magnitudes susceptibles de ser contadas
en dos sentidos diferentes, 6 de tener dos significados
opuestos, no basta esta medida para determinar por com-
pleto la magnitud. — Asi ocurre en los ejemplos siguientes:

10 El saldo de las varias operaclones que efectia un ban-
quero puede ser 6 una entrada 6 una salida.

20 La temperatura de un cuerpo se mide con el termé-
melro, y se representa por cierto ninero de grados sobre
6 bajo cero.

3¢ La duracion pucde contarse ya antes de una epoea
determinada, ya después.

4o Una distancia puede seiialarse en dos sentidos opuestos,
con relacién d un punto de origen determinado.

La formula que indicaria el valor de estas varias-magni-
tudes, medidas con sélo los numeros que proporciona la
aritmética, no daria mis que su valor numérico y no su
sentido. Asi, por ejemplo, no basta decir que el termémetro
marca 8¢, sino que se debe aiadir que son grados sebre 6
bajo cero.

De aqui resulta la necesidad de crear nucvos numeros
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que sciialen no sélo el valor numérico de las cantidades que
miden, sino también su sentido : lo que se consigue por
medio de los-signos distintivos (+ )y (— ). Los nimeros,
- 6 medidas de las magnitudes, precedidos delsigno (+) 6 (—),
se llaman numeros algebraicos para distinguirlos de los
nimeros aritméticos que no llevan signo alguno.

15. Nimeros positivos y numeros negativos. —
Segun una convencion, se llaman nimeros positivos 4 los
numeros precedidos del signo (+), y nitmeros negalivos &
los precedidos del signo (—).

Preciso cs fener presente que aqui no indican los signos
(+) 6 (—) una operacién que debe efectnarse, sino que
sirven tan sélo para distinguir las dos clases de nimeros
gue constituyen los nimeros algebraicos.

" 16. Valor absoluto y valor relativo. — Valor abso-
luto de un nimero algebraico cs el numero aritmético obte-~
nido haciendo caso omiso de su signo ; valor relativo es el
del nimero tomado ¢on su signo.

"17. Numeros iguales, numeros desiguales. — Dos
nimeros algebraicos son-iguales cuando tienen ‘el mismo
valor absoluto y el mismo sngno son desiguales en el caso
contrario.

(2 s
(—3)#(—5)

(—5) %£(+2) g numeros desiguales.

18. Numeros opuestos. — Llimanse nitmeros opues-
tos los que tienen el mismo valor absoluto y signos contra-
rios.

Asi (+8) y (—8) son niimeros opuestos;

19. Comparacién de los numeros positivos y
negativos. — Tomémos por término de comparacion el
haber de dos personas;.llamemos A y B 4 estas personas, y
consideremos los tres casos siguientes :

10 A tiene 5 pesetas, y B no tiene nada, pero tampoco
debe G ngdie. Entonces el haber de A eg 5, y cl de B,. cero;
tendremos :

5>0 6 C<5.
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20 A no debe nada; B tiene una deuda de 5 pesetas.
Si ¢l Raber de A se representa por cero, — 5 representara,
por convencién, el de B, ya que en realidad fiene 5 pesctas
. menos que A; esto se expresa asi:

-5<0 6 0>—5.-

30 A tiene una deuda de 5 pesetas, y B una deuda
de 10 pesetas. De igual modo podemes decir que el que tiene
una deuda de 10 pesetas posee menos que aquél cuya deuda
es de 5 pesetas; luego +

—10<—5 6 —5>—16.

20. Consecuencias. — 1° Todo numero positivo es
mayor que cualquier numero negativo;

20 De dos miumeros negativos, el mayor es el qué tiene
menor valor absoluto ;

30 T'odo nitmero positivo es mayor que cero, todo nitmero
negativo es menor que cero, y lanto mds pequefio cuanto
mayor sea su valor absoluto.

21. Escala de los numeros. — Siendo ilimitada la
serie de los nimeros positivos, asi como la de los nimeros
negativos, se representa por oc (infinito) el nimero infinita-
mente grande en valor absoluto ; por lo tanto 1a escalade los
nimeros considerados en Algebra se exticnde desde — oc
hasta 4-oc, lo que puede representarse del modo si-
guiente :

<L =10 =1 <0< H1<+10... <FoC

§ II. — Adicion.
, o
22. Deflnicion. — Sumar varias expresiones algebrai-
cas es buscar étra tal, que su valor numérico sea igual d la
suma de los valores numéricos de las expresiones dadas.

Adicién de dos monomios. — Como la adicién de
dos cantidades A y B se indica por A -+ B, asi scra
cuando se trate de dos monomios.

Para sumar los dos monomios A=6ab® y B=3ab,
se escribird :

A + B == 6al?® - 3abd.

\
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Adicion de dos polinomios. — Sean los dos polino-
mios :
P=a—~b+4c,
Q=m+4n—p.
La adicion se indicara del modo siguiente :
P+Q=(a—b+o)+(m+n—p)
esto es P+Q=a—b+c+ m4+n—p.
23. Regla. — Para sumar varias cantidades algebrai-
cas, se colocan 1inas & continuacion de 6{ras con los signos de

sus términos respectivos. Si la suma contiene términos
semejantes, se reducen.

EsempLo. — Sumar los polinomios :
P =3b%+4- Tab — 2a?,
Q = 2b% — 3ab - 5as.
Tenemos : P -4 Q =3b* - 7Tab — 2a? + 2b* — 3ab + 5a?,
6 sea P + Q =5b* 4 4ab + 3at.
Notas. — I. — Para facilitar la reduccion de los términos
semejantes, se colocan unos debajo de 6tros.
EsemMpLO. — Sumar los tres polinomios :
4ath® — 6a°b? + 4ab
2a8b? — 3a?b?® — 4ab
S5ab -+ 4a®’ — 3a%b?

Se escribird :  4a%b® — Ba®b? 4 4ab
— 3a2b?® 4 2a%b? — 4ab

4a%b® — 3a3b® + Sab

5a2b® — 7a®b? 4 Sab

II. — A menudo la adicién de-varios polinomios se indica
sin efectuarla inmediatamente ; para ello, cada polinomio se
pone entre paréntesis, y se escriben estos paréntesis tunos a
continuacién de 6tros, uniéndolos con el signo 4.

Para indicar la adicion de a+b con c+d y con
— a4 d—c, escribiremos :

@+ +et+d+(—atd—o.
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§ III. — Sustraccion.

24. Definicién. — Restar dos cantidades algebraicas
es buscar 6tra tal que su valor numeérico sea igual d la

diferencia de los valores numéricos de las dos expresiones
dadas;

6 de otro modo :

Sustraccién algebraica es una opcracion que liene por
objeto, dadas dos expresiones algebraicas, encontrar oétra
que, sumada con la segunda, dé la primera.

Sustraccion de dos monomios. — Para restar una
candidad B de otra candidad A, se escribe A — B asi
haremos cuando se trate de dos monomios.

Réstese B—=05b de A —28a.

Tenemos : A — B=8a —5b, pues, al afiadir & esta
diferencia el sustraendo 5b, resulta ¢l minuendo 8a :

8a — 5b 4 5b = 8a.
Hay que operar del mismo modo cuando, de un polinomio,
se debe restar un monormnio.
Sustraccion de dos polinomios. — Sea de restar el
polinomio B=m+4+n—p
del polinomio A=a—b+ec
Para restar el polinomio B del polinomio A, basta escribir,

4 continuacién de los términos del polinomio A, los térmi-
nos del polinomio B, con los signos cambiados :

A—B=a—b+t+c—m—n-p.

En cfecto, al afadir a esta diferencia el sustraendo B,
resulla ¢l minuendo A :

«a—bt+c—m—nt+pt+m4+n—p=a—>b-+ec
25. Regla. — Para restar una cantidad alycbraica de

étra, se escribe primero el minuendo, y G continuacion el
sustraendo, cambiando los signos de sus términos. En

scguida, se reducen los términos semejantes, si los hay.
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EseMrLO. — Busquese la diferencia de los polinomsios :
A = 4adbc — 3a?b 4 2atb — a’c
B = 3a%bc — a*c + a% — 3abc.
Para facilitar la reduccion de los términos semejantes, se

los escribe unos debajo de 6tros, cambiando los signos del
sustraendo :

4adbc — 3a%bic 4 2a*b — a%c
— 3adbc + 3a%?c — a?® -+ a%
y resulta: adbe + a?b

Notas. — I. — A veces se indica una sustraccion sin efec-
tuarla inmediatamente. Para ello sc pone entre paréntesis el
sustraendo, y se lo cscribe a continuacion del minuendo,
poniendo fuera del paréntesis y 4 su izquierda el signo —.

Un paréntesis “precedido del signo — sellama negativo ;
para quiar este paréntesis, hay que efecluar la sustraccion
indicada.

EsEMPLOS. — 10 Del polinomio A = 4a®+ b?
réstese el polinomio B=5b%— 2a? 4 c?.
Se indicara la sustraccion escribiendo :
A — B =4a? 4 b*— (5b* — 2a? + o).

Y para efectuarla, se suprimira el paréntesis y se cambiarin
los signos de los términos que encierra, tenicndo presente
que el término 5b? es positivo.

Luego, sc tendri :
A — B =4a?} b*—5* 4 22— ¢},
y después-de la reduccion : .
“A — B=6a?— 4b* — ¢

20 Del polinomio A = 6ax — b?
réstese el polinomio B= 4ax — (30? — 4¢).

Se escribira :

A —B= (6az — b?) — [4ax — (3b* — 4¢)]-
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Para efectuar la operacion, se quila primero el paréntesis
que va entre corchetes :

[4ar — (3b? — 4c)] = 4ar — 3b* +- 4c,
y asi se vuelve al ejemplo precedentc :
A — B={(6ax — b*) — (4uxr — 3b* + 4c),
6sea A —B =6axr— b?— 4axr + 30® — 4c,
Y después de la reduccion de los términos semejantes :
A — B=2ax + 20? — 4e¢. T

II. — Siempre pueden ponerse entre paréntesis varios tér-
minos de un polinomio ; si el parc¢ntesis ha de estar prece-
dido del signo -+, los términos que encierra conservan sus

signos respectivos ; si ha de estar precedido del signo —, los
términos cambian de signo.

Asi el polinomio
atb—ctdte—ftg
puede escribirse :
@+ +(—ct+d+—(+f—9);

pucs, al suprimir los paréntesis, resulta el polinomio pro-
puesto.

III. — En algebra el vocablo adictén no es sindénimo de
aumento , ni el vocablo sustraccién lo es de diminucién. Al
afiadir un polinomio & otro polinomio, habra aumento si el

valor numérico de aquél es positivo, esto es, mayor que.
cero ; en caso contrario habra diiiinucion. -

Asimismo, al restar un polinoniio de 6tro, habra diminu-
cion si el valor del sustracndo es positivo; al contrario,
habra aumento si este valor es negativo.

§ IV. Multiplicaecion.

26. Defiuicién. — Multiplicar dos expresiones algebrai-
cas es buscar détra cuyo valor numeérico sea igual al pro-
ducto de los valores numéricos de las expresiones dadas;

6 de otro modo :
Lidmase producto de dos niimeros algebraicos un nimero
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cueyo valor absoluto cs iyual al producto de los valores abso-
lutos «de los nitmeros dados, cuyo signo es (4) 6 (—) segun
que los dos nimeros tengan 6 no el mismo signo.

De donde resulta la
27. Regla de los signos :
<+ multiplicado por .4 da 4

— » + »
-+ » e
- » e e

Esta regla se enuncia del modo siguiente : El! producto
de dos términos de igual signo es positivo, y el producto de
dos términos de signo contrario es negativo.

28. .Multiplicac!ién de dos potencias de una mis-
ma letra.
Sea ' a?><at,
De la definicién del exponente (no 5) se infiere que )
' @< 02=a.a. a 4.0 =ad=a'*?,

. Regla. — Para multiplicar dos potencias de una misma
letra, hay que escribir esta letra con la suma de sus expo-
nentes.

29, Multiplicacion de un monomio por étro.
Recordaremos este principio de aritmética :

No se altera el producto de varios factores, cuando se
invierte el orden de ellos.

Sea de multiplicar 5atb’c por 3ab.
Tendremos :  5a'b?c><3a?b =>5.a4.b%.¢.3.a2.b,
¢é invirtiendo el orden de los factores,
' 5.3.a%.a2.b%.b.c.
Efectuando los productos indicados, resultara :
15asb3c.
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Rogla. — Para multiplicar un monomio por otro mono-

mio, se multiplican los coeficientes, y 4 continuacién se
escriben las diferentes letras que contienen, poniéndoles un
exponente igual & la suma de los que ticnen en ellos. St
una letra sc halla sélo en un factor, se le da por exponente

el mismo que tiene en este factor.

30. Multiplicacién de un polinomio por un mono-
mio. _

Sea de multiplicar a4 b—c por m.

Ya sabemos que para multiplicar una suma por una canti-
dad, se debe multiplicar sucesivamente cada tna de sus
partes por esta cantidad y sumar los resultados.

Por lo tanto hay que repetir m veces cada término del
polinomio dado ; aplicando la regla anterior, resultari :

(a+b—c)m=am-} bm —cm.
Regla. — Para mulliplicar un polinomio por un

monomio, se multiplica cada término del polinomio por el
monomio, y se suman los resultados.

Nota. — Si tuviéramos que multiplicar un monomio por
un polinomio se invertiria el orden de los factores, vol-
viendo asi al caso precedente.

31. Multiplicacién de un polinomio por étro.

Sea de multiplicar a—b por c¢—d.

Representemos por V el valor numérico de a—b,
tendremos por producto :

P=V(c—d)=Vec— Vd = V¢ + V (— d) (n° 30).

Envez de V, pongamos la expresion cquivalente (¢ — d)
y tendremos :

P=(@—0bc+ (a—0b)(—4d).

Lo que manifiesta que para obtener cl producto pedido,
hay que multiplicar el multiplicando por cada término del
multiplicador. {

Apliquemos la regla precedente (nv 30) y la de los.signos :
P = ac — bec — ad +} bd.
De donde se deduce la siguicnte
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Regla. — Para mulliplicar un polinomio por 6tro, se
multiplica lodo el multiplicando por cada término del mul-
tiplicador, observando la regla de los signos. y se suman.
los productos obtenidos. :

- Apliquemos esta regla al ejemplo siguiente :
Multipliquese 3a® — 4a® b 4 2ab? — b3

por 2a® -+ ab — 3bt.
La operacion se dispone como se ve 4 continnacion :

Multiplicando = 3a®— 4a? 4 2ab* — b
Multiplicador 2a24-ab —3b?

.Producto por 2a® 6a’—8a‘b 4 4a’b*— 2a2b®
Producto por ab +3a%b —4a202 4 2a2b%®—abt
Producto por — 3b* —9a%b?4-12a2b3 — Babt |- 3bs
Producto total
Reducido 6a® — 5a'h — 9adb? +12a23 — Tab*+ 3b°.

Después de ordenados los dos polinomios con relacion &
las potencias ascendentes 6 descendentes de una misma letra,
para que la reduccién de los términos semejantes se ejecute
mas facilmente, y habiendo colocado el multiplicador debajo
dél multiplicando, se busca el producto de todos los térmi-
nos del multiplicande por el 1er término del multiplicador,
diciendo :

+ 3a?® multiplicado por -+ 2a% da - 6a®

— 4a% » + 2a® » — 8afd
+ 2ab? » + 222 »  + 4aPb?
— b » + 222 » — 2a%°.

Encontrado ya el primer producto parcial, se¢ multiplican
todos los términos del multiplicando por el scgundo término
del multiplicador, diciendo :

+ 3a® multiplicado por L ab da -+ 3a'b,
y asi sucesivamente ; y resulta el segundo producto parcial :
3atb — 4adb? +- 2a2b® — adt,
que se puede colocar & continuacién del primero; pero, para

facilitar la reduccion, es preferible escribir los términos
semejantes unos debajo de 6tros.
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Procediendo del mismo nodo, resultara el tercer producto
parcial :

— 9a3b? + 124258 — Gab* 4 3b°.

El producto total es la suma de los productos parciales ;

después de reducidos los términos semejantes, resulta :
6a® — Satd — 9a"b? - 12a%b® — Tad* - 30°.

32.Notas. — I. — Habiendo ordenado el multiplicando y el
multiplicador con relacién 4 las potencias descendentes de a,
el primer término 6a® del producto es del grado mayor en a,
por ser el producto de dos términos en los cuales la lelra a
tiene mayjor exponente. Por igual razon, el dltimo término 3b%
del producto es del grado mayor en b.

Lucgo, el primer término del producto, asi como el

tltimo, no se reducen con ningun otro término.

De donde se infiere que el producto de dos polinomios ha
de tener @ lo menos dos términos, después de vemﬂcada la
reduccidn de los términos semejantes.

II. — Si no sc quiere efectuar inmediatamente una multi-
plicacion algebraica, se pone cada factor entre paréntesis y se
colocan uno al lado de o6tro, sin interposicién de signo.

Asi, para indicar la multiplicacionde a4+ b por a—b,

sc escribird : (a + b) (a — b).

33. Potencias. — Al multiplicar —a por —a, re-
sulta 4 a?, segunda potencia de a; al multiplicar -+ a?
por — a, resulta — a3, tercera potencia de — a; al mul-

tiplicar —a® por —a, resulta -}-a*, cuarta potencia
de —ea; Yy asi sucesivamente. :

Luego —a=—a,
(—ap=-+a
(— a’)1 = a31
(—' a)‘ = + a‘:

De donde se infiere :
10 Que las potencias pares de una cantidad negatioa son
positivas ;

20 Que las potencias impares de una cantidad m.galwa
son negaltivas.
-

.
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3%. Féormulas notables. — Hay algunas multiplica-
_ ciones notables cuyo producto conviene tomar de memoria.
a+4b a—b atb
atb a—b a—1>
a’+ab at—ab a?+4ab
+ab 4 b* —ab L0 —ab—- D2

a?+42ab 40 a?—2ab 4 b? a — b

Se suelen inditar estos resultados como sigue : -

@+ b)* = a*+ b* -+ 2ab; )
(@ — b =a+ b2 — 2ab; '@
(@4 b)(a—b) =a— b 3)

Estas tres formulas se enuncian del modo siguiente :

El cuadrado de la suma de dos nitmeros es igual al cua-
drado del primero, mds el cuadrado del segundo, mds dos
veces el producto del primero por el sequndo.

E!l cuadrado de la diferencia de dos nimeros es igual al
cuadrado del primero, mas el cuadrado del segundo, menos
dos.veces el producto del primero por el segundo.

El producto de la suma de dos nitmeros por su diferen-
cia es igual al cuadrado del primero, menos el cuadrado
del segundo.

85. Nota. — De las tres f6rmulas anteriores se infiere
que puede sustituirse :

1o a4 b2+ 2ab con (a-+b)(a+b);
2 2ty—22y > @E—y@E-—y)
30 m? — n? » (m+4n)(m—n).
Hay que notar también que puede sustituirse .
(a—b)* con (b—a),
pues en ambos casos el producto es:
a®+ b? — 2ab.

En el cilculo algebraico se usan muy 4 menudo esias
transformaciones.
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§ V. — Division

36. Definicién. — Dividir dos expresiones algebraicas
es buscar dtra cuyo valor numeérico sea igual al cocienle
de los valores numéricos de las expresiones dadas.

+ 37. Nota. — Las reglas de la division se deducen de sus
corrcspondientes de la multiplicacién, por ser el divi-
dendo el producto del divisor por el cociente.

Por lo tanto, si el dividendo es positivo, el divisor y el
cociente tendran un mismo signo ; si el dividendo es negativo,
el divisor y el cociente han de tener signos diferentes.

Luego, -+ dividido por 4 da +
+ ) e

i Iy +,.—.
—_ » — » 4+

Lo que se enuncia del modo siguiente : El cociente de dos
términos de igual signo es positivo, y el cociente de dos tér-
minos de signo conlrario es negativo.

38. Divisién de dos potencias de una misma letra.

Sea de dividir a® por al.

El cociente sera : a®-%—=a8.

Para demostrarlo, basta averiguar que al multiplicar a® por
el divisor «?, resulta el dividendo a5.

En efecto, tenemos (no 28) :
a® < a*= a5,

Regla. — El cociente de dos potencias de una misma
letra es igual & esta letra con un exponente igual al expo-
nente del dividendo, menos el exponente del divisor.

39. Exponente cero. — Dividase a® por ad.

a® dividido por a® da: a3<3 6 sea «;

pero una cantidad dividida por si misma da 1 por cocicnte ;
luego a® es igual &4 1, es decir que toda cantidad que liene
cero por exponente es igual & la unidad,
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40. Exponente negativo. — Dividase a® por a.

Aplieando la regla del no 38, tendremos :
@drab=qa'"*=a"?

lo que puede expresarse del modo siguiente .
a3 3
a
Bl = = ——r.
@ —5- a® < af
ad . .1
Pero = =1; lucgo el cociente sera =% ypor lo tanto,
a-* eslomismo que 1 .
“a¥

De donde se inficre que toda letra cuyo erponente es
negalivo representa un quebrado que tiene 1 por numera-
dor; y por denominador, la misma letra con igual expo-
nente, pero positivo. .

41. Divisién de un monomio por étro.

Sea de dividir 12a8b%¢ por 4a3b?.

Ya sabemos ane 12a%b%c es el producto de 4a*b* por un
factor tal que multiplicado por 4a®b? reproduzca 12a®b%

Pero el factor que multiplicado por 4 da 12, es 3;

» » a » a® » ad;
» » . 02y B » 1.

Por 1iltimo, la 1etra ¢ que no esti en el divisor tiene que
hallarse en el cociente (no 29).

Luego, el cociente serd 3a®c, pues al multiplicarlo por
4a30?, resulta el dividendo 12a%b%c.

Asimismo, 164362 dividido por — 8ab? da — 2a2.

. Regla. Para obtener el cociente de dos monomios :
10 Se aplica la regla de los signos;
20 Se divide el coeficiente del dividendo por el del divisor;

30 Se escribe cada letra del dividendo, ddndole por ex-
ponente la diferencia entre los exponentes que tiene en el
dividendo y el divisor. Si una letra sc halla solo en el divi-
dendo, se escribe con el exponente que tiene en este tér-
mino; y se omiten las letras que entran en ambos términof
con lgual exponente.
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42, Nota. — Si la division se efectiia sin residuo, el
cociente es un monomio entero.

La division de dos monomios sera imposible :

1e Cuando el coeficiente del dividendo no sea multiplo del
coeficiente del divisor;

2 Cuando alguna letra tenga en el divisor mayor expo- -

nente que en el dividendo;

30 Cuando en el divisor haya alguna letra que no esté
en el dividendo.

En estos casos, se indica solamente la operacién, ponicndo
los dos monomios en forma de quebrado.

43. Division de un polinomio por un monomio.

Sea de dividir por d el polinomio A + B—G.

El cociente serd :

Tra-a

En efecto al miltiplicar este cociente por d, resulta el

dividendo A+B —G:

(A+2-9 d=A+B—G (no 50).

Por lo tanto 3— + % — % representa el cociente pedido;

lo que se escribe del modo siguiente :
A4B—C_ AL B_G
d — d d d-

Regla. Para dividir un polinomio por un monomio, se
divide cada término del polinomio por el monomio.

Nota. — Raras veces es posible la division de un poli-

nomio por un monomio ; cuando no, basta escribir el divi-
dendo y el divisor en forma de quebrado.
" En cuanto 4 la division de un monomio por un polinomio,
SIempre es imposible, pues el cociente (aunque no tuviera
sino un término), inultiplicado por el divisor, daria un poli-
“nomio.

44. Divisiéon de un polinomio por étro.

Sea de dividir 15a* — 19a% -+ 11a%?* —3ab’
por 5a? — 3ab.
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Habiendo ordenado los dos polinomios, con relacion a las
potencias descendentes de una misma letra, lo que siempre
puede hacerse, se tendri presente que el primer término del
dividendo es el producto sin reduccién del primer término
del divisor por el primer término del cociente (ne 32, I); luego
se hallari el primer término del cociente dividiendo 15a®
par 5af  Se multiplicara el divisor por el término obtenido,
y el producto se restari del dividendo; asi resultara un
resto ordenado cuyo primer término sera el producto sin
reduccién del primer término del divisor por el segundo tér-
mino del cociente ; luego se encontrara este término, dividiendo
el primer término del resto por el primer término dei divi-
sor. En séguida se multiplicara el divisor por este segundo
término, y del primer resto se sustraera el producto. Y asi
suceslvamente :

Hé aqui los detalles de la operacitn :
Dividendo 15a* — 19a°b 4 11a?b* — 3al? | 5a? — 3ab
—15at 4 9a 307 —2ab + X]

ferresto 0 —10a% + 11a%? — 3ab?
© +4104% — 6a%? -

20 resto 0 4 5a%?— 3ab?®
— 5a%?+ 3ab®
3er resto 0

Estando ordcnados el dividendo y el divisor con relacion
4 las potencias descendentes de a, se procede asi : -+ 15a4
dividido por - 5a?" da <+ 3a? que se escribe en el co-
ciente. - 5a? multiplicado por +-3a* da - 15at, vy,
para la sustraccion, se cambia su signo y se escribe debajo
de 15a%. — 3ab multiplicado por +3a? da —9a3,
y, para la sustraecién, se cambia su signo, y.se escribe
continuaciéon de — 15at.

Reduciendo los términos semejantes, resulta el priner
resto, 6 sea :
— 10a%b 4 11a%b® — 3ab®.
Del mismo modo se divide —10a3b por - 5a%, vy el
cociente — 2ab sera el segundo término del cociente.

Se multiplica el divisor por este término, se resta del
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mismo modo el pnoducto del primer resto, y asi resulta
el segundo resto :

+5a2bt — 3ab?,

Se divide 4 5a?? por + 5a?, y el cocicnte - b? sera el
tercer término del cociente. Se multiplica el divisor por este
término, y se sustrac el producto de! segundo resto. -

De que el resto es cero, se inficre que 3a® — 2ab |- 12 es
el cociente exacto de 15a*— 19a%b 4 11a2b* — 3al® por
5a* — 3ab.

45. Notas. — I. — La divisién de dos polinomios es
imposidle :

4o Cuando, ordenados los dos polinomios con relacion 4
las potencias descendentes de una misma letra, el primer
término del dividendo no es divisible por el primer término
del divisor;

20 Cuando el ultimo término del dividendo no es divisible
por el iltimo término del divisor ;

30 Cuando, en la operacién, sucede que en un resto el
exponente de la letra ordenatriz es menor que el de la misma
letra en el divisor; pues entouces el primer término del
resto no sera divisible por el primer término del divisor.

Por lo tanto, la division de 7a*- a3h — 6a’b* por
5a’ 4 ab? es imposible, porque 7a* no es divisible por 5ad.

Lo mismo que la divisién de 8a’b — 5a%b® 4 4ab® por
4a® — 2a?b no puede ejecutarse, porque el ultimo términe
4ab® no es divisible por — 2a%.

También es imposible la divisién siguiente, porque el pri
mer término del resto no cs divisible por el primer términc
del divisor.

8a® 4 2a%b — Tabt 4 2b° | 4a* + 3ab — b
— 843 — 6a%h + 2ab? P E—

0 — 4a2b — 5abt 4 2b°
+ 4a%b + 3alr — b?

0 —2al24b
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La operacién manifiesta que si del polinomio propuesto
se restara — 2ab® -} b3, resultaria un polinomio divisible
“por 4a?-}3ab — b2

II. — Cuando no se puede 6 no se quicre cfectuar una
divisién, se indica la operacion poniendo el dividendo y
el divisor en forma de quebrado.

Division de un polinomio por un binomio
de primer grado.

46. — El resto dela divisién de un polinomio entero! orde-
nado con relacicn & x, por un binomio de la forma x — a,
es igual al valor que toma el polinomio cuando se sustituye en
él x con -a. ’

Asi, el resto de la division del polinomio 3+ ax?®—a? por
x—a seri: a’+4al—ad, 0 sea ad.

Pero la division de  a® — 3ax? + 2a3 por x—a serd exacta, -
pues el resto a3 —3a3 4 2a® es igual & cero.

47. Nota. — Si el divisor fuera x4 a, se suslituiria
x con —a

48. Cocientes notables. —1¢ xm —am siempre es divisible
por x—a.

EsempLO @
3 —al | x—a a—af |x—a
+ax? | a*4- ax+ta? +ax® | o’ 4 ax? + a¥r 4 ad
+ o?x — a® + a2x?
—aix 4 a? + a’z —at
- o0 —a'x + at
0
20 xm 4 am  nunca es divisible por x—a.
EJEMPLO :
X+ad | x—a x't+at | r—a
+ax? | x4 ax+ a? +ax? | @3+ ax? 4 alc 4 ad
+ a%c -+ a3 + a%x?
—a%cr+4 ad + adx + aé
e’ —ar 4+ at
+ 2a4¢

1 Un polinomio es entero en « cuando esta letra no se halla en el deno- °
minador y no tiene exponente fraccionario ni inconmensurahb'e, -
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3 xm—anm es divisible por x+a solo cuando m es par.

EsempLo :
wd—ad | x+a xh—at | t+a
- ~~ax? x? — ar + a —axd | wd—ax® 4 alx—ad
+ a’x—a? + a2x?
— o —ad —a%e —at
Y] + ax tat
0
4o xm 4 am es divisible por x+4a solo cuando m es im=
par. ’
EsempLo :
p4+ad|xeta xi+at | rt+a
—ar? | x?—ax+ at —ax? | @3 —ax?+ atr—ad
+ a%x + ad + a’r .
—a’x —ad — aﬂw.’_al
0 + a’x + at
+ 2at

49. Nota. — Al examinar detenidamenlc estos cocientes, se
ve :

10 Que todos los términos del cociente tienen la unidad por
coeficiente;

20 Que los cxponentes de « vandisminuyendo desde m —-1
hasta cero, y los de a van aumentando desde cero hasta
m—1..

30 Que los signos son_ positivos con (r—a) por divisor, y
alternan con (x + a), principiando por el signo +-.

50. Consecuencias de lo que antecede. — I. Sepa-
racion de un factor comun. — Cuindo varios términos
encierran un mismo factor, es util 4 menudo hacerlo
patente, esto es, sacarlo como factor comun.

Para sacar un factor comin, hay que dividir por este
factor todos los términos que lo encierran, escribir. el
cocienle entre paréntesis é indicar la multiplicacién de este
paréntesis por el factor comun.

EiEMPLOS ¢ ax — bx 4 cx puede escribirse x(a —b--¢);
RS—S ] » S(R—1);
gVE—§ > FWE—1)



CALCULO ALGEBRAICO 31

51. — II. Descomposicion de un polinomio en fac-
tores. — No existe regla fija para descomponer un polino-
mio en factores. Los ejercicios precedentes, una gran
destreza en el cilculo algebraico, asi como el conocer las
formulas que van 4 continuacion, ayudaran para hallar las
transformaciones que sc han de efectuar para separar los
. factores.

Foérmulas notablcs @
10 a'—b = (a+Db)(a—0)

% ot 2b4b = (a-t b
30 a?—2b b = (a—b).
b @B+ = (a-tb)(a®—ab by,
50 @—b = (a—b)(a?+ ab4bY).

6o (a4 b)?—=4adb = (a—D)
7° (a—0b)+4ab = (a4 bj’.
52, Aplicaciones. — 1o Descomponer en 2 factores :
a’ | b2 —c2? 4 2ab.
a?+ b2 —ct+2ab=a+ b2+ 2ab—ct=(a+ b)? —c?
Los factores buscados son : a+b+4+c y a+b—ec.
Luego a?+b2—c2+2ab=(a+b+c)la+b—c)
20 Descomponeren?2 factores: a%+a+ %—
Este polinomio es el cuadrado de a + % .
. ’
Luego a’+a+% =(a+%)-(a+ -%)
30 Descomponer en 2 [actores : x341.
41 =(x+1)(x2—x+1).
4o Descomponer en 3 [actores : x3y — 3xy.
oy —ayd =y (0 —y)=xy (& + y) (x — .

] Daacomjwonw en 3 factores : a*—1.
T at—1=(a2+1) (a2 —1)=(a* + 1) (a + 1) (@—1).
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6o Descomponer en 3 factores : a3 — 2a2 — 3a.

Tenemos : " a(at—2a—3),
é ' a(a—3)(a+1)
L.uego a® — 22 —3a=a(a—3) (a +1).

70 Descomponer en factores : (ax + by)? + (ay — bx)?,
Efectuemos los cuad;-ados indicados : '
a¥r? + b2y? + 2abxy + a?y? + b2%x? — 2abay,
6sea - a? (2® +y°) + b2 (22 4 y2).
Luego (ax+ by)® 4 (ay — bac) = (x® - y?) (a2 4 b2).
80 Descomponer en factores : ac(a 4 ¢) + ab (a — b) — he (b + o).
Efectuemos los productos : '

a?c + ac? + ab — ab? — b2c — be,

Ordenemos con relacién & a : .
at(b+c)—a(b—c?)—be(b+c),
6 (b 4+ c)(a? — ad + ac — be),
(b+e)[a(a—1D)+c(a—0D)],
6 en fin . ) (b+c)(a—b)(a+c).

Lucgo ac(a+c)+ab(a—b)—be(b+c)=(b+c)(a—b)(a+tec).

§ VI. — Quebrados 6 fracciones literales.

53. Definicion. — Un quebrado algebraico 6 literal, asi
como un qucbrado numérico, representa el cociente de su
numerador por su denominador.

Asi los quebrados % y —"% representan, el pri-

mcro el cocicnte de a por b, el segundo el cociente de m— w
por 3a.

Las propiedades de los quebrados numéricos convienen
también 4 los quebrados algebraicos.
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54. Propiedad importantisima. — Se pueden mul-
tiplicar 6 dividir por una misma cantidad los dos términos
de un quebrado, sin que se allere el valor de este quebrado.

1o Sea el quebl'-ado %. Llamando ¢ al cociente de a

por b, tendremos :

ole

=9q, O
y por lo tanto ‘ a=bq.

Multiplicando los dos miembros de esta ltima igualdad
por-una misma cantidad m, resulta :
am="bmq;
dividiendo ambos miembros por bm, resulta :

m
‘b'—am =gq. @
De donde se infiere que -:—“' =q= ——Z .

2 Reciprocamente, si %mn- = -‘i—, tenemos también :

am

. 8 . am
b7 bm*

Pero % resulta de %’n‘- , dividiendo ambos términos

por m.

Luego, se pueden multiplicar 6 dividir, por una misma
cantidad, los dos términos de un quebrado, sin alterar el
valor de este quebrado.

Esta propiedad es muy usada en la simplificacién de que-
brados y para reducirlos 4 un comin denominador.

55. Reduccién 4 un comin denominador. — Peara
reducir varios quebrados d un comun denominador, se
multiplican los dos términos de cadu quebrado por el pro-

ducto de los denominadares de los demds.
. a (4 m . .
Asi los quebrados =+ g — 5 Vienen dser:

adn _ chn bdin
bdn bdn bdn

13

ALGEBRA, — 478,
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No se ha alterado el valor de fos quebrados, pues se kan
multiplicado los dos términos de cada tno por una misma
cantidad.

Como en aritmética, se puede tomar por comin denomi-
nador el minimo comun multiplo de los denominadores.

Sean los quebrados
a _ b + c?
atbd 5(a — ) a? — b
El minimo comin multiplo de los denominadores, que

scra el comin denominador, es 5(a? — b’) , compuesto de
los factores 5, (a - b), (a —b).

Ya se ve, sin que sea necesario efectuar la divisién de
5(u? — b?) por a 4 b, que los dos términos del primer que-

brado a—?— 3 han de mulitiplicarse por 5(a — b), los del
segundo por a4 b, y los del tercero por 5 :
Y asi, dichos quebrados vienen 4 ser:

ba(a—b)  ba4bd) + 5c’
5@ —0b%) ~ S5(@i—0b%) ' B(at— 069"

56. Adicion y sustraceion. — Para sumar 6 para
rcstar varios quebrados, se reducen & un mismo denoi-
nador, luégo se suman 6 se restan los numeradores, y al
resultado se le da por denominador el denominador comun.

Los quebrados a_-?rb’ 'd”—T—T , —2 i’ b , reduci-

dos 4 un mismo denominador, dan :

a(a + b)(a— b) a%b ba+b)@a+d)
ab(@a+b) ’ Tabla+0b)’ -~ = ablat+bd)

10 Si se quiere sumar estos quebrados, resultara :

a(a+b)(a— b+ a*b—b(atb)(a4Db) .
ab(a 4 b) ’

efectuando las operaciones y reduciendo :

—3ab? — b
™ ““ab@+0b *
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20 Si del primero de estos quebrados se quicre restar los
6tros dos, resulta :

a(a 4 b)(a — b) — a% + b(a + b)(a + b)
b 9

ab(a +-b)

y después de la Simpliﬂcacibn :

a® 413 4 ab?
ab(a +b) ° .
- 57. Multiplicacion. — Para multiplicar un quebrado

por 6tro, se multiplican los numeradores enlre si, lo mis-
mo que los denominadores.

Sea de multiplicar % por —:l-

Llamando q al valor de —:— y ¢’ al de -5-. tendremos :

a c ,

, X gT=M; ™
pero de —Z— =¢q resulta a=bq, ©
y de Tcl' =gq' resulta c=dq'. 3)

Multiplicando- miembro por miembro las igualdades (2)
y (3), tendremos : ac:== bdqq';
dividiendo ambos miembros por bd :
ac )
od =99
Comparando este regultado con la igualdad (1), tenemos :
a__c__ ac
T AT o

Luego...

58. Divisién. — Para dividir un quebrado por élro,
se multiplica el quebrado dividendo por el quebrado divi-
sor tnvertido.

N <
Sea de dividir 5 Por <
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Llamando ¢ al valor de

5 Y ¢ alde —fl , tendremos :

Pia= )

pero, de -g-- =¢q resulta a=bgq, ’ ®)
y de 5 =q' resulta dq'=c. ®

h[ultipllcando miembro por micmbro las igualdades (2)
y (3), tendremos : - adq' = beq;
dividiendo ambos miembros por bcq’ y simplificando :

ad __ ¢q
B TG

Comparando este resultado con la igualdad (1), tencmos :
a ., ¢c__ a_d
b dT Tbe

Luego...

59. Simplificacién de un quebrado impropio. -

Cuando todos los términos de una expresion fraccionaria

tienca un factor comtn, puede simplificarse dlcha expresion,
suprimiendo este factor.

EseMpLOS :

, 15a4b2c3 . . 5u3bcd >< 3ab
10 La expresion 1000 S igual a B <%’
suprimiendo el factor 5a3bc’, comin a ambos términos,

resulta : - %‘L—b—.

4a3b? — 8atd . .
—6ai? — °S igual a :

2a%b (2ab — 4a’)
2t ><3br

suprimiendo el factor comin 2a?b, resulta :

2ab3—b-;4a’ , 6 sea (o0 50) %(g; 2a!.

20 La expresién
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- ’ _ 3
3o La expresion %ﬁ%‘% es igual &

R

suprimiendo el factor comin 4a%?, resultars : .

1—2
8 +a% "

§ VII. — Razones.

60. Definiciones. — Llimase ruzén de dos cantidades
el cociente que resulta de la divisién de la tina por la étra.

. . . m ;
Asi la razén de m 4 n es - que se lee m es & n.

Las razones se representan por dos términos, lo mismo
que los quebrados; el primero se llama antecedente, y.el
scgundo, consecuente; estos términos son las cantidades
comparadas.

Todas las propiedades de los qucbrados pueden aplicarse
a las razones,

61. Proporcién. — Llamase proporcién la igualdad de
dos razoues.

Si el cocicnte de % es igual al cociente de —3—, resultara
la igualdad siguiente 6 proporcién :

DT d-
a y d son los extremos de la proporcion, by ¢ log medios.

Cada uno de los cuatro términos de una proporcion es
una cuarta proporcional con relacién a los otros tres.

Cuando el segundo y el tercer término de una proporcion
son iguales, cada Gno de ellos es una media proporcional,
y los otros dos términos son una tercia proporcional; en-
tonces se dice que la proporcién cs continua.

Hé aqui varias propicdades de las proporciones.
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62. Propiedad fundamental. — Dos razones iguales
pueden escribirse en forma de dos productos iguales.

En efecto, al multiplicar cada ina de las razones igua-

les (—l: = por bd resulta: all:d = b—;dl

Sil11plifc.lndo ) ad = be.

Lo que sc suele enunciar asi : el producto dé los extre-
mos es igual al producto de los medios.

63. Reciprocamente, dos. produclos iguales pueden
ponerse en forma de dos razones iguales, y asf '/'ormar una
proporcion.

En efecto, al- dividir por bd los dos produclos iguales

( be c
ad=bc, resulta: 5 = & _°,
, result Td = ba’ °%2 7} T
64. Nota. — Segun este principio, dada una proporcién,
se pucdon‘ lo permular sus extremos, 2¢ permultar sus me-
dios; 3o invertir sus extremos y medws, sin que estos tér-
mmos dejen de formar una proporcion.

a _ °
Sea I? proporcién T=d
Podemos escribir :
d_¢c a_b e __a b _d
b T a c _d’> d7 b’ a ¢’

pues siempre tenemos los dos productos iguales ad = be.

De la comparacion de esta ultima forma con las razones

o c . . .
dadas = d’%e infiere que se pueden invertir dos razo-

nes tguales, y resultan razones también iguales.
65. Cuando se tienen dos razones iguales, & cada antece-

denle se le puede ariadir su consecuente, 6 restarlo de él,
y resultan todavia razones iguales.

En efeclo, si tenemos % = f_t’ anadiendo 1 & ambos
miembros 6 restindolo de ellos, resultara :

+1 :j:i

II

i
b —
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6 séa, reduciendo cada miembro 4 quebrado :
atb __ ctd

b — 4

Luego...

66. Cuando se multiplican ¢ dividen dos razones iguales
respectivamente por otras dos razones iguales, resultan dos
razones también iguales.

a c m r
1o Sean T=T Y =T
Llamemos ¢ al valor de cada Ugg de las razones iguales
n Y ” . lendremos :
n s’ t.

m r o
—n-::—?—q. . . (1)

Muitipliquemos por g cada iina de las razones iguales -%

c . -
Y 3 los productos serin todavia iguales :

a c
b—><q=7i><q.

En vez de g pongamos su valor (1), y resultara :

a m ¢ r
DR i Salry
a_° m_r

20 Sean =3 Y w=%

En vez de multiplicar por ¢, dividamos por esta misma
letra ; y resultara :

Luego...

67. Cuando se tienen varias razones iguales, la suma
6 la diferencia de los antecedentes ¥ la suma 6 la diferen-
cia de los consecuentes forman otra razén igual @ cadu tna
de las primeras. oy '
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.oa m . .
En efecto, si F=a =" ¥ suponiendo igual 4 ¢
el valor de cada tina de estas razones, tendremos :
a __ c __ - m
P g=G =9

de donde a=bg, ‘

. c=dqr
m=nq.

Sumemos ordenadamente estas tres igualdades :
atctm=>bq@dg+ng=q (b+d-+mn).
Dividamos ambos miembros por b 4 d 4 n; resultard :
atet+m __a_c__m
Pfdfn 1T =aT 50
Si, en vez de sumar ordenadamente las tres igualdades,

hubiésemos restado las dos tltimas de la primera, habria
resultado :

a—ec—m _ _a__¢c__m
_ bT—d—n " ITFTIT5 W
Luego...
68. Cuando dos razones son iguales, la suma de los
antecedentes dividida por la suma de los consecuentes es

igual 6 la diferencia de los antecedentes dividida por la
diferencia de los entes.

. a c
Si T = a’
tendremos (ne 67) :
atc __a a—c __a
PFdTD Y P=a= 7

Y por lo tanto -ba—j_;ﬁ- = ba——jf—.

Luego...
APLICACIONES .

69. 1o Simplificar =220
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Saquemos b como factor comun :
b(b — 2a)
b—2a °
Dividamos ambos términos por b —2a, y resultari b
por respuesta.
3p3 — 3a3)h3
20 Simplificar %’izfg?";—bbr .
En el numerador saquemos como factor comin 3a®?, y
3ab® en el denominador

3a%b%(2a —1
3ab%(a* —3)

Suprimiendo en ambos términos el factor comun 3al?,

resultara ;
a(2a —1)
a*—3 °
.. at—1
30 Simplificar WFT”
El numerador puede escribirse (a-+41)(a—1), y el
denominador 2a +1). °
Entonces se tiene : i—';(i)ff_‘—';—!)-
Dividiendo ambos términos por a1, resulta:
a—1
2
do Simplificar 2= f(’a‘,"_“z(,‘)’ —3)

Primero hay que suprimir el paréntesis del numerador
y juntar los términos positivos asi como los negativos.

a® 4 a’z — ax? — 3.
Coloquemos los dos ultimos términos entre paréntesis pre-
cedido del signo — :
a® 4 a¥*c — (ax? -+ x°) .
Saquemos a2 como factor comtin en los dos primeros tér-
minos, y x? en los dos ultimos :

a*(a + x) — x*(a 4 ).
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Sacando ¢omo factor comun a 4z, tendremos :

(a + x)(a? — x?
4(a* — x3)

Dividamos ambos términos por a® —a®; y resultara :

a

T
it
50 Demostrar que lodo niinero impar que sea cuadrado
perfecto, disminuido de la unidad, es divisible por 8.
Antes de principiar esta demostracién, tengamos pre-
" sente :

10 Que todo numero impar, cuadrado perfecto, es el
cuadrado de un numero impar, y que reciprocamente, el
cuadrado de todo niimero impar es un nimero impar ;

20 Que un nimero par se rcpresenta por 2n; pues, cual-
quicra que sea cl valor de 2, que se supone entero, 2n sera
siempre multiplo de 2;

30 Que un nimero impar se representa par 2n -1,
siendo entero el mimera. n.
Sea N un numero impar; tenemos :
N=2n+-1.
Su cuadrado, también impar, sera (no 34) :
N'=4nm?+ 4n 1.
Restemos 1 de cada miembro, y saquemos 4n como factor
comun en el segundo : .
N2 —1 =4n(n+1).
n es par 6 impar. Si n es par, 4n sera igual 2 8, 6 4 un

muiltiplo de 8, y por lo tanto, el mismo producto 4n(n 1)
scra divisible por 8.

Si n es impar, n 4 1 sera par, y el producto 4n(n 1)
serd divisible por 8.
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- PARTE PRIMERA

Ejercicios de aplicacion.

Hallar el valor numérico de las cantidades siguientes :

1. a*—2b+ b si a=4, b=2.

2. a3+ 3a2b + Bab? 4+ b3 si a=5 b—4.

8. ad—3a% 4 3ab? — b3 si a=9, b=1.

4. 9a? 4 30ab + 25b° si a=38, b=1

5. 3a% —3ab4 560 - si a=8, b=6.

6. Sazbic —3abic? + a2be si_a=6, b=1, c=2
7. 12092 + hathd — P8 s a:-;—,b=2.‘

8. 6a’b’—5a’b’+a‘b' si-a=5, b==2.°

9. 4ad —3a% 4 bt — b3 si a=3, b—=—a9.

10. a* -+ 4a% + 6a%bt + dabd+ bt si a=4, b—1.

11. 643 —10a2b + 8b? sia=7, b=

12. 4a‘b —3ab? + 6atb? ~ s a=3, b=,

13. (a4 b)(a—b)—(a? — b9) si a=10,b=5

14, (a+3b—4o)(2a—3b+4o) si a=5, b4, o=,
15. (a+0)*—(a—b)*—ab si a=5, b=—4.
16. @+b)—(@—bP+a2—b3 s a=6, b3,

17. 5“;"3-—5“;-‘”+—m- sioa=2, b=3.

18. .lj‘l‘.gi.,.i‘;%‘__ M s a=8, b=6.

19. 3 (a1+ b2 +Vab) o a=27, b=8, h=10,

20. Vpp—a)P—06)p—0) sl a=35b=28c= p=42 -
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Sumar los polinomios siguientes , ejecutar la
reducciin de los términos semejantes y hallar el valor numeérico,
si a—4, b=3, c=1.

21. 3a3b? 4 2a%b3, a?b3 — 5a3de.

22, da2 + 963 4-12ab, 9a?—12abd + 403,

23. 4a2b + 3ab? — b3, 2b3—4a2b — dabd

24. a’b—ab?, a2 —bs, at—al,’

25. 3a%b —5ab?, 3ab®—D5ath, 8ab?.

26. @%b —ab?, ab 4 23— b5, —adds, o
27. a*—4ab, 4bc+ 9a?—6ad, 12be.

28. 3atb’ —4a'bf, —5a3b, a'h’ 4 2a3iA,

29. fait+ %a’b’, Bawt + B ams, — —aw,

30. %a’ - %—a'b, %a’ —a%, abt

7,

Efectuar las operaciones indi 4 continuacién s

31. 1o De b2+ a? restar b2 —%ab — at.

2 De a?+ b+ 2ab » a? — b2 4 2ab,
$ De 3a2b -5ab?— b3 » 2a%b + ad® -+ b3,

22. v De 8a*+ 2a2b — Gab? »  8a? —Ga®—2abs,
2 De 40%b + 3ab?— b3 »  3ab—3ab? 4 203,
8 De 15a‘—7a’b 4 6a2bs »  12a¢—38ab —9abt,
4 De 6a®— 8a‘h —3a3bt »  8atd—0Gabt— a’,

83. Dados los polinomios ;
P —=4a? —5a2 + 703, .
P = 203 + 11a% — 883,
P = 4ad + 5a3b — 803,
calctilese : foP—P; 20P4pP -1,



CALCULO ALGEBRAICO

384%4. Dados los [;oliliomios H
P =05a? — 3ab + b? — 3ac + 2bc + o,
P = 2a? 4 5ab — 3b2 + 2ac — 4bc + 3e?,

calculese :

35.

calculese :

36.

37. -

38.
39.
40.
41.
42,
48.
44.

45.

46.
47.
48.

49.

P =

45

2 — Tab 4 502 — dac — 5bc + c2,

P =247 4 9ab — 8% + 3ac + 8be + 201,
(P + P)— (P 4 D).

Dados los polinomios :

.

P =6at — 3ab + 2b* — Sac + 6bc — 22,

P —=a—ab + b2 + ac — be — ¢c2,

P’ =2%a? 4 3ab — 2% — 3ac — 4bc — 5¢?
P —=3at — 6ab + 30— 4ac + 10bc + 4ct,

P — (P + P 4 P,

a3 — b3 — (a3 + b3 — 3a2b) — (b3 + ab).

at + b? + 2ab— (a? — 2ab + b%) — (a? — b3), -

—(p—a)+2p—(p—b)+2p—~(p—c).
a—[b—(c—ad)].
(5a? — 3az + %) — [4a? + 5ax — (3a* — Taz + Sat)] — Ta.
Multiplicar a+b+¢ '

»

a—b—c¢

a—b+ec
2ab — 3b*

2a%b + 3ab? + b?

a‘ — a*b —a?b?
4a? + 3ab — b2

a? — 2adb + 3b2

@’ 4 atd + ab? + b?

por
por
por
por
por
por
por
por

por

a+b—ec.
a+b+e.
a—b—ec.

2ab 4- 302,
5a2b — b3,

a -+ b.

2a — b.

2 3at + ad + 502,

a—b.
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50. K al? — a?'b +ab?— b por a4+ b.
51. @+ bp—(a— b2,

52, (3a -~ 2b)2 + (3a + 2b)2.

53. . (8a —2b —1)t— (3a — 2b 4 1),
54. (50— 3b +1)? — 252 — (3b — 1)2.
55. (a+ b)(a -+ b)2— (@ — b)(a — b)e.

56. Dividir 4a‘b — 6a’b?— 8a2b3 + 2abs por 2ab.

57. » 9a“;: —12a40? + 3a%b? — 6a2* por 3a2b.

58. » 6as — 5asd + ab? por 2a2—.ab.

59. " 15a¢ — Ta*b — 6a2b? + Tab® — 3b4 por 3a2—-%ab + b2
60. » 6a® —5a%d — 9a’b? 4 12ab3 — Tabs -} 3bs

por 2a2+4 ab—3b2,

Hallar, sin efectuar las operac%nes, el resto de las
divisiones siguientes :

61. (@®—1):(a—1).
62. (x5 +1) : (@—1).
63. (@® + %) : (@ — b).
64. (@ +07) : (a+b).

Escribir, sin efectuar las operaciones, el cociente de
las divisiones siguientes :

G5. (@t —1) : (xz—1).

66. (@ — %) : (a + b).
" 67. @+ 2% : (a + )

68. @ +a%): (x—a).



69.
70.

".

72.
73.
74.
75.

76.
77.
78.
79.
80.
81.

82.
83.
84.

85.

i
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Descomponer en sus factores las expresiones
siguientes :

-9,
o2 4 2ax + x*.
, _g:; —pt.
a?— b3,
at—1,

ad + a2 —4a —4.
x84 23—~ 2,
“
Simplificar las expresiones siguientes :
3a2b? — ab?
2a%% + 4a3b *

25a'b —15a%b? - 10a2b?
Ba’h? — Eah? °

azht — b

s

343 — 6a2b + 3ab?
~6a®—6ab °

. 2a% 4 2ab
Yor + hatb 1 %alv

(@+b)2—(a—bp
azb — ab? o
(a—1){a+1)?
a’—a ¢

a?—1

o

(a+ b[:— 4ab .

1 1
=1 a1 T
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Efectuar las operaciones indicadas y simplificar
86. trgrdi .
at+b , a—b
87. “—ttayb
1 1 2r
8s. T—=z Tz ~T=—2**
89 15x — 30 :
: % 55 10

920. z—1) x“’w—"'_’%a‘ﬂ.

(:lr:+}/)_z
9:1' =y X — y
R [ 2 _ By
92. o x'—g-“m_

93. — Demostrar que la suma de dos niimeros impares con-
seculivos es siempre divisible por 4.

94. — Demostrar que nunca es divisible por 4 la suna de dos
niameros pares conseculivos.

95. — Manifestar que la suma de tres nimeros |mpares con-
secutivos es siempre divisible por 3.

96. — Demostrar que la suma de tres nimeros pares con-
seculivos es siempre divisible por 6.

97. — Busquese un numero entero menor que 100, y tal qne
la suma de su cuarta y quinta parle sea un cuadrado.

98. — Busquese un nimero cntero menor que 1000, y tal que
anadido 4 su séplima parte, Ja suma resulte un cube.

99. — Probar que no se altera la éxpresién Mg%# ,
sean cuales fueren los valores de las letras @ y 0.

100. — L! producto de dos nimeros pares consecutivos es un
cuadrado impar, si se le anade 1.

101. — El praducto de dos numeros impares consecutivos es
un cuadrado par, si se ie anade 1.



. CALCULO ALGEBRAICO ) 49

102. — Un numero se halla formado por dos cifras significa-
tivas pares ; se invierte este niimero y se lo resta del nimero
primitivo. § En qué caso resultard la diferencia un cuadrado ?

103. — La suma de dos nimeros, mas 6 menos su diferencia,
es un cuadrado cuando uno de ellos es el producto de 2 por
un cuadrado. :

10%. — Un nimero consta de tres cifras ; demostrar que, si se
.invierte e] orden de las cifras, nunca es un cuadrado la diferen-
cia de los dos numeros.

105. — Un namero consta de tres cifras consecutivas; demos-
trar que, si se invierte, la diferencia entre los dos nimecros es
siempre una misma, cualesquiera que sean las cifras que forman
el primer numero, con al que sean conseculivas ; calcular esta
diferencia.
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PARTE SEGUNDA

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

§ I. — Definiciones.

70. Igualdad, identidad. — Llimase igualdad la
expresion de dos’cantidades que tienen un mismo valor.

EsempLO : 8=5+43.

Identidad es una igualdad independiente del valor que se
da 4 las letras.

Asi m-4n=m-4n
y " et —bi=(a+ b){a—b)
son identidades, pues, cualquiera que sea el valor numé-
rico de las letras, la igualdad se verifica siempre.

71. Ecuacién. — Ecuacién es una igualdad que con-
ticne una 6 mas letras que representan cantidades desco-
nocidas 6 incdgnitas. Esta igualdad no se verifica sino con
algunos valores de las incognitas.

Las igualdades 3z 4-12=>5x — 8§,
y¥+5 =6y—3, }
en las cuales x, y representan cantidades desconocidas, son

ecuaciones ; la primera se verifica con sélo un valor, z =10,
Y la segunda con dos valores, y—4, y=2.

72 Una ecuacion es literal cuando las cantidades” cono-
cidas estin representadas por letras, y numeérica cuando
las mismas cantidades van representadas por nimeros.
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De las dos ecuaciones
5248 =T,
i ax — ab= bz, _
la primera es numérica, y la segunda literal.

Una ecuacion es de una, dos, tres, etc., incognitas seg.in
encierre una, dos, tres, etc., letras, cada vina de las cuales

representa una cantidad desconocida. .

El grado de una ecuacién se determina por la mayor
suma de los cxponentes de las incognitas en un mismo tér-
mino. ’ .

Las ecuaciones z+y=15,
a? — b =x*—abd,
ab? — ax? = xy?

son, la primera de 4er grado con dos incognitas, la
siguiente de scgundo grado con una incognita, la ultima de
tercer grado con dos incognitas.

73. Resolver una ecuacién es buscar para las incognitas
los valores que hacen idénticos sus dos miembros; estos
valores son las raices 6 soluciones de la ecuacion. »

Dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas
soluciones. .

74. Sistema de ecuaciones. — Llimase sistema de
ecuaciones el conjunto de dos 6 mis ecuaciones que se veri-
fican por los mismos valores de sus incognitas.

Las ecuaciones que entran en un mismo sistema se llaman
simultdneas. '

PRINCIPIOS GENERALES RELATIVOS A LAS ECUACIONES.

75. Claro estd que si sobre dos cantidades iguales se eje-
cuta una misma operacion, los resultados quedaran iguales.

Aplicando este axioma & la resolucién de una ecuacion,
podemos formular los dos principios siguientes :

Primer principio. — Sin allerar lus soluciones de una
i6n, se puede afiadir 6 quitar una misma cantidad
@ sus dos miembros,
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Segundo principio. — Sin alterar las soluciones de
una ecuacion, se pueden multiplicar 6 dividir sus dos miem-
bros por una cantidad ﬁmta (*) que no contenga incégnita
alguna.

76. Del primer principio resulta quc para lransponer un
término de un miembro & 6tro, basta suprimirlo en el
miembro en’ que estd y escribirlo en el 6tro con signo con-

trario.
ra

Sca la ccuacién  Sr—4==2 -|— 12.

Para transponer el térmiro — 4 del primer micmbro al
scgundo , agreguemos 4 4 ambos miembros, y resultara :

S50 —4+4h=x+12 44,
6 sea Se=a 12+ 4.

A veces se transponen al primer miembro todos los térmi-
nos de una ecuacion ; entonces el segundo es cero.

La ccuacién anterior pucde escribirse :
5 —x — 12 4=0.
"77. Del segundo principio lesulta que, para quitar los
denominadores de una ecuacion, basta multiplicar sus dos

micmbros por el producto de lodos los denominadores 6 por
el minimo comun mitiplo de los mismos.

. "3 _ 4
.Sea la ecuat_:nbn 5 = 7 =5

Reduzcamos sus términos 4 un mismo denominador ;
3r=<5 Tx=<2x5 _ 4rx<?2
2><5 2>x5 T 2x5°
Quitemos el denominador comiin, multiplicando cada tér-
mino por 2><5 , y resullari:
15z — 70 =8,

ecuacion sin denominadores y equivalente 4 la primera.

78. Notas. — I. — En la prictica no se suele escribir el
denominador comiin; basta multiplicar el numerador de

; Dicese que una cantidad es finita cuando no es nula ni infinita.

RN
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cada termmo por el producto de los denomm'ldores de los
demis términos.

79. — II. — Pueden mudarse los signos de todos los tér-
minos de una ecuacion, pues es como 8i se mulliplicaran
por — 1 ambos miembros.

La ecuacién 3x — 4=60— 5z puede escribirse :
— 32+ 4=—6045x.

80. — III. — Cuando se multiplican los dos micmbros de
Bna ccuacion por una cantidad que contenga la incognita,
la nueva ecuacién sucle admitir una 6 varias soluciones que
no convicnen i la primera.

Sea la ecuacion 3rx—=45 6 3x— 45=0, cuya solu-
cion z=15. -

Al mulhpllcar sus dos miembros por & —4, resultala
ecuacion siguiente :

(z — 4) (32— 45) =0,

la cual, 4 mis de la raiz de la primera, admite la solucion
x=4; puespara =14 el primer factor es igual & cero,
yel producto de 3z —45 por cero es nulo.

Asimismo si se dividieran los dos miembros de una ecua-
cién por una cantidad que contengu 4 la incognita, podrian
suprimirse varias soluciones.

Luego, cuando se multiplican los dos micmbros de una
ecuacion por una cantidad que contenga a la incognita, se
introducen raices extranad que no se deben admitir, para
conservar sélo las que verifican la ecuacién primitiva

Esta nota es importantisima.

§ I1. — Resoluciéon de nna ecuacién de primer
grado con una incoégnita.

81. 10 Resuédlvase la ecuaciéon numérica

3x—8 __ _5_+1



54 KLGEBRA

Quitemos los denominadores (no 77); tendremos :
15 (x — 8) = 2= 4 10;
efectuando la multiplicacién indicada, resultars ¢
152 — 120 = 2z - 10;

trasladando los términos desconocidos al primer miembro
y los conocidos al segundo, tendremos :

152 — 2¢ =10 4 120;
reduciendo los términos semejantes :

132 =130, .
_ 130 _ .
de donde T= = 10.

La solucién buscada es 10; este valor sustituido hace
iguales los dos miembros de la  ecuacion propuesta.

82, Resuclvase la ecuacion literal

z+a—b _ b—=x
b T a+b"
Quitemos los denominadores, y resultara :
@+d@+a—b)=00}—=),

6sea axr+ a?— ab-+ bz ab— b?= b2 — bx;

reduzcamos los términos semejantes y traslademos :

ax 4 2bx = 2b% — a?;
saquemos x como factor comun : -

xz(a 4 2b) =2b% — a?; '
dividamos ambos miembros por .a + 2b, coeliciente de x:
| z— 202 — q?

2 Fa
83. Regla. — De estos ejemplos se infiere que para

resolver una ecuacion de primer grado con una incognita :

10 Se quitan los denominadores y los parénlesis, si los
hay; 20 se trasladan al primer miembro todos los términos
desconocidos y al segundo los conocidos ; 30 se reducen los
términos semejantes; 4o se saca como factor comun la incig-
nita, st la ecuacion es literal; 50 se dividen ambos miem-
bros por el coeficiente de la incognita.
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§ III. — Discusion de la ecuacion general
de primer grado
con una inedgnita. — Simbolos.

84%. Una ecuacion de primer grado siempre puede redu-
cirse & la forma

ar=~>b, de donde z= -Z-,

en que las letras a y b representan valores conocidos, posi-
tivos 6 negativos, 6 aun nulos.

Esta formula = % es la que vamos & discutir.

Discusion. — 1° Si a no es nulo, siempre .resulta
para x un vdlor positivo, negativo 6 nulo que verifica la

” , b
ecuacion ax=b 6 == =z

Este valor serd positivo si by a ticnen un mismo signo,
negativo si b y a tienen signo contrario, y nulo si b=0.

208i a=0, resulta z= % . Entonces la ecuacion se

convierte en .
O<x=0»b,

pero no hay valor finito de  que, multiplicado por cero, dé
un producto distinto de cero; por lo tanto no podra verifi-
carse la ecuacion.

Lucgo, -5 es el simbolo de la imposibilidad.
30 Si se tiene & un mismo tiempo a=0 y b0=0, re-
sulta z= %, pues la ecuacion se convierte en

O0><z=0,

pero todo valor finito de &, multiplicado por 0, da 0; por lo
tanto, la ecuacion queda verificada, sea cual fucre el valor
de x.

-

Lucgo -g- es el simbolo de la indeterminacion. - '
{ e

I N
\‘?}'}-.
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85. Notas. — I. — Laexpresion % se representa por c.

simbolo oc, llamado el infinito. Podemos darnos cuenta de
este vocablo notando que una cantidad finita, dividida suce-
sivamente por cantidades mis y més pequefias, que se aproxi-
man i cero, da por cociente cantidades mids y més grandes
que sc aproximan al infinito.

El simbolo oc ha de ser precedido del signo -4 6 —,
segin la misma cantidad b es positiva 6 negativa (no 21).

86. — II. — No siempre —g— es el simbolo de una indeter-

minacién absoluta, pues puede suceder que una expresion
fraccionaria tome csta forma para ciertos valores de la incig-
nita y no para otros, por hiber en ¢l numerador y deno-
minador un factor comin que se hace igual & O para los
valores de que se trata. Suprimicndo este factor, desaparece
‘a’indeterminacion.

EsEnpLOS. 10 Sca el quebrado
= =8
*= =6

que sc convierte en = % 8i y=2.

Pero este quebrado puede escribirse asi :

_ A(y—2
T= g9

Suprimiendo ¢l factor y—2, comin al numerador v
denominador, resulta :

20 Sea el quebrado

que se convierte en y = %—, si x=3.

Este quebrado puede escribirse en la forma de

= 3@=3)
T @=9y
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Suprimiendo el factor &£ —3, comin a los dos térmi-
nos, resulta :

3
V=z=3"

El valor de y es infinito si x =3, pues se tiene :

3
¥y=79-

§ IV. — Resolucién de dos ecuaclones de
1er grado con dos incégritas.

87. Cuando se presentan varias ecuaciones simultineas,
generalmente se pueden sumar 6 restar ordenadamente, y
resulta otra ecuacién simultinea que permite eliminar una
incognita.

Para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos in-
cégnitas, hay que eliminar una de las incognitas, esto es,
deducir de ambas ecuaciones 6tra que no contenga i dicha
incognita, y resolverla como ueda dicho.

Varios son los métodos de eliminacién, pero debemos
advertir que la forma particular de las ecuaciones que hayan .
de resolverse-es la que determinara el que convenga emplear.

4o ELIMINACION POR SUSTITUCION.

88. Este método consiste en despejar en tna de las ecua-
ciones la incégnita que se quiere eliminar, y en sustituir
sv Walor en la 4tra, como lo manifiestan los ejemplos
siguientes :.

. EieMpLOS.

10 Sea de eliminar x en las dos ecuaciones
3+ y=15, )
Sr—4y=8. . @)
La ecuacién (1) da 3 '

_ e=15L ®
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Sustituyamos este valor en la ecuacion (2) :

15—y\ _ .,

5(=5L ) —ay=8.

Resolviendo esta ecuacion, hallaremos sucesivamente :
75 — Sy — 12y = 24,

—17y=-—"51,
de donde y=3.
Si en la ecuacién (3) sustituimos este valor, resultard:
r= 153— 3 4 sead. .

Por lo tanto, los valores de las incégnitas son z = 4, y =3.

20 Apliquemos este método & la resolucion del sistema
literal siguiente :

x—y=d, )
X
v=7 @
Despejemos la x en la ecuacion (1), .
z=d-}y. @)

Sustituyamos este valor en la ecuacién (2) :

d

= 7:;” =q, 6sea dty=gqy.
Resolviendo esta ecuacion, resulta :
’ y—y =d,
yg—1)=ad, ’

—_94
y= g—1"

Sustituyamos este valor en la ecuacion (3):

d
g—1"

Reduzcamos & un mismo denominador los dos términos
del segundo miembro :
— dg—d+d
= ¢—1 ,

r=d+4

dgq

x 6 sea z:—q_»i.
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Por lo tanto, los valores de las incognitas serén :

dg

— __d
=q=1 y—q—1°

-Nota. — Se usa ventajosamente el método por sustitu-
cion, cuando de*tina de las ecuaciones se saca con facilidad
el valor de la incognita que se ha de climinar, mientras la
. otra ecuacién es complicada.

20 ELIMINACION POR COMPARACION.

89. Este método, llamado también de igualacién, consiste
en despejar una misma incognita en ambas ecuaciones y cn
igualar sus valores.

EsempLOS.

1° Resuélvase el sistema de dos ecuaciones :

bz —y=—5, )
Sy + 8¢ =32. 2y
Despejemos la x eh cada ecuacién:
—5
o= =544, @

e= B 0,

Por ser el valor de x igual en las dos ecuaciones (3) y (4),
. —54y _ 32—5y
resulta : 7 = g .

Esta ecuacion, resuelta por el procedimiento ordinario, da :
y=~6.

Sustituyendo este valor en tna de las ecuaciones (3) y (4),
tendremos :

1
= T .
Por lo tanto, los valores de las incognitas seran :

1
= T, y=6.
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20 Apliqucmbs este mélodo & la resolucion del sistema
literal siguiente :

—y=a, )
x
W =m. (2)
Despejemos la = en cada ccuacién:

T= ‘E%-lr . @

& =2my. ()
igualando estos valores, tendremos sucesivamcnte :

2my= a

y
2 1
dmy=a-+y,
dmy —y—a,
y@m—1)=a,

de dounde y= 'ﬁuaT{' .

Sustiluyamos este valor en la ecuacion (4) :

_ a _ 2am
=M T = BT

3¢ Resuédlvase el sistema siguiente :

4r—3y=15, . )

5y + 4z = 39. o
Podemos sacar el valor de 4x en las dos ecuaciones :

4z =154 3y, @

4 — 39 — 5y. : 4)

Igualemos estos valores :
15+ 3y =39 — 5y,
8y =24,
de donde y=3.
Sustituyendo este valor en la ecuacién (3), resultara :
4 =154 9=24,

de donde L e= %4 =6.

~
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8° ELIMINACION POR REDUCCION,
LLAMADA TAMBIEN ELIMINACION POR ADICION O SUSTRACCION

¥0. Este método consiste en igualar el coeficicnte de .una
misma incégnita en las dos ecuaciones ; en seguida :

10 Si la incognita clogida tiene signos contrarios en los dos
términos que la encierran, se suman ordenadamcnlc las dos
ecuaciones ;

20 Si la incognita tiene signos semejantes, se resta la una
ecuacion de la étra. De estc modo resulta una sola ecuacion
con una incégnita, que se rcsuelve por el procedimiento
ordinario.

EJeEmpLOS.

1° Resuélvase el sistema de las dos ecuaciones : .
S5z — y=35, 1)
3y — 2 =11. 2
Para eliminar la z, multipliguemos por 2 los dos miembros

dela primera ecuacién y por 5 los de la segunda ; estas ecua-
ciones se transformarin cn las siguicntes :

10z — 2y =10,
15y — 10z =55.
Teniendo signos contrarios los términos que encierran la
z, sumemos ordenadamente :
'13y =65,
de donde y=>5.

Sustituyendo este valor en ina de las ecuaciones My ©®,
resultard :

50— 5= 5, dedonde xx=2,

6 15—2x=11, de donde x=2.
‘Nota. — Este método es mas rapido que los precedentes
cuando una incégnita ticne igual cocficicnte cn ambas ecua-

ciones, 6 cuando con sélo una operacion sc lo puede igualar;
adcmas tiene la ventaja de no introducir denominadores.
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20 Sean, por ejemplo, las ecuaciones :

S5z — 4y = 30,
8y 4 5z =90.
Restando la primera de la segunda , resulta :
. 12y =60,
de donde | y=>5.
Este valor, sustituido enla primera ecuacién, da :
x=10
30 Sean las ecuaciones :
6z — 5y =38, )
- Ty — 2 =8. 2

Al multiplicar-por 3 los dos miembros de la segunda, se
convierte en

Uy —6e=2%. - ®3)
Sumemos las ecuaciones (1) y (3) ; tenemos
16y = 32,
de donde y=2,
y, por lo tanto, x=3.

4o Apliquemos este mélodo & la resolucion del sistema
siguiente :

2 +y=s,
2 —y=d.
Sumemos las dos ecuaciones :
dr=1s+4d,
de donde r= "L' d .
Restemos la segunda de la primera :
=s—d,
s—d

de donde : yv=-—q—:

-~
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§ V. — Resolucion de cualquier numero
de ecuaciones de 1¢r grado.

91. Para resolver tres ecuaciones con tres incognitas, se
despeja una incognita en dna de las ecuaciones y se sustituye
su valor en las 6tras dos. Asi resultan dos ecuaciones con dos
incognitas que se resuelven por los procedimientos ordinarios.

También puede despejarse una misma incognita en las tres
ecuaciones é igualar sus valores de dos en dos.

De un modo anilogo hay que proceder para resolver cuatro,
cinco, etc., ecuaciones, con cuatro, cinco, etc., incognitas.

En la resolucién de tres, cuatro, etc., ecuaciones con tres,
cuatro, etc., incégnitas, pueden utilizarse indistintamente
los varios métodos que acabamos de estudiar.

EseMpLoS.

10 Sea el sistema de tres ecuaciones :

Sx—y+42:=29, )
Jy—ax+4 z=15, . V)
e+ 2—z2=—2. ®

Despejemos la x en una de las ecuaciones, en la segunda
por ejemplo, donde esta incognita tiene — 1 por coeficiente.
Se tendra :

@=—1543y +2. o

Sustituyendo este valor en las otras dos ecuaciones, resul-
tara el sistema :

5(—154+3y+z2)—y+2e=2,
3(—15+3y+2)+2—z2=—2.
Simplifiquemos estas ecuaciones :
14y 47 =171,
11y 42z =43.
Resolviéndolas por medio- de tino de los procedimientos
conocidos, tendremos :
y=3, 1=>5

¢ . .
W: !
- o

R T _"
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Estos valo'es sustituidos en una de las ecuaclones (1) @)
0 (3) 6 mas sencillamente en (4), dan : -

x=—1.

‘90 Sea el sistema de tres ecuaciones :

2z 4 3y + 42 =20, )
8w+ 22+ 4y =11, @
b + 3z 12y =11. @3

Despejemos la x en las tres ecuaciones :
o 20 — 323 — 4z

A1 —2—4y

= 3 ’

17 —3z—2y
—_—

Igualemos el primero de estos valores con el segundo y
con el tercero :

0—3y—4 _ 17—% —4y
?

b =

P 3
20—3y—4z _ 17T—32—+2
2 - 4 *
Simplifiquemos estas ecuaciones :
y+ 8:=26,
8y + 10z = 46.

Resolviendo este sistema por medio de tino de los métodos
conocidos, resultard :

y=2; z=38.
Sustituyendo estos valores en tina de las ecuaciones (1), (2)
6 (3), se ticne :
z=1. |,
92. Artificios de cilculo. — Siempre que se ha de

resolver un sistema de ecuaciones de primer grado con
varias incognitas, se pueden pasar por alto las reglas de
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eliminacién para conseguir con, mayor rapidez el resultado
que se busca. Para’cllo, se suelen emplear varios artificios
de célculo que consisten : ora en la conveniente eleccion de
las incdgnitas que se deben eliminar, ora en la combinacién
de varias ecuaciones entre si, ora en otros medios que sélo
una larga practica puede ensefar.

Hé aqui algunos ejemplos de estas simplificaciones.

10 Sea de resolver el sistema siguiente :
x —y =230,

z __ Y
0 T30

Por ser la segunda ecuacién compuesta de dos razones
iguales, restemos los numeradores entre si y los denomina
dores también entre si; la razén resultante serd igual & cada
dna de las primeras (no 67) :

_;"l__ d y
%0 T30

pero ¢ —y =230,
luego —?%:%:%.

Igualando la primera razén con cada tina de. las dtras
dos, tendremos : :

=120, y=90.
20 Sea de resolver las ecuaciones bsiguienla :
z+y=12,
x4z =14,
y+ z=16.
Sumemos las tres ecuaciones, ordenadamente:
2 4 2y - 22 =492,
6 sea x4+ y+ =2

De esta ultima ecuacién, restemos succsivamente cada
una de las tres primeras, y resultara :

:=9, y=17, x=>5.

ALGEBRA 4T8, 3
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J dea de resolver el sistema siguiente :
x4y =a, )
at— gt = b2, ©

La segunda ecuacién puede ponerse (ne 34, 30) en la forma
siguiente :

@+y) @—y)="b @3
Dividamos ordenadamente las ecuaciones (3) y (1) :

ety E—y b
x4y a’

Suprimiendo el factor -}y, comun al numerador y
denominador del primer miembro, tendremos :

T—y= —I;-’- . 4
Sumemos las ecuaciones (1) y (4) : _
Ww=a+ - v_ath.
de donde = “’;‘; L
Restemos la ecuacion (4) de la ecuacion (1) ¢
2y=a— bT: s = b ;
dedonde = y= @ 2:)1.

§ VI. — Problemas de 1er grado.

93. La resoluciéon de todo problema algebraico exige dos
operaciones : 10 plantear el problema, 6 sea expresar las con-
diciones del mismo, por medio de una 6 més ecuaciones;
20 resolver la ecuacion 0 las ecuaciones que resultan.

Un problema es determinado cuando, segin los datos,
admite tanlas ecuaciones diferentes como incognitas con-
tiene; € indeterminado ep el caso contrario.
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94%. Planteo de los problemas. — No existe una
regla general que facilite el hallar inmediatemente la ccua-
cion 6 las ecuaciones que corresponden 4 los datos, de un
problema.

* Pero, en la mayor parte de los casos, puede adoptarse el
procedimiento siguiente : suponer hallada la respuesta, é
indicar, por medio de signos algebraicos, las operacioncs
que se han de efectuar para comprobar la exactitud del resul-
tado.

ProBLEMA 1. § Cudl es el numero que aumentado con 24
lega & ser cinco veces mayor de lo que era antes?

Sea x este nimero.

Por hipotesis tenemos : x 4 24 = 5z,
0 sea 24 = 4,

de donde r==6.

PROBLEMA II. La suma de las edades de 3 personas es de
85 anos; calcular la edad de cada una, sabiendo que la
edad de la segunda es el doble de la edad de la primera,y
que la tercera tiene 15 atios menos que la segunda.

Representando por x la edad de la primera, la edad de la
segunda serda 2r, y la de la tercera 2x — 15.

La suma de las tres edades es igual 4 85; luego :
z -+ 2 + 2 — 15 = 85,

5x = 85 + 15,
o= 100 _
=1 =

La primera persona tiene 20 aiios, la segunda 40, y la
tercera 40 — 15, 6 sea 25 afios.

ProBLEMA III. Un labrador que tenia 150 pesetas antes
de recibir el precio de T costales de trigo, debe desembolsar
los 3/, de su dinero por el arrendamiento de su casu, en
seguida vende 5 costales mds, y al miso precio gue los pri-
meros; entonces tiene 159 pesetas. ; Cudl es el precio de un
costal de trigo?

Sea x el precio del costal de trigo.
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Después de recibir el precio de 7 cosiales, tendra :
150 4 7z
al aesembolsar los 3/, de su dinero, le quedara
150 + 7z
- 4

Cuando haya vendido los 5 costales :
- 150 + T + 5.

Pero tiene entonces 159 pts., por lo tanto ¢
\ 0L 4 5o 159,
Resolviendo esta ecuacién, tendremos :
120 4 Tz 4 202 = 636,
271z = 636 — 150 = 486,

r= =18

486
27
Precio del costal : 18 pesetas.

PRroBLEMA IV. Dos ]omaleros‘trabajan Juntos; el primero
gana un tercio mas que el segundo. Al cabo de cierto tiempo,
el primero, que ha trabajado 5 dias mds que el segundo,
recibe 1C0 pts., el élro 60. 4 Cudnto gana cada uno de
ellos por dia?

Llamando x lo que gana el segundo, lo que guna el pri-
mero sera: . x4 3 , 0 sea -3—

Llamando y el tiempo durante el cual ha trabaJado el
segundo, tendremos las ecuaciones :

T (y +5) =100,

xy =60, .

De la segunda se deduce que y=—
Este valor, sustituido en la primera, nos.da ¢

(% +5) & =1,

60+oa: br
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Quitemos x, comin al numerador y denominador del pri-
mer miembro :

(604-52) 3 =100,
240 - 20z = 300,

' 300 — 240
r=—"9 =

El segundo gana 3 pesetas, y 4 el primero. El segundo

3.

trabaja % 6 sea 20 dias, y el primero 25 dias.

ProsLEMA V. Dado un tridngulo ABC, 4 & qué distancia
de C, sobre CB, hay que trazar una paralela & la base AC
para que esta paralela resulle igual & la diferencia de lcs
scgmentos EC y BE?

Sea CE=a; hemos de tener : B
DE = EC —BE. ~

Representando BG pora, y AG
por b, tendremos :

BE=a—=x, y DE=ax—(a—2), A

0 sea DE =2 —a. Fig. 1.
De la semejanza de los tridngulos BDE y CBA resulta :
BE __ BC
DE — AC?
0 sea : 9%?_—'2 = -'g— ,
de donde ab — bxr = 2ax — at,

20x -+ bxr = a® 4 ab,
(20 4 b) = a(a + b),

__afa+b
“”-2a—+zl-

ProsLeva VI. Dada la suma s y la diferenciﬁ d'de dos
cantidades, hallar estas cantidades.

1o Con una incégnta. Llamando « 4 la cantidad mayor,
la menor serda x—d, ylasuma z-}x—d; luego :

PE

zt+x—d=1s,
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: ’ _ 3844
de donde L= —gee
La cantidad menor sera :
s4d _s—d
a:—d_.—Q-— =—-

20 Con ‘dos incégnitas. Llamando z & la cantidad mayor,
y 4 la menor, tendremos :

z+ !l.= 8,
ce—y=d.
Sumando ordenadamente :  _.
=—3+4d,
de donde z=12 + d -I- 7 @
Restando la segunda ecuacion de la primera ¢
2y =8—d,
_8s—d __ s d
de donde Yy=—g—=5—3- 2

95. De las formulas (1) y (2) se infiere que cuando se
conocen la suma y la diferencia de dos cantidades, la canti-
dad mayor es igual & la mitad de la suma mds la mitad de
la diferencia de ellas, y la menor & la mitad de la suma
menos la mitad de la diferencia de las mismas.

ProBLEMA VII. Dados los tres lados de.un tridngulo:
a= 14m, b=15m,¢=13m; por un punto de a, trazar
paralelas G los otros dos lados, de modo que la suma de
estas paralelas sea igual & la suma de los dos segmentos
que quedan encima de la paralela & la base b.

Sea CH=wax; tracemos las para-
lelas z, y 4los otros dos lados.

De la semejanza de los triangulos
CHI y CPA, resulta : -

CH HI _ IC
@ = BA T AC?
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6 sea -114- = 1%— = 21;—1. ) (1)
Por hipotesis tenemos también :
Yy+tr=14—a+13—y,
2y tz242=27. (&)

Igualando la primera de las razones de (1) con cada tina
de las otras dos, resultara :
_ 18z _ 210 — 15z
VY=g Y =g |
Sustituyamos estos valores en la ecuacion (2), y resolva-
mos : : -
262 210 — 152
Tt tE=,
26x + 210 — 15 4 142 = 378,
25x =168,
— 168
' T= e = 6m 792,
Entonces a—ax=—14—6,72=17,28,
13z _ 13><6,72

V=" =15 =062
por lo tanto ¢ —y=6,76,

210 — 152 _ 210 —100,8 _ .
y 2= = VA =17,80.

PROBLEMA VIII. Los tres lados de un tridngulo son a, b, c;
trazar una paralela & un lado cualquiera, a por ejemplo,
de modo que el tridngulo que resulte tenga igual perimetro
que el trapecio restante.

Sean AD=x, AE=y, DE =2
. los lados determinados por la pa-

ralela DE. 4
Tenemos : l;
etytr=adodo—atb—y, B z c
6seca x4 y= a_—l—_;)_-_i-_c_ Q) i Fig. 8.
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A causa de la paralela, tenemos también

x [3 '
v - @
De esta ultima ecuacién resulta :
bx '
y="3- e

Sustituyendo este valor en la ecuacién (1) tenemos suce
sivamente : .

x+%:_=a+b [

’

2c:c+2im='c(a+b+c),
2(26 + %) = o{a + b+ o),

x=—§(ml"(“+b";" . @A)

Sustituyamos este valor en la ecuacién (3) :

_bfatbto _ Matbto ®)
%o Wre

Nota. — Cuando el tridngulo es equilatero,
a=b=c,

y las formulas A y B se convierten en
2
T==y=— %, 6 sea %‘L

La ecuacién (1) manifiesta que la suma de los lados z, y
del tridngulo pedido es lgual al semiperimetro del trlangulo
dado.

ProoLEMA IX. Un tio quiere repartir 169550 pts. entre sus
tres sobrinos que tienen respectivamente 15, 13 y 9 afios de
edad; la reparticion debe hacerse de modo que las partes,
aumentadas con los inlereses al 4 °/, al afio, scan iguales
cuando los sobrinos alcancen su mayoria; 4 cudl es la suma
que debe recibir cada uno de ellos ?

Sean x, y, z las partes rcspectivas.

S
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Para el primero, la suma x producira interés durante 6 aiics
Yy se convertira en ’

o AXEXO g A2,
Para el segundo, la suma y producird interés durania
8 afios y se convertiri en .
d<y>=<8 33
v+, b

Para el tercero, la suma 2z producird interés duranie
12 aiios y se convertird en

T 221t - %75£

Entonces las partes serin iguales; luego »
Se =Sk, @
y z -+ y 4 z=169550. 2)

En la ecuacién (1) igualemos la primera razén con cada
una de las 6tras dos :

3 3.1:0 @)

Y=33 ¥ =371
Estos valores sustituidos en la ecuacion (2) dan :
2+ %13“”- + 3;;” = 169550,
12212 4 1147z - 1023z = 169 550 >< 1221,
3391z = 169550 >< 1221,
169550 <1221 __ :
. T= —gogr—— = 61050.
Sustituyamos este valor en las ecuacionces (3) ¢

31 >< 61
y= _><3$@ — 57350,

L — 31><61050
=31

ProBLEMA X. Repartir 25288 pts. entre lres nifios, en par-
tes inversamente proporcionales i sus edades; el primero

= 51150.
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tiene 8 afios y seis meses, el segundo 6 anios y & meses, el
tercero 5 afios y 3 meses.

8 afios y 6 meses, U 8 afios !/, son 122-,

6 afios y 4 meses, 6 6 aiios 1/, son -%q-,

5 afios y 3 meses, 6 5 afios !/, son 341—

Llamando x, y, z, las partes respectivas, tendremos las
razones iguales :

e @
7 19 or

Los quebrados numéricos reducidos & un mismo denomi-
nador se convierten en los siguientes :

798 1071 1292
6783° 6783° 6783 _
Las razones de la serie (A) pueden sustituirse con las
razones iguales :

x z

— _dl—,' — .
98 T 1071 T 1292 ¢
Pero x4 y-42z=25288 y 798 4 1071 4 1292 = 3161.
Luego (n° 67) :

2288 _ x _ y _ 2z
3161 T 798 — 10T T 1292

Igualando la primera razén con cada tina-de las otras tres,
resultara :

= 161 = 6384 pts;
25288 >< 1071

y= 22 = 8568 pts;
2288 >< 1292
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§ VII. — Interpretacion de los valores
negativos que se encuentran
en la resolucion de un problema.

96. La resolucion de un problema conduce 4 veces 4 un
valor negativo; puede decirse ordinariamente en este caso que
hay incompatibilidad entre las condiciones del supuesto,
Y que el problema es imposible.

Sin embargo hay cantidades tales como la duracion, el
espacio, los grados de temperatura, etc., que se pueden con-
tar en dos sentidos, inverso uno de 6tro(no 14); en este caso,
la solucién negativa indica que el valor encontrado por res-
puesta debe tomarse en sentido inverso de aquél en que pri-
mitivamente sc¢ le habia considerado, 4 no ser que la pre-
gunta propuesta no admita una solucién de esta clase.

Sébese, por ejemplo, que el cero de la escala del termé-
metro centigrado corresponde 4 la temperatura del hielo,
y que las divisiones colocadas sobre cero, en la escala,
indican temperaturas superiores, en tanto que las que van
indicadas bajo cero designan temperaturas inferiores. Un
valor negativo de — 60, por ejemplo, encontrado en un pro-
blemu significa que se deben tomar seis divisiones bajo cero
y no sobre cero.

De igual modo, si se trata de la duracion, y la respuesta
de un problema ha sido negativa, de — 14 aiios por ejemplo,
habrd que contar 14 afios antes de la época tomada por
origen en el calculo de la duracion.

El espacio también puede contarse en ambos sentidos;
8i se conviene en considerar como positivas las distancias
que en una linea indefinida, xy por ejemplo, se reco-

L )

T —y

Fig. 4.
rren de tzquierda & derecha, comenzando en un punto O,
tomado por origen, se consideraran como negativas las reco-
rridas de derecha & izquierda contando desde dicho punto.
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97. Preciso cs también recordar que los signos - 6 —

- indican una adicion 6 una sustraccion que debe cfectuarse,
y sélo en sentido lato se llama positiva la ‘cantidad que va
precedida del signo -}, y negativa la precedida del signo —.

Débese, ‘por lo tanto, distinguir en toda cantidad alge-
braica el valor absoluto y el relativo (no 16). Asi, — 4
ticne por valor absoluto.cuatro unidades, y por valor relativo
cuatro unidades que se deben restar; de igual modo 4 m
tiene por valor absoluto m, que puede ser negativo 6 posi-
tivo segun esta letra representc un niimero positivo 6 uno

* negativo; y su valor relativo es m, que se debe afiadir.

A continuaci6én resolvemos algunos problemas que pre-
sentan soluclones negativas.

I Un padre de familia tiene 39 afios de edad, y su
hijo 15; ¢ dentro de cudnto tiempo serd la edad del padre
el triple de la de su hijo ?

Sea z el tiempo pedido; después de x aiios la edad del
padre sera de 394z, y la del hijo de 154 .

Lucgo 3942 =3(15+ =),
89 4z =45+ 3z,
—6=2r,
& =—3 ailos.

La respuesta negativa. -3 manifiesta que el tiempo
pedido no se hallaré en lo venidero, sino en lo pasado. En
efecto, hace tres afios que el padle tenia tres veces la edad
de su huo pues 4 la sazoén, el primero tenia 36 ailos y el
segundo 12.

Modificando el supuesto como lo hacemos & continuacion,
tendremos una solucion positiva :

Un padre tiene 39 arnos y su hijo 15; ¢ cudnto liempo
hace que la edad del primero era el tmple de la dcl
scgundo?

Se tiene : 39 —z=3(15 —x),
de donde & =3 aios.

II. Un aljibe estd prowsto de tres llaves; la primera lo
llenaria en 8 horas, la segunda en 12 horas, pero la tercera
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lo vaciaria en 3 horas. Si se abren d un mismo tiempo las
tres llaves, § cudnlo lardard en llenarse ese aljibe ?

Representemos por x el tiempo pedido y por 1 la capa-
cidad del aljibe.

En 1 hora la primera llave llenaré %— del aljibe.

» segunda » » —}2- ’
e 1
» tercera » vaciard 3 »

Restando el tercer quebrado de la suma de los 6tros dos,
~ resultard : .

F+4w— 5
que representa la cantidad de agua que deberia quedar en el
aljibe al cabo de una hora. Multiplicando por = este resul-
tado, tendremos la ecuacién :

R

6sea B+2—8r=2,
—3r =24,
i r= — 2,;-:—8horas.

Este resultado negativo manifiesta que es imposible el pro-
blema.

En efecto, hay incompatibilidad en las condlclones del

supuesto, pues la suma de los quebrados § + W %

es menor que 1 i 8 . Porlo tarito, no se llenard el
que 3 U oz

aljibe, siendo menor la cantidad de agua dada por las dos
primeras llaves que la que deja vaciar la tercera.

Seria posible el problema, modificando el supuesto en la
siguiente forma :

Un aljibe estd provisto de tres llaves; la primera lo lle-
naria en 8 horas, la scgunda en 12 horas, pero la tercera lo
vaciaria en 3 horas : § cudnto liempo lardard en vaciarse
ese aljibe que se supone estar lleno de agua?
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La ecuacion en este caso seria :

1 1 1
(3-8 1g)e="1,
de donde o = 8 horas.

III. Dos viajeros toman la direccién de la ciudad D : el
primero- que anda 18 km. por hora sale de A ; el scqundo
sale de B d la misma hora y camina 12 km. por hora.
¢ A qué distancia de G se encontrardn, sabiendo que A dista
de B 120 km., y B de G, 2807 -

Llamemos x: esta distancia, y E el punto de encuentro que
supondremos colocado m4s alla de G en el camino de D.

A 120 B 200 ? x E. q

i ey y v

Fig. 5.

El viajero que sale de A caminari :
120 4280 + « km.;
el que sale de B caminara : ‘
280 + = km.
Tiempo empleado por el primer viajero :
12042804 |
18 ’

tiempo empleado por el segundo :
280 4=
12

Siendo iguales estos tiempos, tenemos la ecuacién '
120 4280 + = 280 + =
18 =12

de donde & =—40 km.

Esta respuesta negativa manifiesta que el punto E se hallar
40 km. antes de C.

El supuesto del problema, modificado como se ve & cdn-
tinuacion, dara una solucion positiva.

Dos viajeros toman la direccién de la ciudad D : el pri-
mero que anda 18 km. por hora sale de A; el segundo sale
de B G la misma hora y camina 12 km. por hora. § A qué
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distancia antes de G se encontrardn, sabiendo que A dista
de B120 km., y Bde C, 280 7

La ecuacion sera : -
1204280 —xz _ 280 —=
18 - 12
de donde x—40 km.

98. Nota. — De los ejemplos que anteceden se infiere :
1° Que una solucién negativa manifiesta 4 menudo que la
cantidad hallada ha de tomarse en sentido contrario al que
se lee en el supuesto; 20 que una solucién negativa puede
también manifestar la imposibilidad del problema.

99. Cuando la solucién de un problema resulta negativa :

{0 Hay que cerciorarse de que no se ha hecho hipétesis
falsa; pues en este caso hay que rectificar la ecuacién ;

20 Ver si el supuesto del problema no encierra alguna
incompatibilidad en el sentido de las condiciones dadas.

3° Asegurarse de que.la cantidad encontrada puede
tomarse en sentido contrario al que se ha considerado en
la preparacion de la ecuacion.

100. Cuando en-un problema la incognita puede contarse
en dos sentidos opuestos, hay que elegir un sentido positivo
para esta incognita, y designar por x su valor algebraico. En
seguida se rectifica el supuesto en un sentido mas general
que admita la interpretacion negativa de la respuesta encon-
trada.

§ VIII. — De varios casos de imposibilidad.

101. No es una solucion negativa el unico indicio de la
imposibilidad de un problema, pues esta imposibilidad pucde
presentarse bajo otras formas que es muy util conocer.

Un problema puede ser imposible :

1° En el caso en que las ecuaciones que se formulen no
tengan solucioén ;
20 Cuando las soluciones de las ecuaciones no convengan

al supuesto, porque las cantidades que se buscan han de
satisfacer ciertas condiciones restrictivas
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EsempLos. . g Cudntos alumnos hay en una aula, sabiendo
que la tercera parle de ellos escriben, los dos quintos calcu-
lan, y los 9 restantes dibujan ?

Sea el nimero de alumnos; tendremos la ecuacién
x 2r '
3 + 5 +9==,

5z + 6z 4 15:<9 =15z,
4 =135,

135 _
Q—T ——33,75.

El prodlema es imposible, por cxigir la naturaleza de la
cuestidn que sea entero el valor de .

I1. Hallar un nimero tal que su mitad mds 6 sea igual
& dos veces su cuarta parte nds 4.
Sea x este nimero; se tendra :

g +6=2(F +4),

7 +6=3 +8,
z+12=2x 416,
. z—x=4, Osea x(1—1)=4,
6 Ox<z=4%.
Este problema es imposible, porque no tiene solucién la
ecuacion obtenida.

1. Hallar dos nimeros tales que dos veces el primero
menos tres veces el scgundo igualen d 15, y que cuatro
veces ¢l primero menos scis veces el sequndo igualen & 42.

Tenemos por hipdtesis :
2z — 3y =15, {,
4xr — 6y = 42. )
Multiplicando por 2 los dos miembros de la ecuacién (1),
tendremos :
4.‘0.-— 6y =30.
Pero la misma cantidad 4x — 6y no puede, & un mismo
tiempo, serigual 3 30 y & 42 (2).
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Luego las ccuaciones son incompatibles, y por lo tanto es
imposible el problema.

IV. Un jornalero tenia 125 pts. cuando se le pagaron
45 jornales; hizo entonces un gasto de 50 pts. y le queda-
ron 30; hallar el precio del jornal.

Sea x el precio pedido ; se tiene :
125 -+ 152 — 50 = 30,
152 = 30 4 50 — 125,

152 = — 45,
— 45
r=— =-—3.

El problema es imposible, por exigir la naturaleza de la
cuestién que sea positivo el valor de z.

§ IX. — Problemas indeterminados.

102. Ya hemos visto (n° 93) que un problema es indefer-
minado cuando su supuesto admlte menos ecuaciones que
incognitas.

Sea de resolver la-cuestibén siguiente :

Huallar dos numeros de modo que la diferencia enlre el
duplo del primero y el triple del segundo sea 40.

Representando por z, y los numeros pedidos, se tiene
la ecuacion unica

: 2 — 3y = 40,

de donde r= ﬁ)—;—_&/_ .

Si se dan 4 y valores cualesquiera 1, 2, 3, 4..., sc halla
sucesivamente :

e=2, o=, o=14), o=2%..

Lucgo, hay infinidad de soluciones, y el problema es
indeterminado. .

103. Sin embargo, hay problemas indeterminados cn los
que las condiciones del supuesto no autorizan sino un niimero
limitado de soluciones; como por ejemplo los siguientes :
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I. Hallar dos niymeros enteros en los que la diferencia
de sus cuadrados sea 15.

Sean z, y los nimeros enteros pedidos.
Tenemos la ecuacion tnica
zt —y* =15,
que podemos escribir (no 34) :
@+y) @—y)=15.

- Siendo enteros los nimeros pedidos, la suma y la diferen-
cia de los mismos serdn nimeros enteros.

Pero 15 es el producto de los nimeros enteros 5 por 3,
6 el de 15 por 1.

Escribamos :
z+y=>5, Yy x+y=15
r—y=3, c—y=1. ~
Estos dos sistemas resueltos por la formula del no 90 dan *
1o =4 y=1,
20 ' r=S8, y=1.

El problema tiene sélo dos soluciones.:

I1. Con monedas de 5 y 10 céntimos, cuyos didmetros res-
pectivos son de 25 y 30 mm., representar la longitud de un
metro colocdndolas unas al lado de 6tras.

Llamando « el nimero de monedas de 10 céntimos, y cl
de las de 5 céntimos, tendremos la ecuacion :
30x 4 25y = 1000,
6, dividiendo ambos miembros por 5 :
6x -+ 5y = 200, (1)

de donde T= —200—;'§—3L . 2)

La naturaleza de la cuestion exige que los valores de = y
de y no sean nulos y que sean enteros; por lo tanto el
numero de soluciones-cs limitado. Para hallar estas solucio-
nes, escribamos la ecuacion (2) :

5y

200 a1 2 5
e=Zg-— 4, 6 a=8B+5 -, @
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pero no seri-entero el valor de 4 menos que lo sea el de

L, 2—5; .
la expresion 65J ; escribamos :

95y _
25—,

siendo v un nimero entero.

La ecuacion (3) puede tomar la forma

m=33+v. (4)
De la ecuacién 2—65y =9 resulta:
- 2—6 2
y="F— =—vt g — g ®)

>
Debiendo ser entero el valor de y, la expresion 5 ha
de serlo también; luego, escribamos :
2—v

5

=t
Y la ecuacion (5) se convierte en
y=—v+t (6)

. . 2—v
La ecuacion 5 =t da:

v=2—5¢, expresion entera.

Este valor de v sustituido en las ecuaciones (4) y (6),
resulta :

x=33+2—5t{=235—5t, [©)
y=2+45t+t=06t—2. ®)
Ya que @, y han de ser mayores que cero, escribamos :
33—5t>0, dedonde t<T7;
6t—2 >0, dedonde ¢>.

Luego, debiendo ¢ ser un nimero eniero mayor que %—
y menor que 7, valdra 1,2, 3, 4,5y G.

Sustituyendo estos valores en cada tuna de las ecuaciones
(7) y (8), resultara : -
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Para t—1, 92 3, 4 5 6
=30, 25, 20, 15, 10, 5,
y= 4 10, 16, 29, 28, 34.

Puede comprobarse que estos valores de x, y proporcio-
uan una solucién de la cuestion.

104%. El procedimiento que acabamos de indicar es general
pero largo; en muchos casos, algunas relaciones entre las
incognitas facilitan las simplificaciones y conducen al resul-
tado con mayor rapidez.

EseMpLo. Se han comprado 100 piezas de caza po}
100 pts.; las licbres valen 5 pts., las perdices 1 pta., y las
alondras 5 céntimos; ¢ cudnlas hay de cada clase? .

Llamando z el nimero de liebres, y el de perdices y z el
de alondras, tendremos las dos ecuaciones &

24y +2=100, )
52 4 y + 0,05z =100, ° ()
Restemos la primera de la segunda
4 + 0,053 —c=0, .
é 80x = 19z, ®3)
En vez de buscar el valor de = en funcion de z, y decir

que este valor es entero, demos 4 la ecuacion (3) la forma
sngunente

z_19

z  80°
Siendo los nimeros 19 y 80 primos entre si, los valorcs
de z y z serin 19 u 80, 6 miiltiplos de estos nimeros; pero

todos los multiplos de 80 son mayores que 100; luego 19
y 80 son los tunicos valores que pucdan admitirse para xy z:

=19, z=80, vy por lotanto, y=1.
Habra 19 liebres, 1 perdiz y 80 alondras.

105. No sblo es indeterminado un problema cuando el
supuesto no proporciona tantas ecuaciones como incognitas
encierra, sino también :
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1o Cuando una.ccuacién aparente es en realidad una iden-
tidad ;

20 Cuando una ecuaciéon puede reproducir idénticamente
4 otra, lo que ocurre, por ejemplo, cuando los términos de
ana ccuacion son muiltiplos de los de o6tra.

EsEMPLO. ¢ Cudl es el nimero que, disminuido de su
mitad y de 8, resulta igual & 4 veces su octava parte
menos 27

Tenemos e % —8= 4(%’- —2).

Esta ecuacion resuelta, da :

8z — hv — 64 = 4z — 64, 1))
8z — 8z — 64 — 64, T ©
0<z=0, :

_0

= F'

El problema es indeterminado.

No hay que maravillarse de este resultado si se nota, como
lo manifiesta la ecuacién (2), que la igualdad proporcionada
por el supuesto es una identidad.

4106. Nota. — Elresultado O<x=0 6 x= -8-, en-

contrado en la resolucion de un sistema de tantas ecuacio-
nes como incognitas, indica que dos 6 mas de dichas ecua-
ciones expresan una misma condicion.

EsempLo. Hallar dos nimeros tales® que @ veces el pri-
mero menos 3 veces el segundo den 5, y que 10 veces el pri
mero menos 25 sea igual & 15 veces el segundo.

Resulta 2z — 3y =25,
10z —25 = 15y.

Despejemos la x en la primera ccuacién :

_ 543
= D) .
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‘Sustituyamos este valor en la segunda :

105 4 3
10643 _ 95 =15y,

50 +- 30y — 50 = 30y,
. 50 — 50 + 30y — 30y =0
04y (30—30)=0
y><0=0

y=17

0

Hay indeterminacion. Se ve, en efecto, qula la segunda
ecuacién, que puede escribirse 10x — 15y = 25, no es sino
la primera cuyos términos se han multiplicado por 5.

.

§ X. — De las desigualdades.

107. Definicién. — Desigualdad es la expresifn de la
falta de ignaldad entre dos cantidades.

EsempLO S5+ 4> bdx -} 2.

El primer miembro de una desigualdad es la cantidad que
esti & la izquierda del signo > 6 < ; el segundo, la cantidad
que estd a la derecha.

En las desigualdades se pueden efectuar las mas de las
transformaciones que se efeclian en las ecuaciones.

108. Propiedades. I. — Puédese, sin alterar una
desigualdad, sumar 6 restar una misma canlidad & sus
dos miembros. .

En efecto, si tenemos m >mn, tendremos también :
mt+p>ntp y m—p>n—p,

pues la diferencia entre m y n existe aun cuando se ha aifia-
dido p 4 sus dos miembros, 6 restado de ellos la misma
cantidad. ;

De donde se infiere que se puede trasladar un término de

un miembro 4 6tro, cambiando su signo. No obstante no se
pueden cambiar Jos signos de todos los términos de una
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desigualdad sino alterando -el sentldo de la misma (2* pro~
piedad).

Sea la desigualdad 9> 4.

Si mudamos los signos, los dos términos seran negati-
‘08, Y ya sabemos (no 20) que un nimero negativo es tanto
menor cuanto mayor es su valor absoluto, luego hay que
escribir —9<—4.

109. II — Puédese, sin alterar una desigualdad, mul-
tiplicar 6 dividir todos sus términos por un mismo ni-
mero positivo; pues, si dos cantidades son desiguales, el
duplo, el triple, la mitad, la décima parte, etc. de las mismas
serdn desiguales.

Pero si se multiplican 6 dividen por un nimero negativo
todos los términos de una desigualdad, se "ambia el sen-
tido de la misma.

110. III. — Puédese sumar ordenadamente varias
desigualdades de igual sentido, y resulta otra desigualdad
del mismo sentido que las primeras; pues, siendo por
ejemplo los primeros miembros mayores que los segundos,
la suma de aquéllos resultara aun mayor que la de éstos.

Pero si se suman desigualdades de sentido contrario, no
puede conocerse el sentido de la desigualdad resultante, ni
siquiera saberse si el resultado expresara una desigualdad.

Tampoco se pueden restar una de 6tra dos desigualdades
de igual sentido.

111. IV — Puédese elevar & una misma potencia los dos
miembros de una destgualdad cuando son esencialmente
positivos; pues, si el primer miembro es mayor que el
segundo, su cuadrado, por ejemplo, serd también mayor
que el del segundo.

Eiercicio 1. Hallar un nimero entero tal, que sus 3/g
menos 12, sean tmayores que su mitad mds 2.

Llamando x al nimero, tenemos por hipdtesis :

Fon>g4r ’
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Quitemos los denominadores, como si se tratara de una
ecuacion, y tendremos :

) 6z — 120 > 5x + 20,
6 sea x> 140.

Luego, todos los nimeros enteros mayores que 140 cum-
plen la condicién.

Esercicio II. 4 Cudles son los numeros enteros, positivos
6 negativos, que verifican las dos desigualdades siguientes ¢

5r — 6> 3r — 14,
) ZE8 <zt
De la primera, resulta &> —4,
de la segunda, < 15§, 6sea 34 -g-
Luego, los nimeros pedidos seran :
—3—2—1.0.1.2.3,

pues todos cstin comprendidos entre —4 y -3 —g—.

PARTE SEGUNDA

Resolver las ecuaciones siguientes ¢

1° Con una incégnita.

~1. 9r+8="Tc+16. 8 a+17=3c+1.
2. Sx—2=3cr+8. 9. 13+23x=49a:—13./'
8. 3r+410=45—2z. 10. 11z —100 =2z —1,

X% 9r—11=8—2 N 5c—bs=4e+13.

¥ 5. 41—2=>5+12. 12. 8&—11=Tx+3.

s 6. Tz4-9=51—=z. 13. 13z +8=11zx + 46
7. {lz--1=3+15x. 1%. 2u+19=x+93.
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15./ 7% 4 1=9x—29.
16. 25— =30 —80.
17 33—2—=4r—63.
18. Txz—19=117—=.
19. 9%x—1=107—3z.
20. S5zx—4=38—uz.
21. do—T=8c—09.
22, 9x4+1=9—3z.
23. 160c—3=3—8e.
24 9+50=152+71.
25. dx47=1+ 12
26. 194 8=12c+14.
27. Tx—38=2x—9.
28. 18c+11=32— 9.

29. 150 —17=10x—13. *

80. - 21z + 1 =30 —11.
31. Gx+25=31 4 %e.
82. 18 —3=5+9x.
83. 40x—69=4x—6.
84. 14 80x=8x+46.
85. 36x—5=2—6r.
36. 8r 4+ 9=14 T2.
87. 154 11x=22x+410.
388. 5z—11=15c—33.
89. 30z + 7=27 4 6ax.
40. 160—2=24x—13.
41. x—1)=x+11.
42, 3kx+7=28+«)

43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

62.

63.

64.

65.

66.

54+ ) =Te—2 ¢
x + 10 =10(x — 8.
51 4 4x) =174 122, ¢~
43 + 5)— 70 = 2.
3(3 + 4z) — 15 =14z,
52— 2 = 2(5 + 2).

5 = 8(50 — 3) — 4.
(72 — 24) — 16 = 3z,
62 = 9(8x —1)—5.
' 9(z —6) =3z —19.
2(0x —11) + 2= 3w,
5+ 5(x —13) = .

2(3 + %) —3= 5a.
11(2x —15) = + 3.
7(2 + 9x) — 30 = 15w,
r—2=32c—19). .
9(9x + 5) —12.= 9.
5(3 + 172) — 98 = Ta.

.-§-+8-_—.13. ¥
2 x v
T—1=—4~+2.
_s_}i-_:w_ﬁ,

5c —6
go—12=228,
5_‘”.32:27:—10 ;

_5x—6 3
3x—8= g



G8.

69.

70.

71.

72

74.

75.

76.

717.

78

79

80.

81.

83.

3 1 4 6x.
445
5 =2 —5.
Tz —4&
3x—8= ——1—-
oy
2+ 112 5
3e+7 _ 21—5x
-8 = *
+6 __ 2—3
-7 - 9
-5 _ 2x—1
—& — "3
2 +1 _ 4x—3
-5 T 9
x—9 143

10 = 9
z+6 _ 5x—2

3~ 1
Se—16 _ 2842

12 — 5 °
x4 4 5 — 104
7 &

x x
—4-+-3 =x—5
2 x
—3——5_10—-—6-.
97— b5x m}12

ALGEBRA

84.

8%.

86.

88.

89.

90.

91.

93.

95.

96.

94.

I8.

99.

100.

5 13z
<t 8§

&
5

+13=3p, >
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105.
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N

i _g_ %
=3 &’9'?;?——1—2"@-”1'-

3(5w+16\_~7_1 }
Bt 1 16 )
<
, S0e—=8) _ 2 —s. Kazo.
m%-42=7+%

‘1 o xl
'I“‘{"—g;n\ 21.
& 41 ‘

e ){122.
r—3 x—38 L
7 & _ 1 fi23
T =17. ]
F_Se=1 1
T+l P24,
=bxe+ .
ke * 125.
ax=>b+1+4x.
ar=a-+1—r 126.
datc —1=x+ 2
2“”+1=4a3+w. 127.
| oa br=at—ba. 128.
ax — 2a? = bx — 202
Lax— b4 2ab=a+ bw,)(lf.’.{).

X @x

< ty=1 Y130

x x

20 T 25 =X 131.
b by |82
I A A 133.
Tl-+% v =1,

x @x _

w—b tagzr =% 134.

& T
T i=ar +t

20 Con dos incognitas

x4+ y=19,
x—y==11.

% + y =11,
23/—.‘(::9."
& — 9y =1,
3y —2c=0.

e— y =2,
5y—2w=8.

5w + 2y =179,
e — by =—15.

5z —31 =3y,
3(x 4+ 2) =10y.

3 —T7=4y,

T + 2=13y.

2w —3)=y,
5y + @ =25.

x4+ 2y =22,

Se—4y =/
3(2c — y) =21.

&

6x =5y,
2 —y=12.

z—12y =4,
My 4+ 7=23c.

%Ux + Ty = 69,
7(9x—5y) =21.

5(2 — y) = 60,
8x + Yy =74,
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135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

u_y=30,
6(x—3)="Ty.

29+ y) =3
4x 4 11=>5y.

5x —14 =3y,
7(8x — 2y) = 35.

38+ )= by,
2y 4+ 3=38x.

18z + 11y =109,
23y — 88 =9x.

9.1:—17:253/,
15y — x =—6.

8z — 9y =53,
5x + 18y = 41.

Tx + 4y =29,
8y

1% — 5y =57,
15y + 2c=19.

6 + y)=5,
3y + 8x=5.

3y —dx=1,
6(2x + y)=17.

3e=4y,

1" + -%L=9.
2=38y,
oyl
3z — 2y =12,
$edee
13a:—15J 5,

3:/
T ——5

—3r=-—10.
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o

7N

150.

*151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

L 159,

160.

14 -5y =2, «
i
Ne=4y,

$-2la
13z — 17y =5,
w1y
182 — 20y =3,
22 4 ey=4r.
13c 9y

5 — 7T =4
9 — 18y = —87.

4 3=

150 — 17y =29.

504§ =3,
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Y Q __h .
o, THET 170. = = K=y
. 5 2 _g x—y=d.
T T
zx_@e—y
5c 3y —4 171. D Ta
162 T " x+2=a+b
by + =8 .
172 7 tv=da
8 _ y_¢ : 2y
. B - s 3 —x=2b
163.
5+ 5=1
' TTIT ' @+ y=da,
173. «+y «x—
5 +_3§L__9 2 T 38 Y=a
(e 4 -
164 Ay 3 —4 174 -ax + by = a?t,
2 I ’ b + ay = b2,
T
—4y—6
‘&165. 5 =0 8¢ Con 3 incognitas.
4y x __ 27
B tTI=T10
. x+ 2y + 3z=13,
Mo |, 27 175. 243y + z =18
et l=3, 3w+ y +2=17.
166. . _5.} 305 g
2 -9 5¢— y +3:=12,
176. x+4y—2:=3,
" ar+by=a? y—2x+ z=1.
167. aa:-—by:b’.' :
2 —3y—z =—11,
x4 177 2y —3e+ z =4,
168. v 824+ y —2c=13.
2 + 2y =p.
« + 4y —52=—86,
169 2 —3y =a, 178. 3 +2y +22=148,
: x + 2y =2b. Sc— y + 4 ="55.
PROBLEMAS

179. ;Cual es el nimero cuyo duplo més 5 esigual 4 su triple

menos 19 ?

480. Bisquese un nimero tal gue su cuidruplo menos 2 sea

igual & su triple mas 16.
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‘184. Repartir 150 pts. entre tres personas de modo quu ia
segunda reciba 8 pts. mds que la primera, y la tercera 14 pts. me
que la segunda.

. 182. Repartir 85 pts. entre tres personas, de modo que la
segunda reciba 7 pts. menos que la primera y 15 pts. mds qve la
tercera.

483: Tres alumnos tienen juntes 270 vales ; ; cudntos tienc
cada ino, sabiendo que el segundo tiene tantos como el primero
menos 25, y el tercero tiene tantos como los 6tros dos juntos ?

184. Cuatro alumnos tienen juntos 50 afios ; busquese la edad
de cada tno, sabiendo que el mayor tiene 3 afios mas que el
segundo, éste 3 afios mds que el tercero, y este wltimo 3 aiios
mas que el menor. ’ '

485. Para comprar 3 terneros y 4 carneros, un carnicero ha
pagado 183 pts. ; { cuél es el precio de un ternero, sabiendo que
vale 12 pts. mas que un carnero ?

186. Para compr:ir 4 costales de trigo y 5 de centeno, un moli-
nero ha dado 161 pts.; 4 cudl es el precio de un costal de cen-
teno, sabiendo que vale 11 pts. menos que el de trigo ?

187. Un negociante en vinos recibe 7 toneles de Jerez, y da en
cambio 15 toneles de Méalaga mds 20 pts. ; bisquese el precic del
vino de Jerez, sabiendo que el tonel vale 60 pts. més que un tonel
del de Malaga.

188. Por 5 costales de café verde se han pagado 46 pts. 1 i
que por 3 costales de café molido ; busquese el precio del costa!
de cada clase de café, sabiendo que el de café molido val. 99 pts.
mas que el de café verde.

189. 'La edad de Pedro es el triple de la de Pablo; ¢ cuél es 1a
edad de uno y é6tro, si Pablo tiene 18 afios menos que Pedro ?

190. Busquense tres niimeros impares consecutivos tales que
su suma dé 909.

191. Bisquense cualro niimeros pares consecutivo: tales que
sumandolos resulte 1028.

192. Busquense tres numeros consecutivos tales quc al restar
el duplo del mayor del triple de la suma de los Gtros dos,
resulte 527.

193. Un caballero compra una corbata, un chaleco y un sobre-
todo en 36 pts. : calcular los precios respectivos, sabiendo que el
chaleco vale 11 veces mas que la corbata, y el sohretodo 3 veces
més que el chaleco.

194. ; Qué nimero hay que afadir 4 los dos térmiacs dei que-
brado 3/;; para que su valor sea igual a 3/y.
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195. ; Qué numero debe restarse de los dos términos del que-
brado 29/,4 para que su valor resulte igual & 1/, ?

196. Un mueble vale 85 pts. ; después de restaurado se venae
en 153 pts., con un beneficio que representa los 2/,s del precio de
compra mas ¢l de la restauracién. Calciilese el importe de la res-
tauracién. -

197. { En cuénto se compré un cache de lance, sabiendo que,
restaurado por un valor de 120 pts., se vendié en 596 pts., con
un beneficio que represesenta los 3/y del precio de compra ?

198. ¢ Cudl es el numero cuyos 2/3 y 3/, son 170 ?

199. ; Cudl es el nimero cuya mitad mds el tercio y el cuarto
son 156 ? * .

200. Repartir entre dos personas la suma de 1836 pts., de
modo que la parte de la primera sea !/, mas que la de la

segunda.

201. Bisquense dos nimeros cuya suma dé 1140, y que sean
entre sf como 5 es a 7.

202. Bisquense dos numeros cuya diferencia dé 41, y que sean
entre si como 7 es 4 9.

203. ;, Cual es la longitud de una pieza de paiio, si la diferen-
cia entre los 4/g y los ®/; es de 6 metros?

204. De un tonel de vino se hansacado 13y sy 108 2[4, Y
quedan todavia 75 litros ; ; cudl es el contenido del tonel ?

205. ¢ Cudnto importa un campo, sabiendo que los 2/3 del pre-
cio mds 250 pts. representan un nimero igual a los 3/, del mismo
menos 200 pts. ?

206. 4 Cuél es el nimero cuyos 2/; mis 15, aumentados con
los 3/, menos 8, dan 2397

207. ¢ Cuil es el peso de un barril de aceite, sabiendo que des-
puds de vender !/; mds los 3/, del resto, lo que queda pesa
G0 kg.?

208. Los 3/; de una propiedad estdn sembrados de trigo, 1/ de
maiz, y lo demds estd plantado de patatas. Bisquese la superficie
total, sabiendo que la parte sembrada de trigo tiene 75 areas
mis que la parte de maiz.

209. Dos casas se vendieron en 89000 pts.; ; cudl es el precio de
cada tna, sabiendo que los 2/y y '/; de la primera igualan & los 3/,
de la segunda?

210. Dividir el niimero 385 en dos partes lales que el cociente
de la primera por 18 sea el duplo del cociente de la segunda
por 4.
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211. D.ividir el njimero 180%n dos partes tales que dividiendo
la primera por 11 y la segunda por 23, la suma de los cocientes
sea 12.

212. Un padre tiene 42 afios, su hijo, 7; ¢ dentro de cuédntos
afos la edad del hijo sera la cuarta parte de la del padre ?

213. Un vidriero ha colocado 56 cristales 4 3,20 y 4 0,75 pts.
cada no; 4, cudntos ha colocado de cada clase, si le han pagado
100,80 pts. ?

214%4. Doce truchas y 16 sollos se han vendido en 54 pts. ; bus-
quese el precio de cada uno de estos pescados, si una trucha
vale 0,75 pts. menos que un sollo.

215. Un revendedor vende los 3/ de sus naranjas, luégo com-
pra 33 ; enlonces liene 9 mds que antés de la venta ; 4 cuantas
naranjas tenia al principio ?

246. Al empezar una feria, un mercader \ende los 8/; de su
rebafio de carneros, luégo compra 12 y entonces tiche 48 carne-
ros menos jue antes de la venta ; ; cudntos tenia al principio ?

217. 1a suma de dos nimeros es 137, y su diferencia 43;
i cudles son estos nimeros ?

218. Una aldeana vende f/; de una cesta de huevos, quiebra 3,
y le quedan todavia los 5/g de la cesta ; ; cudntos huevos tenia "

219. ;, Cudl es el nimeno en el que la suma de los cocientes
por 12, por 9, por 8, por 16, es 55?

220. ; Cuil es el nimero en el que la diferencia de los cocientes
por 8/ia y 3, es40?

221. Bisquense dos niimeros tales que su diferencia sea 180,
sabiendo que los 3/; mas los 4/, de su suma son 1240.

222, Bisquense dos nimeros cuyadiferencia sea 42, sabiendo
que los 4/y de su suma, menos los 7/;, de la misma dan 13.

223. Bisquense dos nimeros cuya diferencia sea 18, sabiendo
que el cociente de su suma por su diferencia es igual a 1/y del
nimero mayor -

224. Se tiene alcohol 4 2,50 ‘pts. el litro; para hacer aguar-
diente se le afiade agua de modo que 80 lilros de la mezcla no
valen mis que 120 pts. ; calculese la cantidad del agua aiadida.

225. Un negocianle liene vino 4 45 pts. ya 53 pts. el hectolitro;
si quiere hacer una mezcla de 54 hectolitros, de modo que pueda
vender en 51 pts. cada tino, ; como ha de mezclar eslos vinos ?

226. Un jornalero recibe 2,50 pts., mas el alimento cuando
trabaja, y tiene que pagar diariamente 1,30 pts. por la comida
cuando no trabaja ; después de 45 dias su amo le debe_69, 30 pts.;
¢ cuantos dias ha traba;ado el jornalero ? P
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227. A un nimero primero se le afiade ydespués se le quitz 8,
y en ambos casos se cuadra el vesultado. 5 Gadl es el namero, s
la diferencia de los dos cuadrados es 640 :

228, Se impone 4 interés simple una suma de 18000 pts., parte
al 5 9/, y parte al 4 9/,; dcterminar ambas partes, sabiendo que
el interés total en el aiio es de 870 pts.

229. Un rentero impone los %/; de su éapital al4 9, y lo
demiés al 4,5 9/y; si el interés anual de la parte impuesta al 49/,
excede al de la étra en 140 pts., bisquese el capital del rentero.

230. Un rentero impone los %/s de su capital al 5 ¢/, y lo
demas al 4 9/y; bisquese el capital, si la renta tolal es de
275 pts. por trimestre.

231. Dos letras de cambio, cuyo valor total es de 2051 pts., se
descuentan al 4 9, la primera en 6 meses y la segunda en 8;
i cudi es el valor de estas letras, sabiendo que son iguales despudés
de! descuento ?

232. Dos sumas cuya diferencia es de 55 pts. se imponen al 49/,
la primera para 45 meses, y la segunda para 1 aio; calcular
eslas sumas, sabiendo que, al cobrarlas con sus intereses, han
resultado iguales.

233. Se tienen 420 gramos de plata con 0,820 de icy; § cudn-
tos habra que afiadir de otra barra de 0,950 de ley, para qae la
ley de la liga sea de 0,900?

28%. Una barra de oro que tiene 0,950 de ley pesa 960 gr.;
¢ qué peso de ésta debe suslitufrse con un peso ignal de otra harra,
cuya ley es de 0,800, para que la ley resultante sea de 0,000 ?

285. Una vendedora de huevos vende !/; del niimero que posce
mas 2 huevos 2/;; vende después !/, del nimero tolal mas
3 huevos ?/;; por fin vende /s del niimero total mds 4 huevos '/ ;
y entonces no le queda nada. 4, Cuintos huevos tenia }a vende-
dora, y cudntos vendié cada vez?

236. Un alumno reparte naranjas entre sus condiscipulos : al
primero le da 5 naranjas mds !/y del sobrante; al segundo,
10 naranjas mas !/y; del resto; al tercero, 15 naranjas mas /g
del resto, y asi sucesivamente. Calcilesc el niimero de naranjas
repartidas, el numero de condiscipulos, el niimero de naranjas
que recibi6 cada uno, sabiendo que todos tuvieron ig:al
namero.

287. Por5 metros deseda y 4 de paiio se han pagado 142 pts.,
y por 4 m. de seda y5 de paiio, 137. pts; ;cuil es cl precio el
metro de cada género?

238. Se truecan 12 sillas y 18 pts. por 6 butacas ; en 6tro true-
que se dan 37 sillas y se reciben 15 butacas y 18 pts.; digase
cudl es el precio de una bulaca y el de una silla.

ALGEBRA 478, 4
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239. Digase el nimero de vales que tienen dos alumnos,
sabiendo que si el primero da 9 de los suyos al segundo, ten-
drin tanto el uno como cl 6tro; y si el segundo da 6 de los
suyos al primero, éste tendra el duplo de lo que le queda al se-
gundo.

240. Un veedor quiere dar una gratificacion 4 sus obreros; si
cada uno recibe 14 pts., quedan 7 pts.; pero si cada uno reci-
biera 15 pts., faltarian 26. Basquese el monto de la gratificacion
y el niimero de obreros.

241. Un nimero consta de dos cifras cuya suma es 11 ; cuando
se invierte, el nimero que resulta excede en 5 al triple del
nimero dado : 4 cudl es este nimero ?

242. Un namero consta de dos cifras cuya suma es 9; cuando
se invierte, el nimero obtcnido no es mas que los 5/ del ni-
mero primitivo; husquese este nimero.

243. Busquese un quebrado tal que, anadiendo 2 4 cada \ino
de sus términos, se hace igual & 2/;, y si se resta 10 de cada
uno de los mismos, se hace igual 4 2/,.

244. El capital activo de dos comerciantes se hallaba en la
relacion de 3 4 4; un aiio después, el primero ha aumentado el
suyo con 8000 pts., y el segundo tiene 1000 pts. menos ; enton-
ces la relacién es de 10 4 11; ; cudl es el capital de cada
uno de ellos ? .

. 245. Dos ejércitos eran entre sf como 6 esd 5 ; después de una
batalla en que el primero perdié 3000 hombres y 1000 el
segundo, la relacién es de 9 4 8; ; cudntos soldados tenia cada
ejército ?

246. Dos jugadores convienen en que cuando pierda el uno
duplicara el dinero del dtro; juegan dos manos, y cada uno
pierde una vez; entonces el primero tiene 6 pts., y 21 el segundo;
¢ cuinto tenia cada ino antes de principiar el juego ?

PROBLEMAS DE GEOMETRIA

247. Las dos dimensiones de un rectingulo son de 54 y
86 melros ; lricesé una paralela al lado de 36 metros, de modo
(que sc forme un rectangulo semejante al primero.

248. En un tridngulo de 63 m. de base y 54 de altura se ins-
eribe un rectingulo cuyo perimetro es de 116 m. ; ; cuales son
l2s dimcnsiones de este rectangulo ? - :

249. Dos lados de un tridngulo tienen respectivamente 20
y 36 m. ; la bisectriz del dngulo comprendido divide al tercer

N
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fado en dos segmentos cuya diferencia es 12 m. ; calcilese este
lado. ’

250. El lado AB de un cuadrado tiene 74 m., se prolonga una
longitud BE = 13 m. ; tricese desde el punto E, una recta- que
divida al cuadrado en dos cuadrilateros equivalentes.

251. Los tres lados de un triangulo son: BA =12m.,BC=14m.,
AC=18 m. ; determinar sobre AB, desde B, un punto tal que
las paralelas trazadas por él 4 los otros lados; sean iguales.

252. El semiperimetro de un rectingulo pasa a4 su diagonal
con 24 m.; hallar las dos dimensiones de este rectingulo,
sabiendo que son entre sf como 3 es 4 4.

253. Busquense las dimensiones de un rectdngulo, sahiendo
que si se anaden 2 m. & la base y 3 m. 4 la altura, el 4rea se
aumenta con 40 m?, y si se quitan 3 m. 4 la base y 2 m. dla
altura el area se disminuye de 25 me.

254. En un trapecio isbsceles la base mayor tiene 18 m. y la
diagonal 15 m. ; calcilese la base menor, sabiendo que la figura
estd inscrita en un semicirculo de 9 m. de radio.

255. A la base de un recténgulo se le afaden 5 m. ;4 cudnto
debe aiiadirse 4 la altura para queel rectingulo resultante tenga
un irea doble de la del primero?

256. La hase AB de un rectingulo ABCD tiene 48 m. y la
altura AD, 26 m. ; ¢ cudntos metros hay que afiadir 4 AB en F,;
para que el tridngulo exterior FBH, que resulta al unir el punto
F con el vértice D, sea la diferencia de las dos superficies deter-
minadas por la recta DF en el rectingulo dado?

257. ; A qué distancia del centro de un circulo de 45 cm. de
radio debe sefialarse un punté para que.la parte exterior de la
secante que sale de este punto y pasa por el centro del circulo,
nosea mas que la mitad de la tangente que parte del mismo
punto ?

258. Buisquese el radio de un circuloen el que una cuerda de
42 m. tiene una sagita de 7 m.

259. En un circulo de 12 m. de radio, una cuerda de 20 m.
corta al didmetro de modo que el punto de interseccién se
encuentra 4 igual distancia del centro y del extremo de la
cuerda : hisquense los dos segmentos de ésta.

260. ; Cuil ha de ser el radio de un circulo para que dos
secantes, la ina de 40 cm. y la dtra de 30 cm. saliendo desde
un mismo punto, determinen, la primera una cuerda igual al
radio, la segunda una cuerda que sea la mitad de é1?
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PROBLEMAS INDETERMINADOS.

261. Bisquense dos nimeros tales que la suma de ellos sca
2l duplo de su diferencia.

262. Bisquense dos niimeros tales que su producto sea el triple
de su suma.

263. Ll drea de un rectingulo es de 110 m2. ; ; cudles son sus
dos dimensiones, sabiendo que cada una de ellas es un nimero
enlero de metros ?

264. Busquense dos nimeros tales que !/;de su suma menos
la 1/, de su diferencia sea 5.

265. Busquense dos numeros tales que el triple de su diferen-
cia mas !/; de su suma sea igual al triple de su suma menos 1/y
de su diferencia.

266. Busquese un niumero de dos cifras significativas tal, que
su valor sea igual & la suma de las 6tras siete.

267. Bisquese un numero de dos cifras significalivas lal que
sumado con el mismo numero invertido, la suma resulle igual
a7l

268. El drea de un trapecio es de 1400 m2, y su altura de
50 m. ; calcular las bases, sabiendo que cada una es un niimero
entero dmsnble por 8.

269. Elirea de un Irapecio tiene 913 m?,y 30 m. Gna de las
bases; busquese la dlra y la altura, sabiendo que ésta liene
mas de 10 m., y que los nimeros _que representan la base y la
altura son enteros

270. ¢ Cuiles han de ser las dimensiones de un rectangulo para
que no cambie de drea, si se disminuye de 5 su base y se
aumenla 54 su altura?

271. Representar la longitud del metro, colocando inas al lade
de é6lras monedas de 5 y de 2 céntimos, siendo el diimetro de
estas monedas de 25 y 20 mm.

272. Dividase el niimero 1000 en dos partes respectivamente
divisibles por 11 y por 17.

273. Representar la longilud del metro, colocando fichas al
lado de 6tras, y cuyos didmelros respectivos lengan 21 y 26 mm,

274. ; De cuintos modos puede pagarse una sumade 89 pts.,
dando duros y recibiendo monedas de 2 pts. ?

275. Dividir el quebrado 6%/g; en dtros dos cuyos denomina-
dores respeclivos sean7 y 9.
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276. Una vendedora tiene dos sacas de café : en la primera
hay 7 kg. de café de Cuba, 3 de Haiti, 8 del Brasil, y vale 91 pts.;
Ia segunda encierra 8 kg. de café de Cuba, 6 de Haiti, y 9 del
Brasil, y cuesta 119 pts. ; calcular el precio del kg. de cada
una de estas calidades, sabiendo que estos precios expresan
nimeros enteros d¢ pesetaa.

DESIGUALDADES.

277. ¢ Cuéles son los valores enteros que verifican la desigual-
dad  do— g >15— 52

278. Determinar losvalores enteros y mayores que 1, compro-
bundo ia desigualdad & + o >% 1.

279. Busquense los valores enteros de x que verifican las
desigualdades :

5 4 -52->&::+3 Y 8"";"3 <% 42
280. ; Qué valores enteros de x verifican las desigualdades:

15 +2>2+8 y A—le<8c+6?

281. ; Cudles son los valores de & que comprueban las desi-
gualdades :

9

8 —T7> 15—”2"— Y b—5>5w—-g-?

282. Bisquense los valores enteros, positivos 6 negativos gue
verilican las desigualdades :

B+6>%+H ¥ FT+F<F+e



PARTE TERCERA

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

§ I. — Potencias y raices de las expresiones
algebraicas.

" 112. Potencias. — El cuadrado 6 segunda potencia de
_una cantidad es el producto de dos factores iguales 4 esta
cantidad.

Asi a® 6 a><a eselcuadrado de a.

La tercera, la cuarta, ... la emésima potencia de una
cantidad seran el producto de tres, cuatro,... m factores
iguales & esta cantidad.

Asi ab? . ab?. ab? = adb®,
yla emésima potenciade (a4b) es (a4 b)™.

113. Elevacion 4 potencias. — Para elevar un pro-
ducto & una potencia, se eleva cada factor a csta potencia.

EJEMPLUS : {(ab)® =ab .ab.ub.=aaa . bbb=a’b?,
(2a%0)® = 2a%b . 2a%b . 2a%b = 23a8b3,
(3a2b%)m = (3a2b?) . (3ab?)... = 3a3mpsm,

Para elevar un quebrado 4 una potencia, se elevan sus
dos términos 4 esta potencia.

. a\! _a ao__a.a__ a
Asi (%) =T 5T b.b =
(ﬂ’.)'—ﬁ m =m
n) " nm T

Nota. — Para obtener una potencia de un monomio,
hay que elevar el coeficiente 4 esta potencia, y multiplicar
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por el grado de la misma los exponentes de las letras que lo
componen.

114. Raices. — Raiz cuadrada de una cantidad es otra
cantidad que, elevada al cuadrado, da la primera.

La raiz cuadrada de' 4a?)* es 2ab?; pues esta ultima
cantidad multiplicada por si misma da 4a2b*.

Raiz tercera, cuarta, ... emésima de una cantidad son
otras cantidades que elevadas 4 la tercera, & la cuarta, dla
emésima potencia, dan las primeras. -

Asi 22T = 3a2ble,
(EEF T =%+,

Nota. — El grado de un radical se indica por el indice;
asi, de los radicales siguientes :

va, b, Ve,
el primero es del segundo grado, el segundo del quinto
grado, y el tercero del emésimo grado.

115. Extraccién de raices. — Para extraer una raiz
de un producto, se extrae esta raiz de cada tno de los fac-
tores.

Asi la raiz cuadrada de abc esiguald Ja -J% .Jc,
6sea \ubc , puesen ambos casos el cuadrado es” abe.
La raiz cibica de a%? es Ya*. b,

6 sea Va'b2.
Laraiz emésima de ab* es Yar. Y
6 sea Varbe.

Para extraer una raiz de un quebrado, se extrae esta raiz
de cada uno de sus términos.

Asi E—i—f—‘—
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116. Cuadrado y raiz cuadrada. — De que un cua.
drado es el producto de dos factores iguales, se infiere que :

10 El cuadrado de un monomio es siempre un mono-
mio positivo, y para obtenerlo se eleva el coeficiente al cua-
drado, y se duplican los exponentes de todas las letras que
lo componen ;

20 El cuadrado de un binomio es un trinomio.
Asi  (— ab) (— aby=-+ a?b?, asi como (- ab)(4- ab).
(a + b) (a4 b) = a* 4 b* -+ 2ab.

117. Notas. — I. — Para que un monomio sea cua-
drado perfecto, es preciso :

1° Que sea positivo ;

20 Que su coeficiente sea cuadrado ;

30 Que sus exponentes sean pares.

El monomio 16a*b%® es cuadrado perfecto.

II. — Por convencién, la raiz cuadrada de una cantidad
cualquiera a se expresa por \a. Por lo tanto el cuadrado
de Ja esa.

Luego, para elevar al cuadrado un radical de segundo
grado, basta suprimir el signo |~

III. — Las dos cantidades opuestas +ab y —ab
son las raices cuadradas de a%b?.

118. Teorema. — Un radical de segundo grado ticne
das valores iguales y de signo contrario, y sélo dos.

Sea m? una cantidad positiva (no 116) llamando z su
raiz cuadrada, tendremos :

Elevando los dog miembros al cuadrado, resulta :
2=m?! 6 x2!—m?=0.
Siendo * — m? la diferencia de dos cuadrados, se tiene :

@ —mj (x4 m)=0.
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Pero, para que un producto sea igual 4 cero, basta que
uno de sus factores sea nulo ; luego, escribamos :
' z—m=0, dedonde z=m,
y z+4+m=0, dedonde z=—m.
Como no hay otro medio para anular el producto

(x — m) (x 4 m), seinfiere que un radical de segundo grado
tienc sélo dos val.ores que son iguales y de signo contrario.

Nota. — Los valores 4+m y —m son las raices
del radical de segundo grado; luego == Jmi=-4m.

119. Cantidades imaginarias. — Todo nimero posi-
tivo, entero 6 fraccionario, tiene raiz cuadrada exacta con la
aproximacién que se quiera; pero una expresion negativa,
tal como — m?, no tiene raiz cuadrada, pues no existe can-
tidad que, elevada al cuadrado, dé resultado negativo.

Una expresiéon tal como J—-a’ que no tienc raiz
cuadrada, se llama cantidad imaginaria, por oposncxon a
las demas cantidades que sc llaman reales.

Se puede escribir : J— a*= Jat><(—1); '
6sea +a/—1.

Toda cantidad imaginaria puede reducirse 4 la forma
aJ —1, es decir que es equivalente 4 la raiz cuadrada de la
cantidad subradical, considerada como positiva, multipli-
cada por y—1.

Sea, por ejemplo, |—0;
podemos escribir : y—9 = (< (—1) =3/—T1 .

Sea otra expresion  y—3 ;
podemos escribir :

V=38 =31 =8 y—1 =1,73205 J—1T.
Nota. — La segunda potencia de y—1 es — 1 ; later-

cera potencia sera —1 y—1; la cuarta potencia resultara
del producto de la segunda potencla por si misma:

(V=T =(—=1p=1.

V Luego, la segunda potencia de una cantidad imaginaria
es negativa, y la cuarta potencia es positiva.
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§ II. — Calculs con los radicales de
segundo grado.

120. Sacar del radical un factor cuadrado. — Para
sacar fuera del radical un factor cuadrado, hay que extraer
la raiz cuadrada de este factory escribirla antes del radical.

Seala expresién  \a%b;
tenemos Jatb =a b,
pues Va'b = Ja¥ . Jb,
6 sea aJb .

Asimismo la expresion \Jc(a — b)*
puede escribirse : (a—1) .\F .

Aplicacién : Simplificacién de los radicales. —
Para simplificar un radical, basta extraer la raiz de todos los
factores cuadrados que encierra.

Asi  J3a%%* se  convierteen ab%/5 ;
J8a?b® » » JE2a%D% 6 sea 2aby2b ;
JI8ap5 —0a%b% » » 9.2a%%%b —9a%* ;
6 sea y9a?0%(2a4®b — 1), y por dltimo 3al®2a% —1 .

121. Introduccién de un factor bajo el radi-
cal. — Para introducir un factor bajo un radical, hay
que multiplicar por el cuadrado de este factor la canmlad
subradical.

Asi aJb =\a% , y (a+b)yJec =ycla+b)yr.

ArLicaciON. — Esta operacion es utilisima en los céleu-
los numéricos para obtener mayor aproximacién.

Asi se calculard la expresion 825 {0, transformandola
en la equivalente {825*><10.

~
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OPERACIONES CON. LOS RADICALES

122. Radicales some,]antes — Dos radicales son
semejanles cuando tienen un mismo indice y la misma can-
tidad subradical ; tales son los radicales :

6J/a, —bja, +Jabja, —VoT.

En ciertos casos no se ve desde luégo que los radicales son
semejantes, sino cuando se los ha simplificado.

Asi los radicales «J48, —bJ27, 412,
se convierten en ay16.3 — 093 + V43,
6 sea ~ 4ay3 —3b/3 + 2\/3
por lo tanto son semejantes.

123. Adicion y sustraccion. — Para sumar y para
restar radicales, se cscriben & continuacién unos de o6tros,
scgun las reglas dadas para estas operaciones (nos 23 y 25), y
se reducen los radicales semejantes.

Asi :
10 los radicales 5yb, —82, +2Jb, +5/2, —
surnados dan : ’
500 —8y2 +2/b, +5/2 —/b ,
y, después de la reduccidn :
6\’5‘ _ 3V’§
. 2 Side 3J2 420 —ya seresta 5/2 — b,
resulta :
T +2F —ya —52 + b,
Y, después de la reduccion :
—2/Z +8/F — Va.

124%. Multiplicacién. — El producto de varios radicales
de sggundo grado es igual  lu raiz cuadrada del producto
de las cantidades subradicales.
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Asi el producto de Ja por b ypor Jc es Jabc;

pucs las expresiones Ja >< (b < ¢ y Jalc, elevadas
al cuadrado, dan igualmente abc (no 117, II).

125. Division. — El cociente de dos radicales de
tegundo grado. es igual & la raiz cuadrada del cociente de
las cantidades subradicales.

El cociente de Ja por Jb es \/ % ; pues las expre-

siones \‘//Z- y \/ %- ,' elevadas al cuadrado, dan igual-

mente % .

126. Elevacion 4 potencias. — Para elevar un radi-
cal & una potencia, se eleva G esta potencia la cantidad
subradical.

Asi la tercera potencia del radical Ja es Ja><ya ><Ja
6sea Ja¥ (no124).

La cuarta potencia del mismo ser4 \/a%, la quinta /a5, etc.

127. Extraccién de la raiz cuadrada. — Para
extraer la raiz cuadrada de un radical se mulltiplica por 2
el indice de este radical.

Asi VVa = Va,
pucs la cuarta potencia de ambos miembros es a.

128. Aplicacién. Convertir una expresién irra-
cional en étra cuyo denominador sea racional. —
Cuando el denominador de un quebrado es irracional, con-,
viene en muchos casos convertirlo en racional, para facilitar
los cilculos.

10 Sea, por ejemplo, de calcular el valor de -%-

Hay que dividir 2 por 2,236067977..., opcracion larga y
cuyo resultado es poco satisfactorio, ya que el divisor no cs
el valor exacto de |5 .

Pero si se multiplican por (5 los dos términog del que-



ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 109

brado ; , 1O se habra alterado el valor de este quebrado,
v
y el divisor quedara exacto y ramonal

Lucgo, puede escribirse :
2 2/5 _2 2/5
B B.g5 .5 °
- y el cociente serd la quinta parte de 2 >< 2,236067977...
2 Sea la expresién E-_—g\—;
Multiplicando numerador y denominador por 24 2,
resulta :

a2+yT)  _ a@+2) _ a® + ¥2) (mo 1)
GV @e+e)  i—2 '
80 Sea la expresion dyh’

Jhi— i’

Multiplicando numerador y denominador por JI' + Vi,
resulta :

R R HYR) o A 4 )
(VA —E) WW+ V) h—n "

129. Regla. — 10 Cuando el denominador es un cudical,
se multiplican ambos términos dei guebrudo por este radi-
cal ; 20 cuando el denominador es una sura 0 una dileren
cia, se multiplican los dos térmiavs por ia diferencia 6 la
suma de las mismas cantidades. As: resaita racionui el deno-
minador de la expresion, y es igual a la diferencia de los
cuadrados de estas cantidades.

§ III. — Resolucién de una ecuaciéon de
segundo grado con una incoéguita.

130. Definicién. — Llimase ecracién de segundo grado
la ecuacion en que el mayor exponente de la incognita cs 2.

Asi la ecuacion z? 42 =3 es de segundo grédo.
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131. Ecuacion completa. — La ecuacion es completa
si, después de cjecutar las reducciones, contiene : 1o la
segunda potencia de la incognita, 20 la primera potencia de
la incognita, 3¢ un término conocido.

Por ejemplo S5zt — 222 = 15.

La ecuacién completa de segundo grado con una incognita
pucde tomar siempre la forma de

az3 4 bz + ¢=0,
en la cual a, b, ¢ representan cantidades conocidas, mono-

mias 6 polinomias, positivas 6 negativas, siendo a positiva,
lo que siempre puede conseguirse.

132. Ecuacién incompleta. — La ecuacién es incom-
plete si no contiene la primera potencia de la incégnita
6 el término conocido.

La ecuacién 322 =175
es una ecuacién incompleta, asi como ax® = bx.

La ecuacién incompleta de segundo grado puede siempre
reducirse & una de las dos formas :

] w4 ¢=0, )

ax? 4 bx =0, (2)

en las cuales a, b, ¢ representan cantidades conocidas, posi-

tivas 6 negativas, siendo a positiva, lo que siempre puede
conseguirse.

RESOLUCION DE LA ECUACION INCOMPLETA

133. Resolucién de la ecuacién de la forma

ax?4c¢=0.
De la ecuacion ax®+¢=0 resulta que
e % ,
de donde =+ \/ — _Z' . (ne 118)

Luego, la incognita  tiene dos valores iguales y con signo
contrario,
™
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134. Resolucion de la ecuacion de la forma
ax?4-bx=0, Obien x(ax -+ b)=0.
Igualando separadamente & cero cada tno de los factores, .

- resultan : - xz=0; w=—%.

Asi se ve que tna de las raices cs 0, y la 6tra es igual al
cociente que resulta de dividir el coeficiente del segundo
término, con signo contrario, por el del primero.

EseMpLOs. 10 Resolver la ecuacién

2 bx !
3 = = 120.

. 8t
Tenemos : 1= 120,

8x? =120 >< 15 = 1800,
ar =210 _go5,
T= t‘li-gzi'l&

20 Resolver la ecuacion
" (x — 2) (& + 5) =9z —10.
Tenemos : a? — 2x 4 5 — 10 = 92 — 10,
z?— 6z =0,
x(x —6)=0.
[gualando & cero cada factor, resulta :
=0 y x==86,
3o Resolver la ecuacion

x 41 r—1 __
=1 Tt o1 =%

Quitando los denominadores, se tiene :
@+ 2% 41 + 2! — 2 + 1 = 62t — 6,
422 =38,
2 =19,
=+ \/f .
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RESOLUCION DE LA ECUACION COMPLETA

135. Resolucion de la ecuacién de la forma
azx?+ bz +c==0. '
Traslademos el término ¢ al segundo miembro y multipli-
quemos por 4a todos los términos :
4a%? + babx = — 4ac.

Agregucmos 4 ambos miembros la cantidad b?; el primer
miembro resulta ser el cuadrado de 2ax 4 b :

4a’x? 4 4abx § b? = b? — 4ac,
6 sea (2ax + b)?* = b — 4ac.
Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros :
2z + b=+ |JB® — 4ac,
%az = — b+ (BT —Jaz,

—_ b2 — %4ac
dc donde z=—b%t V;: 4ac 1)

Lucgo las raices de la ecuacion completa de segundo
grado ax®-+ bx-+ c=0 son iguales & un quebrado, cuyo
numerador es el coeficiente del segundo término con signo
contrario, mds 6 menos la raiz cuadrada del resullado que
se obtiene restando del cuadrado de este coeficiente el cud-
druplo producto del coeficiente del primer término por el
término conocido, y cuyo denominador es el duplo del coefi-
ciente del primer término.

Llamando x' y =" 4 los valores de la incognita en la for-
mula (1), se tiene :

o= —b+Jbi—dac
- 2a ’

Raices :

2= —b— b*—4ac .
2a
ArricacioNEs. 10 Resolver la ecuacién
22 —Tx 4+ 3=0,
en fa que a=2, b=—7 y c=38.

~
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La férmula (1) da :

7+ 49 —24-
2.—.—:—————-"‘\/4 2

de donde =38 y &'= —;-.

"2 Resolver la ecuacion .
4o+ 3z —1=0.

La férmula (1) da :

_ —8+J9F16
F=—w v

—3+5

a:=—8——,
de donde a:’.—_-—;— y @'=—1.

136. Notas. — I. — La formula (1) puede transformarse
en 6tra mas sencilla, caso de ser divisible por 2 el coeficiente
del segundo término.

En efecto, en dicha formula supongamos b= 2b', y sus-
tituyamos en ella su valor; tendremos :

— 2b' + &b — %ac
r= ,
2a
6 sea, extrayendo la raiz del factor comin 4, y simplifi-
cando :

' Iy
= =V EVT—ac @

a
APLICACION. Sea de resolver la ecuacién
32+ b — 4=0.
La formula (2) da :

de donde w’=§— y @'= 2.
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II.—Si a=1, al mismo tiempo qus b es par, la for-
mu)a 2) se conv1erte en Ja siguieate :

=—bEyi—c. 3
APLICACION. Sea de resolver la ecuacién
x? —6x -} 71=0.
La férmula (3) da :
z=3+9—-17,
r=3+J2.

de donde o =4414... vy x'--15886...

137. Condiciones de realidad de las rafce¥. — Enla
— b+ Jb*—4ac

2a ?
se llama discriminante 6 realizante, por depender de ella
la realidad de las raices.

formula z=

la cantida b — fac

Consideraremos tres casos, segun tengamos :
b*—4ac>0 ; b*—4ac=0 ; b*—ldac< 0.

I.— Sea b*— 4ac > 0. En este caso, la ecuacion tend. 4
_ dos raices realesy desiguales, pues siendo % — 4ac igu.l
4 una cantidad positiva m2?, por ejemplo, resultara :
—b+m
?= =55,
—b—m
2a ¢

JI. — Sea b? —4ac=0. Entonces las dos raices son
realcs é tguales, pues tenemos :

o=

. —b40 __ b
=gy =T o
—b—0 b

V=== g

III. — Sea V2 — 4ac << 0. En este caso, las dos raices
- serdn imaginarias, pues siendo b%® — 4ac igual 4 una can-
tidad negativa — m, las raices seran :

_b+v’_.m
= —° % —,
== — b—y m

— %

™\
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438. Notas. — I. — Para resolver la ecuacion general de
segundo grado ax*--bxr+4c=0, se forma primero el
discriminante 5% — 4ac :

1v Si el discriminante es positivo, esto es, si se tiene
—4ac >0, laecuacion tiene dos raices dadas por lu for-
mula :

z’i —bim

20 Si el discriminante es mdo, esto es, si se tiene
b — 4ac=0, la ecuacibén tiene sélo una raiz llamada doble
(esto es dos raices iguales) dada por la misma férmula, que

ge reduce a =— '%'

30 Si el discriminante es negativo, esto es, 8i se tiene
— 4ac <0, la ecuacion no tiene raices reales.

II. -- Siendo a positivo, las raices serdn reales si c es ne-
gativo, pues entonces — 4ac  serd positivo, y esta cantidad
afiadida al cuadrado b* dara un discriminante positivo
(1er caso).

ECUACION DE SEGUNDO GRADi) DE LA FORMA

24 petq=0.
139. La ecuacién completa
axt4-bzr+¢=0
siempre puede convertirse en la siguiente $
2t 4 pr 4 q=0.

Para ello, dividamos todos los térrinos por el coeficiente
de x* ; tendremos:

b
o4 grt o=
[Tagamos %:p y %:q; resultara :
4 pr+4q=0.
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Esta es la forma que toma la ecuacién de segundo grado
cuando el coeficiente de x? es la unidad.

140. Resolucion de la ecuacién' de la forma

z? 4+ px 4 q=0.

Traslademos ¢ al segundo miembro, y 4 ambos miem-

o :
bros agreguemos -—'[;— para que el primero resulte el cua-

dradode =z —% :
s tpot I =7 —q,
P’
6 sea ) (:c+ ) T 7
Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros *
—
z+ ]2) == \/};— -9

de donde - — =+ \/— —q. @

Separando las raices, tendremos :
¥ = % + pT -9

—— P _ /P _

Luego, las raices de la ecuacibn de segundo grado
de la forma a®+4pxr+q=0 son iguales & la mitad del
coeficiente del sequndo térimino con signo conlrario, mds
6 menos lu ruiz cuadrada de la cantidad obtenida restando
del cuadrado de esta mitad el término conocido.

141.Notas. — I. — Para resolver la ecuacion de segundo
grado 2 + px 4 q, hay que formar primero el discrimi-

nante L —q.

2
1o Si %—-—q >0, la ecuacion tiene dos raices dadas
por la férmula (4);

-
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2
9 Si .l;__q:o, hay sblo una raiz que es —%;

2
"80 Si %— <0, la ecuacién no tiene raices.

II. — Las raices son siempre reales cuando q es negativo,
pues entonces — ¢ resulta positivo, y su valor afadido

Y]
al cuadrado -%— da siempre un discriminante positivo.

APLICACION. Resuélvase la ecuacién % — %- =92

Esta ecuacion se convierte en la siguiente :
x4 6z — 27 =0.
Formemos el discriminante :
P __ 36 : -
Iy +-27=236, que rcsulta positivo.

Luego la ecuacién tiene dos raices (n° 141, 10), que se cal-
culan por medio de la formula (4) :

=—3+4+6=3,
2=—3—06=—9.

§ IV. — Relaciones entre los coeficientes
y las raices
de la ecuacion de segundo grado

142. Suma y producto de las raices. — Ya sabe-
mos que las raices de la ecuacion

ax? 4 bx +¢=0,
—b 4 yU¥—-4%ac
?

son = a
2= —b— V" —Zac )
)

S, sucesivamente, sumamos y multiplicamos entre si
estas dos raices, tendremos -

. —9 b )
10 z’-i—x’=w2ar =—
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b2 —(b*—4ac) _ b*—b'4dac _ e .

P A2l = 4a? 4a? “a’
lo que manifiesta : '

10 Que la suma de las raices es igual al cociente, con
signo contrario, del coeficiente de x por el de x*;

20 Que el producto de las raices es igual al cociente del
término conocido por el coeficiente de x3.

143. Nota. — Cuando la ecuacién de ségundo grado es

de la forma x4 px+q=0,
resulta : 4o =—p,
y rx' =q.

Estas relaciones se expresan asi :

10 La suma de las raices es igual al coeficiente de x con
signo contrario;

20 El producto de las raices es igual al término cono-

APLICACIONES

144. — 1. — Formacién de ecuaciones que admi-
tan por raices cantidades conocidas. -

Estas propiedades importantes facilitan el formar una
ecuacion de segundo grado cuyas raices sean niimeros cono-
cidos.

Siendo & y & las raices de la ecuacién
x*+pz+q=0,

pongamos — (' 4+ '} en vez de p, y 2" en vez de q; la
ecuacion se convierte en la siguiente :

2t — (&' + 2"y + 22" =0.
Comprobacién. Esta ecuacién resueita con relacion i x, da
por raices z' y x'.

Eseuiios, 10 Férmese una ecuacion cuyas raices sean 3
v 5.
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Tenemos : r+2'=8=—p,
de donde p=-—8,
Y ' =15==q.
La ecuacion seré :
x?—8x4-15=0.
9 Férmese una ecuacién cuyas raices sean —5 y -+ 2.
Se tiene : Zd4+a'=—3=—p
de donde p=38,
y e’ =—10=4q.

La ecuacion sera :
2343z —10=0.

30 Férmese una ecuacion cuyas raices sean — % y +2

Se tiene : &' +a'=— %—+2=+ —2 =—p,

R

de donde . P=—7>
, 6
Y rr'=— ¢ =4¢.
La ecuacion sera :
’ 5 6
_ b sea 432 — 5 —6=0.

145. Problema. — Calcular dos nitmeros, conociendo
su suna y su producto.

Estos nimeros serin las raices de una ecuacion de segunao
grado z®+ px-}-gq, en que conocemos la suma, S=—p,
y el producto, P=gq. '

Esta ecuacion sera :

z*— Sz 4 P=0,
y las raices, 6 sca los nuneros pedidos :

ol=gxy/a-r ®)
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Para que sea posible el problema, las raices han de ser
reales ; por lo tanto, debemos tener :

St .
5= P>0.

EsempLo. Bisquense dos niumeros cuya suma sea 20 y
cuyo producto sea 91.

Apliquemos la formula (5) :

+\/——91 —10+3.

Los nimeros pedidos serin 413 y 7.

146. — II. - Signo de las raices.

De las mismas propiedades se deduce que, sin resolver
una ccuacion de segundo grado completa, se pucden hallar
los signos de las raices. Para ello, hay que escribir la ecua-

cion bajo la forma a:’-l- —x + £ =0, 6desu idéntica

z* + px + q=0,
y cerciorarse primero de que las raices son reales, esto es,
de que no es negativo el discriminante.

Como lo hemos visto ya (nos 142 20 y 143),

o = = =q.

10 Al mirar el signo del término conocido, ya se puede
conocer si las raices tienen 6 no igual signo :

‘a) Si -2 0 q es positivo, las raices tienen igual signo, por
ser positivo su producto (ne 27);

b) Si % 6 q esnegativo, las raices tienen signo contrario,
por ser negativo su producto.

20 Cuando las raices tienen igual signo, para encontrarlo
basta fijarse en el del coeficiente de x, sabiendo que la suma de

las raices tiene el signo contrario al de —2 6 p (nos 142, 1o

LN
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a) Si '&b— 6 p es positivo, ambas raices son negativas ;
b) Si -% 6 p es negativo, ambas raices son positivas.

30 Cuando las raices tienen signo contrario, el signe de
la suma, 6 sea el signo contrario de % 6 de p es el signo
de la mayor en valor absoluto :

a) Si % 6 p es positivo, la mayor en valor absoluto es
negativa ; ' »

b) Si % 6 p es negativo, la mayor serd positiva.

Nota, — Initil es formar el discriminante cuando el tér-

mino conocido es negalivo, pues en este caso las raices son
realed (nos 138, II y 144, II).

EsgupLOS. 10 Reconocer & simple vista la clase y el signo
de. las raices de la ecuacién

7x? — 1192 — 1890 = 0.

10 Las raices son reales por ser negativo el'término co-
nocido;

20 Las raices tienen signo contrario, siendo su producto
negativo ; ’

3o La mayor raiz en valor absoluto es positiva, pues,
siendo negativo el coeficiente de x, la suma.de las raices es
positiva.

20 Hdgase lo mismo, respecto de la ecuacién
: 22t — Tz +6=0.

10 Las raices son reales, pues b*— 4ac>0;

20 Las raices tienen ignal signo, siendo positivo el pro-
ducto f— ;

3o Ambas raices son positivas, pues, siendo ‘—l: negativo, la

suma de las raices es positiva.
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§V. — Ecuaciones bicuadradas.

147. Definicién. — Ecuaciones bicuadradas son aqué-

llas que tienen la forma
axt + ba? 4 ¢ =0,

()

esto es, las ecuaciones de cuarto grado que no encierran

- mas que las potencias pares de la incignita.

148. Resolucion de una ecuacién bicuadrada.

Para resolver la ecuacién (1), hagamos :
x?=1z, de donde a'=—722,
La ecuacion se convierte en la siguiente :
az?4-bz+4c=0,

— b=+ b —4ac
20 ’

de donde (n° 135) z=

y por lo tanto w:i\/_b:l’_‘.v’b‘—!iuc .

12

Las cuatre raices seran :

o= +\/—b+\/b’—-4ac ,.'

wl=+¢—b—\./21);—4ac ;

zu/.=__\/— b+Jm ;
§a

2V — \/— b — /b — 4ac
20

@

Estas raices son iguales de dos en dos y de signo contra-
rio, lo que resulta de que como no encierra la ecuacién mais
que las potencias pares de la incognita, no se altera el valor

de esta ecuacion cuando se cambia x por — .

APLICACIONES. 10 Sea de resolver la ecuucion

ot — 102t +9=0.
™, -
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La férmula () da :

z==+ VBt yB—0 ==+ /54,

dedonde /=3, 2'=1, &"=—3, x"=—A1,
20 Sea la ecuacion a* —142*—32=0.
Tenemos :

=+V1£ V932 =£TE9,
dedonde =4, '=J—2, 2"=—4, T"=—=y—2;
dos raices son reales y dos imaginarias.

3 Sea la ecuacion 4ot —5z2*+1=0.

Tenemos : .
= 5+ y25—16 —4,/3L3
= =g ==
U 1 4 . e/} 1
de donde z' =1, a:’=-§, =1, =—q.

§ VI. — Ecuaciones con varias incégnitas.

149. Definicién. — Llamase sistema de ecuaciones de
segundo grado, un sistema en que una ecuacion 4 lo menos
es de segundo grado, siendo las demas de segundo 6 de
primer grado.

Para resolver un sistema de ecuaciones de segundo grado,
hay que principiar por eliminar una 6 varias incognitas
hasta tener una ecuaciébn con sélo una incognita. Pero esta
ecuacion puede resultar de un grado superior al segundo,
y entonces, no puede resolverse por.los procedimientos del
algebra elemental si no es bicuadrada.

150. Sistema de dos ecuaciones, una de las
cuales es de primer grado. — En la ecuacion de primer
grado se saca el valor de una incognita, y se lo susmuye en
la de segundo grado.

EseMpLO. Resuélvase el sistema siguiente : .
z*+y*+ b —6y —13=0, ()]
3 —2y— 1=0. (2
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La ecuacién (2) da :
_3x—1
y=—3—-
Este valor sustituido en la ecuacién (1), resulta 3
z?—2x—3=0,

3

que tiene por raices :
?d=3; =—1.
Estos valores sustituidos en la ecuaclén (3), tendremos :

y=4 y'=

151. Sistema de dos ecuaciones de segundo
grado. — La eliminacion de una incbgnita proporciona &
menudo una ecuacion de grado superior al segundo, la cual
no puede resolverse de ordinario por los procedimientos
elementales.

Sin embargo puede resolverse :
10 Cuando es bicuadrada (ne 148);

20 Cuando el primer miewabro es el producto de dos fac
tores de segundo grado ; pues, en este caso, igualando suce-
sivamente 4 cero cada factor, resultan dos ecuaciones de
segundo grado cuyas raices son los valores de la ecuacién
de cuarto grado encontrada.

EiempLo. Resuélvase el sistema

y(@*—b*)=0, )
ay=2" (z®* — a?). ?)
De la ecuacion (2), resulta :
b
= (@ —a). )
Este valor, sustituido en la ecuacion (1), da:
b@w—ay@—wm=0 4)

Ya que no es nulo %—, esta igualdad no puede verifi-

carse sino para

6 a*=a? y a2 = D2
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De donde ' "
z" =zda y 2 ==xb.
Estos valores son las raices de la ecuacion (4); al susti-
tuirlos en la ecuacion (3), encontraremos los de y :

¥ =g (@—a)=0,

' = — (b*—a?).

2| 8|

152. Artificios de calculo. — A menudo, por medio de
artificios de cdlculo se puede simplificar la resolucion de un
sistema de ccuaciones de segundo grado, y resolver un sis-
tema que conduce & una ecuacion de grado superior al
segundo. .

Hé aqui varios ejemplos de los artificios mas usados :

40 Sea el sistema de dos ecuaciones
z+y=38,
xy =15.

. Conociendo.la suma y el producto de las incognitas, estas
incognitas serdn (no 144) las raices de la ecuacion

X* —8X+415=0,
de donde #' 6z =4+ J16—15 =S5,
6y =4—J16—15 =3,
2 Sea el sistema de dos ecuaciones,
z—y=>5,
-y =84.

Elevemos la primera al cuadrado y multipliquemos la
segunda por 4. ’

Tendremos :
&t + y* — 2zy = 25,

4y = 336.
Sumemos ordenadamente :

x? 4 y* 4 20y = 364.
Extraigamos la raiz cuadrada :

z+y=19.
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Ahora conocemos la suma y la diferencia de las incognitas ;
luego (n° )

_ 1459
=—g— =13,
19 —5
y=—5— =1.
30 Sea el sistema de dos’ecu;wiones:
z +y =5,
at 42 =13,

Elevemos la priméra al cuadrado y de ella restemos la
segunda :

x4yt 4 %y;'w’—y’=25—13;
2zy =12,
xy =26.
Conociendo Ia suma y el producto, tendremos 3
" X2—5X+46=0,
; g =—r—5i_‘/§5_M , 0 sea

x=38
y=2"

4° Sea el sistema de dos ecuaciones :
¢ty =6,
z® 4y =1286.

Elevemos la primera al cubo y de ella restemos la
segunda :

#* + 3o’y + 3wy + o — 2 — P =216 — 128,
3zy + 3xy* =90,
zly +xy* =30,
zy (z + y) = 30.
Sustituyamos z-}y con 6 :
6xy = 30,
Ty = %0~=5.
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Conociendo J1 suma y el producto, tendremos :
X?—=6X45=0, ‘

a . z==0

8o “ca atin el sistema de dos ecuaciones:

2ty =15,

xy =12

Elavemos la segunda al cuadrado :
xyt =144,

Corociendo la suma y el producto de los cuadrados de las
incégnitas, estos cuadrados resultardn de la ecuacién

X2 — 95X +144=0,
2 ( _ 25+ J625—576 6 sea T =16
el A T sea Y= 9
de donde =14, y=13.‘

Los valores negativos —4 y —3 satisfacen las ecua-
ciones dadas, asi como los valores positivos 44 y 3.

§ VII. — .Problemas de segundo grado.

153. Definicion. — Un problema es de sequndo grado,
cuando su planteo conduce 4 la resollicion de una ecuacién
de segundo grado con una incognita.

El planteo de este problema se efectia como ya queda
dicho (ne 94).

La ecuaci6én obtenida puede tener cero, 1 6 2 raices, y por
lo tanto, el problema puede tener el mismo nimero de
soluciones. Guando la ecuacién suministra varias raices, hay
que cerciorarse de que todas cumplen las condiciones de
los datos, sino se deben desechar.

A continuacién resolvemos algunos problemas de segundo
grado : )

154 Problema I. — El producto de los 3/4 de un
nimero mas 9 por los 3/4 del mismo menos 9 es igual
G 1008. ¢ Cudl es ese numero?
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Llarando x al niimero, se forma la ecuacién

(5 ) (5 —o)=1m,

-91”-—81_1008

921 — 16 (1008 - 81) = 16 < 1089,

16 >< 1089
9

de donde z= /T6<12T =41,
T=44 y o'=—14k

Los niimeros 44 y — 44 cumplen la condicién de la ecua-
cion.

= =16 <121,

II. Una suma de 400 pts. debe distribuirse en partes
iguales entre cierto mitmero de personas. Pero en el
momento de la reparticion faltan 5 de ellas, lo que permite
dar 4 pts. mds & las élras; 4 cudntas personas habia al
principio ?

Sea x el nimero pedido; x—5 representari el nimero
de personas entre quicnes se ha hecho la reparticion - -4—22

representa la suma que habria recibido cada persona si

ninguna hubiese faltado, y :305 lo que recibe cada tina

de las que quedan. La ecuacion sera :

400 _ 400
T—5— & th
6 sea * — 5z — 500 =0,
de donde =x= 5i\/252+ 200 = 5%&_ .

-Las raices son : =25 z'=—20.
Por lo tanto, habia 25 personas.

Hay que desechar la segunda raiz por no cumplir las con-
diciones de los datos.
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1. Fn un circulo se cortan dos cuerdas,; la primera
ticne 80 metros, y la scgunda que corta a4 la primera
wen su punto medio tiene 50 metros; ¢ cudles son los dos
segmentos de ésta ?
Los segmentos de la primera son
iguales, y tienen por producto 15><15,
6 sea 225. :
Llamando z 4 tno de los segmentos de
wmmeda_secunda, el otro_serd de 50 — x;

Fig. 6.

MAYO 1933

Intenciones bendecidas por Su Santidad. —
GENERAL: Para que la Madre de Dios nos con-
duzca al Corazon de su Hijo.—MISIONAL: Para
que los misioneros aumenten en espiritu y en .
niimero.

Oracion por las Intenclones de este mes.

iOh Corazén lg:')\-;no de Jests! Por medio del Co-
razén inmacula e Marfa Santfsima os ofrezco s v
las oraci obras y sufrimientos de este dfa para culivos, sablend?
reparar las ofensas que se os hacen y por todas las rado de su semi-
intenciones por las cuales Vos os inmoldis conti-
nuamente en el altar. Os las ofrezco en especial
para que la-Madre de Dios nos conduzca al Co-
razén de su Hijo, y aumenten los misioneros en
ntimero y fervor. ] dos seran x —1

Resolucion apostélica.—Practicar mucho la de-
vocién a 14 Virgen como Madre de Jesus.

)
PATRONO DE MES
Mayo, 16. — San Juan Nepomuceno, .
confesor.—Fortaleza cristiana. >minos del primer
Madxima.— Piensa lo que vas a hablar, licadas, resulta :

porque no hables algo de que debas
arrepentirte.
San Jerdnimo.

Comunién general: dig .... hora..............
Comunién mensual, el dfa del Patrono del mes.
Comunién semanal ...... e
Ejercicio de 1a tarde: dia .... hora............
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195+ 1957 F 4 >< 14 < 14 .
= 28 »

_ 1954197
@ =2 =14

I

o 195197 _ . 1

28
Los nimeros pedidos son 13, 14 y 15.

Hay que desechar la segunda raiz, por no cumplir las
condiciones de los datos.

V. En los extremos de una recta AB de 18 metros, se
levantan las perpendiculares AC y BD. Hallar entre
A y B un punto P tal que uniéndolo con los extremos de
las perpendiculares, resulte PD = 2PC. Sdbese que AG =2m.
y BD =4m.

Sea PA=—g=, entonces PB— 1§ -~z
A e Se tiene :  PC=z7F%,
N PD = VI8 T (18—ay;
la ecuacion sera :
v, VI6+ (18— ) =227 4.
. Elevemos al cuadrado y simplifiquemos :
Sp 46324 4 2° — 360 = 4a? 416,
Fig. 7. 32? - 36z — 324 =0,

6 gea a?412x — 108 =0,

z=—6+ 36108,
r=—6+4+12=86,
r=—6—12=—18.

El primer valor solo corresponde 4 la cuestién ; AP = G
Yy PB = 12m,

CoMPROBACION. PC==\/36F4 = /40 .
PD = JT4E 16 == yT60 =2 J46
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Vi.En un tridngulo isésceles cuyos lados iguales tienen
cada uno 24 metros, la altura es una media proporcio-
nal entre la base y el lado ; calcular la base.

Sea D ==.
Tenemos : )
AR? — 2 e __ _3”
AB*="AD* —BD*=576 —— .

Por hipétesis tenemos también :

AB*—=AD><CD & 2%x. ¢l : D
lgualando los dos valores de "AB?, Fig. 8.
resultara : .

wl
576 — - = %,

2304 — x2? — 96 =0,

x4 96 — 2304 =0, )
= — 48 + /2304 4 230% ,
r=—48+ /i <2,
r=—481}482,

Luego x =48 ><0,414... = 19m 872...
VII. Dividir una recta AB=12 1
metros en dos segmentos tales que .
la suma de los cuadrados cons- 1. Ty

truidos sobre estos segmentos sea
igual a 10 veces el drea del tri-
angulo exterior DIF. A x

Haciendo AH=g,
resultara : HB=IH=12—=z,

DI=DH—-IH=2z— (12 —2) =2z — 12 =2(x — 6).

Fig: 9. .

La ecuacion sera : : :
24 (12— = 10><9(x—26) 12—a)

o 4 148 + 2* — 25z = 10(12 — 2* — 72+ 62),
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22* 4 144 — 24z = 180z — 1022 — 720,
122 — 204 4 864 =0,
2 —17x 4 72=0,
— 17—_!—\/m

x' =

Las aos respuestas camplen la condicion pedida.

VIII. En un circulo de 5 metros de radio se trazan dos
didametros perpendiculares; desde el extremo de tino de
ellos se traza la cuerda CH de 8 melros; calcular los dos
segmentos en que esta cuerda divide al diametro AB.

Sea Al=z, Cl=y.

c
- Tenemos: CI><IH=AIx<1IB,
6sea Y8 —y)=x(10 — x). )
Los triangulos rectangulos CHD y
COI, que tienen comun el angulo agudo
G, son semcjantcs luego
Cl 10
Figw . TTH_‘"E(—)" 6 _8'_%’
de donde y= .?f_ .
Sustituyamos este valor c¢n laecuacion (1):
28— 2 )=100—a,

. 50—-T6—=10x—-3',
162 — 160x + 175 =0,
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Los dos valores pueden admitirse ; el primero corresponde

al caso en que la cuerda esté 4 la derecha de CD ; el
scgundo, al caso de la figura.

IX. Se conocen todos los elementos de un tridngulo ABC,
se prolongan los lados mds allé deB y se traza ED para-
lela & la base AG ; 4 cudl ha de ser la longitud de BE = x
para que el tridngulo AED sea equivalente al (ridngulo
ABCGY

Sea ED=y, AC=b, BH=a.

Tracemos EF =a' perpendicu-
lar 4 AC.

Los triingulos semejantes CBH,
CEF dan :

I+z
de donde a'= M

a|‘~

Fig. 11.
Los (riingulos semejantes BED, BAG dan también :

%"—— _alc.; de donde y= —b;i

El drea de AED se expresa por A= %"'

Sustituyamos el valor dé y y a' :

A="T”>< 2 @+,

bax

=9 =),

de ({onde se deduce la ecuacién _a_a:%'ﬁ = L;—.

Dividamos ambos miembros por —bg— :

.ﬁ.’%”’l=1,
-3 4-lzx—D=0,

=

— i+ (AR
EIES £
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— 158
x=_;2J—’

r= —lil\/_5:
=

Consideremos el radical con el signo +4-, pues él solo cumple
la condicion pedida ; tendremos :

m=éw§;n;qmm.

Luego x es el segmento mayor de GB =1, dividido en
media y extrema razon. (Véase Geometria, no 329.)

PARTE TERCERA

Ejercicios de aplicacién.

Exiraer la raiz cuadrada de los polinomios siguientes :

.

1. 1 . #4oti
20 ot — da? 4 4.
3e 16a2 + 40ad + 25b2.
2, 1 % ath* + g-abc’ + %—c‘.
a® 4a , 4b*
* B3t o
b ] o8 + 23 4 3t + % + 1.
Simplificar los radicales siguientes y efectuar las
operaciones indicadas : .
3. 1 VEaTbich ,
2 V8a?bicT .

4 1 WI-5T+gVI-3VE



6.

.20 9a%b3c" — 182553 .
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Q. y/24-+.y/51' — 6.

3 " %8 4+ 5/ — I8 —yED.
. e vI2 4+ 2°T7 +3vT5 — WS,

* WEvEem-oa/g

YUY 2 gy v 8 v16a®b* 1 Ba¥T + da5.

——
» \/ 3§ a0 — 3 @

Efectuar las operaciones indicadas :

B LIV 93 6{- 9. 10(_5_\/2)(_54.\/2).
2 Ex\/%- % (ya +vb) (va —vb).
30 /9T ><3/6. | 3 8/=B8x2%/—m.

1o (9+9/10) (9 —2/10). | 10.10 (VT +v32—4) 1 V&.
2 (V2 +v3) (2 -v3). 2 (2/52 + /2 +4) ¢ W/B.
3 (v3—17/6) (WB~3). % (W18 —6v8+8/T2):2/2.

Convertir las siguientes expresiones fraccionarias en 6tras cuyo
. 3 > .

1.

13.
14.
15.
16.

sea 1

e V2 +1 2—vZ
1 1 | 120 1e Ty
. 142 a—y3
2 243 ° b a+y3
Vs —1 %3
¥ 3TE ¥ Evs

Resolver las ecuaciones siguientes :

x?— 4 +3=0. | 17. x*— 8 —20=0.
2 —8&e + 15=0. 18. 2 4 12x — 160.
x? + 2% —15. 19. x2—220+48=0.

x? -+ 16x 4+ 15=0. 20. z? — 10z = 75.

r



41.
42.
43.
44.

N
()

a(x —8) +7=0.
(o — 14) =120,

wx +12) +35=0.

x(x + 10) +9=0.

x2 — @ = 56.

a® 4+ 3¢ —10=0.

x? — 5x = 36.

@t + T — 18 =0.

. a(c—15) — 100 =0.

(@ + 5) (= + 2) = 40.

2 + 2ax — 3a?=0.
2 — dax + 3a2 =0.
x? — 8ax + 15a?=0.
2 + 3ax — 10a2 =0,

. 22— 2abx 4+ a2b2 =0.

x+ vy =20.

x — %z =15.

Ve + 2c=21.

5/x —2c=2.
3% — 4z = —20.

ALGEBRA
31. (x—4)(x+6)="15.

82. (x—8)(x +1)=—18.

| 83, (@+1)(@—1)=Tz—1.

34 (x4 3)(@—2) =13c—1.
35. 3¢ —10x+3=0.
36. 2!—9x—5=0.
87. 42+ 92 4+2=0.
38. St 4 z=9.
39. w4+ ax—1=0.
40. . 8o — 2% =3.

' 46. 2 4 ax — 4a® =0.

417. 3x? 4 8ax + a*=0.
48. 22 + (a + byjx —ab=0.

1 49. a*—2abx — a?2=0.

50. w(@—a)—5a2=0.

56. a+yar =,

57. «—y/3ax —2a=0.
58. Sax =z —2a.

59. V¥ 5 =1—VzT—8.
60. Wr =x—a.

Vi +VETE=V% .

% —10=yVe+5 Xyx—5.

-
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PROBLEMAS

. 63. § Cuél es el numero cuyos 4/; multiplicados por su tercio
da.. 5107

64. Los 3/, del conlenido de un barril multiplicados por los
4/s dan 960 litros : busquese el contenido.

65. Una cantidad sumada con 12, y multiplicada por la misma
cantidad menos 12 da 481 : ; cudl es dicha cantidad ?

66. ; Cudl es el nimero cuyo tercio més uno, multiplicado por
el tercio menos uno, da 323?

67. Basquense tres nimeros impares conseculivos cuyo pro-
ducto sea igual & 7 veces su suma.

68. El nuimero de mis afios de servicio es tal, decia un sol-
dado, que los 2/, de él mds su !/, mulliplicados por los 2/, del
mismo menos su 1/; dan 220 aifios : hillese el nimero de afios
de servicio.

69. B cociente de una division eslos 3/4 del divisor, yel resi-
duo 36 es la 55+ parte deél dividendo : 4 cudl es el divisor ?

70. El producto de dos factores es 73728 : hallar estos.factores,
sabiendo que son entre sf como 2/, es &4 3/,.

71. Calcllese mi edad, decia un anciano, sabiendo que al
multiplicarla por su cuarta y por su sexta parte y dividiendo el
producto por sus 8/y, resultan 243 aiios.

72. Busquense dos nimeros, conociendo su relacién 4/; y la
suma 3185 de sus cuadrados.

73. La suma de dos niimeros es 30 y su producto 224 :  cuiles
son estos numeros ?

74. Busquense dos numeros pares consecutivos, sabiendo que
su producto es 2808.

75. La diferencia de dos nimeros es 14, ysu producto 1632 *
¢ cuales son estos nimeros ?

76. ¢, Cuanto poseen dos obreros,sablendo que tienen juntos
196 pts., y que el producto de lo que tiene cada ino vale 48 veces
esta suma ?

77. La diferencia de precio de dosrelojes es de 9 pts.: ¢ cuiles
son los precios respectivos, sabiendo que su producto equivale
& 180 veces la diferencia ?

78. Al vender un negociante en 56 pts. un espejo, gana tanto
por ciento como le habia costado el espejo : busquese el precio
de compra.
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79. Dos jovenes tienen juntos 24 pts.; 4 cuénto tiene cada ino,
sabiendo que la suma de los cuadrados de su haber respectivo
es de 2907

80. Buscar dos nimeros cuya diferencia sea 8, sabiendo que
la suma de sus cuadrados es 274.

81. Adivinen mi edad, decia uno, sabiendo que el cuadrado
de ella es igual 4 16 veces la edad que tendré dentro de 12 aiios.

82. Determinese la fecha del mes, sabiendo que 10 veces su
cuadrado es igual al cubo de la misma menos 24 veces dicha
fecha.

88. Un padre tiene b4 afios, y su hijo 12 ; ; cuédntos afos hace
que la edad del padre fue el cuadrado de la del hijo ?

84%. ; Cuil es el numero que disminuido en 5 veces su raiz
cuadrada iguala 4 500 ? \

85. Una silla y un silléon valen juntos 39 pts. : ¢ cudles son
sus precios respectivos, si la suma de los cuadrados de éstos es
igual & 20 veces la suma de los mismos mds 21 pts. ?

86. Al vender un mueble en 255 pts., se gana el duplo de la
raiz cuadrada del precio de compra : 4 en cuénto se habia
comprado ?

87. {.Cuantos metros de seda pueden comprarse con 544 pts.,
sabiendo que el nimero que representa el precio del metro es
la mitad menos 1 del que representa el nimero de metros ?

88. Descomponer el nimero 20 en dos partes cuyo producto
sea 96. '

89. Se ha amueblado un salon con 42 sillas y 8 sillones que
costaron 432 pts. ; ; cuél es el precio de un sillon y el de una
silla, sabiendo que el precio de un sillon es igual 4 3 veces el
cuadrado del de una silla ?

90. Un patrén y un jornalero convienen en lo siguiente : el
patrén darg al obrero tintas pesetas por dfa como dfas trabaje
éste ; y al contrario, el obrero pagara al patrén tantas veces ¢l
jormal convenido cuantos dias mo hubiere Lizubajado; al cabo de
un mes de 25 dias de trabajo, el jornalero recibe 75 pts. :; cudn-
tos dias ha trabajado?

91. El dividendo de una divisién es 1235 : bisquese el divie
sor, sabiendo que es igual al cociente y que el residuo es los 2/y
del divisor.

92, El divisor de una divisién excede en 5 al cociente, y dste
excede en 5 al residuo : ¢ cuél es el divisor si el dividendo
es 1075 ? .

93. Un capital de 6000 pts. se impone & cierto tanto por ciento ;
este capilal con sus intereses en un ano, vuelve &4 imponerse
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pero d un tanto por ciento inferior al primero en 4 pta., y da por
interés anual 252 pts. : digase cual fue el primer tanlto por
ciento.

94. Una mujer casera compra pollos por 96 pts., luego gasta
14 pts. en cebarlos ; después de perdidos &, vende los demas en
1 pta. mis de lo que le habian costado : 4 cudntos pollos habia
comprado, y en cuénto, sabiendo que ha ganado 40 pts, ?

95. Veintidos empleados, obreros y aprendices, reciben una
gratificacion ; los obreros reciben juntos 60 pts., lo mismo que los
aprendices; ; cuintos obreros y cuintos aprendices hay, si cada
uno de éstos recibe 1 pta. menos que un obrero ?

96. Con 270 pts., se puede comprar cierto nimera de metros de
paio; con la misma suma se consiguen 3 metros menos de otra
calidad, 4 3 pts. mds el metro : bisquese el precio de las dos
calidades y el numero de metros que se pueden comprar de
cada una de ellas,

97. Una cisterna esta provista de dos llaves ; si la primera
vacia la mitad Y se cierra en segulda para abrir la segunda, la
cisterna se vacia en 50 horas ; pero si, estando llena la cisterna,
se abren 4 un mismo hempo ambas llaves, se vaciard en
24 horas : calctlese el tiempo que tardari cada llave sola en
vaciar la cisterna.

PROBLEMAS DE GEOMETR{A

98. Un recténgulo es equivalente 4 un cuadrado de 96 m. de
lado : calcular las dimens:ones del rectingulo, si la altura es
los 9/y4 de 1a hase.

'99. Las dimensiones de un rectingulo estin en larelacién de
4 49 : busquense estas dimensiones, sabiendo que el rectin-
gulo es equivalente &4 un tridngulo de 84 m. de base y 42 m. de
altura.

4100. Se ha batido una chapa cuadrada de plomo, y su lado se
ha extendido hasta 2/, més : bisquese la longitud primitiva, si
la superficie del nuevo cuadrado es de 1089 cm?.

101. Desde un punto situado 4 12 m. del centro en un circulo
de 8 m. de radio, se traza una secante que se divide en dos
partes iguales por la circunferencia : ; cuél es la longitud de
esta secante ? .

402. Calcular las dimensiones de un triangulo rectingulo,
conociendo la hipotenusa, 51 m., y la relacién, 8/,45, de los cate-
tos.

108. En un circulo de 12 cm. de radio se cortan dos cuerdas
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que tienen 80 cm. por producto de sus segmentos respectivos :
¢ & qué distancia del centro se halla el punto de interseccién ?

10%. Dos cuerdas paralelas que pasan 4 uno y otro lado del
centro tienen respectivamente 6 y 10 m., y la distancia que
media entre ellas es de 8 m. : ; cuél es el radio del circulo ?

105. ; A qué distancia del vértice A de un tridngulo, tomada
en uno de los lados, hay que trazar una paralela 4 la base para
dividir este tridngulo : 1° en dos partes equivalentes; 2° en tres
parles equivalentes, si el lado tiene 15 metros ?

106. Sumando los cuadrados de dos lados de un tridngulo
resulta GG6; calcular estos lados, sabiendo que la bisectriz del
angulo comprendido determina en el tercer lado dos segmentos
de 14 y 10 m.

107. Calcular las dimensiones de un trapecio de 864im?,

sabiendo que la base menor es los 3/; de la mayor y que la
altura es igual al tercio de la suma de las bases.

108. ; Cuales son las dimensiones de un trapecio de 2430=2,
sabiendo que la altura es los 2/; de la base menor, y ésta los 2/;
de la base mayor ?

109. 4 Cuiles son las dimensiones de un rectingulo, si su
perimetro es de 78 m., y su area de 360=2?

110. ; Cudles son las dimensiones de un rectingulo, sabiendo
que la diferencia de ellas es de 42=, y la superficie de la figura
3915m2 ? .

111. La base y la altura de un rectingulo tienen respectiva-
mente 50 y 24 m.; tricese una paralela al lado de 24 m., de
modo que sean semejantes los dos rectingulos que determine.

112. Basquense los tres lados de un tridngulo rectingulo
sabiendo que el cateto menor tiene 23 m. menos que el mayor,
y éste 2 m. menos que la hipotenusa.

413. Dividir una recta de 12 m. en dos segmentos tales que el
cuadrado del mayor sea igual 4 4 veces el producto del menor
por la linea entera.

114. Dos cuerdas de 16 m. cada uina se cortan perpendicular-
mente en un circulo de 10 m. de radio; calcular les segmentos
de estas cuerdas.

115. En un circulo de 6 m. de radio, tricese, desde un punto
situado &4 9 m. del centro, una secante que determine en el cir-
culo una cuerda de 4 m.

116. ; Cudles son las dimensiones de un rectingulo inscrito en
un circulo de 8 m. de didmetro, siendo la diferencia de ellas
de 4l m.?

117. ;, Cuiles son los tres lados de un tridngulo rectin-
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gulo, conociendo el perimetro de 80 m., y la suma 46 m. de los
catetos ?

118. Bisquese la base mayor de un trapecio isésceles en que
la hase menor tiene 16 m., sabiendo que la diagonal que tiene
40 m. es perpendicular al lado oblicuo.

419. Las dos diagonales de un rombo tienen 18 m. y 12 m.;
aiddase una misma longitud 4 cada ina de ellas, de modo que
la superficie del rombo que resulte sea el duplo de la del pri-
mero.

420. Por medio de unarecta, dividase un rectingulo de 20 m.
de base y 15 de altura de modo que se forme un triingulo tal
que la suma de sus catetos sea 27 m., y su area los 3/; del 4drea
restante.

121. En los extremos de una recta AB de 18 m., se levan-
" tan en una misma direcciéon dos perpendiculares que liencn 4m.
y 8 m. : indiquese en la recta AB un punto tal, que juntado con
los extremos de las perpendiculares, resulte un dngulo recto.
1

122. Las dimensiones de un rectingulo son de 20 y15 m.,
desde los extremos de una misma diagonal se sefiala igual longi-
tud en cada lado, se unen entre si los cuatro puntos obtenidos,
de modo que se forme un paralelogramo : ; cudl ha de ser la
ongitud sefialada para que la superficie del paralclogramo sea
1/; de la del rectingulo ?

128. Los catetos de un tridngulo rectingulo son AB = ~ 15 m. ;
AC =18 m.; desde el punto A se sefiala sobre AB una longitud
« en medio de la cual se levanta una perpendicular; se junia
con A y con B el punlo en que esta perpendicular encuentra a
la hipotenusa : § cudl ha de ser la longitud de « para que el
tridngulo que resulta sea los 3/, del triangulo dado ?

124. La tangente comun & dos circunferencias que se tocan
exteriormente tiene 15 m. ; bisquense los radios respectives, si
su diferencia es igual al cuadruplo de la longitud con que la
suma de ellos pasa 4 la tangente.

1235. En el punto medio de la base superior de un cuadrado
se levanta una perpendicular ; ;cudl ha de ser su longitud, para
que, juntando su extremo con los dos vértices mas cercanos, y
alargando estas lineas hasta encontrar 4 la base inferior prolon-
gada, el triangulo que resulte tenga una superficie triple de la
del cuadrado dado ? — el lado del cuadrado es | =24 m.

426. Un rectdngulo termina por sus extremos en un tridngulo
rectangulo isésceles cuya hipolenusa es igual 4 la latitud del
recltangulo ; bisquese esla latitud; sabiendo que la superficie de
la h-'um total es de 8Y6 n?, y que su mayor longitud es de
64 m.
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427. Calcular los tres lados de um tridngulo rectingulo,
sabiendo que la perpendicular levantada en la mitad de la hipo-
tenusa encuentra 4 los catetos en dos puntos que distan 4 m. y
5 m. del vértice del ingulo recta.

128. ; Cuales son los lados de un tridngulo rectangulo, si su
perimetro es de 60 m., y la diferencia de los catetos de 14 m.?

129. Calcular la base y la altura de un rectingulo, sabiendo
que su drea es de 240 m?, y que el radio del circulo circunscrito
tiene 13 m.

130. En un circulo de 37 m. de diametro, desde un extremo
de éste se traza una cuerda de 35 m., y desde el tro, otra
cuerda que corta 4 la primera en dos segmentos que son entre
si como 3 es & 4 : calcular los segmentos determinados por estas
cuerdas. )

481. Los lados iguales de un tridngulo isésceles tienen 45 m., -
y la base 36; ; cudntos metros hay que prolongar la base para
que, juntando el extremo de la prolongacién con el vértice del
tridngulo, el tridngulo total tenga el lado de 45 m. por bisectriz
del angulo interior ?



PARTE CUARTA

PROGRESIONES,
LOGARITMOS,
INTERESES COMPUESTOS
Y ANUALIDADES

§ I. — Progresiones aritméticas.

155. Definiciones. — Progresion aritmética es una
serie de términos tales, que cada uno de ellos es igual al
anterior sumado con una cantidad constante llamada razén
de la progresion.

Una progresion aritmética es creciente 6 ascendente
cuando la razén es positiva, y decreciente 6 descendente en
el caso contrario.

Eienpros : +2.4.6.8.10.12.14.16.18..

+96.92.88.84.80.76.72.68...
queseleen: como 2esd4 esdab,esa8 etc. .
como 96 es & 92, es 4 88, es 4 84, etc.

La primera progresion es creciente; su razon es 4 2.

La segunda es decreciente ; su razon es — 4.

156. 112 Propiedad. — Cualquier término de una pro-
gresion aritmética es igual al primero, sumado con el pro-

ducto de la razon por el nimero de términos que hay anles
de él.
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Sea la progresién
ta.b.c.d.e.f.g.h..1l

Por definicion, el scgundo término & es igual al primcro
mas la razon, que llamarcmos r :

b=a+r.

El tercer término c es igual al segundo b mis la razon,

6sca:
c=b+r—=a-t2r

Asimismo, el coarto término d es igual al tercero ¢ mas la
razon, 0 sea :
) d=c+r=a+3r,
y asi sucesivamente. -

Como sc ve, ¢l segundo término es igual al primero mas la

razén ; ¢l tercero cs igual al primero mas dos veces la razon ;
el cuarto es igual al primero més tres veces la razon, ctc.

'Luego, para generalizar, llamando ! al dltimo tér-
mino, 6 sea al que ocupa cl lugar », y a al primer término,
se tendra evidentemente :

l=a+4nm—1)r.
De esta propiedad se infiere que una progresion arit-
mética
+a.b.c.d.e.f... l,

puede cscribirse :

+a.atr.a+2 .a43r...at+(n—1NDr.

Arricaciones. 1o Hallar el 25 nimero impar.,
Los niimeros impares forman una progresion :
+1.3.5.7.9...
cuya razon cs 2.
Luego tendremos : .
El término 250 =1 - (24 >< 2) 6 sea 49.

‘20 DBusquese el 31° término de la progresién
+75.72.69. 66...
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Se tendra : )
El 31° término =175+ 30><(— 3), 6 sea —15.
157. 2o Propiedad. — En una progresién aritmdtica

limitada, la suma de dos términos equidistantes de los
e:clrmos es constante é vgual 4 la suma de éstos.

"Sea la progresion
+a.b.c.d.....h. . 0.k .1

Consideremos los términos ¢, ¢, cquidistantes de los extre-
mos.

Tenemos (ne 156) : e=a + 2r. (1)

Tenemos también : 1 =1+ 2r, de donde i=1—2r. (2)°

Sumcmos ordenadamente las ecuaciones (1) y (2) :
cti=at2r41—2r=a-l

En general, sean d y h dos términos tales, que d tenga m

términos antes dé él, y h, m términos después de él; siendo
a y ! los extremos, tendremos : :

d=a+mr, )
y . l=kK+4mr,
de donde h=1 —mr. [¥))
Sumemos las igualdades (1) y (2), y resultard
d4+h=a-1l.

Nota. — Cuando es impar el nimero de términos de la
progresion, el del medio es equivalente & la semisuma de

los extremos, por ser equidistante.de ellos.
'

APLICACION. Una progresién tiene 81 términos, stendo
2 y 242 los cxtremos, hallar el 4o,
El #to tirmino= 2222 | 4 gea 192,

158. 33 Propiedad. — La suma de los términos de una
progresi onaritmélica limitada es igual al semiproducto
de la suma de los extremos por el ntmero de términos.

Sca una progresion de n términos :
+a.b.c...h . k.l;
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tendremos por expresion de la suma

S=a+4bte... +h+‘k+l,
S=l+4k+h.. +ct+bia.

Sumemos ordenadamente :

2 =(@a+ )+ b+ k) +(c+h).....
+ (b +0)+ (k4 b) + @ + ).
Cada paréntesis encierra ora los extremos, ora dos térmi-
nos equidistantes de los extremos ; por lo tanto son iguales

estos paréntesis. Como hay tantos sumandos como términos
tiene la progresién, llamando n este nimero, resulta :

S =(a+ In,
de donde S= M . (3]

159. Nota. — Si en esta formula se sustituye el valor
a-(n—1) del enésimo término I, resultara :

5 [a+a+é”‘1)"]n, o g[2at+@mr—1y]. @

Por medio de esta formula se puede calcular la suma de los
términos de una progresion en funcion de a, n y r.

APLICACIONES. 1;Cmil es la suma de los términos de la
progresién + 3.8 .13 .18..., compuesta de 41 términos?

Busquemos primero el 41° término
‘Este término es igual & 3 + (5 >< 40) = 203
Luego (1)  s=08F 303)’“ = 4293,
La Yormula (2) da inmediatamente :
8= 4L (6+40<5) = 4228,

20 Hallar la suma de los n primeros nimeros impares.
La formula (2) da :

S=g [2+(n—1)2], 6 sea n. &)
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Asi pues, la suma de los n primeros numeros impares es
igual al cuadrado de n.

De donde se infiere que la suma de los 10 primeros nume-
ros impares ea igual 4100, yla suma de los 21 primeros es
212 0 sea 441.

160. Medios aritméticos. — Lldmanse medios aritmé-
ticos 6 diferenciales los nimeros que forman con dos nime-
ros dados una progresion aritmética cuyos extremos son -
estos mismos numeros.

ProBLEMA. Interpélense entre a y h, m medios aritmé.
ticos. )
Busquemos primero la razén de la progresion.

Esta progresidn constari de m -2 términos, & saber,
los m medios mas log dos términos dadaes.

Luego b=a+(m+1)r, (ne 156)
de donde r= -1%;{_-‘%- %)

Por lo tanto, la razén de la progresién es igual 4 la dife-
rencia entre el ultimo término y el primero, dividida por
el ntimero de medios mds uno.

APLICACIONES. 10 Entre 2 y 24, interpolar diez medios
aritméticos.

. 2% —2
Se tiene : r= =92

La progresidn sera :
+2.4.6.8.10.12.14.16.18.20.22 . 24.
20 Entre 80 y 50, interpolar cinco medios aritméticos.-

Tenemos : o= -51—_6;‘0 =75,

" La progresion serd :
+80.75.70.65.60.55.50.

161. Nota. — Si entre los términos consecutivos de una
progresion aritmética se interpola igual numero de medios,
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las progresiones parciales que resultan forman una sola pro-
gresion.

En efecto, la razén de estas progreslones es una mlsma,
ya que cs, para cada tna de ellas, el cociente dela dtferencta
constante de dos términos consecutivos por el niumero de
términos que se han de mterpolar, mds uno. A mis de esto,
el dltimo término de cada tna de‘estas progresiones es el
primero de la siguiente ; por lo tanto, todas estas progresnones
parciales forman una sola progresnén.

APLICACION. Interpolar 3 medios aritméticos entre todos
los términos de la progresién

+5.13.21.29.37...
La razon de estas progresiones parciales sera :

13—5 21 —13 20 —21 37—29 |
4 4 4 4

. 8 L ]
esto es : I 6 2

E ]
Tendremos-sucesivamente :

+5.7.9.11,18,
+13.15.17 .19 . 2,
+21.23.25.27.29...

que podemos escribir :
+5.7.9.11.13.15.17.19.21.23 . %5...

y asi resulta una sola progresion.

§ II. — Progresiones geométricas.

162. Definicién. — Llimase progresion geométrica un
serie de términos tales, que cada uno de ellos es igual al que
le precede multiplicado por Una cantidad constante llamada
razén de la progresion.

Una progresion geométrica es creciente cuando la razon es
mayor que 1, y decreciente cuando la razén es un qucbrado.
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Eiempros : 2+ 1:2:4:8:16:32: 64...
2 81:27:9:3; %-: %—
que se leen : .
' Como 1 es 42 es 44, esis8, et

Como 81 esd27,es49, esa 3, ete.
La primera orogresion es creciente ; su razén es 2.

La segunda es decreciente ; su razon es -%-

163. 1z Propiedad. — Enuna progresién geométrica,
cualquier término es i51°al al primero multiplicado por una
potencia de la razén expresada por el numero de términos
que le preceden.

Sea la progresién _
watbic.d:eifrg...
Por definicién, el segundo término b es igual al primer* a
multiplicado por la razén que llamareriss g, 6 sca:
b=aq.

Por definiciéon también, el tercer término ¢ es igual al
segundo b multiplicado por la razén; pero b=aq; luego

c=aq?
Asimismo el cuarto término d es igual al t. ero ¢ multi-
plicado por la razén; pero ¢=aq?; luego
' d=ag®,
¥ asi sucesivamente.
Ya se ve que el segundo término es igual al primero mul-
tiplicado por la razon; que ¢ tercero es igual al primero
multiplicado por la segunda potencia e la razon; que el

cuarto cs igual al primero multiglicadc por la tercera poten-
cia de la razén, etc.

Para generalizar, llamemos ! al ultimo término, 0
sca al que ocupa el lugar », y a al primero; tendremcs :

l=ag~—1.
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De donde se inflere que una progresién geométrica

satbretdien..l
puede escribirs.
- ssazagiag?iagdiagt: ... agr—1.

A-l?LICAGIONEs. 10 Hallar el noveno término de la pro-

gresion
+1:2:4:8..
El Qo término =1><28, 0 sea 254.
2 Busquese el 110 término de la progresibn

%27:9:3:1:%...

A 1\1° 1
El 11° término =27><(-3-) , Osea BT -

164. 22 Propiedad. — En una progresién geométrica,
el producto de dos términos equidistantes de los extremos
es constante é igual al producto de los extremas.

Sea la progresion -

‘ w#watbieida..thiitk:l

Consideremos los térmimos ¢, ¢ equidistantes de los
extremos.

Tenemos (ne 163) : c=aq?, )

- @

Multipliquenaag ordenadamente las igualdades (1) y (2): ’
2
o=l —al.

Para generalizar, llamemos dy h 4 dos términos
tales, que d tenga m términos antes de él, y h, m térmi-
nos después de él, siendo a y I los extremos; tendremos :

y también l=1g% dedonde i=

d=aq™ (€3]
Y {=hgm,
de donde h= Lm )]

~ q



.
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Multipliquemos ordenadamente las igualdade.u MDy@®:
my
e ot

s O6smea al.

165. Nota. — Cuando es impar el nimero de términos
de la progresién geométrica, el tdrmino medio es igual d la
raiz cuadrada del producto de los extremos.

4166. 32 Propiedad. — La suma de los términos de una
progresién geométrica es igual al producto del wltimo tér-
mino por la razén, menos el primero, y dividida la dife-
rencia por la razén menos uno. ’

Sea una progresion de n términos :
s#atbic... h:k:l.
Tenemos: S=a-4b+c..... +h+E41 ™)
Multipliquemos por ¢ los dos miembros de esta igualdad :
Sq=ag4-bg +-¢q.... 4hgd+kqtig. (@

Restemos ordenadamente la primera igualdad de la se-
gunda, teniendo presente que

aq=>b, bg=c..., hq=k, kq=1L.
Sg—S=b+4tc+..... +k+l+lg—a—b—ec...

-—k—1,
S(g—1)=lg—a,
lg—a
s=-g:1_. ®

Sustituyendo ! con su valor ag®—1, esta formula se con-
vierte en la siguiente :

—'—a _ aqr—1)

§= =T = ¢q—=1 - 4)

Por medio de esta formula se puede calcular la suma de
los términos en funcién de a, de ¢ y de n.

APLICACIONES. 10 ; Cudl es la suma de los nueve primeros
térmirios de la progresién

#2:4:8:16...7
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La formula (4) da :

=1022.

=421
S==3—

20 Calcular la suma de los ocho primeros términos de
la progresién
+:27:9:3...
La formula (4) da :

.s= 27[(%).—1] 7n(— t) _ 27<6560<3 ._
1 T = eI

167. Busquemos el limite, esto es el valor fijo & que se
aproxima la suma de los términos de una progresion geomé-
trica decreciente.

Se tiene : S=

Cambiemos los signos de los términos del segundo miem=
bro : :

S=24—9" __@ _ 9"
T—q ~ T—¢ T—¢q

Esta forma de la igualdad manifiesta que la suma consta

de dos partes : la primera T:_q' es fija; la segunda

— 1ai"q es variable, y se aproxima 4 cero cuando n crece

indefinidamente, pues la razén g es un quebrado, y el factor
g* es tanto menor cuanto mayor es n. Luego la suma de los
términos se aproxima & ;—

rm p! ]Tq'-

Por lo tanto, el limite de la suma de los términos de
una progresién geométrica decrecicnle es igual al cocente
del primer término por 1 menos la razén.
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AvLICACIONES. 10 Hallar el limite de la suma de los tér- )
wiinos de la progresion

w42t g
Tenemos : limite = 4 =4
- "1—__1' =
) 2
20 Hallar el limite de la fraccién decimal periédica
0,45 45 45 45 45...

Usta fraccién puede escribirse en esta forma :
w45 . 45 45 . 45 . 45
* 100 * 1007 * 100° * 100* * 1005

Es una rogresibn gecométrica decreciente cuya razén

=8. -

1
es m—.
Luego, se tendra :
& _#
.00 _ 100 __ 45 5
limnte_i— T =99 =gy Otea i
100 100

168. Medios geométricos. — Llamanse medios geomé-
tricos 6 proporcionales, los nimeros que forman con dos
nimeros dados una progresion geométrica, cuyos extremos
son estos mismos numeros.

PROBLEMA. Entre a y b interpélense m medios geomélri-
€o0s.
Busquemos la razén de la prdgresién.

Esta progresién constard de m 42 términos, & saber :
fos m medios y los dos términos dados.

Luego b=agm+1,. (ne 163)
. m+l ’b"
de donde =\

Por lo tanto, para obtener la razén, hay que dividir el
u'timo término por el primero y extraer del cociente la raiz
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cuyo indice sea el mimero de medios que han de interpo-
larse, mas 1.

APLICACIONES. 1o L'ntre 2 y 163 interpolar tres medios
geométricos.

4 W
Se tiene : q=\/—§— = V8l =3.
La progresiones : 4:2:6:18:564:162.
20 Entre 1024 y 16 interpolar dos medios geométricos.

Se tiene: ¢= 10246 C/g.—__ 1.

La progresion serd ;: <+ 1024 : 256 : 64 : 16.

169. Nota. — Si entre los términos consecutivos de una
progresién geométrica se interpola un mismo nimero de
medios, las progresiones parciales que resultan forman una
sola progresion.

En efecto, la razéon de estas progresiones es una migma,
ya que cada una de ellas se encuentra extrayendo del
cociente constante de dos términos consecutivos, una raiz
cuyo indice es el nivmero de medios que se han de interpolar,
mds 1.

A més de- esto, el ultimo término de cada tina de estas
progresiones es el primero de la siguiente; por lo tanto,
todas estas progresiones parciales forman una sola progre-
sion.

Interpolemos tres medios geométricos entre todos los tér- .
minos de la progresion

++2:32:513: 8192 : 131072,
La razén de las progresiones parciales seri :
\/ */131072
32 512 ’ 8192 °

esto es : ﬁa, 6sea 3.
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Tendremos sucesivamente :
+2:4:8:16:32,
$:32:64:128 : 256 : 512,
++ 512 : 1024 : 2048 : 4096 : 8192...
que pueden escribirse ¢
++2:4:8:16:32:64:128:256 : 512 ; 1024 ; 2048...
y asi resulta una sola progresion.

~

EJERCICIOS RELATIVOS i LAS PROGRESIONES
170. ProBLEMA 1. Hallar el 150 término de una progre-
sion aritmética, si el ler término es 3, y el 420 249.

Busquemos primero la razén :

_ 2%49—3 _
r=—m =8

El 150 término = 3 4 (14 >< 6) =817.

ProBLEMA II. Un jardinero tiene que verter 2 regaderas
al pie de cada uno de los 48 drboles de una hilera; los
Grboles distan entre si 8 metros, y el pozo dista 15 m. del
primero; § qué camino habra recorrido el jardinero al con-
cluir su trabajo, st lleva 2 regaderas cada vez?

Del pozo al primer érbol hay 15 m., 6 sea 30 m. de ida
y vuelta. Para ir y volver de un érbol al siguiente tiene que
andar el jardinero 16m. Luego el caminou recorrido sera
igual 4 la suma de los términos de la progresion

30.46 .62 .78.
que consta de 48 términos.

El ultimo es : 304 (47><16) 6 sea 782
y la suma (no 158) : (304 782)2 6 sea 19488 metros.

El jardinero habra andado 19 km. 488 m.

ProBLEMA III. Las tres dimensiones de un paralelipipedo
rectdngulo estdn en progresibn aritmética, y la suma de
ellas es igual & 24 m.; hallar el volumen del sélido, si eu
superficie total es de 366 m?3,
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Llamando z 4 la dimensiéon media y r i la razon, las tres
dimensiones seran .

r—r, z, T+
Luego z—rt+ztxt+r=24
de donde x=S8.

La superficie sera :
Yz —r)z Az — 1) (@ + ) + 2oz + 1) =366,
Sustituyamos el valor de x y simplifiquemos,
88— 1)+ 64— 7+ 8B -+ 1) =183,
=9,
de donde r=3.
Por lo tanto, las dimensiones son 5, 8 y 11 metros.

ProBLEMA IV. Un avaro después de comprar un caballo
preguntaba & un herrador cudnto le cobraria por herrar
su bestia ; el herrador conteslé que 10 pesetas por las 4 he
rraduras; 6 también que no le cobraria nada por las dos
primeras, si le pagaba 1 céntimo por el primer clavo, 2 por
el sequndo, & por el tercero, y asi sucesivamente duplicando
hasta los 16, que tienen las dos herraduras. ; Cudnto ten- .
dria que pagar el avaro, si aceptara esta ultima propuesta,
pensando economizar ?

Busquemos lo "que tendra que pagar por el ultimo clavo,
que es el 160 :

término  160=1><215, ¢ sea 32768. (no 163)
La suma de los términos de la progresion
1.2.4.8.16 ..... 32768

gerd (no 166) S = 3_% 6 sea 65534,
-El avaro tendria que pagar 655 pesetas 34.

PropLema V. Dividir el nimero 105 en dtros (res que
estén en progresion geométrica, y cuyo producto sea 8000.

~
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Llamando « al primer nimero y ¢ 4 la razon, las ecuacio-
nes seran :
x + qx + q*x =105, 1)
y xz><qr><gq?c O0sea gx®=8000
cuya raiz cubica es
qgr=20; dedonde q= 22?—

Este valor, sustituido en la ecuacion (1), dara :
a+20+ 20 405,

2t — 85z -+ 400 =0,
85 -+ (7295 — 1600
2 9

x' = 80,
' =35.
' 20 1 20
Luego, q=§0—=~4— 6 ¢g= 'S =4.
La porgresion pedida sera :
80.20.5,
6 ' - 5.20. 80.
ProBLEMA V1. Busquense tres mivmeros enm progresion

geomélrica, sabiendo que la suma de ellos es 65 y la
suma de sus cuadrados, 2275.

Llamando « al primer nimero y ¢ 4 la razon, resuuaran

las ecuaciones .
65 =2+ qx+ gz,

2275 = x* | ¢%2 4 q'xY,
que pueden escnbu'se
65=x(g"+¢ + 1), @
25 =a%g' + ¢* +1). - @

Elevemos al cuadrado la ecuacion (1) y dividamosla por la

ecnacion (2) :
65><65 _ a%q?4q 4 1)
B e @
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El trinomio ¢* 4 ¢*+1 es el producto de
¢*+q+1 por ¢*—g+1.
Luego la ecuacion (3) se convierte en

Bt _ @ a @ rat]
2975~ aXg+9+1) (@—g+1)°
y después de la reduccion,
13 _ g+q+1
T~ ¢—q+1°
132 —13¢ +-13=7¢*+T9 + 7.

3¢* —10g +3=0,
* 5+yB—-9
9=———3

" 1
=3y ¢"=3.

Estos valores sustituidos en la ecuacién (1) dan
z=5 y x=45.
Los numeros wedidos son,
5.15. 45,
6 45.15.5.

§ II1. — Logaritmos.

171. Definicion. — Llimanse logaritmos los términos
de una progresion aritmética que principia por cero, corres-
pondientes 4 los de tina geométrica que principia por la uni-
dad. Cada término de la progresion aritmética es el logaritmo
del término correspondiente en la geométrica.

Estas dos progresiones pueden continuarse indefinida-
mente en ambos sentidos; la Wina contiene el término uno, la
otra el término cero Yy estos dos términos deben correspon-
derse.

Sean las progresiones;
#1liq:q* g ¥ g q" ... T,
$0.7r.2 .3r . 4r . 5r 6r Tr... nr.
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Por definicion, O es el logaritmo de 1, r el de ¢, 2r el de
g% 3reldeg®....., nrelde gn.

172. Lo que antecede manifiesta :

10 Que la progresion geométrica encierra todas las potene
cias de la razén;

20 Que la progresion aritmética encierra todos los multi-
plos de la razén,

30 Que el exponente de un término cualquiera de la pro-
gresién geométrica es el coeficiente del término correspon-
diente en la progresién aritmética.

173. Nota. — De la definicion anterior (no 171), parece
inferirse que sélo los nimeros que forman una progresién
geomeétrica tienen un logaritmo. Sin embargo, si se interpolan
muchos medios geométricos entre los’ varios términos de la
primera progresion, & igual ntmero de medios aritméticos
entre los diferentes términos de la segunda, cada término de
la progresion aritmética serd también el logaritmo del tér
mino correspondiente de la progresion geométrica.

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

174%. 1r2 Propiedad. — El logaritma de un producto
es igual & la suma de los logaritmos de los factores de este
producto.

Sean las progresiones :

#1:g:q*:q®:1q g0 q,
vO.r.ﬂr.3r.4r.5r.6r.....

Consideremos en la primera progresiéon dos términos
cualesquiera, q Y g% cuyos logaritmos respectivos son 4»
y 6.

El producto de g* por ¢® es g'° (no 28), y se halla en la
progresién, ya que contiene ésta todas las potencias de la
razén. La suma de los dos logaritmos es 4r -4 6r 6 sea
10r, que se halla también en la progresion aritmética, ya
que ésta contiene todos los multiplos de la razén; pero



(ne 172, 30) el término 10r corresponde 4 q'°, y por lo tanto
es su logaritmo.
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Asimismo, el logaritmo del producto
@¥><g®>><q® serd 3r-45r-48r, 6sea 16r.

Este raciocinio puede aplicarse 4 un nimero cualquiera de
factores ; luego -

log abc =log a +} log b + log.c.

175. 22 Propiedad. — El logaritmo de un cociente es
tgual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del
divisor.

Sea el cociente x=— -g—

Se tiene : z.B=A,
Y, segun la primera propiedad,
log  + log B=log A,
de donde logz 6 log -‘% = log A —log B.

176. 32 Propiedad. — E! logaritmo de cualquier
potencia de un niimero es igual al cxponente de la polencia
mulliplicado por el logaritmo de dicho numero.

Tenemos en efecto :
A=A AX<AX>XAXA,
de donde (1ra propiedad)
log A>—=1log A +log A +log A+ log A} log A=25 log A.
177. 42 Propiedad. — El logaritmo de una raiz de un

numero es igual al logaritmo de la cantidad dividido por
el indice de la raiz. -

Sea R=JA,
de donde R3=A, -
Yy, segun la tercera propiedad,
3log R =1log A,

de donde log R= ng‘—.
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178. Nota. — Segun las propiedades anteriores, el cél-
culo por logaritmos facilita mucho las operaciones, ya que"
la multiplicacién se convierte en adicién, la division en
sustraccién, la elevacion & potencias en multiplicacion, y la
extraccion de raices en division.

LOGARITMOS VULGARES 0 DECIMALES.

179. De la definicion del no 171 resulta que el nimero de
sistemas de logaritmos que puedcn imaginarse es ilimitado,
ya que g y r son arbitrarios, y un mismo nimero tendra
necesariamente logdritmos diversos en sistemas también
diferentes.

Los sistemas se distinguen tnos de 6tros segun el nimero
que tiene por logaritmo la unidad, el cual recibe el nombre
de base.

El inventor de los logaritmos fue el barén escocés Néper;
las dos progresiones siguientes forman su sistema :

#1:(04a: 0+ (a1 +a)t .. (I o).

.-0 « . 22 . 3a . 4a na.

En estas progresiones, la cantidad « es pequeﬁisima. El sis-
tema asi formado se llamé neperiano 6 hiperbdlico; la base
es un ‘nimero incomensurable que se expresa por e y cuyo
valor es 2,718281828 ..

180. Logaritmos vulgares. — Los logaritmos vul-
gares 6 de Briggs, mas comodos para los cilculos pricticos,
tienen por base el nimero 10 (por eso se llaman también deci-
males), de manera que las progresiones fundamentales de
su sistema son las siguientes :

4+1:10: 100 : 1000 : 10000 : 100000 ..... 10~,
+0.1.2. 3 . 4 . 5 ... n.
En este sistema se ve: 1o que el logaritmo de 1 es 0,

el de 10 es 1, el de 100 es 2, el de 1000 es 3 ...; el
de 10" es n;

2 Que todo nimero comprendido entre 1 y 10 tieue su
ALGEBRA 4T8. 6
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logaritme mayor que O y menor que 1; que todo nimero
‘comprendido entre 410 y 100 tiene su logaritmo mayor que 1
y menor que 2; que todo mimero comprendido entre 100
y 1000 tiene su logaritmo mayor que 2 y menor que 3, y asi
sucesivamente ; de donde se infiere que el logaritmo de un
nimero mayor que 10 consta de una parte entera llamada
caracteristica y de una parte decimal llamada mantisa; ade-
mas se ve que la caracteristica de un nimero contiene tan-
tas unidades cuantas cifras tiene el mimero en su parte
entera, menos una; de modo que el valor absoluto de la
caracteristica indica el lugar que ocupan las mayores uni-
dades del nimero 4 la izquierda de las unidades simples.

181. El logaritmo de un niumero 10 veces, 100 veces,
1000 veces, etc., maycr 6 menor que b6tro, tiene la misma
parte decimal 6 mantisa que el logaritmo de este 6tro, y
s6lo se diferencia en la caracteristica.

En efecto, para multiplicar un nimero por 10, 100,
1000, - etc., basta afiadir al logaritmo de este nimero los
logaritmos de 10, de 100, de 1000..., los cuales no tienen
parte decimal. Luego el logaritmo del producto. no diferira
del logaritmo del multiplicando sino por la caractéristica.

Asimismo para dividir aun mimero por 10, pox 100, por
1000..., basta restar del logaritmo de este nimero los loga-~
ritmos de 10, de 100, de 1000..., los cuales no tienen parte
decimal, Luego el logaritmo del cociente no diferird del loga-
ritmo del dividendo sino por la caracteristica

Deduicese de aqui que, si dos nimeros no difieren sino por
el lugar en que estéd la coma, tienen logaritmos que solo difie-
ren entre si por la caracteristica,

182. Numeros menores que 4. Caracteristicas
negativas. — Si se prolongan indeflnidamente & derecha
& izquierda las progresiones del no 180,

1 . 1 .4 .1 .4.40:100:1000:
...W.m.W.TO-A.iOJOO.iOOOJOOOO.
v —4 . —83 . —2.—-1.0.1.2.3 . 4

se ve que los nimeros menores que 1 tienen logaritmos ne-
gativos.
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Notas. — 1. Estas progresiones manifiestan que

+1 esellogde 10,y que —1 es el de 1!0—,

+2 00, » -2 » g,

+3 1000, » —3 s ‘R%i)"

y asi sucesivamente.
De igual modo,
si 0,60897 es el log de 5, — 0,69897 ser4 el de -15-,

» 226600 » 1845, —2,26600 » T;Tg

183. — II. Luego, cuando se cambia el signo del logaritmo
de un nimero dado, resulta el logaritmo del inverso de este
numero; y un logaritmo negativo puede considerarse como
el logaritmo de un quebrado que tenga 1 por numerador, y
por denominador el nimero correspondiente al mismo loga-
ritmo positivo.

184 — III. Las mismas progresiones manifiestan que un
nimero comprendido entre 0,4 y 1 tiene un logaritmo mayor
que — 1 y menor que cero; por lo tanto este logaritmo se
representara por una fraccién negativa.

Asi también, un nmimero comprendido entre 0,01 y 0,1
tiene un logaritmo mayor que — 2 y menor que — 1, el
cual se representard por un nimero negativo que tenga — 1
por parte entera. Un nimero comprendido entre 0,001 y 0,01
tendrd también un logaritmo negativo cuya parte entera sera
—2, y asi en adelante.

185. Transformacién de un logaritmo negativo
en 6tro de caracteristica negativa y mantisa posi-
tiva. — Si, como lo acabamos de ver, los logaritmos de los
quebrados son negativos, no es ésta la forma més conve-
niente para emplearlos en los cilculos, es mucho mas ex-
vedito calcular con logaritmos de caracteristica ncgativa y
mantisa positiva.

Sea de convertir el logaritmo — 2,69897 en otro de carac-
teristica negativa y mantisa positiva.

-
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A esa cantidad podemos agregar y quitar 1 sin alterar su
valor,
—2,69897 = — 34 (1 —0,69897).

Efectuando la sustraccion indicada en el paréntesis, resul-
tara :
—2,69897 = —340,30103, 6 sea 3,301083.

Asimismo, el logaritmo negativo — 0,48674 puede repre-
genlarsc como sigue :

—0,48674=—1-4(1 —0,4867k), 6sea 1,51326.

Luego, para convertir un logaritmo negativo en 6tro
de caracteristica megatliva y mantisa positiva, se aumenta
una unidad & la caracteristica, se escribe sobre ella el
signo —, luego se resta de 1 la mantisa dada. El signo
menos escrito encima de la caracteristica indica que sélo
ella es negativa.

186. Notas. — I. De lo que antecede, asi como de lo
dicho en el no 180, resulta que el logaritmo de un numero
menor que 1 tiene caracteristica negativa cuyo valor absoluto
indica el lugar que ocupan las mayores unidades del mismo,
despues de las unidades simples.

187. — 11. En la formacion de las tablas no se han calcu-
lado los logaritmos de los numeros menores que 1, ni tam-
poco los de los nimeros fraccionarios, pues estos logaritmos
pueden obtenerse de una manera indirecta.

Asi, para obtener el logaritmo de 0,625, se multiplica y

divide este nimero por 1000, y-resulta ]%2%"

De donde (n° 175) log -aag; = log 625 — log 1000,
log 625=2,70588
log 1000 = 3,00000
luego - log 0,625 =1,795 88.

188. — II1. Los numeros negativos no tienen logaritmos,
pues no contiene ningin término negativo la progresién
geomeétrica que sirve para definir los logaritmos vulgares.
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Como los términos de la progresién geométrica continuada
indefinidamente hacia la izquierda’ van minorando més y
mas y aproximandose 4 cero, sus logaritmos negativos au-
mentan constantemente en valor absoluto 'y se aproximan al
infinito; de donde se infiere que el logaritmo de cero es
—oC. - . ]

189. — IV. Cuando hay que restar un logaritmo de 6tro,
la sustracciéon puede convertirse en adicion; para ello basta
afiadir al primer logaritmo el segundo previamente transfor-
mado.

Sea de calcular la expresion %, que puede escribirse
5>< 5
Tenemos : log = log 1 — log 8:=0 —0,90300;

este logaritmo negativo transl‘ormado,' como lo hemos dicho
en el no 185, se convierte en  1,09691.

Basta ahora afiadir al logaritmo de 5 el logaritmo 1,09691.
Este logaritmo que tiene igual valor que el logaritmo nega-
tivo —0,90309 es, como este vltimo, el logaritmo de %—‘,

pero & causa de la transformacion lo llaman cologaritmo
de 8.

190. Cologaritmos. — Cologaritmo de un niumero es
el logaritmo del nimero inverso, cuya parte decimal se
ha hecho positiva.

191. Dado el logaritmo de un nimero, para obtener di- -
rectamente su cologaritmo, se asiade 4+ 1 & la caracteristica,
y se cambia su signo, luégo se busca el oomplemento de 1 °
en la mantisa.

Hallase este complemento de 1, restando de 9 cada una
de las cifras de la mantisa, excepto la primera significativa
de la derecha que se resta de 10.

El que estd acostumbrado al calculo logaritmico lee inme-
diatamente este complemento en las tablas.
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EipmpLos:  log 8=0,90309, colog8 = 1,09601;
log 625=:2,79588, colog 625 — 3,20412;
‘log 0,005 = 3,69897, colog 0,005 = 2,30103.

. /
DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS

192. Clases de tablas de logaritmos. — Hay dife-
rentes clases de tablas de logaritmos; las unas, llamadas
grandes tablas, dan los logaritmos de los 100 0006 108 000 pri-
meros nimeros con 7 cifras decimales, las 6tras dan los loga-
ritmos de los 10000 6 20000 primeros ntineros con 5 cifras
decimales. Estas ultimas, aunque den menor aproximacién
en los cilculos, son mas usuales que las primeras.

Las ‘'mas conocidas entre nosotros son las francesas de
- Dupuis y Callet, y las espaiiolas de Vazquez Queipo y Calvet.

Todas estas tablas tienen en columnas especiales las dife-
rencias que hay entre los logaritmos de dos nimeros conse-
cutivos. Algunas tablas, con el fin de simplificar, no dan las
caracteristicas, pero la vista sola de un nimero basta para
conocer la parte entera de su logaritmo (nos 180 y 186).

193. Uso de las tablas. — Para servirse de una tabla
delogaritmos, hay que resolver las dos operaciones siguientes:

10 Encontrar el logaritmo de un nimero dado;

20 Encontrar el nimero que corresponde & un logaritmo
dado )

194. Encontrar el logaritmo de un nimero dado.

Supondremos que tenemos las tablas con 5 decimales.

4er Caso. — El numero se halla en las tablas. En este
caso se lee inmediatemente el logaritmo correspondiente.
Asi el log de 6843 es 3,835 25.

El log de 6,843 es 0,835 25, pues no difiere del de 6843 sino
por la caracteristica (no 181).

20 Caso. — El numero no se encuenlra en las tablas.
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8e determina primero la caracteristica (nos 180 y 186), en
seguida se multiplica 6 divide el nimero por 10, 100 6 por
1000, etc., de modo que resulte un nimero entero, y el
mayor que sea posible, contenido en las tablas; por ultimo
- se busca la mantisa del logaritmo del nimero obtenido,
teniendo en cuenta las diferencias tabulares.

EsempLos : 40 Calculese el logaritmo de 24647. -

La caracteristica es 4, por tener el nimero 5 cifras.

Dividamos 24647 por 10, lo que da 2464,7.

Busquemos en las tablas la mantisa del logaritmo de 2464;
se encuentra 0,391 64.

Siendo de 18 unidades del quinto orden la diferencia tabu-
lar entre los logaritmos de 2464 y 2465, se dird, conside-
rando el aumento de los logaritmos como sensiblements
proporcional al aumento de los niumeros :

Por 1 entero de diferencia en los mimeros hay un aumento
de 18 en los logaritmos; por una diferencia de 0,7 en los
numeros, habrd un aumento de z en los logaritmos, 6 sea

1 0,7

|~

de donde =13, 4 una unidad de quinto orden.

Se afiaden estos 13 cienmilésimos & 0,39164 y resulta
4,391 77 como logaritmo del nimero 24 847.

20 Busquese el logaritmo de 0,047 8533,

La caracteristica sera 2 (no 186).’

Multiplicando por 100000, tendremos 4 785,33.

El logaritmo de 4785 tiene por mantisa 0,679 88,

Siendo de 9 unidades del quinto orden la diferencia entre
los logaritmos de los numeros 4785 y 4786, se dira :

Por 1 entero de diferencia en los nim ros hay aumento
de 9 en los logaritmos; por una diferencia de 0,33 en los
numeros, habra un aumento de x en los logaritmos, 6 sea

1 0,33

.9 z
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de donde x=3, 4 una unidad de quinto orden; el loga-
ritmo de . 0,0478533 sera 2,679 91.

En ciertas tablas el cilculo de las partes proporcionales
se halla resuelto y va indicado en una columna especial.

195. Encontrar el numero que corresponde &
un logaritmo dado.

der Caso. — La mantisa del logaritmo se halla exac-
tamente en las tablas. '

'Se lee en las tablas el nimero correspondiente & esta man-
tisa, que se busca siempre como si estuviera precedida de la
caracteristica 3.

Por ejemplo, se ve que 7655 es el nimero correspondiente
al logaritmo 2,88395. La caracteristica 2 indica que la parte
entera del nimero tiene 3 cifras : por lo tanto el nimero
es 765,5.

Asimismo, el nimero correspondiente & la parte decimal
del logaritmo 2,18808 es 1542 la caracteristica 2 indica que
la primera cifra significativa del mimero pedido ocupa el
segundo lugar después de la coma (no 186); luego este nu-
mero es 0,01542.

20 Caso. — La mantisa .del logaritmo no se halla en
las tablas.

Sea de encontrar el nimero correspondiente al log 4,555 75.
Se busca en las tablas la parte decimal del logaritmo como
si estuviera precedida de la caracteristica 3. No se encuentra
en las tablas, pero se ve que esti comprendida entre 3,555 70,
log de 3595, y 3,55582, log de 3596.

La diferencia tabular es 12, y la que existe entre 55575 y
el logaritmo inmediatamente inferior 55570, es 5.

Se dira : Si teniendo el logaritmo 55570, 12 unidades mis
de quinto orden, el mimero 3595 se aumenta con 1; al
tener el logaritmo 5 unidades mdis, el numero se aumentara
con z,

12 5
6 sea T =z
x=0,41 que se afiaden & 3595, lo que da 359 541.
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La caracteristica 4 indica .que el numero pedido tiene
5 cifras en su parte entera; por lo tanto, este nimero sera
35954,1.

EJEMPLOS DE CALCULO CON LOGARITMOS

4o Stmese el log 3,87245
‘con el log 2,95519
Resulta : 2,826 64

Después de haber dicho en la columna de los décimos : 1
que llevo y 8 son 9, -y 9 son 18, pongo 8 y llevo41;1y 3
son 4, 4 y — 2 son - 2; luego el resultado es 2,826 64.

_ 20 Del log 0,93676
réstese el log 3,11190
Resulta : ) 3,82486

Después de haber dicho en la columna de los décimos : 1
de 9 da 8, se afiade : 3 de 0 da — 3.

30 Del log de 1, 6 sea  0,00000
réstese el log 3,39193
Hallase : ‘ 2,60807

Despuésr de haber dicho en la columna de los décimos :
1 que llevo y 3 son 4; 4 de 10 da 6, se anade : 1 que llevo
y —3son —2; —2de0da+2.

40 Multipliquese por 3 el log  4,90200
3

Producto : 10,70600
Después de haber dicho : 9 por 3 son 27, escribo 7 y llevo 2,
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se afiade : — 4 por 3 son — 12, —12 y mis 2 que llevo
son — 10. :

50 Dividase por 2 el log 1,42846.
Se afiade —1 4 la caracteristica para que sea divisible

por 2; luego por compensacién, se afiade |1 4 la mantisa,

y se dice : la mitad de 2 es T, la mitad de 14 es 7, la mitad
de 2 es 1 ... Luego el cociente es 1,71423.

60 Dividase por 4 el logaritmo 5,62829.

Se afiade — 3 & la caracteristica, para que sea divisible
por 4&; luego, por compensacion, se afiade 3 dla mantisa,
y se dice : la cuarta parte de 8 es 2, la cuarta parte de 36
es 9 ... El cociente pedido es 2,90707, con aproximacion de
un cienmilésimo. :

70 Calctilese el logaritmo de la expresién

g _ 84><0,0896 516,57
= 13,58 < 0,0017 < 9,467 *

Se suman juntos los logaritmos de los factores del nume-
rador y los cologaritmos de los factores del denominador
(n° 189). ] :

log 64 =1,80618,

log 0,0826 — 9,91698,
log 16,57 —=1,21932,
colog 13,48 = 2,87031,
colog 0,0017 = 2,76955,
colog 9,467 =1,02379,

log x ==2,608183.
8o Calctilese la expresion

2o 54628 =< 2 (64,134 0,42636%)
196%y21 )




INTERES COMPUESTO i1

Calculos auxiliares : Operacion :
log 64,13 = 1,80706, log 6,462 = 0,81037.
2 log 64,13 =3,61412, log |6 =0,38907,
64,13 = 4112,72, log ¥2 =0,10034,
log 0,42636 — 1,62978,1(64,13*-}-0,42636%)=3,61416,
2 log 0,42636 — 1,25956, colog 196 = 3,70774,
0,42636® = 0,18178, colog = = 1,50285,
64,13t |- 0,42636% = 4112,90, colog 21 =1,33889,
log 4112,90 = 3,61416,
log 2= 0,301 08, log z =1,46342.

0g Y2 =1/,log 2=0,10034, El nimero qﬁe corres-
_ ponde & este logaritmo es
B log 6 =0,77815, 29,068 ; _
log 6 =1/, log 6=0,38907, luegoz = 29,068.
log 21 —=1,32222, .

log y21=1/,l0g 21 = 0,66111.
§ IV. — Interés compuesto.

196. Definicién. — Interés compuesto es el producido
por el capital sumado con los intereses que se le van acu-
mulando al fin de un periodo convenido.

Si tno presta, por ejemplo, 1000 pesetas al 5 ¢/, de interés
compuesto, esta suma el primer afio produce 50 pts. que no
se perciben entonces, sino que se capitalizan 6 acumulan
al capital primitivo; de modo que éste, al principio del
segundo aiio es de 1050 pts. En el segundo afio este capital
produce 52,5 pts. que se capitalizan de nuevo, y asi sucesi-
vamente, hasta el fin del tiempo estipulado. .

197. Férmula general.
Llamemos a un capital impuesto,
r el interés anual de una peseta, 6 sea -‘%7 del

tanto por ciento,
n - el tiempo,
A el capital con sus intereses.
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Al fin del primer afio 1 peseta llega & valer 147,
Y-« pesetas valdran a veces mads, 6 a(d +7),
de manera que para saber en qué se convierte un capital a
con sus intereses capitalizados en un afio, basta multipli-
carlo por A4

Luego al fin del segundo afio, el capital con sus intereses
valdri ; .

a(l+7) (47 =a(l + ),

al fin del tercero : a(1 4 r)3,
y asi sucesivamente.

Luego, después de = aiios, el valor A del capital con sus
intereses compuestos sera de :

A=a(l $rp. )

198. Nota. — Esta es la férmula general de interés com-
puesto; contiene las cuatro cantidades variables : A, a, n
y r, cada ina de las cuales puede determinarse, siendo cono-
cidas las Otras tres.

Para despejar la a, hay que dividir ambos miembros por
A+,
resulta : pr— )
v * (O

Para despejar la r, se dividiran por @ ambos miembros
de la ecuacion (1) y se extraera la raiz n™a del cociente :

A
1+r= T N
_ "R
de donde r=\/4 —1 ®

Para despejar la n, se emplean los logaritmos y se escribe :
log A=log a4 nleg (1 +7),

log A—loga - .
de donde n=- lﬁg T+ 4

Taodas estas férmulas pueden calcularse por logaritmos.
Cuando el logaritmo de (1 4 ) ha de repetirse » veces (com-
prendiéndose n ordinariamente entre 1 y 100), convicne
tomarlo con ocho 6 nueve decimales; pues, como en las
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tablas, la ultima cifra es solamente aproximada, el producto
del log por n podria dar un error 6 diferencia considerable;
entonces, después de multiplicado por = el log de (1 4-7),
no se conservan en el producto sino cinco 6 siete cifras deci-
males, segun las tablas de que uno se ha servido, cuidando
de aumentar por exceso una unidad-a la ultima cifra, si la
siguiente fuere mayor que 4.

Aplicaciones. — 10 ; Cudl es el monto de una suma
de 30000 pts. impuesta & interés compuesto, durante
12 afios, al 4,5 por ciento ?

Valiéndose de la formula (1), se tendra :

A = 30000 (1,045)'2,
log 30 000 = 4,47712,
412 log 1,045 = 0,22940,

log A =4,70652 ;
de donde A =50876,7 pesetas.
20 4 Qué cantidad se necesita imponer G interds compuesto

para percibir, al cabo de 10 afios, 12640 pts. por capital
€ intereses, siendo 5 el tanto por ciento?

Empleando la formula (2), resultara :
N g6 T
= {0 .
log 12640 = 4,10175, 723 !
colog (1,05)0 = 1,78841, &=L

log a = 3,889 86,
de donde a = 7760 pesetas.
30 La suma de 10000 pts. colocada & interés compuesto,

durante 15 afios, llega d valer 20360. pts. 4 Cudl ha sido el
tanto por- ciento? N

Sirviéndonos de la formula (3), hallaremos :
r= Y -—M —1
10000 ’
log 20360 — 4,308 78,
- log 10000 = 4,00000,

diferencia = 0,308 78.
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El 11—5 de 0,30878 es 0,02058, que corresponde & 1,049,

de donde r=0,049,
luego, el tanto por ciento es 4,90.
4° 4 En cudntos atios un capital de 40000 pts. colocado

d interds compuesto llega & valer 67835,7 pts., siendo 4,5 el
tanto por 100?

La férmula (4) da :

— log 67835,7 — log 40000
log 1,045

log 67 835,7 — 4,831 46,
log 40000 = 4,60206,
diferencia = 0,22940,

que se ha de dividir por 0,01912, log de 1,045. El cociente
es 12 afios.

5¢ ¢ En cudntos afios se duplicard un capital colocado &
interés compuesto , siendo 5 el tanto por ciento?

Si en la formula (1) se hace A = 2a, resulta :
2a=a(1+r)* 6bien 2=1+4rp,
log2=nlog(+47r),
10g 2 0,30103
og 1,05 m

El cociente da algo mas de 14 afios.

de donde n=

195. Novas. — i. 4 menudo el interés se capitaliza cada
sais moses, entonces, en las formulas, 2n representa el nii-

mero de semestres ya pasados, y -;— el %0 del tanto

por vieatv e 6 meses. En este caso las formulas toman las
formas sigwences .
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Jp—
= \/%- —1,
o — log A—loga .
r
log (1+ )
Aplicacién. — Bisquese cudnto vale, al cabo de15 agios,
un capital de 4000 pts., colocado d interés compuesto, st el

interés se capitaliza cada seis meses, siendo 4 el tanto
por 100.

Se tiene : A =4000(1,02)%,
de donde A =7245,50 pesetas.

200. — 1. En la formula(1), no 197, se supone que n ex-
presa un numero entero de afos. Si asi no fuere, se suele
calcular el valor del capital con sus intereses al cabo de n

afios; en seguida se busca el interés simple del capital asi
aumentads, en la parte del afio que falta todavia.

ProsLEMA II. El ntmero de habitantes de una ciu-
dad se aumenta anualmente con —%—; ¢ dentro de cudntos
afios se habrd duplicado ?

Sea p la poblacién, 71n- el nnmento anual, n el hempo
yP Ia poblaclbn final después de n anos.

Después de un afio, la poblacion sera p mas el aumento
px< 71"-, 6 sea

’ p+-1%, -6 p(i-{—%), 6 bien p(m+1)

Asi pues, multiplicando por m;{‘-i la poblacién del

principio del afio, resultara la poblacion al fin del mismo
afio.

Después de dos, tres aiios, etc., la poblacion sera :

P( m’—’l'-‘l )” P( m;’; 1 )3,
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y después de n ailos,

(L)

Por lo tanto, la formula general ser4 :
1
P=p(=5)"

Para resolver el problema propuesto, hagamos P =2p,
y resullard :

= p(
log 2 =n log m+1). gedonde n= —M—.
( m )’ log(m;:1)

Sustituyendo el valor de las letras, se tendra :

m+1) 6 2=(m:1)-,

n— log %
- log 81

° 80

log 2 =0,30103,

log % = 0,005 40.

El cociente de 0,301 03 por 0,005 40 es 55,7. Luego a po-
blacién se duplicara dentro de 56 aiios.

ProBLEMA II. Un capital de 6000 pts. ha sido impuesto
durante cierto tiempo 4 interés compuesto. St hubiera que-
dado tmpuesto un atio menos, al capital definitivo le
habrian faltado 3996,12 pts. ; st al contrario, hubiera que-
dado un arno mds, el capttal deﬁmtwo habria resultado con
un aumento de 4156,02 pts. Busquese el tanto por 100 del
interés y el tiempo de la imposicion.

Para resolver este problema, notemos que la diferencia
4156,02 — 3996,12, 6 sea 159,9, resulta del interés en un
afo del niumero 3996 12 Para encuntrar el tanto por 100,-
escribamos :

3996,12 _ 100
T150,9 9 x ?

de donde x=4,001, o6sea 4o/,
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El capital definitivo, después de # aios,serd : 6000<1,04"
Después de n—1 afos, este capital se expresara asf:
6000 (1,04)"—1.

Siendo 3996,12 la diferencia entre estos dos capitales,
tendremos la igualdad
6000 (1,05 — 6000 (1,04 —! = 3996,12; )
pero 6000 (1,04)* es lo mismo que 6000 (1,04)*—1(1,04).
La ecuacion precedente puede escribirse :
6000 (1,04*—1 (1,04) — 6000 (1,04)*—* =3 996,13 ;
. sacando 6000 (1,04)*—! en factor ‘comlin, resulta :
6000 (1,04*—1(1,04 — 1) = 3996,12,
6 bien 6000 (1,04)*—1 >< 0,04 = 3996,12,
240 (1,04)—1 = 3996,12,
log 240 - (n — 1) log 1,04 = log 3996,12,
de donde

log 3996,12 — log 240

n—1= Tog 1,04 =171 aiios, 8 incses, 20 dias,

y por lo tanto,

n — 72 aiios, 8 meses, 20 dias.

"§ V. — Anualidades y amortizacién.

A\J
201. Definicion. — Llamase anualidad la suma que
se impone anualmente, por un tiempo determinado, para
constituir un capital 6 amortizar una deuda.

En el cilculo de anualidades sicmpre se tienen en cuenta
los intereses compuestos.

202. Constituciéon de un capital. — Supongamos
que al principio de cada afio y durante cierto tiempo se
impone una suma a, y calculemos el valor del capital asi
constituido al fin 2si enéstmo afio.
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.Jlamemos A el capital buscado,
: a laanualidad impuesta,
r el interés anual de 1 peseta,
n el tiempo.

Desde la primera imposicion hasta el dia en que esté cons-
tituido el capital, correrin n aiios.
La primera imposicién a producird interés compuesto
durante n afios, y valdré :
Ta(l ).
La segunda imposicion producira interés compuesto du-
rante n—1 afios y llegara 4 valer

a(l 4 ryp—2,
Le tercera imposicion asimismo valdri :
alt + 7y,

' y asi sucesivamente; de modo que la ultima imposiciéon
sera de

a(14-r).
El capital asi constituido sera pues de
A=all +rr+al +rp-i 4ol +ryp-t.. .
+ ot 41+ a1 + 1), |
dbsea A=a[d+r)+A+rP+A+m .. +A+rn]
La parte que va entre corchetes es la suma de los térmi-
nos de una progresién geométrica creciente de » términos

cuya razén es 1 4-r, asi como el primer término. Esta
suma es pues (n° 166) :

_ ad + (1 47 —1]
14r—1 ’

6 sea A= a1 +r)[(1r+ r)"—-i] .

O

3. Nota. — En esta formula entran las cuatro canti-
iables, A, a, » y n que pueden despejarse facil-
“xcepto r, porque su determinaciéon depende de la
2 de una ecuacion de grado superior al segundo.
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Despejando la a, se tiene ¢

Ar
t=aAFHa+or—1J @
Despejando la i, s2 halla sucesivamente :

Ar=a(l +r)(A4rr—alt+7),
Ar+a( +ry=al 1A+,
A 1
LA —a oy,
n log 1 + r)=log [Ar+ a(1 + )] — log a(1 + ),

de donde n= log [Ar + aﬁ':’({)-_}- r)log a(1 -+ r) ®3)

Aplicacién. — Un padre de familia impone cada a#io,
desde el nacimiento de su hijo, una suma de 200 pts. d interes
compuesto y al & por 100; 4 qué capital recibird el hijo 4
los 21 atios?

Hay 21 imposiciones, habiéndose verificado la primera el
dia del nacimiento del hijo, la segunda al principio del se-
gundo afio ..., la 21a al principio del afio vigésimo primero.

La formula (1) da:
A= 201,060,087 — H_ — 6649,70 pts.

?

AMORTIZACION

204%. Definicién. — Cuando una compaiiia, una ciu-
dad, etc. hacen un empréstito, de ordinario redimen la
dcuda contraida, efectuando anualmente y por un tiempo
convenido, la entrega de una anualidad al que adelanté los
fondos.

Esta operaciéon seconoce con el nombre de amortizacién.

. Luego, amortizar una deuda es redimirla 6 extinguirla
por medio de cierto nimero de anualidades.
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205. Férmula general.
Llamemos A un capital prestado,
a laanualidad que se ha de pagar para amor-
tizar este capital , -
r el interés anual de 1 peseta,
n el tiempo.

Después de n aiios, el capital A valdra :
A( ).

La primera anualidad, entregada al fin del primer afio,
devengari intereses compuestos durante n—1 afos y
llegara & valer :

a1 4 ry=1;
la segunda anualidad : a(1 4 r)*—3;
la tercera anualidad : a(1 + r)*-3,

y asi en adelante, de modo que la antepeniltima anualidad

sera : a(l )%,
la pemiiltima : a(1+4r),
y la ultima : a.

Pero entonces se ha pagado toda la -deuda: luego la suma-
de todas estas anualidades, mas. los intereses compuestos de
las mismas, vale :

Al + )y,

lo que da la ecuacion

At +ry=atal + 1) +at + 1+ ol + P + -
alt 4 ry =1,

El segundo miembro de esta ecuacion es la suma de los

términos de una progresion gcométrica creciente cuyo pri-

mer término es a, la razon (14 r), yn el nimero de
términos; esta suma es igual a

3[(:;*;:—)"_—111, bsea 2 [(14nr=—1],
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"y la ecuacién se reduce a

m+w=%w+”—¢

de donde Y:A-l—{_r_‘:rrtf @

206. Notas. — I. Esta formula general de amortizacion
encicrra cuatro cantidades variables A, a, r y n que se
pueden despejar con facilidad, excepto 7, pues su deter-
minacion depende de la resolucién de una ecuacién de grado
supcerior al segundo.

Despejando la A, sc tiene :

d+rr—1
%r] : @

Despejando la 7, resulta sucesivamente :

Ar(l+rp=al+r" —a,
Ar(l4+-r»—a(l +ryp=—a,
A4+rAr—a)=—a,
A+rr(a—Ar)=a,
n log (1 + r) +log (a — Ar)=1log a,
dedonde  n—=J% Ses ‘(‘;g_ﬁ“r)— Ar) 3

207. — II. En estas férmulas, la anualidad a es evidente-
mente superior al interés simple de la suma prestada, lo que
puede demostrarse con facilidad.

En efecto, en la ecuacion (3), » ha de ser real; por lo
tanto a — Ar debe ser positivo, pues los nimeros nega-
tivos no tienen logaritmos; luego a es mayor que Ar,
interés simple de A.

Si a=Ar, la misma formula (3) se convierte en la
siguiente :

loga—log0 _ log « — (—o¢)
log(1+r) = log(1+47r 2

(no 188)
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lo que manifiesta que si la anualidad entregada es igual sélo
al interés simple del capital, la amortizacion es imposible;
y en este caso el valor de a se llama renta perpetua.

'Aplicaciones. — 10 Una ciudad quiere tomar un em-
préstito de 50000 pts. al 4%, y amortizar esta
deuda en 20 anios; 4 qué anualidad tendré que pagar?

La féormula (1) da :

50000><oo4(1 0890
1,060 —1

Tenemos para el numerador :
log 50000 — 4,69897,
log 0,04 = 2,60206,
20 log 1,04 = 0,34067,

a=

log del numeraddr=3,6:ﬁ 70.
Para el denominador :
20 log 1,04=0,34067, de donde (1,04)*=2,1911,
y por consiguiente, el valor de (1,04 —1 es 1,1914,
log 1,1911 = 0,07595.
Restando este log del log del numerador, resulta :
log a =3,56575;
de donde a=23679,25 pesetas.
20 Una ciudad puede disponer de 8000 pts. durante

24 afios; ¢qué capital deberd tomar prestado al 5%, para
que este capital quede amortizado al cabo de los 24 atios ?

La férmula (2) da :

A — 8000[(1,05 —1 160000 [(1,05)* — 1]
- TL‘(_os 1,0‘W—15 (1,058 :

Efectuando los célculos, resulta que
A = 110387 pesetas. ‘5
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PARTE CUARTA

Ejercicios.

1. Busquese el 36¢ término de a progresién +1.4.7.10....
2. 4 Cudlesel81o términodela progresion + 200 . 198. 196 . 194...?

3. Determinar los cuatro 4ngulos de un cuadrildtero, sahiendo |
que estdn en progresidn aritmética y que el menor tiene 45°.

4. Determinar los dngulos de un poligono de 9 lados, sabiendo
que estin en progresion aritmética, y que la razon es 3.

- 5. Entre 10 y 82 interpdlense cinco medios aritméticos.
6. Entre 14 y 6 interpolense once medios aritméticos.

7. Escribir una progresion aritmética de diez términos, cono-
ciendo el primero 3 y el ultimo 6.

8. La primera grada de la escalera que conduce & una iglesia
tiene 20 m. de longitud, las siguientes van disminuyendo
progresivamente de 0=,70, de suerte que la iltima tiene
8610 8m,10 ; ; cudntas gradas tiene esa escalera ?

9. Bisquese la suma de los términos de la progresion
+2.5.8.11...,, que tiene 5% términos. .

10. ; Guél es la suma de los 10 primeros nameros1 . 2. 3. 4...
de los 100, de los 1000, de los 10000, de los 100000 primeros
nimeros ?

11. Calcilese la suma de los 64 primeros numeros
pares2.4.6.... :

42. Busquense ocho numeros en progresién aritmética, cono-
ciendo su suma 196 y el primero 7.

43. Busquense tres nimeros en progresion aritmética, cono-
ciendo el primero 5y su producto 1140.

14. Busquense siete nimeros en progresion aritmética, cono-
ciendo la suma de ellos 63, y la suma 679 de sus cuadrados.

16. ; Cudles son los tres lados de un tridngulo rectingulo,
sabiendo que estin en progresion aritmética, y que la razén
e 2l m.?

46. Busquese la suma de las alturas de 20 triangulos equilate-

ros, siendo de 1 m. el lado del primero, de 2 el del segundo,
de 3 el del tercero, y asi sucesivamente.

47. Se han dispuesto algunas bolas del'modo siguiente : la pri-
mera fila ticne 1 bola, la segunda 2, la tercera 3, y asi sucesiva-
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mente. ¢, Cuantas filas hay, si el numero de bolas empleadas es
de 1225 ?

18. Busquense cinco niimeros en progresién aritmética. cuya
suma es de 35 y su producto 10395.

19. ;, Cudl es el 150 término de la progresién ::1 :3 ; 9

;Is"

20. ; Cuaél es el 10° término de la progresién +:1 ¢ é :

21. ;Cudl es el 14° término de la progresién -
+:10240:5120 ; 2 560...7
22. Entre 4375 y 7, interpolar tres medios geométricos.
23. Busquese el limite de la suma de los términos
++100 : 50 : 25 : 12,50...
24. Busquese el limite de la suma de los términos
5,4 :0, 54 : 0,054 : 0 ,0054...

25. ¢, Cuales son los cuatro 4ngulos de un cuadrilitero, sabiendo
que estan en progresion geométrica, y que la razon es 2?

26. Busquense cuatro numeros en progresién geométrica,
sabiendo que el primero es 15, y que la suma de los dos prime-
ros no es mas que la cuarta parte de la de los dos ultimos.

27. Dividase el nimero 156 en 6tros tres que estén en progre-
sién geométrica, y que el ultimo exceda al primero en 96.

28. Buscar tres numeros en progresién geométrica, conociendo
su suma 31, y la cantidad 19 en que el ~mayor excede a la suma
de los dtros dos

29. Blsquense cuatro numeros en progresién geométrica,
sabiendo que la diferencia entre el cuarto y el tercero esde 108,
y la diferencia entre el segundo y el primero es de 12.

30. Bisquense cinco numeros en progresién geométrica,
sabiendo que la diferencia entre el ultimo y. el primero es
de 1872, y la diferencia entre el tercero y el primero es de 72.

31. Una progresion geométrica tiene 8 términos, la razon es
igual al tercio del primero, y la diferencia entre los dos prime-
ros términos es de 18 : ; cudles son los ocho términos ?

32. Una progresion geométrica tiene seis términos; la razon
es la cuarta parte del primer término, y la suma del segundo y
del cuarto es de 360 : bisquense los seis términos.

33. Cada dia se saca de un tonel la cuarta parte de lo que
contiene ; ; cudl es su contenido, sabiendo que al cabo de cinco
dias quedan todavia 121 1ts.50 ?

34. Un comerciante ha empleado 25600 pts. en un negocio ;
cada ano el capital se aumenta con la cuarta parte : § cual es el
val~  >-gste capital al cabo de 6 aiios ?
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35. Suponiendo que un grano de trigo dé 4 espigas de 25 gra-
nos por afio y que se siembren todos estos granos, ; cual sera
en millones de granos la cosecha obtenida el décimo aiio ? Si se
supone que el volumen de un grano sea de 20 mm3, ; cual serd
el volumen total de la cosecha ?

36. Suponiendo que un capital impuesto & intereses se duplica
cada 23 arios, calcular lo que llegaron 4 valer en 1890 cinco cén.
timos impuestos en el afio 1200.

87. Calcular cudnto valdri al cabo de 12 afios una suma
de 14000 pts., impuesta a interés compuesto y al & /.

38. ¢ Cual serd el monto de 45000 pts. impuestas & interés
compuesto por 8 aiios y al 4,50 ¢/o?

39. ¢ Cual es el capital que, impuesto 4 interés compuesto por
14 afios y al 4 /o, llega 4 valer 27707,50 pts. ?

40. Si las sumas depositadas en la caja de ahorros van deven-
gando réditos al 3 o/o, y si éstos se capitalizan cada afio, ; qué
suma recibird & los 21 afios un joven en cuyo beneficio se tomé
una libreta de 300 pts. el dia de su nacimiento ?

41, A qué tanto por ciento hay que imponer la suma
de 10000 pts. & interés simple, para que al cabo de 6 afios haya
producido lo que la misma suma impuesta 4 interés compuesto
yal 4 of,, durante el mismo tiempo ?

42, Se han impuesto 12000 pts. 4 interés compuesto y al 49/,
por 20 afios; ; cudntos afios habria sido menester dejar la
. misina suma 4 interés simple y al mismo tanto por ciento para
que produjera igual interés ?

48. Un municipio toma un empréstito de 100000 pts. para
25 afios: ¢ qué anualidad tendrd que pagar para amortizar su
deuda, si el tanto es al 5 ofp ?

%44. Una ciudad puede disponer de 6500 pts. durante 15 afios:
¢4 qué capital podrd tomar 4 préstamo al 4 o/, para que su anua-
lidad de 6500 pts. pueda redimirla al cabo de los 15 aiios ?
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PROBLEMAS DE RECAPITULACION

4. Busquense dos nimeros cuya suma sea 360 y su cociente 9.

2. Repartir la suma de 999 pts. entre dos personas de modo
que la parte de la segunda sea !/; mayor que la de la pri-
mera. :

8. La suma de dos nimeros es 576, su cociente 20, y el resi-
duo de su divisién 9 : ; cudles son estos numeros ?

4. Repartir 175 pts. entre tres personas, sabiendo quela segunda
ha de recibir 15 pts. més que la primera, y la tercera los 2/; de
la suma de las dos primeras.

5. § Cudl es el nimero cuyos 2/;, mas los 3/,, mas los 4/5, mis
los 11/,4 son 376 ?

6. ¢ Cudl es el valor de un objeto, sabiendo que, vendido en
252 pts., se gana un 15 ¢/, sobre el precio de venta ?

7. Tres personas tienen juntas 122 afios : ; cuil es la edad de .
cada una, sabiendo que la menor tiene los 4/ de la edad de la
segunda, y ésta los 4/¢ de la edad de la mayor ?

8. Distribiyanse 301 cocos entre dos clases de nifios de modo
que dividiendo por 4 el nimero que ha recibido la primera,
y por 15, el que ha recibido 1a segunda, la diferencia de los
cocientes sea 4.

-9. Una barra de plata de 0,800 de ley pesa 350 gr.; Lqilé peso
de otra barra de 0,900 de ley debe aiiadirsele para que la ley de
la aleacién resulte de 0,830 ?

10, Dos comerciantes tienen, el primero 30000 pts.,y100000 pts.
el segundo; sisu capital seaumenta cada afio con 5000 pts., ; den-
tro se cuantos afios serd el capital del primero la mitad del
capital del segundo ?

11. Al vender una propiedad en 8420 pts., dice el duefio que ha
ganado el interés anual al 5°/o, de la suma en que la habia
comprado, mas el interés de los intereses : ; cuinto le habfa
costado esa propiedad ?

42. Un hijo tiene 10 aios y su padre 35: ; dentro de cuintos
afios sera la diferencia de las edades los 3/g de su suma ?

43. Busquense dos nimeros cuya diferencia sea 15, sabiendo
que el cociente de su suma por la tercera parte de la diferencia
es igual 4 los 3/g del numero mayor.

14. Busquense dos nimeros tales que dividiendo el primero
por3 y el segundo por 5, la suma de los cocientes sea 13, y si se
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multiplica el primero por5 y el sequndo por 7, la suma de los
productos sea igual 4 315.

15. Busquense dos numeros tales que dividiendo el mayor por
el menor resulte 5 por cociente y 4 por residuo, y 11 veces el
menor dividido por el mayor dé 2 por cociente y 10 por residuo.

16. Un comerciante tiene café de dos calidades ; cuando
mezcla 3 kg. de la primera con 7 de la segunda el kg. vale
4,1 pts., y cuando mezcla 6 kg. de la primera con 4 de la segunda,
el kg. vale 3,95 pts. : z,cuﬁles son los precios respectivos de cada
clase ?

17. Eldia dela apertura de las clases, los niimeros de alumnos
de dos escuelas son entre 8i como 4es & 5 ; seis meses después, la
primera tiene 20 alumnos mas, y la segunda 20 menos ; entonces
los numeros de alumnos son entre si como 10 esa 11 : ; cudntos
alumnos tenfa cada escuela el primer dia de clase ?

18. Busquese un quebrado tal que se convierte en 3/, cuando
se afiade 1 4 sus dos términos, y vale ?/; cuando se les quita 4

19. Una seiiora quiere comprar cierto numero de metros de
tela; si los comprase de & 1,45 pts. el metro, le faltarfan 75 cénti-
mos ; entonces compra otra calidad de & 1,40 pts., y le sobran
50 cénhmos 1 ¢ qué dmero tenia esa mujer, y cudntos metros ha
comprado ?

20. Un numero consta de tres cifras cuya suma es 10, siendo
la segunda cero; cuando se invierte, el nimero obtenido vale
8 veces tanto como el primero més 29 : ; cudl es ese nimero ?

24. Una suma de 149000 pts. ha de repartirse entre tres hijos
é inversamente 4 su edad ; siendo las edades respectlvas de
9 afios, 13 afios y 15 afios, calcular lo que recibiré cada hijo.

22. ; Cuidl ha de ser el lado .de un cuadrado para que su dia-
gonal tenga 15 cm. mds que este lado ?

23. § Cudl ha de ser el lado de un tridngulo equilitero para
. que la suma de la base y de la altura sea de 1 metro ?

24. § Cudl ha de ser el radio de un circulo, si el lado del cua-
drado inscrito ha de tener 25 mm. menos que el del triingulo
equildtero inscrito ?

25. ¢ Cuél ha de ser el radio de un circulo cuya circunferen-
cia debe tener 50 cm. mis que el perimetro del exigono regular
inscrito ? .

26. Con un cuadrado de 1 m. de lado, formese un octégono
regular cortando los lados, y calcilese : 1° la longitud del lado
del 4ngulo quitado ; 2° la longitud del lado del octdgono obte-
nido.

27. Busquense los tres lados de un triangulo, sabiendo que
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'snmados de dos .en dos, resultan las cantidades 163 m., 118 m.
y 14 m.

28. Determinar los cuatro lados de un cuadrildtero, sabiendo
que sus sumas, tomados de tres en tres, dan 177 m., 183 m.,
180 m. y 195 m.

29. La base de un tridngulo isésceles tiene 20 m. ; sobre esta
base, tomada como didmetro se describe una semicircunierencia
que determina en cada ino de los lados iguales una cuerda
de 12 m. : ; cuil es la altura del tridngulo ?

30. Los tres lados de un tridngulo son AB=48m.,BC= 54m.,
AC =62 m. ; determinese en el lado BC, y desde B, un punto H
tal, que las paralelas trazadas por este punto d los otros lados,
tengan por suma 55 m.

31. Los catetos de un tridngulo rectingulo tienen 180 m.y
270 m. ; ; cudles sonlos puntos en quelos corta la perpendicular
levantada en la mitad de la hipotenusa ? — La respuesta cxpre-
sard la distancia de estos puntos al vértice del angulo recto.

32. Un terreno rectangular se calcula & 75 pts. el arca ysu
longitud es igual 4 8 veces su latitud ; si se afiadieran 6 m. a la
longitud y 5 a la latitud, el rectingulo resultante valdria 264 pts.
mas que el primero-: ; cudles son las dimensiones del primer
rectingulo ?

33. En un tridngulo de 54 m. de base y 46 de altura, inscri-
base un rectingulo cuyo perimetro sea igual 4 la suma de la
base y de la altura del tridangulo.

34. En la prolongacion del lado AB= 5% m. de un cuadrado,
se sefiala una longitud BE=42 m. ; ; cudl ha de-ser la longitud
BF =« senalada en el otro lado del cuadrado, para que la recta
EFH determine un trapecio ‘ABFH equlvalente al rectingulo
cuyas dimensiones serian x y AB+x ?

35. ; A qué distancia del centro de un cu-culo de 10cm. de
radio debe trazarse una cuerda para que su longitudcon la de su
sagita sea igual 4 tres veces el radio del circulo ?

36. En un circulo de 12 m. de radio, ; :ual ha de ser lalon-
gitud de la cuerda que sea el triple de su sagita?

87. ; A qué distancia del centro de un circulo de 12 cm. de
radio debe sefialarse un punto, para que la secante que sulga de
este punto y pase por el centro sea 3 veces tan larga comno la
tangente que sale del mismo punto ?

38. En un rectingulo ABCD, trazar i la base una perpendicular
FE, de modo que la dlagonal AC sea bisectriz del angulo'que
tiene su vértice en A, y cuyos lados terminan en E y F. Las
dimensiones de este rectingulo son : BC=172 m. y AB=60 m.

N
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39. La superficie total de una pirimide regular de base cua-
drada es de 2m?2,732, y la altura de la pirimide, de O0m,707 : bus-
quese la distancia que media entre el centro de la base y las
caras, sabiendo que la base tiene 1m?2,

40. ; A qué distancia del centro de una esfera hay que trazar
un plano, para que la superficie de la seccion sea los 3/; de la
superficie de la zona quitada? — Se tomara » =28 cm.

41. ;A qué distancia del centro de una esfera se debe trazar
un plano para que la zona ¢omprendida entre este plano y el
circulo maximo, que le es paralelo, sea una media proporcional
enlre sus dos bases?

42. Un cilindro remata en dos conos rectos de igual base; su
altura es igual al radio de su base, y la longitud total del sélido
es de 32 cm. : ¢ cuadles son las dimensiones del cilindro y de los
conos. si la superficie lateral de ¥stos es equivalente a la super-
ficie lateral del cilindro ?

43. ; Cuél es el nimero cuyos 3/; multiplicados por los 4/,
dan 1344 ?

44. ; Cual es el nimero que multiplicado por sus %/; mds
sus 3/s da 11407

45. Sc anade 2 4 un numeroy se cuadra el resultado ; se resta
2 del mismo nimero y se cuadra el resultado : busquese ese
numero sabiendo que la suma de los dos cyadrados es 656.

46, Adivinen mi edad, decia un niiio & sus condiscipulos,
sabiendo que la que yo tenia hace 8 aiios multiplicada porla que
tendré dentro de 8 arios da 103.

47. i, Cual es el numero cuyos ?/; méds 3, multiplicados per
los 4/, menos 2, dan 858 ?

48. Busquense dos niimeros pares consecutivos tales que ia
suma de sus cuadrados sea 1460.

49. Indiquense dos nimeros impares consecutivos tales que la
diferencia de sus cubos sea 602.

50. Un padre tiene 30 aiios y su hijo8; ; dentro de cudntos
anos el cuadrado de la edad del hijo sera la cuarta parte del
cuadrado de la edad del padre ?

54. ; Cuénto se habia pagado por un mueble, sabiendo que al
venderlo en 24,75 pts. se pierde tanto por ciento como habia cos-
tado ?

52. Dividir una recta de 20 m. en dos segmentos tales que el
cuadrado del primero sea igual 4 4 veces el produclo de la linea
entera por el segundo.

63. Indiquense dos numeros lales que su producto mas la
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semisuma de ellos sea 109, y el mismo producto menos la semi-
suma sea 89.

54. Se imponen 5000 pts. 4 cierto tanto por ciento ; 5 afios des-
pués se saca de nuevo el capital con sus intereses é impdénense
los 23/; & un tanto por ciento aumentado en 1 pta., y el otro
tercio 4 un tanto por ciento disminuido en 1 pta.; enlonces la
suma de los intereses anuales es de 260 pts. ; ; cudl era el tanto
por ciento primitivo ?

55. Bisquense dos ntimeros cayo producto sea igual 415 yla
suma de sus cuadrados 4 34

56. ; Cual ha de ser el radio de un circulo para que la dife-
rencia entre la superficie del cuadrado inscrito y la del tridngulo
equildtero inscrito sea de 1 m2?

57. En el centro de un circilo cuyoradio » =5 m. se levanta
una perpendicular al didmetro, y en un extremo de éste se traza
una secante que corta d& la perpendicular; ; cudl debe ser la
longitud de esta secante para que la circunferencia la divida en
dos segmentos iguales ?

58. Calcilense los tres lados de un tridngulo rectingulo, cono-
ciendo la hipotenusa 85 m,, y la relacién 8/;5 delos catetos entre
si.

59. El lado de un rombo tiene 12 m., y la diagona) 10 : ; cudl
s el radio del circulo inscrito *

60. Indiquense los catetos de un tridngulo rectingulo, si la
hipotenusa tiene 14 m. y la mediana de un cateto 13 m.

61. ; Cudles son 108 catetos de un triangulo rectangulo. sj las
medianas que les corresponden tienen respectivamente15 y 12 m. ?

62. En un trapecio isdsceles, la perpendicular que junta la
mitad de las bases es d la vez la altura del tridngulo rectingulo
isésceles construido sobre la base mayor, y la del tridngulo equi-
litero construfdo sobre la menor : calcular esas bases, si la
superficie del trapecio es de 324 m3,

63. Dos cuerdas iguales parten desde un mismo punto de'una
circunferencia ; ¢ cudl ha de ser su longitud para que la recta
que une sus mitades sca igual al radio ? — Se tomara r = 24 cm.

64. En un semicirculo de 6 m. de radio se levanta en el cen-
tro. una perpendicular al didmetro : § cudl sera la longitud de
una cuerda que salga del extremo del didmetro para ser “cortada
por la perpendicular, en la relacién de 8 4 1°

65. En un circulo ae 12m,50 de radio, ; cual debe scr la lon-
gitud de una cuerda para que, aiiadida a la de su sagita, la suma
resulte igual al radio ?
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66. Un cono y un cilindro circulares rectos tienen por base
un mismo circulo de 30 em. de radio ; siendo la altura del cilin-
dro de 25 cm., ¢ cual debe ser la altura del cono para que am-
bos cuerpos tengan igual superficie lateral ?

67. En el extremo de un didmetro se levanta una perpendicu-
lar : ¢ cuil ha de ser la longitud de esta recta para que el tridn-
gulo rectingulo que tiene por catetos el didmetro y esta perpen-
dicular sea 4 veces mayor que el tridangulo cuyos lados son el
diametro y las dos cuardas que unen con los extremos del dia-
metro el punto en que la hipotenusa del primer tridngulo corta
4 la circunferencia ? — Se tomari r=8 cm.

68. Por un punto situado 4 6 m. del centro de un circulo de
4 m. de radio, trazar dos secantes, iiaa de las cuales tiene que
pasar por el centro, de modo que el arco comprendido entre las
secantes sea igual al arco subtendido por una parte de la secante
menor. — Hay que considerar dos casos.

69. En un circulo cuyo radio es de 1 m.; ; cuél es la longitud
de dos tangentes que salen desde un mismo punto, sabiendo que
esta longitud es los ¥/ de la cuerda que une los puntos de con-
tacto?

70. ; Cuéles son las dimensiones de un rectingulo, sabiendc

ue su superficie se disminuye en 135 m? cuando su base viene
a ser igual 4 su altura, y se aumenta en 216 m? cuando la altura
- viene a ser igual 4 la base ? -

74. Una linea férrea pasa 4 1200 m.de un pueblo A, y 4 500 m.
de otro pueblo B; los pueblos situados & un mismo lado de la
linea distan uno de étro 2500 m. : § 4 qué intervalo de estos -
pueblos ha de colocarse una estacion equidistante de ellos ?

72. Una vela cuadrada tiene 9 m. de lado; ¢ cuinto hay que
aumentar el lado para que la superficie sea de 98 m? ?

78. Las dimensiones de un rectingulo tienen 60 m. y 80 m.
¢ cuanto hay que quitar de cada 4na para que la superficie se
reduzca 4 la mitad de la anterior ?

74. La base yla altura de un tridngulo tienen respectivamente.
60 m. y 72 m. ; ; qué longitud hay que afiadir 4 estas dimen-
siones para que la superficie se aumente con su mitad ?

75. La hipotenusa de un tridngulo recténgulo tiene 143 m. ;
calcular los catetos, sabiendo que Ja hipotenusa es igual 4 5 veces
la diferencia de ellos.

76. ; Cudl es la sagita de una cuerda de 18 m. en un circulo
de 15 m. de radio ?

77. Basquense los tres lados de un triangulo rectdngulo,
* sabiendo que el lado medio tiene 8 m. menos que la hipotenusa.
y 17 mas que el lado menor.
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78. Una tangente comin a dos circunferencias tangentes exte-
riormente tiene 12 cm. entre los puntos de contacto ; buisquese
4 qué distancia del centro de la circunferencia mayor encontrara
4 la linea de los centros, si la diferencia de los radios es
de 5 cm. — Generalizar la cuestion.,

79. Un circulo tiene 12 m. de radio; por un punto situado &
6 m. de la circunferencia se traza una secante tal que su seg-
mento externo tenga 4 m. mas que su segmento interno ; calcu-
lese la longitud de la secante.

80. Busquense los catetos de un triangulo rectingulo, sabiendo
que la hipotenusa tiene 37,50, y la altura correspondiente,
18 m.

81. Calcular los catetos de un tridngulo rectingulo, sabiendo
que la hipotenusa tiene 7% m., y el radio del circulo inscrito
10 m.

82. La diferencia entre las dimensiones de unaalfombra es de
11 dm. ; calcular estas dimensiones, si la superficie de otra alfom-
bra que tiene 2 dm. mis de ancho y 3 dm. menos de largo es /5
mayor que la de la primera.

83. Las dimensiones de un rectingulo son 8 y 15 m. : si se
afiaden 2 4 la dimensién menor, ; qué longitud debe afiadirse &
la mayor, para que la diagonal del nuevo rectingulo tenga 3 m.
mds que la del primero ?

.

84. Cortese una esfera de radio r por medio de un plano, de
manera que la zona quitada tenga la misma superficie que el
circulo cuyo radio es la distancia x del plano secante al centro
de la esfera.

85. Un tronco de cono tiene 12 cm. de altura y 12 cm. de
radio en la base inferior ; ; cuil ha de ser el radio de la base
superior, para que su volumen sea 7 veces mayor que el del
cilindro que tenga la misma altura que el tronco de cono, ¥ por
base la base superior del mismo ?

. 86. ; A qué distancia del centro de una esferade radio r hay
que trazar un plano secante para que el cilindro cuya base sea
la seccion obtenida y x la altura, tenga igual superficie lateral
que el cono de revolucion inscrito en el segmento determinado
por el plano secante ?

87. En un circulo de 5 m. de radio se traza una cuerda para-
lela 4 una tangente de este circulo, en seguida se traza otra tan-
gente en ino de los extremos de la cuerda ; entonces resulta un
tridngulo cuyos lados son las dos tangentes, y el tercero, el arco
comprendido entre los puntos de contacto : ; cudl ha de ser la
distancia r de la cuerda al centro para que, haciendo girar.
la figura al rededor del didmetro perpendicular & la cuerda,
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fa superficie engendrada por la tangente que no es paralela 4 la
_cuerda, sea 3 veces mayor que la de la zona engendrada por el
arco ?

88. Dense 17 numeros en progresion aritmética, conociendo el
primero 7 y el ultimo 31.

89. Calcilese la suma de los términos de la progresion +3 .
5,50 . 8. 10,50..., que tiene 64 términos.

90. Busquense 15 nimeros en progresion aritmética, cono-
ciendo su suma 600 y el ultimo 58.

91. Escribanse 13 nimeros en progresion aritmética, cono-
ciendo su suma 260 y la razén 3.

92. Calcilese en cudntos puntos se cortan 20 rectas que no
son paralelas — Se supone que mas de dos rectas nunca se cor-
tan en un mismo punto.

93. ; Cudles son los tres lados de un tridngulo rectangulo
sabiendo que estin en progresion aritmética y que la superficie
del triangulo es de 4374 m2 ?

94. El perimetro de un tridngulo rectingulo es de 168m. ;
calcular los lados, sabiendo que estin en progresién aritmética.

95. Indiquense tres nimeros que estén en progresion aritmé-
tica, conociendo su suma 30, y la cantidad 100 en que el cuadrado
del mayor excede 4 la suma de los cuadrados de los otros dos.

96. Escribanse siete nimeros que estén en progresnon aritmé-
tica, conociendo la suma 83 de los dos extremos, y su pro-
ducto 162.

" 97. Busquense tres nimeros que estén en progresién aritmé-
tica, conociendo su suma 30 y su producto 910.

98. Dense seis nimeros en progresién geométrica, si la suma
de ellos es de 4004 y la razon 3.

99. Una progresién geométrica tiene 8 términos : el cuarto y
el sexto son 51 y 459; ¢ cudles son los demds ?

100. El capital de un negociante es de 50000 pts., y cada aiio
se aumenta en /g de lo que era el afio precedente : § cudl sera
su valor al cabo de 9 arios ?

101. ; Cudl es el valor de la suma de los términos de la pro-
.. a.  a a . .
gresion % a: g i 5 5y.., sia vale 2 ?
402. Se juntan los puntos medios de los lados de un cuadrado
que tienen 1 m., y resulta otro cuadrado que es la mitad del pri-
mero; se hace la misma operacion con el segundo cuadrado,

luégo con el tercero, y asi indefinidamente : bisquese la suma
de las areas asi obtenidas.

KicEBRA 478 7
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103. La suma de tres numeros en progresion geométrica es
de 1%/, ; ; cuales son estos nimeros, sabiendo que el mayor
excede al segundo en 16 ?

104. Escribanse tres nimeros en progresion geométrica,
sabiendo que el mayor excede al segundo en 72, y el segundo
excede al menor en 24.

405. Dense cuatro nimeros en progresion geométrica, sabiendo
que }a diferencia entre el ultimo y el primero es de 248, y la
que hay entre el tercero y el segundo es de 40.

106. Ponganse cinco nimeros en progresion geométrica, de
modo que la suma del primero y tercero sea 52, y la diferencia
~entre el ultimo y el primero sea 1248.

107. Escribanse cinco nimeros en progresion geométrica,
conociendo la suma 120 de los términos de orden par y la dife-
rencia 320 de los extremos.

108. ; Cuinto valdré al cabo de 5 afios la suma de 12800 pts.
impuesta 4 interés compuestoy al 4°/,?

109. Una ciudad toma un empréstito de 860000 pts. al 4o/o, y
quiere amortizar esta deuda en 25 afios : j qué anualidad tendra
que pagar ?

410. Un municipio, que tendr4 disponibles 14000 pts. durante
30-afios, desea tomar & préstamo una suma compuesta de un
numero redondo de millares de pesetas, y el mayor que sea
posible ; ¢ cudl serd la cuota de este préstamo y la anualidad
que se debera pagar, siendo el tanto al 4 1/5 9/o ?

111. ; Cuales son los nimeros de dos cifras tales, que afia-
diendo a cada ino el nimero que resulta al invertirlo, la suma
dé un cuadrado ?

112. ; Cudles son los numeros de dos cifras tales, que restando
de cada ino el numero que resulta al invertirlo, la diferencia
dé un cuadrado ?

118. Los valores de los lados de un tridngulo son multiplos
de 5 : ; cudles son estos lados, si el perimetro es de 200 m., y la
suma-de los dos lados menores excede al mayor en 40 m.?

114. Dense tres nimeros consecutivos divisibles respectiva-
mente por 5,7y 9.



TRIGONOMETRIA

CAPITULO 1
LINEAS TRIGONOMETRICAS

"~ § I. — Preliminares.

1. Definicién. — Trigonometria es la ciencia que tiene
por objeto la resolucién numeérica de los tridngulos.

Todo tridngulo consta de seis elementos : tres dngulos'y
tres lados. Cuando se conocen tres de estos elementos, con
tal que no sean los tres angulos, la trigonometria ensena
4 resolver el tridngulo, ‘esto es, 4 determinar por medio del
cdlculo los elementos desconocidos, valiéndose de los cono-
cidos. . .

2. La Geometria ensefia 4 resolver grdficamente los tridn-
gulos; pero 4 causa de los errores inseparables de todo tra-

bajo material, no son muy exactos los resultados; al con-
trario, se consiguen exactos con el cdlculo trigonomeétrico.

3. Lineas trigonométricas. — Sea el dngulo BOA.
Con un radio cualquiera, describamos ST
el arco AB. Desde B tracemos BP

perpendicular 4 OA, y en el punto A
levantemos AT perpendicular a OA.

. Llamase seno del arco AB 6 del angulo

.. BP
o, lé relacion oK’ Fig. 4.
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tangente del arco AB 6 del angulo O, Ia relacién —g{- .

secante del arco AB 6 del angulo O, la relacion %
Como ¢l radio del circulo se toma siempre por unidad,

. . BP
las razones precedentes se convierten en Em 6 sea BP,

511 6 sea AT, 911 6 sea OT.

Por lo tanto, tomando el radio por unidad, las longitu-
des BP, AT y OT representan respectivamente el seno,
la tangente y la secante del 4ngulo O, y se llaman lineas
trigonométricas.

4. Lineas complementarias. — Llamanse coseno,
cotangente, coseccante de un arco 6
del ingulo correspondiente, el seno,
la tangente y la secante del com-
plemento de dicho arco 6 de dicho
angulo.

Asi, MQ, seno del angulo MOB,
complemento del dngulo AOM, es el
coscno del édngulo AOM; BS, tan-
] gente del angulo MOB, es la cotan-

Fig. 2. gente del angulo AOM; y OS, secante
del dngulo MOB, es la cosecante del angulo AOM.

5. Notas. — I. Siendo paralelas las rectas MP y BO,
resulta que MQ = PO, y por lo tanto el coseno se define tam-
bién diciendo que es la parte del radio comprendida entre
el centro del arco y el pie del seno.

6. — II. Para un mismo éngulo, las lineas trigonomé-
tricas permanecen invariables, sea
B cual fuere el radio elegido.

. En efecto, el seno del angulo BOA
es BP 6 BP
OB [0): 3
° PA P A pero estas dos razones son iguales,
Fig. 3. pues los tridngulos semejantes OBP
BP B'P'

y OB'P' dan OB = OB’ luego....
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- . PO PO
Asimismo, el coseno del ingulo BOA es OB o OF §
pero son iguales estas razones, pues los triingulos seme:
jantes OBP y OBP dan 50 = £0; luego...
Hariamos una demostracién aniloga para las demds lincas
trigonométricas.

Los ‘nimeros que representan & las lineas trigonométri-
cas son siempre abstractos, ya que estas lineas son razones.

7. — IIL. Los vocablos seno, tangente, stcante, coscno,
cotangente y cosecante se escriben abreviadamente de este
modo : sen, tg, sec, cos, cotg y cosec.

§ I1. — Variaciones de las lineas
trigonométricas.

8. Sea un circulo de radio OA=1. Tracemos dos dia-
metros perpendiculares AA', BB' que B
dividen al circulo en cuatro sectores
iguales llamados cuadrantes.

Supongamos que un punto movible &
. M salga de A, llamado punto deorigen

de los arcos, y se mueva en el sentido

de AMB; el arco recorride, nulo al :
principio, va aumentando constante- Fig. 4.
mente, y pasa por los valores 900, 1800, :

2700 y 3600; entonces M habra vuelto al punto de origen de
donde salio.

Si el movil se dirige en sentido opuesto, los arcos reco-
rridos se consideran como negativos.

Mientras el punto M recorre la circunferencia, el radio OM
se mueve al rededor de O en el plano del circulo, y el
ingulo AOM pasa sucesivamente por todos los valores, desde
0o 4 3600, lo mismo que el arco correspondiente; este ingulo
es positivo 6 negativo segin la direccion que toma M.
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VARIACIONES DEL SENO, DEL COSENO Y DE LA TANGENTE

9. Seno. — Sea MP el seno de un arco AM 6 del angulo
correspondiente AOM. Se considera el seno como positivo
cuando se encuentra encima del didmetro AA’', y negativo
cuando esta debajo.

Por consiguienta, el seno es positivo en los dos prfimeros
cuadrantes, y negativo en los 6tros dos.

Cuando el punto movible M esti en A, el seno es igual
a cero; si M se mueve en el sentido ABA'B’, el seno MP va
aumentando, y su valor es 1 cuando M llega 4 B ; en seguida
disminuye y es igual 4 M'P' cuando M esti en M'; cuando M
estid en A', el seno es igual 4 0.

Siguiendo M su camino debajo de AA’, el seno resulta
negativo; al llegar M al punto M, el
valor del seno es — M"P”; es igual
4 —1 cuando el movil estd en B';
luégo disminuye en valor absoluto y
es igual 4 0 cuando M vuelve 4 A.

Por lo tanto, el seno puede variar

entre —1 y -1, tomando todos

- los valores comprendidos entre estos
Fig. 5. dos limites.

10. Coseno. — Sea OP (fig. 5) el coseno del arco AM 6
del ingulo correspondiente AOM. Se ha convenido en consi-
derar el coseno como positivo cuando resulta 4 la derecha
del dizmetro BB', y como negativo cuando estd 4 la izquierda.

Por consiguiente, el coseno es positivo en los cuadrantes
10 y 4o, y negativo en los otros dos.

Cuando el punto M esti en A, el coseno es igual 4 1. Al
recorrer la circunferencia el punto M, el coseno disminuye,
y su valor es O cuando M llega 4 B; luégo cambia de signo,
y aumenta en valor absoluto; vale — OP' cuando M sa
halla en M'; y —1 cuando M esti en A'.

Siguiendo M su camino, el coseno queda negativo y dis»
minuye en valor absoluto, hasta 0 cuando M esti en B';
luego aumenta y se hace igual 4 1 cuando M llega 4 A.
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Asi pues, el coseno puede variar entree— 1 y -}-1 tomando
todos los valores comprendidos entre estos dos limites.

11. Tangente. — Sea AT la tangente del arco AM, 6
del dngulo correspondiente AOM. Por convencién, la tan-
gente es positiva cuando el radio OM prolongado encuen-
tra & TT' encima de AA', y negativa cuando la encuentra
debajo.

Luego, la tangente es positiva en los cuadrantes 10 y 3o,
y negativa en los 6tros dos.

Cuando el punto movible estien, A, la tangente es igual 40
siguiendo M la diréccion AMB..., la tangente aumenta hasta
+oc, cuando M estd en B; tan pronto como M pasa del
punto B, la tangente se hace negativa y pasa sin transicion
de +oc 4 —oc, Yy en seguida se disminuye su valor
absoluto; cuando M esti en M, la tangente es — AT, y
cuando llega 4 A’, la tangente es 0.

Slgulendo su movnmlento el punto M, la tangente cambia
de signo y crece constantemente; su T
valor es AT cuando el punto movible
esti en M,; luego aumenta hasta 4-oc
cuando M esta en B', y de repente pasa
por segunda vez de 4+oc 4 —ocC;
en- fin, se disminuye su valor absoluto
hasto O cuando M vuelve & A.

- Por lo tanto, la'tangente puede variar
entre 4+ oC Y — oc, tomando todos los
. valores posibles, positivos 6 negativos. Fig. 6.

3

12. Nota. — El seno, el coseno y la tangente son las
lineas trigonométricas mas lmportantes las unicas que sean
de uso frecuente.

VARIACIONES DE LA COTANGENTE, DE LA SECANTE
Y DE LA COSECANTE

En vez de estudiar directamente las variaciones de estas
lineas, como lo acabamos de hacer para el seno, el coseno
y la tangente, emplearemos el procedimiento siguiente.

13. Cotangente. — Sea el arco AM=a (fig. 7). Los
tridangulos TAO y SBO son semejantes, por sexf' =
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y el dpgulo TOA del tno es igual al dngulo BSO del étro.
Luego se tiene :

SB _ oA s Ccotga 1
B — AT 1 7 tga’?
. 1
I'L! = —
donde cotga ga

Asi, la cctangente es lo inverso de la tangente. Por lo
tanto, las variaciones de la cotangente dependen de las de la
tzngente.

En la relacion cotga= siendo invariable el

tga ?’

T numerador 1, el signo de la cotangente
dependera del de la tangente. Luego la
cotangente, asi como la tangente, scra
posiliva en los cuadrantes 10 y 30, nega-
tiva cn los cuadrantes 20 y 4o,

Cuando la tangente aumenta, la cotan-
gente disminuye, y cuando disminuye la
tangente, la cotangente aumenta. Cuando
la tangente es -Foc, la cotangente

Fig. 7. cs 0, y cuando la tangente es 0, la cotan-
gente es =+ oz, Por lo tanto, la cotangente, asi como la
tangente, puede tomar todos los valores posibles.

14. Secante. — kn la fig. 7, los trmngulos semejantes
TAO y MPO dan:

OT _ OA 5 Seca 1 .
OM — oO°p 1 7 cosa’
_ 1
de donde seca = ——-.

Lucgo, la secante es lo inverso del coseno, y sus variae
ciones dependen de las del coseno.

El signo de la sccantc sera el del coseno, por ser invariable
¢l numerador 1. Por lo tanto, la secante sera, asi como el
coseno, positiva en los cuadrantes 10 y 4°, negativa en los
6tros dos.

Cuando el coseno aumenta, la sccante disminuye, y cuando
el coseno disminuye, la secante aumenta. Cuando el coseno
es 1, la secantc es también 1, y cuando el coseno es 0, la

secame.‘c: *oc
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Variando el coseno entre —1 y +1 (no 10), no to-
mari la secante ningun valor comprendido entre —1 y 41,

pues la relacion sera siempre mayor que 1.

cos a

15. Cosecante. — En la fig. 7, los triangulos rectin-
gulos semejantes SBO y MQO dan:

0s BO o toseca 1
OM — Q06 MP 1 — sena ’.
: _ 1
de donde coseca= -_ --.

Luego, la cosecante es lo inverso del seno, y sus varia-
ciones dependen de las del seno.

El signo de la cosccante es el mismo que el del seno, y
como éste, serd ella positiva en los cuadrantes 1° y 20, nega-
tiva en los Otros dos.

Cuando el seno aumenta, la cosecante disminuye, y cuando
el seno disminuye, la cosecante aumenta. Cuando el seno
es1, la cosecante es también 1, y cuando el seno es 0, la
cosecante es -+ ocC.

Variando el seno entre —41 y +1 (n°9), no tendra
la cosecante ningun valor comprendido entre —1 y -1,

pues siempre sera mayor que 1 la relacién

.

sena

16. Notas. — 1. En el cuadro siguiente, damos, en
cuanto 4 los signos, el resumen de lo que antecede *

4** Cuad“ 2* Cuad* 8+ Cuad* 4* Cuad*
ooy F + - - |
F- T I (R
gﬂg % + T + - I

17. — 11. De que cada angulo de un triingulo es sicin-
pre menor que dos rectos, se infiere que :
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1° Los senos de los ingulos de un tridngulo son siempre
positivos ;

20 Las tangentes y los cosenos son positivos para los ingu-
los agudos, y negativos para los dngulos obtusos.

§ IIl. — Lineas trigonométricas de los arcos
suplementarios.

18. Arcos suplementarios. — Sea AM un arco cual-
quiera ; tracemos MM’ paralela al didmetro AA', y resultard
AM = A'M..

En este caso, el arco AMM' es el suplemento del arco
AM, pues

AM 4 AMM' =2 rectos.

El seno de AM es MP, y M'P' el de
AM'. Estos senos son iguales y ticnen
un mismo signo. v

Elcoseno de AMesOP, y — OP' el
de AMM'. Estos cosenos son iguales y
tienen signo contrario.

Fig. 8. La tangente de AM es AT, la de
AMM' es — AT'. Estas dos tangentes son igualesy tienen
signo contrario.

19. Luego, dos arcos 6 dos dngulos suplementarws
tienen :
1° Senos iguales con igual signo: -
'3en(180 — a) = sena;
20 Cosenos iguales con signo contrario 3
co8 (180 — a) = —cosa;
3o Tangentes iguales con signo contrario ¢ -
(180 — a) = — tga.
De igual modo : 10 Las cotangentes seran iguales y ten-
drin signo contrario :

" cotg (180 — a) = — cotga;
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20 Las secantes seran iguales con signo contrario :
sec (180 — a)=— seca;
80 Las cosecantes serin iguales con un mismo signo:
cosec (180 — a) = cosec a.

: CAPITULO II
FdRMULAS TRIGONOMETRICAS

—_—

§ I. — Relaciones entre las lineas
trigonométricas.

20. Entre las seis lineas trigonométricas de un mismo-
arco, hay cinco distinrtas relaciones que son las formulas
fundamentales de ia trigonometria. ° -

Sea a e! angulo AOM correspondiente alarco AM, tomado
en el primer cuadrante (fig. 9).
ie Bl seno MP y el cuseno OP del dngulo a son los catetos
del trranguio rectingato OPM. Tenemos pues :
MP? 4 0P?=0M?,
6 sea sen’a 4- cos®*a =1, 1)

20 De la semejanza de los triangulos rectingulos TAO y
MPO, se deduce :

AT _ MP tga __ sena |
A0 — PO’ 6 sea "1 7 cosa’
sen
de donde tga = cosz . 2

3v De la semejariza de los vmismos triangulos resulta
también : .
oT OA seca 1 |
oM = op 0% 1 = cosa’
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cosa ° (3)'
40 Los triangulos semejantes SBO
y MQO dan también :
SB MQ )
BO=Q0"’
cotga _ cosa
b sea 1 7 sena’
. cosa
de donde cotga = ————. . O]
50 Por ltimo, estos mismos triangulos dan :
SO __ BO coseca 1 |
MO—'QG’ém 1~ “sena’
' . 1
de donde coseca = ———. ®)

21. Nota. — Estas formulas, aunque halladas en el su-
puesto de ser el arco positivo y menor que un cuadrante,
son generales para todos los arcos.

- Conocida que sea cualquiera de las lineas trigonométricas,
valiéndose de las relaciones precedentes pueden encontrarse
las otras cinco.

22. Teorema. — El seno de unarco 6 del dngulo corres-
pondicnte es igual d la mitad de la cuerda que subttende
un arco doble.

Sea MP (fig. 7) el seno'del arco AM ; prolonguémoslo
hasta M. El radio OA, perpendicular & MM' divide esta
rccta en dos partes iguales en el punto P; luego MP es la
mitad de MM', esto es, de la cuerda que subtiende un arco
doble del.dado AM.

23. Aplicaciones. — Por medio del teorema anterior
sc puede calcular directamente cierto nimero de senos.

10 El lado del exdgono regular inscrito cn un circuloes
igual al radio R 6 1, y subtiende un arco de 60c ; luego

+ sen 300 = -15
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20 Ellado del cuadrado inscrito es iguala RyZ 6 2,
y subtiende un arco de 900 ; luego

sen 450 — 32@= 0,70740.

30 El lado_del tridngulo equilitero inscrito es igual é.
Ry3, 6 {3, y subtiende un arco de 1200 ; luego

sen 600 — ‘/Tg- = 6,86602.
4° El lado del decigono regular inscrito es igual &
R . 5—1
RWs—ne W51
y subtiende un arco de 36¢ ; luego

sen 180 — <‘/—51,_—1)= 0,3090.

24. ProBLEMA. Dado el seno del arco de 300, biisquese la
longitud de las otras lineas trigonométricas del mnismo.

El seno de 300 es % o 0,5,

4° Larelacion (5) da :

cosec 300 — 1 1

sen30° — 05 — 2

20 De la relacion (1) sen*a - cos?a=1, resulta:
: 1_3
2300 —1 —sen?300 =1 — — — 2.
cos? 300 =1 sen30°_1‘ F=%
3_ 3

de donde cos300 =/ > =

=g = 0,86602.

3¢ La secante resulta de la relacion (3) :

sec 300 =

cos 300
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4o La relacion (2) da para la tangente :
1

__8en30 2 1 _ 3
tg300 = <05 300 = e F = ~3—=0,57735.
e
5¢ Por dltimo, de la relacion (4) resulta :
3
cos300 "2 o
cotg300= m303' = —1-—.—J3 = '1,73%5-
2

§ II. — Adicion y sustraceion de arcos.

25. Cilculo de sen(a+b) y de cos(a=tb), en
funcién de los senos y cosenos de a y de b.

Sean los arcos AB=a, BC=1b; tomemos BC = BC,
y tendremos : ’
AC=a+b y AC=a—b.

Tracemos las rectas OB y-CC' ; bajemos
CQ, BP, IL, G'Q’ perpendiculares &4 OA,
y tracemos IH y C'H' paralelas 4 OA.

Los tridngulos CIH, IC'H' son iguales;
Fig. 10. CH=IH, HI=H'C =LQ, y resulta :
sen (a4 b)=CQ = IL+CH

" sen(a—b)=CQ = IL—CH
cos (a4 b)= QQ =O0OL—-LQ=0L—1IH
cos(@a— b)=Q0 =OL+4LQ'=OL 4 IH

(A)

Ya conocemos BP=sena, OP—cosa, Cl=senb,
OI=cos b; calculemos IL, CH, OL y HI .

Los triangulos rectangulos OBP y CIH son semejantes por
tener los lados perpendiculares ; luego
CI _ CH__ IH°
0B61 — OP — BP"
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Comparando la pnmera razbén sucesivamente con cada tina
de las 6tras dos, se tendra :
CH = OP ><CI =cosa senb,
IH=BP><Cl =sena senb.
De la semejanza de los trisngulos OBP y OIL, resulta 3
o oL _IL
OBsT— OP — BP"
- Comparando la primera razén con las 6tras dos, tendre-
mos :
OL = OP >< OI = cosa cosb,
IL =BP >< Ol =sena cosb.

Estos valores sustituidos en las reldciones (A), resultara :

sen (a -+ b)=sena cosb 4 cosa senb, (6)
‘sen (@ — b) = sena cosb — cosa senb, (7)
cos (a + b) = cosa cosb — sena senb, (8)
cos (a — b) = cosa cosb + sena senb. 9)

Estas relaciones, establecidas en el supuesto de que la
suma y la diferencia de los arcos es menor que un cuadrante,
son generales y ciertas, por lo tanto, para otro arco cual- -
quiera.

26. Aplicaciones. — Conociendo el seno y el coseno
de 450, el seno y el coseno de 300, calcular sen 750, cos 750,
sen 150, cos 150.

Tenemos : sen a=sen450=—32@ ; cosa=cosfSe = —‘%-,
sen b =sen30¢ = %—; cosb= cos30°=—‘/-23—.
Las férmulas (6), (7), (8) y (9) dan sucesivamente :

sen(a+b) sen75°-—-i— J—+—><;
6 LV2 _ 0,965,
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b —geniso=Y2 N3 VT 1 _
senda — b) = sen 150 = g~ X g-— g~ Xg=

= —7—‘/‘? —y2 =0,2588,

1

©

cos(a+b)=cos75°=-32&—><—‘/g;-——‘/§-><

= 6_:‘/§ =0,2588,
=—\!6_—1-£2-=0,9659.

Nota. — Siendo complementarios los angulos de 750
y 150, se ve por qué el sen75c y el cos 150 tiecnen
igual valor,y por qué el sen15¢=cos75e.

27. Céleulo de tg(a+b) y de tga—b), en
funcion de tga y de tgb. .

10 tg (a - b). Tenemos (formula 2):

wotn= 32D,

En vez de sen(a+b) y cos(a-+bd), pongamos sus
valores (formulas 6 y 8):

sena cosb 4 cosasen b
a-tb)= :
tg(a+b) cosa cosb — senasenb ’

dividamos por cosacosb el numerador y denominador
del segundo miembro :

sena cosb + cosa senb
tg(a+b)= cosa cosb cosa cos b
cosa cosb  sena cosb !
cosa cosb cosa cosb
sena seng
cosa cos
a4 b=
6 sea tg(a+b) {_ Sena senb ’

cosa cosb
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tgb
y por fin 4 tg(at+ b= %. . (10)
2 tg (a — b). Tenemos también:

__ sen (a—b)
tgla—b)= cos(a—b)

En vez de sen(a—b) y cos(a—1b), pongamos sus

valores (formulas 7 y 9):
senacosb — cosasenb |

tg(e —b) = Co5acosh “Fsenasenbd ’

dividamos por cosa cos b el numerador y denominador del

segundo micmbro, y simplifiquemos como antes; resultara :
= _ge—t8b

®@—b=—TrTzatgb - 11)

28, Aplicaciones. — Conociendo las tangentes de 450
y de 300, calcular las tangentes de 75° y 150.
Sea tga=igise=1, y tgb=1g30= ij_ (0o 24)

Las férmulas (10) y (11) dan :
N L s
o a = 0 — — = —
1—1x 3 348
—3+3 _373
3—y3 7
1B
73 3—3
Q20 tg(a—b)=tgiSe= J_—0,2680.
141 Y3 3+

Nota. — El valor encontrado para la tangente de 150 es lo
inverso del que hemos hallado para la-tangente de 750. En
efecto, el angulo de 150 es el complemento del angulo de

750 ; por lo tanto, la tangente de 15¢ es la cotangente de 75°.
\
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§ III. — Multiplicacion y Division de arcos..

29. Cdlculo de sen2a, cos2z y tg2a, en funcién
de sena, cosa y tga.
10 sen 2a. Si en la formula (6)
sen(a + b)=sena cosb -+ cosa sen b,
hacemos b= a, resultara :
sen2a — sena cosa -} cosa sena,
sen 2a — 2 sen a cos a. 12)

20 cos 2a. En la formula (8)
cos (a+ b)=cosa cos b — sen asen b,
hagamos b=a,
€0S 2a = cos a oS @ — sen a sen a,
cos 2a = cos?a — sen*a. (13)

30 tg 2a. En la formula (10),
b
g (a+b)= _ﬁatg%_ )
hagamos b=a, resultara: ’

tga+tga

tg 2= T tga
6 sca g2 = 2_*; —. (14)

30. Nota. — Siendo generales las formulas (12), (13)
y (14), se verifican para cualquier valor que se considere.

. . a
Si en cada una ede ellas ponemos - en vez de a,
- .

resultara :
sena = 2 sen ;— cos g- ’ (12 bis)
a : @ .
€08 & = cos? -~ — sen’ o, (13 bis)
a
25

ga= (14 bis)

: g
LS i-—tg=2
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31. Aplicaciones. — Conociendo el seno, el coseno y
la tangente de 180, hallar el seno, el coseno yla tangente
de 360.

Sea - seni8 ='-0,3090,
cos 180 = 0,9511,
tg 180 = 0,3249.

Apliquemos las fbrmulas (12), (13) y (14), haciendo en
" ellas a=180:

10 sen 360 — 2 sen180cos 180
= 23<0,3090 >< 0,9511 = 0,5878.

Q0 ¢08 36° = cos?180 — sen?180
=0,95112 — 0,3090% = 0,8090.

2 tg 180
3 tg 360 = T—rs
25<0,3%9 _
= ﬂ——-ﬂ 00 0,7265.

382. Odlculo de sen—§, cos—é{ y tg%: en
funcién de cos a.

10 sen —% . La férmula (1) puede escribirse :
oos’—g— + sen’—;i =1

Sumemos ordenadamente esta formula con la férmula
(43 bis), y resultara :

. a
2sen’-2—=1 —cosa,

1 —cosa

6 sea sent 5 = ;

de donde sen g— =+ \/1%@59- . (15)
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20 c«»s—. Tomemos las mismas férmulas (1) y (13 bis),
restémoslas ordenadamente y resultara :

2cos’i2z—= 1 4 cosa,

1 1
6 sea cos’ g a= _%:os_a;
de donde cos ——-l— \/ 1+ cosa . (16)

30 :g%. Dividamos la formula (45) por la férmula (16):
sen—;- + \/T — cosa.

cos 5 \/ 1 + cosa_ »
. sen o
ero 2 =tg2;
’ i
2
' a 1 — cosa
luego tg o = + \/ TF cosa * (17

33. Aplicacion. — Siendo el coseno de 180 igual &
0,9511, busquese el seno 9o, el cos 9o y la tangente 9o,

40 La férmula (15) da, haciendo a =180 :
sen 9o = \/ 240,911 Z’ BT _ 0,0871.
90 De la formula ("16) resulta :
cos90= |/ I=5F1 — o568,

30 La tangente de 9o serd : %—2—%‘— =0,1584.
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CAPITULO III

TABLAS TRIGONOMETRICAS
DE LOGARITMOS*

§ I. — Construccion de las tablas
trigonométricas.

A
34%4. Nociones generales. — En las aplicaciones trigo-
nométricas, preciso es conocer las linéas trigonométricas
que corresponden 4 un arco dado, y reciprocamente. Los
valores numéricos 6 valores naturales de estas lineas pueden
calcularse directamente; ya existen tablas que contienen
dichos valores que corresponden d los arcos desde Q¢ & 450.

. Inutil fuera calcular las lineas trigonométricas de los arcos
mayores que 450, puesto que desde este punto para arriba,
cada uno de los arcos hasta 900 es el complemento de un -
arco cuyas lineas trigonomeétricas .ya se conocen. Asi el seno
del arco de 58¢ es igual al coseno del arco de 320.

En cuanto 4 los arcos mayores que 90°, sibese que, salvo
los cambios de signos ya indicados (n° 19), sus lineas trigo-
nométricas son iguales 4 las de los arcos del primer cuadrante.

Pero, con el objeto de abreviar lo mas posible la aplicacion
de las formulas trigonométricas, no se suele hacer uso de
estas tablas, sino de otras, llamadas ordinarias que, en vez
de dar los valores naturales de las lineas trigonométricas,
dan los logaritmos de estos valores.

* Para la teorfa de los logaritmos y el uso de las tablas logaritmicas de
los nimeros ordinarios, véase Algebm, Parte 1V. Aqui se tratard tan sélo
de las tablas trigonométricas, y del célculo trigommétrico’rpor medio de
clias. .
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35. Tablas de los logaritmos de las funciones
trigonométricas. — Las tablas mayores, 6 tablas de
CaLLET, mudificadas por Dupuls, contienen los logaritmos,
con sietc decimales, de las lineas trigonomeétricas de
los diferentes arcos desde Oc 4 900, contados de 10" en 10".

Otras tablas, conocidas con el nombre de tablas menores,

* Stablas de LALANDE, contienen los logaritmos, con 5 decunales,

de las lineas triguonométricas de los arcos desde 00 4 900, con-
tados de 1’ en 1'.

36. Las tablas contienen tan séio los log:ritmos de cuatro
funciones trigonométricas, a saber : sen, cos, tg y cotg. Si
se tuvieran que emplear los logaritmos de sec y cosec, se
tomarian los oologaritmos del coseno y seno de la: mismas,
pues la sec es lo inverso.del coseno, y la cosec lo inverso del
seno (nos 14 y 15). .

Asi: " log ses 26020 = colog cos 26020,

1 ’
porque sec 26020’ = 0506530
y log cosec 37018’ = colog sen 37018,

1.
porque cosec 37018 = Son 3To1ST "

37. Las tablas contienen tan solo los arcos comprendidos
desde 0° 4 45°, pues las lineas trigonomeétricas de un arco son
iguales 4 las lineas trigonométricas de su arco complemen-

“tario.

Asi :  sen4To—=cos 430, y tg52:14 = cotg 37046'.
Una disposicion particular dispensa de calcular previamente

el dngulo complernentario y facilita el leer directam.nte los
logaritmos de los #ngnlos mayores que 45°.

38. Disposicién de lastablas.— Siendo estadisposicion
poco mis O Menos la misma, vanos 4 indicar la de las tahlas
publicadas por los HERMANOS DE LAS ESCUELAS CRISTIANAS,

El arreglo de una pagina permite leer #n ella los logaritmos
de 1.3 lineas de 30 arcos consecufivos de 1’ en 1'; pcr ejem:
plo desde 270 & 27030, (. desde 27030/ 4 28¢; y también de
las lineas de los arcos complementarios mayores quf: 450,
por eJemplo en la misma pagina, desde 62030 & 630, ¢ .lesde

62 * 30,
%
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Para los arcos menores que 450, Jos arcos estan seialados
en la parte superior de la pagina, y los minutos, desde 0' a
" 30', en la primera columpa de la izquierda.

~ Para los arcos mayores que 450, los grados estin en la
parte inferior, y los minutos en la primera columna de la
derecha.

Las demas columnas contienen los logaritmos de los
senos, tangentes, cotangentes y cosenos que corresponden &
estos arcos. Cada uno de estos valores corresponde 4 dos
arcos complementarios, contados, el primero, por la parte
superior, y el segundo, por la parte inferior; por eso, en
las columnas en que se lee serno, tangente, cotangmte y
coseno por la parte superior, se lee coseno, cotangente, tan-

gente y seno en la inferior.

Las diferencias entre cada dos logaritmos consecutivos
ocupan las columnas sefialadas con la letra D; para la tan-
gentey la cotangente, las diferencias son comunes y ocupan
la columna sefialada con las letras D. C., abreviatura de dife-
rencias comunes.

El calculo de las partes proporcionales se halla efectuade
en la parte inferior de las piginas, empezando el arco de 5o,

Nota. — Se ha utilizado el espacio que queda libre al pic de
las cinco primeras paginas, colocando en él una Tabla con
6 decimales de lineas trigonométricas naturales y de lonyi-
tudes de los arcos, en funcion del radio. Esta tabla llega
hasta 100°, para manifestar que ciertas lineas se cambian en
negativas desde 90° para arriba.

§ II. — Uso de las tablas trigonométricas.

39. Para el uso de las tablas de 'logaritmos de las
lineas trigonomeétricas, se deben resolver los dos problemas

" siguientes :
1o Hallar el logaritmo de una linea trigonométrica
correspondiente & un arco dado ;

20 Dado el logaritmo de una linea trigonométrica, hallar
el valor del arco correspondiente.
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Antes de resolver estos problemas, recordemos sucinta-
mente :

1° Que dos arcos suplementarios tienen sus senos iguales
y de idéntico signo, mientras que sus tangentes, cotangentes
y cosenos son iguales y de signos contrarios;

20 Que los senos y las tangentes, y por consiguiente sus
logaritmos, van aumentando desde Qo & 90, mientras que los
cosenos Yy las cotangentes disminuyen desde 0° 4 90°.

'

JALLAR EL LOGARITMO DE UNA LINEA TRIGONOMETRJCA
' CORRESPONDIENTE A UN ARCO DADO

40. 1er Caso. — El arco sélo contiene grados ,
minutos. — Besta leer el logaritmo en lastablas. Asi, el
logaritmo del seno 13024' es, pagina 80, 1,36502; el de la
tangente 76016’ es, pagina 81, 0,611 92.

41. 2° Caso. — El arco contiene segundos. —
10 Sea de encontrar el log de la tg 40024'9".

Se busca directamente, pég. 134, el log de la tg 40024/, que
dara 1,92996. La diferencia entre el log de la tg 40024 y el
de la tg 40025’ es 4 26 unidades del quinto orden decimal.

Al pie de la pagina, y en la columna vertical cuyo titulo
ep 26, se ve que la diferencia para 9" es 3,9, esto es, 4
unidades del quinto orden declmal, que es preciso anadu-
a 1,929 96.

Luego el log de la tg 40024'9" es 1,93000.

20 Sea de encontrar el log del cos 81046’ 4%

Se halla, pag. 70, que el log del cos 81046' es 1,15596.
La diferencia entre el log del cos 81046’ y el del cos 81047’

es — 88 unidades del quinto orden decimal. Al pie de la
pagina, y en la columna vertical, titulo no 88, se encuentra
que para 40" la diferencia es 58,7
Yy para Al » 11,7
por lo tanto, para 8" » serd 70,4

es decir 70 unidades del quinto orden decimal que se deben
sustraer de 1,15596.

Por consiguicnte, el log de cos 8104G'48" es 1,15526.
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DADO EL LOGARITMO DE UNA LINEA TRIGONOMETRICA,
HALLAR EL VALOR DEL ARCO CORRESPONDIENTE

42. 1er Caso. — El logaritmo se encuentra por
entero en la tabla. — En este caso, se obtiene inmediate-
mente el arco correspondiente. Asi, el arco correspondiente
al log sen 1,63079 es, pag. 104, 25018'; y elarco correspon-
diente al log tg 0,31600 e~, pag. 103, 64014,

Nota. — Para facilitar este trabajo, es preciso tener. pre-
sente, segun se veen la tabla: 10 que los senos de los arcos
mayores que 450 tienen sus logaritmes mayores que
1,84949, y que los cosenos de estos mismos arcos tienen los
suyos menores que 1,84949; 20 que las tangentes de los
accos mayores que 450 tienen sus logaritmos mayores que 0,
y que las cotangentes de estos mismos arcos tienen los suyos
menores que 0. .

43. 20-Caso. — El logaritmo no estd en las
tablas. — 1o Sea de encontrar el arco correspondiente al
log sen 1,90382.

Siendo este log mayor que 1,849 49, el arco correspondiente
es mayor que 450; es preciso fijarse en los titulos de la parte
inferior de las piginas y buscar en la columna sefialada seno,
los dos log que comprenden el log dado.

Estos dos log son, pag. 127, 1,90377 y 1,90386; el primero
corresponde al arco 53015, y el segundo al arco 53016'. La
diferencia entre 1,90377 y 1,90386 es 9 unidades del quinto
orden decimal, y la diferencia entre 1,90377 y el log dado
1,90382 es 5. Hay que calcular los segundos que correspon-
den 4 la diferencia 5. Al pie de la pagina, en la columna 9,
se busca entre los nimeros de la derecha el que se aproxima
mas, por defecto, & 5; se ve que es 4,5, correspondiente
4 30'. La diferencia entre 5 y 4,5 es 0,5; este nimero
corresponde & 3" que hay que aiiadir 4 30".

Luego, el arco pedido es de 53045'33".
20 Sea de encontrar el arco correspondiente al log cotg
0,301 39.

En vez de proceder como lo acabamos de hacer, y decir :
siendo el log mayor que O, es preciso figarse en los titulos de
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arriba de las paginas, etc., pueden buscarse en las columnas
intituladas ya sea tg, ya cotg, los dos log que comprenden el
log dado. Estos log son, pig. 107, 0,30163 y 0,301 32. En la
columna donde se hallan estos log, como el titulo cotg esta
encima de la pigina, tomo el arco correspondiente al log
0,30163 que es el que més se acerca al titulo, y me da el
arco de 26032'. La diferencia entre 0,301 63 y 0,301 32 es — 31,
y la diferencia entre 0,30163 y el log dado es — 24. Al pie
de la pigina, en la columna 31, se busca entre los nimeros
de la derecha, el que mas se aproxima, por defecto, a 24, v
nos dara 20,7 correspoudiente 4 40" ; la diferencia entre 24
y 20,7 siendo 3,3, este nimero corresponde poco més 6
menos 4 6" que es preciso afiadir 4 40,

El arco pedido es, pues, de 26°32'46".

4%4. Nota. — Cuando las partes proporcionales para una
diferencia tabular dada no estin efectuadas, es porque 6 esta
diferencia estd comprendida entre otras dos que no difieren
sino de dos unidades, 6 porque pertenecen al log de arcos
menores que 50 6 mayores que 850. En el primer caso pueden
calcularse las partes proporcionales sobre la diferencia que
precede 6 sobre la que sigue; en el segundo caso se calcula
directamente por medio de una regla de tres, menos para los
arcos menores que 3¢ 6 mayores que 870, Para tales arcos se
recurre 4 la tabla de la pigina 144, la cual contiene, de
minuto en minuto, las lineas trigonométricas naturales,
senos y tangentes de los arcos comprendidos entre Qo y 3o,
y por consiguiente de los cosenos y cotangentes de los
arcos comprendidos entre 870 y 90o.

10 Sea de encontrar el log de sen 0022 43",

En la tabla, se halla que la longitud del seno de 0022 es
0,006399, y la del seno de 0023, 0,006690; la diferencia
entre estos dos numeros es 291 unidades del sexto orden
decimal.

Si para 60" lalongitud del seno aumenta en 291 unidades,

291 >< 43
5

para 43" el aumento serd , 6 sea 209 por exceso,

que se deben afiadir 4 0,006339. La longitud del seno de
0022'43" es, pues, 0,006608.

Siendo 3,82007 el log de 0,006608, el log de cos 0°22' 43"
es & su vez 3,820 07.
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2 Busquese el arco correspondiente al log tg 2,46856.
El nimero correspondiente al log 2,46856 es 0,029414. El
nimero que mas se aproxima i 0,029414, en la columna
intitulada tg, pig. 144, es 0,029388 y correspoude al arco de
1041'. La diferencia entre este nimero y el siguiente, 0,029 679
es 291 unidades del sexto orden decimal, y la del nimero
0,029388 con el nimero 0,029414 es 26.

Si para 201 unidades hay en el arco un aumento de 60",
para 26 unidades el aumento seri de —6—%9>T<2—6 , 0 sea 5"36

. que eg preciso afiadir 4 1044’.
El arco pedido es, por consiguiente, de 1041'5",36.

3o Busquese el arco gue corresponde al log tg 1,65048.

. Busquemos el arco correspondiente 4 la cotangente. Siendo
. la cotg lo inverso de la tg, el log de la cotg sera 2,34952; es
el colog de 1,65048. Elnimero correspondiente & 2,34952 es
0,022362. En la columna intitulada cotg, se ve, pag. 144, que
este nimero esti comprendido entre 0,022402 y 0,022111,"
lo que da el'arco de 88043'. La diferencia entre 0,022402 y
0,022111 es — 291 unidades del sexto orden decimal, y la
diferencia entre 0,022402 y 0,022362 es — 40.

Si por una diminucién de 291 se tiene 60", por una dimi-

nucion de 40 se tendré‘-%zi;w, esto es 8,25, que se

deben afiadir & 88043'.

El arco correspondiente al log tg1,65048 es, pues, de
88043'8",25.

§ III. — Transformaciones logaritmicas.

435. No se pueden calcular directamente por medio de los
Jogaritmos las formulas en que hay una suma 6 una diferencia.
Cuando & estas formulas se les quiere aplicar el cilculo

logaritmico, hay que transformarlas previamente en otras
" que tengan forma de producto.

A continuacién ponemos algunas de las transformaciones
mis usadas :
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46. Transformacién de senpt-sengq.

Se trata de transformar en un producto la suma 6 la
diferencia de dos senos.

Representemos por 2a el valor de p-gq, y por 2bel
de p—gq, Osea:
pt+q=2 y p—q=2b. (a
Sumemos y restemos ordenadamente estas igualdades,
y resultaré :

=a+b y g=a—b.
Entonces senp + seng =sen(a — b) + sen (a —{) g (b)
y senp — senq = sen (@ — b) — sen (@ — b)
Teniendo en cuenta las formulas (6) y (7), las formulas
(b) pueden escribirse :
senp 4+ seng —=2sena cosb % ©
senp — seng —=2cos asenb
Pero las igualdades (a) dan :

Sustituyendo estos valores en (c), tendremos :

sen p } sen ¢ = 2sen -P—-:I;-icosf—g—'l, (8)
senp —senq = 2008%-1 sen-£1—z'—'l . (19)

47. Transformacién de cos p— cosgq.

Por medio de un raciocinio anilogo al precedente, encon-
traremos :

p=a+b y ¢g=a—>b (d
Entonces cosp -}-cosg=cos(a 4 b) 4 cos(a — b),
cosp — cosq =cos (a +- b) — cos (a — b),

Teniendo en cuenta las férmulas (8) y (9), podremos
escribir :

cosp 4 cosq =2cosa cosb, (e)’
cosp —cosq= —2senasenb,
) cosq —cosp=2senasendb, ()
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De las formulas (d) resulta :

p;l—q y b=P—4,

2

a=

Sustituyamos estos valores en las ecuaciones (e)y (f):
cosp+cosq=2cos%cosp2_q, (20)

/

cosq—cosp:%scnz%-—q-senﬂ%l. 21

APLICACIONES
sen 46° 4 sen 27° = 2 sen 36030’ cos 9030'.
sen 460 — sen 270 = 2 cos 36°30' sen 90 30'.
o8 46° 4 cos 270 = 2 cos 36°30’ cos 9030'.
~  cos 27° — cos46° = 2 sen 36030 sen 9°30'.

s sen p 4 senq
48. Transformacién de Senp—senq

Las formulas (18) y (19) dan : :

senp - senq _2sen g~ g
senp —seng. 2cosL_|2_—qseuP—;—‘l’
' p+gq P—1q
6 sea senp 4-senq __ 2sen 2 Xcos 2
senp —seng _2cosp_gq sen»z’—;—q‘-’

: 1
6 en fin senp +senq __ AP (p+q). (22)
senp — senq tg-;— (p—0)

49. Transformacién de tga+tgb.

Tenemos, formula (2) :
sena , senb
'8 attgb'—éosa —cosb’
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reduzcamos 4 un mismo denominador los dos términos del

segundo miembro :

sena cosb -+ cosa senb
tgatigh= cosa cosb

Pero el numerador es la expresién de sen a = sen b, for-
mulas (6) y (7); \

luego tgatigb="0laLh) @23)

50. Transformaciénde 1+sena; 1+cosa; 1+tga.

Para transformar estas expresiones, basta sustituir 41 con
sen 900, cos 00 6 tg 450, y aplicar las formulas arriba verifi-
cadas. ’

Asi:
101 4 sena=sen 900 } sen a=2sen 9002_"? cos 9002—“,

1 — sen @ —sen90¢ — sen a = 2cos 90';]—0; senggg——f—-

)

20 1+cosa=cos.0°+cosa=2cos’—§-,
1 —oosa:cosOO-—-cos}z=2sen’§-.

— __sen(45° +a)
¥ Atge=wiStge=— e

6, siendo cos 450 — ig_

{ttga= sen (450 +a) J3

‘cos a

- APLICACIONES

51. 10 Calcitlese sen 78 menos sen 360,
En la formula (19), hagamos p =780 y ‘q = 36e,
- sen 780 — sen 360 = 2 cos 570 sen 21°.
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Calculemos por logaritmos :
log 2=0,30103,
log cos 570 —=1,73611,
log sen 210 —1,55433,
log (sen 780 — sen 360) = 1,591 47 ... 0,39036 (*).
20 Calciilese cos 55 mds cos 32°.
En la formula (20), hagamos p =55+, ¢ =32,
08 550 4 cos 30 =2 cos 43030’ cos 1130,
log 2=0,30103,
log cos 43030 = '1',86656,
log cos 11030 =1,99119.
log (cos 550 4 cos 320) = 0,15278 ... 1,4218.
30 Calculese tg 540 mds tg 220, .
La formula (23) da :

1g béo + tg 220 = sen 760

cos 540 cos 220 *
log sen 760 = 1,98690 ,
(**) colog cos b40=0,23078,
A colog cos 220 =0,03283 .
log (tg 54c 4 tg 220) =0,25051 ... 1,7804.

4o Calctilese 1+ sen 40c.
Ya sabemos que sen90c=1; porlo tanto puede enun- -
ciarse el problema del modo siguiente :
Calculese sen 900 mnds sen 40c. ‘
La foriula (18) da, sustituyendo p y q con 900 y 400 :
1 4 sen 400 —2 sen 65¢ cos 250. N

(*) Este nuimero es el que corresponde al log 1.59147; & continuacién,
seguiremos escribiendo de la misma manera los resultados obtenidos.

(*") Para el usode los cologaritmos, véase Algebra, Parte 1V*, n** 190, 181,
Téngase pr que siendo la gente lo inverso de la tangente, e
logaritmo de una tangente tiene por cologaritmo el logaritmo de la cotan-
gente, y reciprocamente,
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Siendo complementarios los #ngulos de 63° y 250,
sen 650 =: cos 25¢; luego ' :

1 -} sen 400 =2 sen? 650,
log 2=10,30103,
log sen 650 =1,95728,
id. =1,95728,

log (1 4 sen 400) =0,21559 ... 1,643,

50 Busquese el valor del dngulo a que corresponde 4 la
relacion sec?a =2,

Siendo la secante lo inverso del coseno (ne 15), tenemos:
1

‘cos?a —

1 1
de donde cos?a = RR cosa=\/—2- N

log 0,5 =1,69897,

2;

log cosa= 103'2&’ ... 1,84948 ... 450,

6° Busquese un dngulo tal, que la suma de su seno y de
su coseno sea 1,15,

Tenemwos : sen a - cos a.=1,15.
Elevemos al cuadrado :
sen’a - cos?a |- 2 sena cos a = 41,3225,

Ahora bien sen%a 4 costa =1
y 2sen a cos a = sen2a(ne 29, {o),
lucgo 1 4 sen2 =1,3225, °

sen 2a = 0,3225,
log sen2a = log 0,3225 —1,50853 ... 180 48’ 54"
de donde a=9°24'27", '

70 Busquese los valores de x que cumplan la condicién de
la ecuacion c0s2x 4 3senx —2=0,
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Tenemos (férmula 43) :
€08 2r = cos?*z — sen?x,
pero cos’z =1 — sen'z;
la ecuacién dada se convierte en
1 —2sen®*z 4 3senz — 2=0,
6sea 2sentz — 3senz 4 1=0.

Esta ecuacion trigonométrica de segundo grado se resuelve
como una ecuacion ordinaria, siendo la incognita senz.

Luego senz = E‘/T-—_ 9—38 ;

las dos raices son :
senz’=1; de donde 2 =900,

y sen 2’ =%; de donde & = 309,

Los 4ngulos de 900 y 300 cumplen la condicién de la ecua-
cion, como puede comprobarse :

10 Para =900, 2xr—1800,
cos 1800 =—1, 3sen900—=3§,
y resulta la identidad
—1+4+3—2=0,
20 Para z=300, 2z=0600;
‘ c05600=%, v3sen30°= —g—,
¥ tenemos la identidad

£+ 5 —2=0

ALGKBRA, —- 478, ‘ . 8
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CAPITULO IV

RESOLUCION DE TRIANGULOS

§ I. — Relacion entre los elementos de un
triangulo.

52. Teorema. — La proyeccién de una recta sobre étra
es igual al producto de la primera por el coseno del dngulo
que forma con la segunda.

Sea AB la recta que se ha
de proyectar sobre OX,y A el
angulo que forma con OX.

Tracemos Ab' paralela a
OX; esta paralela Ab' es
: : igual 4 la proyeccion ab de
a % X a recta.

o )
Fig. 1. Tenemos - por definicion
(no 4) :
Al
de donde Ab'=ABcosA.

53. Teorema. — En todo tridngulo rectangulo, cada
cateto esiguad al producto de la hipotenusa por el seno del
dngulo opuesto & este cateto, 6 por el

¢ " coseno del dngulo adyacente al mismo.
Sea el triangulo ABC.
:’ L Por definicién (no 3), tenemos :
brxTe B senB= -‘?rg = %;

Fig 2~ de donde b=aseunB.
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Pero el 4ngulo C es el complemento del éngulo B; luego
(ne 4)
sen B=cos G,
y tenemos también : b=acosC.
Del mismo modo se demostraria que
c=asenC 6 c=acosB.

54. Teorema. — En todo tridngulo rectdngulo, cada
cateto es igual al producto del étro por c
la tangente del dngulo opuesto alcateto
buscado, 6 por la cotangente del dngulo

adyacente. >
Sea el tridngulo ABC. |
- Por definicién (no 3), tenemos : Fig. 18.

tgB= ﬁg = -:—; de donde b=cth‘.
Siendo el angulo G complemento del 4ngulo B,
tg B =cotgC,
tenemos también : b= c cotgC.
Del propio modo demostrariamos que
c=btgG 6 c=bcotgB.
55. Teorema. — En cualquier tridngulo, los senos de

los dngulos son entre sf como los lados opuestos & estos
angulos.

Sea ABC un tridangulo cualquiera.

Tracemos CD perpendicular 4 AB; los
dos tridngulos rectingulos ACD, BCGD ,
dan (no 53) :

CD = bsenA, : o)
CD =a senB; @2 *+ P B
de donde bsen A—=asenB. Fig. 14.

Dividamos ambos miembros por ‘ab; simplificand», ten-
dremos :

senA " senB

a ~ b

Siendo exacta la relacion para dos angulos cualesquiera
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y sus lados opuestos, lo serd también para los tres dngulos;
por lo tanto

senA __ senB __ senG
a — b T ¢

56. Teorema. — El drea de un tridngulo cualquiera es
tgual al semiproducto de dos lados por el seno del dngulo
camprendido.

Llamando S esta superficie, tendremos (fig. 14) ¢

S= c><20D; pero CD=bsenA,
luego 8= s;nA .

Nota. — Cuando el dngulo A es recto, sen A=1; en-
tonces la formula anterior se convierte en la siguiente :
cb
8= o

57. Teorema. — En todo tridngulo, el cuadrado de un
" lado cualquiera es igual & la suma de los cuadrados de los
otros dos lados, menos dos veces el producto de estos lados
por el coseno del dngulo comprendido.

Tracemos CD perpendicular a AB.
10 Si el ingulo A es agudo (fig. 15), tenemos, segiun un
teorema de geometria : )
i a’=b’+'c’—2c><AD;
pero . AD = b cos A (n°52),
luego a? = b? 4 ¢* — 2bc cos A.

Fig. 45, Fig. 16.

2° Si el angulo A es obtuso (fig. 16), tenemos también :
a*="0b2+4c*4-2c><AD y AD=bcos CAD.
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Pero CAD es el suplemento del dngulo CAB 6 A; luego
c0SCAD—=—cos A (n°18) y AD=—bcosA,
luego - . a?=10b*4¢* —2bc cos A
Nota. — Cuando el 4ngulo A es recto, cos A=0, yla
formula se convierte en la siguiente :
=)t

§ II. — Resolucion dé los triangulos
rectangulos.

58. En los tridngulos rectingulos se conoce siémpre el
éngulo recto; bastan, pues, dos de los cinco ciementos -
restantes, para calcular los otros tres. Guatro cusos pueden
ocurrir, segun se dé :

10 La hipotenusa y un angulo agudo;
~ 20 La hipotenusa y un cateto;

. 3o Un cateto y.un angulo agudo;

40 Los dos catetos.

Se suelen designar por A, B, G, los ingulos de vn triin-
gulo rectangulo, y por a, b, ¢, los lados respecti mente
opuestos, designando A el dngulo recto y a la hipotcanasa.

$59. 1er Caso.— Resolver un tridngulo rectdngulo cono-
ciendo la hipotenusa a y un dngulo agudo B.

Siendo el angulo C el complemento del ¢
éngulo B, tenemos : '

-G=900—B. g 5

Valiéndonos del teorema (n° 53), encon-
traremos los catetos. En efecto, : ¢

b=asenB, y c¢=acosB. ' Fig. 1.

60. 30 Caso. — Resolver un tridngulo rectdngulo cono-
ciendo la hipotenusa a y el cateto b.

Por definicion (n° 3), tenemos :

b
sen B= @ =co C,
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tenemos también : *=—=a? — b¥=(a + b) (a —b);
de donde - c=\(aFB)(a—=0b).

61. 3er Caso. — Resolver un tridngulo rectdngulo,
conociendo el cateto. b y el dngulo B é el dngulo C.

Sea B el angulo dado; el angulo G, su oompleliento,

serd : G=90°—B,
b ‘ b
Tenemos seé B= 2’ de- donde a= s B -
Del teorena (no'54) sé dedutd ‘que
e=bcotgB.’

62. 4> Caso. — Resolver un tridngulo recténgulo,
. eonaciende los catetos by cy el dngulo recto.

La hipotenusa a= |0+,
y la formula (ne 54) da :

gB=cotgC= 2.
63. Aplicaciones. — Por medio de datos numeéricos,

vamos & resolver cuatro tridngulos rectingulos relativos &
los cuatro casos que acabamos de estudiar.

c A =900,
,  4er Caso.Datos - { a=645m,
B = 40016,
pL——m—  C==900—B=900 — 40016 = 444",
Fig. 18.
Calculo de b. Cilculo de e.
b—asenB, c=acosB,
log a = 2,80956, log a =2,809 56,
" log sen B =T1,81047, log cos B—=1,88255,
" logb=2,62003, log c=2,69211,
b= 416m9, ¢ = 492017,
: A =900, :
20 Caso. Datos § a =43Tm5,

v b=186m5,
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Célculo de B y de C. v Calculo de c.
senB=cosC=2 e=y@@aFb@a—b,
== /624 >< 951
log b=2,27068, ¢ PRI
log @ — 2 64008 log 624 = 2,79518,
08 a = 2,63095, log 251 = 2,30967,
log sen B = 1,62970, . 5,19485, -
B = 25013 56", la mitad =9,59743.
| G=64046'4", c=395m,75,
A =90° ,
8er Caso.  Datos B =650 44' 6",
b =4Bim5,
G =900 — 650 44’ 6" — 240 15' 54",
Célculo de a. Célcalo dee.
b o
o= —r, c=bcotgB,
log b=2,66699, logb=§,66699,
log sen B =1,95983, log cotg B=1,65367, !
log a = 2,70716, log ¢ =2,32096,
a=>509m 5, . ¢ =209 4§,
: . A= 9,0"’ /
40, Caso. Datos b =189m 3,
' ¢ =169m5,

Galculo de B y de C. Célculo de a.

b a= b ¥,
tgB=cotg C=: < 6 mas sencillamente,

senB— 2 ;
a

b
sen B’
log b= 2,27715,
log sen B =1,87215,

log b—=2,27715,

log ¢ =2,22917, dedonde a=

log tg B'= 0,04798,

B=489' 31", log @ = 2,40500,
C = 41050/ 29",

a = 254m 1,
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§ I11. — Resolucion de triangulos cualesquiera.

Pueden ocurrir cuatro casos, segtin se conozca :

1o Un lado y dos angulos; :

20 Dos lados y el angulo opuesto 4 ino de ellos;
i Dos lados y el dngulo compreadido ;

4o Los tres lados.

G4. 1er Caso. — Resolver un tridngulo, conociendo un ~
lado c y los dos dngulos A y B. '

c Tenemos C=180° — (A 4 B).

Ademas (ne 55),
s c _ a _ b
- senG ~ senA ™ senB
A— B Comparemos la primera razén com
Fig. 19, cada una de las 6tras dos :
— csenA . csen B
= "senB ’ "~ "senC°
La superficie resultara de la formula (ne 56):
S= bcsen A
=—7:
Sustituyamos el valorde b :
g CsenAsenB v
- 2sen :

Nota. — Cuando A=DB, la formula se convierte en la

siguiente :
, S— c?sen? A (@)
~— 2senC ° :

. 65. 2° Caso. — Resolver un tridngulo, conociendo dos
lados a y b, y el dngulo A opuesto & uno de ellos.

c Para encontrar el éngulo B, se
: escribe :
sen B _ senA
b T a ?
bsen A

de donde senB= —a

El valor del tercer angulo serd ¢
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C=180—(A+B). *

Por fin, el valor del lado ¢ resultara de la formula
‘

_° =%

senC — senA’
aes _ asenGC
pues . senA °

66. Discusién. — Hemos hallado :

bsenA

sen B= (a}

Para que sea posible el problema, hemos de tener *

bsenA bsenA

—a =1 6 —Fx1,

pues el seno no puede ser mayor que 1 (n° 9).

Si tenemos bsen A

=41, el angulo B =900 y el tridngulo
resulta rectangulo. Reemplacemos sen B con 1, y la formula
(a) se convertird en |

1=%; de donde a=>bsenA,

entonces a es la perpendicular CD (ne 65).
- bsen A

Si tenemos <1 hay dos valores pa:;a el

angulo, el ino B’ menor que 900, el 6tro B" mayor que 90°;
el valor del dngulo C sera :
180c — (A4 B') 6 180 — (A4 B").
Veamos ahora si siempre se pueden admitir estas dos
soluciones.

1o El dangulo dado A es recto % obtuso. Entonces no con-
viene el angulo B” por ser ¢l mismo obtuso, ya que la suma
" 4 B” es mayor que 180e.

Para que sea conveniente el angulo agudo,B', debe
resultar :

A+ B <1800; de donde B'<C180c— A,
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pero sen (180° — A)=sen A (n° 19), y la desigualdad pre-
cedente se,con\(ierte en
sen B' <<sen A. .
bsen A
a

Sustituyamos el valor de sen B, » Ytendremos

bsenA <senA de donde b<a.

Por lo tanto, cuando el dngulo dado A es reeto 1 obtuso,
no hay méas que una solucion, un solo tridngulo, y a debe
ser mayor que b,

20 El dngulo dado A ¢8 agudo. En este caso el angulo
agudo B’ conviene siempre, pues se tiene evidentemente :

A 4 B' <1800,
El angulo obtuso B” convendri sdlo cuando se tenga :
A+4B"<180°; de donde A <1800 — B,

pero sen(180c — B") ='sen B" (no 19), y la desigualdad
precedente se convierte en

sen A <senB".'

bsen A
a

Sustituyamos el valor de sen B”, y tendremeos ¢

sen A < %; de donde a <<b.

Por lo tanto, cuando es agudo el angulo Ajel problema
tiene dos solucxones 6 sblo una, segtn el lado opuesto aA
sea menor 6 mayor que el lado adyacente

Claro estd que cuando a=2>, las dos soluciones se
reducen 4 una seola, y el tridngulo es sosceles.

67. 3er Caso. — Resolver un tridngulo, conociendo
los lados a y b, y el dngulo comprendido C. ~

La suma A +4 B de los dngulos que han de buscarse
es lgual 4 1800 —C; la semisuma de estos ingulos serd

—(A + B). Budquemeos la semidiferencia.

Sumando y restandolos numeradores y los denominadores
-
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de la relacién _s?‘;_ﬁ =. se_zBT’ tendremos sucesivamente:
atb a
senA-{-aenB- sen A’
a—b __a
CL senA —sen B T sen A"
de donde atb a—b

senA -senB  sen A —senB?

6 invirtiendo los medios,

a+b_ _ senAlsenB
a—b™ senA—senB"

Pero en la formula (22) tenemos, haciendo p = A,y ¢g=B:

senA4-senB tg—2-(A+B)
senA—éenT 7(A-—B)"

a+b tg—g(A-l—B) :
=t g la—p’

luego

de donde (g%(A—ﬁ) a;gtg 2(A--}-B)

_Conociendo —;—(A +B) y §(A —'B); de sacara facil-
.mente el valor de A y de B. Luego se calculara ¢ por medio

de la férmula . ) ,

c a. o _ asenC
senG . sen A’ de donde ¢= — 7=

68. 40 Caso. — Resolver un th'dnéulo , conociendo los
tres lados a, b, ¢. - :

Tenemos (ne 57): a®= b* 4¢?—2bccobA, . -

b2 4 c* — a?

.de donde’ 08 A= —Tg—i ¢ (@)
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. Del Ploplo modo encontrammos H )
@ o — b’ L

TIR RN RA G IS 01

B—

“n . 2pcn .
o aS e bt—cdik
cosC= ————2ab

No se pueden: calcular Por, logant;mos estas formulas.
Para que sea p051ble este. célculo se procede como lo
vamos i mdlcai' 4 continuacién. - i b o

Anadamos 14 dambos lmem'bros de la eciiacion (a)‘
1+008A 1+ b’-i—c’r--a?u g .1,.'.. )

reduzcamos 4 un mlsmo (ienommador los dos términos del
segundo miembro :

o 4 eesA= 2bc+b’2:c—c’—-a ,,“,‘: 3
tresaz Ok —a |
s 1+cosA—- (b+c+a)(b+c—a)
Restemos de 1 dmbos miembros de la ecuacion (a) :
1—cosA=1— b’+2¢:1:c+a’
‘1.—"ieo.sA— 2bc-—b’2;c’+a’ _ ’—éll:c—c):’

1—cosA— (a+b—c)(a+c-—b)

'Designemos por 2p el perimetro de] tnéngulo, y escnba-
mos : R

at+b4e=2p, :
de donde at+b—c=20—2, 0sea 2p—c),
ate—b=2 —2b, 6 sea 2(p——b),
b+c—a*—2p 2, 0 sea 2(p—a).

Luge  4+eosA= 2HP—0)

1+ cosA= W’ )
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Yy . 1—cosA= X _b)c( =9, 2
Dividamos ordenadamente la ecuacién (2) por la ecua-
cion (1), y simplifiquemos :
1—cosA _ (p—Dbi(p—o)
14cosA ™ pp—a) °
Extraigamos la raiz cuadrada, teniendo presente que laraiz

cuadrada del primer miembro es tg -;- A (férmula 17):
A, p=bp—-9 .
| Bgh=\V"Zp—a
del propio modo hallariamos : '

PV = =

pp—0)
1o/ =0 (p=b
€3 G—\/ PP —0)

G9. Nota. — La superficie del tridngulo tiene por expre-
sion : |

__ bcsenA
=

Pero (segtin la forpula 12 bis) sen A — 2sen 12 A cos 2-1— A,

S

luego S=bcsen % A cos —12- A, - (3

Tomemos de nuevo:las ecuaciones (1) y (2) 2

14cosa=22E—2) )
1 ;_.cosA= .2_(1"_:%_01&‘& . ' (5)

Pero’ (n° 32, 20) li;'ﬁ‘i = cos? _;12_ A,

de:(}gnde 1 4 cos A =2 cos? % A. ;
Aéi‘r’i)ifés;lﬁé (no 32, 10) -1—-_—;% = gen? -1? A,

«

de donde ‘ 1—eosA=2sen'%A-
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Envezde 14cosAy 1 —cosA, pongamossus valores,
ecuaciones (4) y (5)

P P(P"'a)
cos® o A= e vea

de donde cos %— A= \/ ﬂ? :Z_‘“
sen’ ..L—_ML—-_cl
de donde sen -gA ="\/ @ .

Sustituyendo en la férmula (3) el valor de sen;—A

y cos —;— A, tendremos :

p— pm A v (e
s=bc\/P(P‘ a) (}l:’c’ D) (p—¢) ,

§=Vpr—a)p—b)(p—0) .

70. Aplicaciones. — Con datos numéricos vamos 4
resolver cuatro tridngulos que se refieren 4 los cuatro casos
que acabamos de estudiar.

a = 685m 4§,
4er Caso. Datos B =640 16/,
C = 480 44,
A = 180° — (64° 16' |- 480 44') — 67,
Célculo de b. ' Caleulo de c.
__'asenB' o= asen G
— senA — “senA’
log @ = 2,83594, log a = 2,83594,
log sen B =1,95464, log sen G =1,87601,
colog sen A =0,03597, colog sen A =0,03597,
tog b = 2,82655, log c=2,74792,
0=670m,7. ' ¢ = 559m 6,
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Gélculo de la superficie 8 = £ seﬁl;glsenx 2 :

2 log a = 5,671 88,
log sen B =1,95464,
log sen C=1,87601,
colog sen A = 0,03597,
colog 2 =1,69897,
log S = 5,23747,
8§ = 172772 metros cuadrados.

. a—82m.6,
20 Caso. Datos b=115,
A =28 415",

Siendo agudo el dngulo A, y @ menor que b, tendremos
dos soluciones (ne 66,2¢9).

Cilculo de B senB= 2504

log b = 2,06070,
log sen A =1,67262,
colog a ==2,08302,

1,81634.
Los 4ngulos correspondientes al log 1,81634 son ¢
‘ B' = 400 55' 51" B"=139 4 9",
de donde C' =110059 54" C"=12°51' 36".
Calcula de ¢ c= aszfanC N
1ra Solycion. - 22 Solucion.
log a = 1,91698 -1,91698,
log sen C=1,97016 1,34741,
colog sen A =0,32738 0,32738,
log ¢ = 2,21252 150183,

¢ =163m 88 s 89m,07.



240 TRIGONOMETRIA

Célculo de la superficie S= ab sen G .
log a =1,91698 1,91698,
log b=2,06070 2,06070,
log sen C=1,97016 o 1,34747,
colog 2 =1,69897 . 1,69897,
log S =3,64681 3,02412,
S = 4434m2 4 ) 1057m3,2,
a=110m8,
8er Caso. Datos b=95,7,
: C=48016'20".
a4 b=206,5,
a—b=15/1,

Calculos preliminares.
7 (A4 B) =650 51" 50",

Célculo de % (A —B).
€4 (A—B)= —;‘—_T—_-g g & (A+B).
log (a — b) =1,17898,

log tg - (A 4 B) = 0,34864,
colog (a+b) =13,68508,

log tg 4 (A — B)=1,21270... %0167" ;

entonces A =65051'50" 4~ 9016' 7" = 750 7' 57",
B=165°51' 50" — 9016’ 7" = 560 35' 43",

Y
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Calculo de ec.

__asenC
— senA °

log a = 2,04454,
log sen C=1,81931,
colog sen A = 0,01479,

log c=1,87864,
e ="T75m,62.

40 Caso. . Datos

Célculos preliminares.

Calculo de A.

1. Zﬁ—b)@—’c)
® TA_\/ pp—a) ’

-log (p — b)=1,85431,
log (p — ¢) =1,96848,
colog p =3,68131,
colog (p — a) =2,35853,
' 1,86263,
la mitad =1,93132,

3 A=14002917",

A = 80058 34".

4

Célculo de la superficie.

S= absen(C ,
2

log a = 2,04454,

log b =—1,980%,
log sen C=1,81931,"
colog 2 = 1,69897,.

log S = 3,54373,

S=23497m*,2,
a=164m5,
b=136m,8,
¢=115m3,

416m 6.

p=208,3,
p—a=1438,
p—b=T1,5,
p—c= 93.

-

Calculo de B.
(p—a)(p—
—0b
Jog (p — a) =1,64147,
log (p — ¢) =1,96848,
colog p=3,131,
colog (p — b) = 2,14569,

1,43695,
la mitad =1,71848,
5 B=27036 2",

B =550 12' 58".

’
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Célenlo de C.
oy E OG0
log (p — a) =1,64147,
log (p — b) =1,85431,

vo|
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Célculo de la superficie.
S=VJplp—a)(p—b)(p—o),
log p =2,3i869,
log (p — a) =1,64147,
log (p — b) =1,85431,

volog ((:;1.0—35 =;’,g: ::;: log (r— c)A =1,96848,
1,20861, 7,78295,
1a mitad =1,60431, . la mitad = 3,89148,
- G=2o54 14, §=171789m1.
C=43048'28".
PROBLEMAS

71. 10 § Cudl es el radio de un circulo en el que una
cuerda de 18m,40 subtiende un arco de 48016 ?

El angulo central AQC=2408'; el triingulo rectingulo

AOD da:
[
: sen AOD ='%Dj ,
o sea sen 2608 = 22,
: A
: 92 .
N de donde R= Sen ok T
log 9,20 — 0,96379,
colog sen 2408 —0,38842,
‘ log R =1,35221... 22m 50.
Fig. 21. R = 22m,50.

20 Conociendo una cuerda AB=— 46 metros, y su sagita
CD =7 m., calctlese el arco subtendido por esta euerda.

El ingulo COB (fig 21) es el duplo del dngulo CAB, pues el
primero tiene por medida el arco CB, y el segundo la mitad
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del mismo. Luego el 4ngulo AOB es cuidruplo del
4ngulo CAB. _
En el triénghlo rectangulo CAD, tenemos :-
CD 7 ‘.
tgCGAD= p = 73
" log7=0,84510,
colog 23 —Z,63827,

log tg CAD =1,48337... 160 55' 36" ;-
luego CAD = 16055'36"
y . AOB=67° 42'24".

30 Resolver un tridngulo isésceles, conociendo la base
de 148 metros, y el dangulo del vértice de 24°8'.

Angulo C=D= %—(1800— 240 8') = 770 56/,

Tenemos: sen ; A= %% ,

6 sea sen 12%’:-}3,
74
de donde AC= w57 -
La superficie serd S =:C_:_§e;i°£ €
Fig. 22.
Calculo de AG. Calculo de la superficie.
log 74=1,86923, 2log AC =5,09796,
colog sen 120 4' = 0,67975, log sen 240 8' —1,61158,
log AC =2,54898, colog 2 =1,69897,
AC = 335m,98, log S =4,40851
S =25616m2,

4° Calcilese el radio de un circulo, sabiendo que dos tan-
gentes que parten desde un punto situado & 50 metros de
la circunferencia comprenden un dngulo de ito
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P . - En el tridngulo PAOQ; tenemos :
1 OA -
| ~ sen 2 = P D_-'
] sen 80 = m
B U +

Rsen8°+505en8° R,
"R — Rseni8 = 50 sen 8,

b 50 sen 8°
fig 8. de donde R=Wenns«)

En la formula (19), haclendo 1 —900 y poniendo en vez
de p y de g sus valores, 900y 8o, tendremos

1 - sen 80 =2 cos 490 scni 419,

pero .o . v, 4994 410 =900,

porlotanto- ' % ..co849° =sen 4lo,"

y resultagd:. ;o . . .} —sen8°=2cos? 490,
. 25 sen 80

de donda R—W_S 084

50 Dos cammos corwergen‘ formando un dngulo A
" de 108030' ;h se los quiere enwzur pori madio de un arco de
circulo de 250 m. de radio, 4 A qué distancia del punto 4
ha de prmccpaar el areo: e enlace?, /. shel wu

+'  hngulo BAO = —9‘5,'-3-_, A = stet5.

TP il PO |

Angdld AOB _90° — 54015'= 35045/,

El tridngulo reatanguldAOB da : 7 5 o110

A - .#J_.tgAOB

o ' " de donde AB== OB g 508 **'?
6 - AB =250t 380/45'.

log 250 =2,39794, "

" logtg 35045 = 1,85721,

"7 logAD=2,25521.
AB=179m 97,
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8° Busquese el drea de un poligono regular de 18 lades,
conociendo la longitud dellado, 11m Ga

El ingulo central del. poligono tiene _§' 6 sea 200

Uniendo. el centro cen dos vértices consecuuvos result;ua
un mangulo isosceles cuyos dngulos de. la base tienen
1800 —

2 .6 sea 80°.
El 4rea del triangulo sera (no 64, a) . o
1 ,652 >< sen’80°

Foariet g ,.P'-A— .t 2sen20°
9 >< 11,65% >< sen? 800
Sen 200 - \2751 m’

y la del poligono :

70 Resolver un tridngulo rectdngulo , conocwndo un
cateto,, de 45 m., -y, la dzferencaa, de 100 48’ entre los
dos angulos agudos 4

La suma de los dngulos agudos es
e 900 siendo su diferencia de 10048'
tendlemos

B =45 4 50 24' =500 24',

C =45 — 5024’ = 300 36 B
Si AB=145m es el cateto menor, ten- Fig 05
dremos : i

AB _ 45 S -
1§ 390 36' = == £; de donde- AC=W°O—3E,-.

- SitAG = 45 es el cateto mayor, resultaréf T

AC 45
g5 2% = 3g = g
e . BB
de donde AB= g5 %% — Cotg 30936 ©
Calculo de AC. Célculo de AB. "

log 45=1,65321, log 45 =1,65321,
" —logtg39036' =1,91765, | — log cotg39°36' =0,08233,
' —rr T
logiAG =1 13556, log AB,= 1,57086,

AG=54m39.0 1. { ' .+ .AB=8Im23:..,.*
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Por lo tanto, BG = y/ 357 54, 30F = 70n 59,
6 BC = | 757 37, 237 = 58m,40.

80 Resolver un tridngulo rectdng;ulo , conociendo los dos
segmentos m y n en que la bisectriz del dngulo recto
divide d-la hipotenusa.

Sean MA=wm y MB=mn los segmentos dados,

Tenemos ; igA= %A—P;
§ causa do la bisectriz, tenemos
también : ,
CB__n
A" m’
Fig. 28. luego tgA=—:;i =cotg B. .

Conociendo los dngulos y la hipotenusa, facil es encontrar
el valor de los catetos.

-?%:senA;

de donde BC=ABsenA 6 BC=(m +n)sen A,
%:sgnB, A

de donde AC=ABsenB 6 AC=(m - n)senB.

90 Resuélvase un tridngulo isdsceles, conociendo el peri-
metro 2p y el dngulo de la base C. ‘ '
A Tenemos : AG=p—CB :

Siendo CB la proyeccion de AC,
CB=ACGcosC; de donde

ACG=p — AGcos G,
"AG4 ACcosC=p,.
AC( 4 cosC)=p,
3 : AC= p
Fig. 21. T+ eosC*

Podemos transformar este resultado.
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Siendo 1 el coseno de 0o, en la formula (20), en vez de p
Y ¢'; pongamos G y Oe,

14 cos G=cos G4 cos 0° = 2oos—§-ws-g—2cos?%-

por lo tanto, AC= __PT
' ' 2 cos? 5 '
2

Conociendo AC, ficilmente se encontraré el valor de CD y
la superficie :
CD =2(p — AQG).
100 Calcular los dngulos de un tridngulo rectingulo,
sabiendo que la hipotenusa es igual 6 los -.?— de la suma

de los catetos.

i

Tenemos las razones iguales : c
b ¢ __a,
senB — senC 1’ < 4
sumando los numeradores y los denomi- ;’ A
nadores de las dos primeras razones, €
resulta : : Fig. 28.
- btec =2, )
nBtsenG  1°
de donde senB - sen C= »k--a—c—.
Pero a= ';'(b +0),
luego bte ___7_a Y b+c=%
Porlo tanto senB+senC= &

Transformemos este resultado. La féormula (18) da,
poniendo ByGenvezde pygq:
B + G --G

1
sen B 4-sen C=2sen cos — =15

y como B4 GC=900; tenemos :

2sen.45°cos B; -=%—,
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B—C_. 1 Y V 7J§ =0,7
CO8 =5 = T0sendde 2 5J§ V3.
105~

log 0,7 =1,18450,

log V2 =0,15051,

log cos B;C =1,99561 ... 808,

Conociendo la semisuma 45¢ de los angulos y su semidi-
ferencia 8o &', tendremos :

B=145018°8 =53 8,
C = 450 — 80 8' = 360 52'..

CAPITULO V

_APLICAGIC»N DE LA TRIGONOMETRIA
A LA AGRIMENSURA o

PropLEMA 1. Calcitlese la superficie de un terreno cuy J«i
forma es la de un cuadrilitero, conociendo los cuatro lados
y dos dnguloe opuestos.

AB = 48'“,35,
AD= 22m_60,
v DG = 58m,70,
e Datos
&b . BC =50m,10
° A ¢ DAB = 84045
Fig. 29. - '
Tracese la diagonal BD. BCD = 57012

Tenemos : Sup. BAD=48,35><11,30scn 84045’ = 544m?
Sup. BCD=29,35:<50,10 sen 57012'=1236m2;

Sup. ABCD = 1780’
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Nota. Este procedimiento facilita el hallar la superficie
de un terreno en que no se puede entrar.

ProBLEMA II. Calcilese la superficie de un terreno cuya
forma es la del cuadrilétero ABCD, conociendo la diago-
nal AC y los cuatro dngulos adyacentes 4 esta diagonal.

AC =148m,60,
Angulo BAC = 38015,
Datos « BCA =28040,
¢« DAC=34024,
«  DCA =50°52. Fig. 0.

Angulo ABG= 1800 — (BAC -+ BCA)=113¢ 5';
su suplemento = 066055, - »

Angulo ADC=1800 — (DAG 4 DCA) = 94o44';
su-suplemento =85046'.

Tendremos (no 47) :
Sup. ACB= 148,602 >< sen 38015’ sen 280 40

2 sen 66055 =35641%50,
! !
Sup. ACD= 148,608 ><28521:134°‘34 sen 50652 —4855m2,

Sup. ABCD =8419m%,50.

ProBLEMA III. Determinese la altura de una torre cuyo
pie es inaccesible.

Primero se elige y semide en el terreno una‘base horizontal
en cuanto sea posible, y cuya lon- :

gxtud sea poco this 6 menos igual
4 la altura de la torre ; en seguida,
por medio del grafémetro, se
determina el angulo BCE formado
por la horizontal que pasa por e
centro del aparato y la visual CB.
Asi conocemos, en el tridngulo
rectingulo BEC, un cateto CE y e
un ingulo agudo BCE; por con- - Mg 8
siguiente podremos calcular la altura BE.
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Sean AD =34m y BCE =23016'.
Tendremos : g 23°16'= gg = %‘E,
de donde BE = 34 tg 23016

log 34 = 1,531 48,
log tg 23016’ = 1,633 45,

log BE=1,16493 ... 14m 62,

Supongamos que la altura CD del pie del grafémetro sea
de 1m 30, por ejemplo; la dltura de la torre serd 14,62 41,3,
6 sea 15m,92,

ProBLEMA IV. Determinese la altura de un edtﬁcw cuyo
pie es inaccesible.

Sea de determinar la altura
de un campanario.

Se elige y se mide primero
en el terreno una base AB que
esté en un mismo plano verti-
cal con la altura; luego se
determinan los édngulos MCE,
MDE, como en el problema
precedente.

Sean AB=25m,
MDE = 640 18,
: MCE = 4809'.
El suplemento MDCG del éngulo MDE es de 1150 42'.
El éngulo M=1800 — (115042’ |-48°9'), 6sea 16°9.
En el tridangulo MDC, tenemos (n° 55)\:

senM _ senG |
. CDsenG
de donde MD = —- .

Enel tridngulo rectingulo MED, tenemos también (n°53) :
ME = MD sen MDE;
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de donde, sustituyendo el valor de MD,

ME— CDsen Csen MDE __ 25 sen 4809’ sen 640 18'
- sen M - sen 1609 *

log 25 =1,39794,

log sen 489 = 1,87209,
log sen 64018 =1,954 76,
colog sen 1609' = 0,555 72.

log ME =1,78051 ... 60m,33,

Afiadiendo 1m 30, altura del pie del grafémetro, resul-
tara la altura del campanario, 64m,63.

ProBLEMA V. Dos operadores colocados & 1500 metros
tino de 6tro en un camino que se supone horizental, dirigen
al mismo tiempo la visual & un globo aerostdtico cn el mo-
mento en que pasa por el plano vertical del camino; el
primer operador observa que la visual haciael globo forma
con el caminc un dngulode 81215'; y el segundo, un dngulo
de 75030'. Calctilese la altura en que se encuentra el globo.

Sea AB el camino, y C el globo. .
Angulo G == 1800 — 156045' — 23015/, Q

Tenemos sup. ACB= A';?—C]—)- ,

dedonde  CD= =
AB’sen A .senB |

b
pero (no 64) S= :

2sen ’ Ang. 33,
__ 2AB%senAsenB__ ABsenAsenB
de donde CD= 2ABsenCG T sen G ’
1500 sen 81015’ sen 75030
6 €= sen 23015’ .

log 4500 = 3,17609,
log sen 81016’ = 1,99492,

log sen 75030’ = 1,98594,
colog sen 23015 = 0,403 68,

log CD = 3,56063 ... 3636 metros, -
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ProBLEMA V1. Determinese la altura de un monte.

Eligese -una base AB, lo més comoda que se pueda, y se
miden los dngulos MBA y MAB, inclinando el grafémetro en
la direccion del plano MAB;en segmda se mideel ingulo MAN,

formado por la dlrecmén

AM y la horizontal AN
* trazada en el plano de la

vertical MN y de A.

Se calcula la longitud de
MA en el tridngulo MAB,
en que sc conoce la base
AB y los angulos adya-
centes.

ngu

‘Luego se calcula la altura.MN en el tn:mgulo rectingulo
‘MNA, en que se conoce fa hipotcnusa MA y el angulo
agudo A. '

Sea AB=450m, MBA =56017, MAD = 72020
y - MAN = 58o.
40 Tenemos : )
Angnlo M =1800 — (36017 +- 72020’) =51°33'.
El tridangulo MAB da : o
sen 'V[ sen B ABsenB

—AS MA H de donde MA = “SsenM ' R

20 En el triéngulo rect;ingulo AMN, tenemos :
. MN = MA sen MAN,

de donde .
UN = ABsen Bsen MAN _ 450 sen 560 17’ sen 580
= sen M o sen 51023 *
- log 450 = 2,65321,

log sen 56017 =1,92002,
log sen 580 —1,92842,
colog sen 51023 = 0,10716,

log MN =2,60881 ... 406m,26.
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La cumbre M estd 4 406m 26, més la altura del grafémetro,
encima del plano horizontal que pasa por A.

ProBLEMA VII. Determinese la distancia que media entre
dos puntos A y C, tino de los cuales es inaccesible.

Se elige y se mide una base AB
y los dngulos CAB y CBA formados
por esta base y las visuales AG
y BG.

En el triangulo ABC, se puede
calcular AG en funcién de AB y
de los dngulos adyacentes A y B.

Sea AB=448m, A =64010 * B

y B=60030. Fig. 8.
C = 1800 — (61010 -} 60°30') = 58020.
' . .sen C sen B
Tenetpos : —AB —AC
__ ABsen B _ 448 sen 60030/
de donde AC= senG —  senb58020 °

log 448 = 2,651 28,
log sen 60030 = 1,93970,
colog sen 58020’ = 0,07001,

log AG =2,66099 ... 458 metros.

PronLEMA VIIL Determinese la distancia que media entre
dos puntos Gy D macces;bles

Eligese una base AB y s
miden los dngulos CAB, CBA,
CBD y DAB.

Sea  AB = 315m, ,
CAB = 38024/, ABC = 82016/,
CBD = 43052, DAB = 74o;
por lo tanto, ABD = 38024/, - )

10 Calculo de BC. A Fig. 38.

ACB = 1800 — (38024’ {-82016') = 59020,

senACB _ senCAB | BC — 315 sen380 24'
AB  — BCG — " sen 69920 °
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log 315 = 2,40831,
log sen 38024’ = 1,79319,
colog sen 59020’ = 0,065 43,

log BC=2,35693 ... 227n 5,
20 Calculo de BD. :
ADB = 1800 — (740 - 38024') — 68036/,
senADB _ senDAB BD — _315senT4o
315 — BD ! ~ "8en67036" ’
log 315 =2,49831,
log sen 740 —1,98284,
colog sen 67026’ = 0,03407.

log BD =2, ’)1522 . 327m 5,
3o Célculo de DC en el tridangulo DBC

tg 5 (A+B)
Tenemos (ne 50) : Zi_ll; = tg—f(A B H
5 (A—

pero, en el presente caso,
a+b=BD4BC=55 y a— b=100,
F(A+B)= 5 (1800 — 43054) = 0803 ;
luego 570- = ————tf 68-3 : tg-%(A —B)=-————»100 §£&3 .
g5 (A—B)

log 100 = 2,00000,
log tg 6803' = 0,394 68,
colog 555 = 3,255 71.

log tg (A— B)==1,65030 ... 2405'19",
Por lo tanto los dngulos BCD y BDC son :

BCD =6803' 4 2405'19", 6 sea 9208'19",
BDC == 6803’ — 2405'19", 6 sea 43057'41",
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En el tridngulo DBC, tenemos :
senBDC __ senCBD = [ 9975sen43052'
BC DC ~sen 43057 A"
log 227,5 = 2,35892,
log sen43032' = 1,84072,
colog sen 43°57' 41" = 0,15853,

log DC=12,35618 ... 22m 1.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

4. Calcular tg450, sec45¢, conociendo sen 450 :—?; o

2. Conociendo cos60° = 0,5, calcular las otras lineas trigono-
métricas del arco de 60o.

3. Calctlese cosec45e, cuando sen45e = —1§ V2.

4. Si sen36° = 0,5878; calculese sen 720,

5. Si cos600 —= %—, caleilese cos30e.

6. Si tg40° = 0,839, calculese tg80e.

7. Si cos45e — -% V2, calcular el seno, el coseno y la tangente
de 22:30'. .

8. Transférmese en un producto la diferencia 1 — sen253012,

9. Transformese en un producto la suma 14 tg30e.

10. Transférmese en un producto lasuma sen500 4 —;— .

11. Transformese en un producto la suma cos42o 4-cos48e,

12. Transférmese en un producto la diferencia cos8 — -;—

13. ; Para qué angulo resulta la relacion senx—=2cos = ¢

14. ¢ Cuil es ¢l dngulo en el que la tangente es igual 4 tres
veces el seno ?

15. Resuélvase la ecuacion 2cos? xz — sent x =0,2.

16. ; Para qué dngulo se encuentra la relacién sen2c—tg.c?
17. Resuélvase la ecuacion seca — cosx =1,

18. ; Para qué angulo resulta la relaciéon seca = 3cotgx?
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19. Resuélvase la ecuacion cotge —secx=0,
20. Resuélvase la ecuacion 2tgx — cosecx.
21. Resuélvase la ecuacion senzcosx 4 sen?x — cos?z.

22, ; Para qué dngulo se encuentra la relacion
] tgxe +cotgx =237
23. Una escala de 15,50 alcanza en una pared vertical 4 la
altura de 15,20 : ; qué dngulo forma con esa pared ?

24. Determjinese el angulo central que intercepta un arco de
1 m. de longitud en un circulo de 1 m. de radio.

25. Determinese la cuerda que subtiende un arco de 2m. en
un circulo de 1m. de radio.

26. Considerando el radio terrestre igual 4 6366km 196, deter-
minese la diferencia que hay entre la longitud del arco de un
grado y la del seno del mismo.

27. Bisquese el dngulo que forman entre si las diagonales de
un reclingulo, cuando las dimensiones de éste son de 1,60
y Om 95,

28. Los catetos de un tridngulo rectangulo inscrito en un cir-
culo tienen 6m. y 8m.; dlgase en qué relacion estdn los arcos
- subtendidos por estos lados

29, Busquese el dngulo que forman entre sf las dos diagonales
de un trapecio isdsceles, cnando las bases tienen 55m. y 92m.,
y la altura 5%.

30. ;, Cudles son los dngulos de un rombo, siendo su superﬁ-
cie de 65m?, y el lado de 9"' 152

31. Busquese el dngulo que forma la diagonal de un cubo con
la arista vertical adyacente, siendo ! el lado del cubo.

32, ; Cudnto vale el dngulo que forma la diagonal de un para-
lelipipedo rectingulo con su proyeccién sobre la cara mayor,
siendo las dimensiones de la figura de 36,77 y 85cm. ?

33. Una carretera en linea recta forma con su proyeccién
horlzontal un ingulo de 3018’ : ; qué cammo dehe recorrerse para
llegar & un punto que esté 109'" 20 mas elevado que el lugar
en que principia ?

84. Dos caminos se cortan en un dngulo A de 116’ se los
enlaza por medio de dos arcos que principian en un mismo
punto P; si el radio del arco mayor tiene 300 m., calcular : 1¢ el
radio del otro arco ; 2 las distancias del punto A & los puntos
de enlace.

35. El dngulo de un rombo es de 48:16'18" y su lado tiene
182m. : bisquense sus diagonales.
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86. Calcular las diagonales de un rombo cuyo lado tiene 18 m.,
y la superficie 310m2.

87. Calcularlas diagonales de un paralelogramo, sabiende que
el angulo formado por dos lados es de 62014’ y que estos 1ados
tienen 68m. y 92m.

38. Determinar los dngulos de un tridngulo isdsceles, si Ja
base tiene 49,60, y el radio del circulo inscrito, 18m,85.

89. Determinense les dngulos de un tridngulo isésceles, si los
fados iguales tienen 48m. y 32m. el radio del c'rculo circuns-
crilo.

40. Un rectingulo tiene 84m. de base y 56m. de altura; se
une el punto medio de la base superior con los extremos de la
base -inferior; preguntase qué diferencia hay entre el dngulo
formado porlas dos rectas trazadas y el dngulo formado por una
diagonal y la altura.

41. Dos circunferencias cuyos radios tienen 6 y 5cm. son tan-
gentes ; ; qué dngulo forman sus tangentes comunes al cortarse ?

42. En un circulo de 15cm. de radio se traza una cuerda
de 24cm., yen cada extremo de esta cuerda se traza una tan-
gente al. clrculo, { qué angulo forman esas tangentes al cor-
tarse ?

43. § Cudl es el area de un poligono regular de 36 lados,
siendo el radio del circulo de 24m. ?

44. Busquese el drea de un poligono regular de 9 lados, sila
longitud del lado es de 8»,42.

45. Indiqueseel radiode labase de una torre circular, sabiendo
que dos tangentes de 42m,80, trazadas desde un mismo punto,
forman un angulo de 26030'.

46. Calcilese la superficie de un rectingulo, conociendo su
diagonal de 184m. y el dngulo de 24210’ que forma con la base.

47. Calcilese la superficie de un tridngulo, conociendo un lado
de 57m,06, el dngulo opuesto de 850, y la diferencia 20016’ de
los otros dos.

48. Bisquense las dimensjones de un rectingulo, sabiendo
que las diagonales tienen cada ina 109m. y forman entre si un
angulo de 42048,

49. En un circulo de radio r se trazan dos cuerdas paralelas,
una de ellas igual al radio, y la segunda al lado del triangulo
equildtero inscrito, y se juntan los extremos de estas cuerdas;
preguntase qué dngnlo forman estas rectas : 1o cuando se hallan
4 yn mismo lado del centro; 2° cuando se hallan & uno y otro
lado de él.

ALGEBRA 478. 0 '}
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" 50. Calcular los 4ngulos de un tridngulo, conociendo dos lados
de 46 y 54 m., y el radio de 31 m. del cfrculo circunscrito.

$1. ; Cuél es la altura de un tridngulo cuya base tiene 245m.
y los dngulos adyacentes 54042' y 67056/ ?

52. Determinense los tres lados de un tridngulo, sabiendo
que los dngulos tienen 64250, 68030, 46040', y que el radio del
circulo inscrito es de 8cm.

58. Uno de los éngulos agudos de un tridngulo rectingulo
es A; desde el vértice del dngulo recto se baja una perpendicu-
lar & & la hipotenusa; desde su pie se baja otra perpendicu-
lar 4 la hipotenusa del tridngulo formado por la primera  perpen-
dicular y en el que se halla el angulo A; desde el pie de la
segunda perpendlcul.u se baja étra 4 la hnpotenusa del tridngulo
que contiene al dngulo A, y asi sucesivamente : mdlquese el
Jimite de la suma de todas estas perpendiculares si A=230c y
h =1 metro.

Hédgase lo mismo cuando A =45 y A =60,

RESOLUCION DE TRIANGULOS.

Resuélvase un tridngulo rectingulo, canoc{endo 2

4. La hipotenusa de 2040 m. y un dngulo agudo de 494’ 56",
55. La hipotenusa de 985m. y un cateto de 697m.

56. Un cateto de 390m. y el dngulo opuesto de 54017".

57. Los dos catetos de 1020 m. y 1635m.

58. Un 4ngulo agudo de 38 y la altura de 72m., relativa 4 la
hipotenusa.

59. Un angulo agudo de 64° y la mediana de 51,50, relativa
4 la hipotenusa.

60. Un ingulo agudo de 28°45' y la longitud 48 m. de la bisec-
triz del dngulo recto.

61. Un ingulo agudo de 48°12'y la longitud 50m. de la bisec-
triz de este angulo.

62. Un angulo agudo de 16040’ y la longitud 104m. de la bisec-
triz del otro angulo agudo.

63. La hipotenusa de 8m. y la relacion 8/;5 de los catetos.

64. La altura de 46m., relativa & la hlpotenusa, y ino de los
segmentos adyacentes de 25m.

65. Los dossegmentos de 64m. y 81m. que la altura det.ex mina
en la hipotenusz
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66. El cateto menor de 86m. y la diferencia 18046 de los ngu-
los agudos.

67. La hipotenusa de 75m.y la altura eorresﬂondnente de 36m.

Resuélvase un tr.iéngulo isdsceles, oomcwndo 2

GS8. L.os lados iguales de 164m. y el dngulo comprendido
de 42036,

69. Los lados iguales de 75m., y la alturg de 64m., relativa a)
tercer lado.

70. La base de 186m. y el dngulo opuesto de 2401520,
74. La basede 55m. y el radio 40m. del circulo circun¥crito.
72. La base de 65 m. y el radio 21 m. del circulo inscrito.

78. Las alturas de 22 y 40m., relativas & los lados iguales y e}
&ngulo comprendido de 48016,

74. El dngulo del vértice de 54016‘ y el radio 48m. del cfrculo
circunscrito,

. 75. El perimetro de 200 m. y el dngulo del vértice de 26°14'.

Tridngulos cualesquiera.

76. Resuélvase un tridngulo, conociendo un lado de 180=,50
y los éngulos adyacentes de 48035 y 61025,

77. Resuélvase un tridngulo, conociendo el lado menor
de 216 m., uno de los angulos adyacentes de 75024’ y la diferen-
cia 28048 de los étros dos.

78. Resuélvase un trléngulo, conociendo el lado mayor
de 1800m., tno de los édngulos de 35¢ y la diferencia 60¢ de los
otros dos.

79. Resuélvase un tridngulo, conociendo dos lados de 285m.
y 216m., y el dngulo de 98°16' opuesto a \ino de ellos.

80. Resuélvase un tridngulo, conociendo dos lados de 140m.
y 9205, y el dngulo de 33 30 opuesto al lado de 92m,50. (Dor
casos.)

81. Resuélvase un tridngulo, conociendo dos lados de 78m.
y 8m., y el dngulo comprendido de 54018'.

82 Resuélvase un tridngulo, conociendo los tres lados
de 310m., 415m. y 275m.
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83. Resuélvase un tridngulo,. conociendo dos lados de 120 m.
y 14%4m., y la superficie de 6540 m?2.

8%. Un paralel?)gramo tiene 1 hectirea de superficie : busquense
sus lados, sabiendo que ina de sus diagonales forma con ellos
dngulos que tienen respectivamente 54:15’ y 45045,

85. Busquense los dngulos y la superficie de un cuadrilitero
cuyos lados tienen 50m., 2m., 1021n. y 94m. ; sibese que los
lados de 50m. y 92m. forman un dngulo de 8816', y que e}
lado de 102m. es adyacente al lado de 92m.

86. En un triangulo se conocen : el dngulo A =600, el lado
opuesto a—8im., y la superficie S=3000m? : calcular los
o otros dos lados y dngulos.

.

o m e
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PARTE PRIMERA
CALCULO ALGEBRAICO

§ 1. — Valor numérico.

Hadllese el valor numérico de las expresiones
siguientes :

1. 5a—+3b—Tc+ 2ab sia=4, b=2, c=A\1.

2. —18a42064+3ab sia=1, b=2y a=3, b=4.
8. Ta+42ab—12b sia=2, b=1 y a=10, b=3.
4. 18ab—10a—8b, si a=12, b=5 y a=>5, b=12.
5. 3a—bBb4-6c—ab42bctae si a=2, b=4, ¢c=6.
6. Bab-}3be—2act+a—b—c si a=1, b=2, ¢=0.
7. 18abc — 13ac — 8ab — bbe si a=0, b=4,¢=3.
8. 12a — 13b - 18ab + 16bc si a=12, b=1, ¢=0.
9. Bry41800z—1500y+50z  si 2=100, y=1000, z=1.
10. 3412y —15z4-4xyz ~ si =B, y=6, z=8.
1. a*— b4 a®r-} 49 sia=5 b="T

12. 3a*—Bab-4-6a’h? sia=2, b=4 y a=4,b=2.
13. 18abc — 13ac 4 8ab — Sbe sia=1, b=4, ¢c=3.
14. 12ab—Ba? 4 6b*— 3ab®-}- a%b 43 si a=3, b=A.
15. 15a%b? 4 30a'b? — 60b4c® sia=4, b=2, c=0.
© 16, 3a%ic*—15a'b%c*+4-8a%4c®—1790 si a=2, b=4, e=1.
17. a*+4 2a%b 4 3a?b? + 4ab3 4 b* sia=1, b=2.



18.
19.
20.
21,
22,
28.
24.
25.
26.

27.

28.
29.

30.
31.

32.

33.

84.
35.
86.
817.

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS
Bab’e® —3atb —hatbict-abde  si a=1, b=2, c=3.
3ab 4-Ba%? 4 3a°0*+ 20 sia=—2, b=1.
at — b 4 18a*b* — Bah? si a=B. b=—"h.
“abt — atb 4 3a3b® — 6a%b? si a=—1, v==1.
60ath® — 40a3b® + a* — b4 sia=—38, b=—2.
oA+ haty - badyt Aoy -yt sia=8, y=—2.
ab—Baty410x3y?— 102%y® + Byt —y*  8i =3, y=2.
8a'd — '7a’b’-{-a’b‘-—.‘.’)Aa,b‘—l-bs si a=—10,b=—3.
ath?—atbe®— a®bic 4 atb —abd+-ac® —bic?

si a=—1, b=—2, ¢=0.
a'bt — a¥c + a®b® — atbe + a*b? + a*c® -+ abe® - act

si a=—1, b=0, e=—2.

8% — 160 e b sia=4, b=B.

[atb? — % 4 M0t 42 sie=4, b=—4.
4% — 6%t + a'b— Blabt  si a=4, b=—1 -
ayP — vy — day? + 9oy? + 81y

si =3, y=——§—. :
Basbt 4 2436 — 4a?h? — abt — bb
si a= ; , b=—2.
160ty — 8adyt — haty? + 32wyt — Ba® — 8
. 1
siz=—1, y=—+.

2wt hoy —y— 2w+ 3y—1 s @=4, y=5.

(@ 4 b)* — (@ — b)* 4 2ab sia=3, b=1.

(a? + b3t — (a2 — b — 4a®b?  si a=17, b=13.
(@— P+ (b — o+ (c—ap

sia=1, b=2, ¢c=3.
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38. (3a+ 4b)(4b—3a) —36a% s a=-;-, b=1.
39. (142a+43b)( + 2a — 3b) — 4a%
) . 1 1
8i.a=-y, b= 7

40. @+y—op—4@ty)@—y+2)+@—yP
si g=—2, y:—&, z.=—;-‘.

- 41, 4ot (a4 b—c)— (b+c)(c—at—b)}(a+ b)
(*—b+a) sia=—1,b=2, ¢c=3. -
ab be ac 1 1 1 '
2. ~to+g gttty
sia=1, b=2, ¢=3.
43. (a—bp[(atb2 (b4 —(@a+c)(a—re)]

' sia=1, b=—2, ¢=3.
44. o(x+y)b—a@—y)](@®—y?
sia=2,b=—3,2=08,y=—2.
a?+4 b? a b
@ Tafb  a—b>

ad® — b3 2a 4+ 5b a? — ¢?

“. FrmretW—c Tatowie
si a=5, b=3, c=1.
a® + 4a®h 4 6a2b? 4- 4 abd 4 b* . _
47. F 3% F3a 55 S e=—2b=3
Cozyty y
as. — =Y T—y
. B2y +y?  x
T —xyfax Y

Ba® 4 3a — B 41 _
49. 9w’__§ z——3.

si a=30, b=10.

10 si =15, y=0.

2 si =10, y=6.

(”'-3'*'%&—'6‘)2” ke (m @ 3)

w—14_ "0, -1

50.

1o x=4, 20 x=—4.
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Calciilese el valor de los polinomios siguientes :

51.
52.

53.

54.

56.
87.

S8.
569.
60.

61.
62.
63.

64.

~

W54 A8 — 2k x—9  m=1, —1yA.
305 4 4a® — 5o 62— 2, =2, —Ty10.
605 4Byt — 4z® - 8z1 — 2, z=2 y3.
1209 + 6a® 4 304 - ho® — 1o — 6+ 3

. 1
. x=3, T=-g.
24 — 28 4 5o — 22 -1 z=0, 1, 2, 3, 10,

§ IL — Adicion.

Sumense los polinomios siguientes :

(6a + 4m — 2x) + (8a -- 6b — 3m) - (10b - m — 4a).

Bp+49—x—18y) + (3¢ — 4m 4 3z 4 9y)
+@m — p —1q 4 6y).
Bz 43y — 22) + 2y — 3z — 52) 4 (2x — By |- 32)
+ (4z — 4x).
(3a* 4 ab — 2ab* + %) 4 (3ab? — 2a% 4 bY)
+ (a®b — ab? - 3b3).
B2® + 2z - 4) 4 (Ta? + 4z — 9) + (82 — 122 —§)
+ (32 — Tz — 2).
(3a%b? 4 8a%b® 4 1) = (3a*b® — 9a3D3) 4 (Ba® b3 — 1).
(18a'b — ¢?) +- (16a%b? — 4c?) +- (— 2a'b + 8a3b?). .
(3a%b — 3ab® 4 b%) 4 (a® — b2 + ab?)
+ (ab® — 2a%b — b%) + (L3 — abd?).
@ty — 2% + 2y — 27) + (aty — ay + 22— 2%)
+ (2xy + 2rz — 2y) 4- (2% — xy — 202)



65.

66.

67.

69.

70.

7.

72.

73.

74.
75.
76.
77.
8.
79.
80.
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(a%bc — ab% — abc?) 4 (2ab%c — abc? — a’bcj
+ (ab%c 4 abe? — 2atbc) - (abc — abc 4 abc?).

(a—v+5) +(a+0—F) +(r—+ ).
(52 ) (47 s sw),

Bat55—+@e— b+ 5 —at § ).
TECIE I WURE S e ax )

Get+iy+59+ (5~ L —5)+(F—w—3)

(3a% + § a%* + 202 +59)

+ (g a%b — 3a% — 2a%* - 36%)

+ (40 +- a*b* — a%) +- (abt — 4% — a%b1).

(0 +0m%) + (g o2 — 30t7) + (= o5 4 Ta1).
3 at3ct — & avpte) 4 (— 2 arsct 4 2 atbto
) 5 3 B
+ -g— adbic.

§ III. — Sustraccion.

Efectiense las restas siguientes :
(Ta —2b +4-¢) — (Ba — b +¢).
(2a — 3b + 8¢ — 23x) — (a + 2b — 4e — 20x).
2p — 3¢ —6z 44y + Bz)—(—4p—"Tq — 6x +} 3y —B2).
(3a® — 2ab + b? — 3¢c?) — (a? — Bab 4 3b* — 2c™
(T3 4 222 — Bz 4 4) — (5 + 62 — 2x — 6).
(Bx? — 10xy + 5y* — 7) — (4=* — 8xy + 4y* —9).
($xy — 3xy? + y* + 3d) — (@%y + 2xy* + 3y® +-4d).



266 EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

81. (12a* —1+ 3a 4 b) — (6a* — 4 — 4a 4 3b).
82. (3a%b? — 2a%?® + 4a*b* — 3ab® |- 2b%)

— (a*h? — ab® + 256 4 3a%b* — 2a%?).
83. (3a'bt — 4a®b* -+ Bath® — 2ab® - bY)

— (Ba®h® — 4ab®— Bashé 4 3a'b4 — b).
84, (3a'B% — 4a®hc® — Batbie? 4 4abc)

— (a%b%c* + habe — hab®e® — atb%).

85. (3a’—2b=-}-%’—),; (22 — 20— ).
86. (-é—a‘x-{—%—aa:’-l—%x’)—(—%—a’w-l—%—am’—%z’) .
87. . ( éa‘b’a:—i(ia‘b’ac’— 7a3ba:’)_ (9—?%8- — 5—'%,38 —5a5b3z) .

88. (g—a’+3ab—% b’)—(%’—ab——;-b!),
(

89. (Ta%—3%— 5ot ) — (F o0 — e+ &),

90. (-,"}x—76—3yz+ 4}) - (%-z—%-é— +5 —3s).
9. (— 6a® 4 Ta? — —é— a )—(5a3+ % «*+9a — 10) .
92. Dados los polinomios :

P =48a3b* 4 B6a2b® — 34ab* |- 59",

P’ =13a3b? — 14a?b® +} 26ab* — 300°,

P" = 15a3b? 4 70a%b? — 60ab* — 30b°,

P" = 20a3b? + 300%,
calculese : 1o P—P'; 20 P —P"; 30P — P,
93. Dados los polinomios :

P =92 — 2aa® + a%?— bix 4 b4,

P! =Bt + 3ba® — Babx® — a’x 4 b4,

P" =2x* — ax® -} Tb%? — 2b% — at,

P" = a2t — 4ax® 4 3a%z? + Latbx — 2a2b2,
calcilese : P — (P' 4 P" 4 P").
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94. Dados los polinomios :

P =3a’z — Ta'x? 4 Ba’z® 4 2atzt — 9axs,

P’ =Ba'as? — 2a° + 3a’c* +- baz® — 9a’s?,

P' =2a%3 4 Ta’c 4 atzt — 3alzx?,

P" = a'z® — 6a5z — Tadx® — Bax® 4 4a’xt,
calcilese (P + P')— (P" 4 P").
95. Dados los polinomios :

P =12x* — 3ax® + 8a%® — 9a’x — 4at,

P’ =22* 4 Baz® — 12a%3 — a®% — 3at,

P =5z — 2ax® + 8atx® — Ta’z — at,

P" = 32t 4 ax® — oz,
calcilese P— (P'+4 P+ P").

Efectiense las operaciones indicadas :

96. (6m—4p+q)+(Ba—29)—(m—3p—q)—(a+4im—8)
+(Tz — 2 —m +q).
97. (a+z)—(a+2x)+ (a+ 3z) — (a+4x).
98. (3a—Bb--Tz—+8y)—(a6x — 3y)— (12x'+11y —5b).
99. z* — (z* + 3ax® + a'z + %) — (2 — 4a®— atr —3azY).
100. (3u* — Tax + 2r?) — (0¥ + 2ax — %) — (— Taz 4 3aY).
101, 6a* — @Boy + 2z) — 2z — 3ay) + (Bwz — TaY).

102. 2y—(é—aa:+-§-b )+ (-é-a:c—-;-b )—(%—b— %-u).

103, ( 85 ate—1T6%) — (3%a’c—2§1 b’)— (3%4130—4%“)
104. (1z* —bey--6y®) — (20 4-3zy —y?) — (3-1"—2""11)

+ (4zy — Ty?).
105. 9m — (Bn+2p) +9n — (Bp +2m)+°p—(5m+2")»
106, 9a — (18a% + 18ab? — 1763) — (763 — Bath — 10abY).
107. (@—b)—(b+c—d)+GFc—dj+2—al.
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108. (@+b—c)—(a—b—c)+(atb+te) .
—(®+4+c—a)—(a—b—c).

109. a+b—c—[2a—(b—3c)).
110, Bz — [3z — 2z 4 3)].

111. 3zx—[y—(x+y—3).

12. (a + 2b — 6a) — [3b— (6a — 6b)].
us. et [y—o)—(y—2)]

1a. @+ b—o) —[—(b—30).

115. 6a — [4b — (4a+- 4b — 6a)].

116. 3ac — (ab+-d) + [4ac + d— (2ab—3d)).
17. a—(z—2)+ (2 —2) —[a—22 — (25 —2)}
18. 3ac— (ab+d)+[4ac + d — (2ab—3d)]
— [7ac — (3ab — 4d — 2ac)].
119. 44z 4 [48y — (62 + 3y — Tx) + 43]
— [48y — 8a + 2z — (4z +y)].

§ IV. — Multiplicacion.
Efectiiense los productos siguientes ¢

120. (6a — a%b 4 2a3 b* — 14b%) ( — 4ab?).
121. (3az* — Taa® — Bb%2* + 9a4) (— Tabiz?).
122, (3ac + 4ab - Tbe 4 6abc) (3abe).

128. (— ba?® 4 3ab — 8b%) (— 9ab).

124. (14a% — 3a%c — 2b% + 4b**) (— 8abc?).
125. (— 6a%xy — dax?y® — Tatzy?) (— Ya’xy).
126. (2at — 5b3c? — Tac® 4- 9¢?) (— 10abrc3).
127. (— ab) (ab?) (— a?by(— a?b?).

128, (— 32?) (— 4a°) (— B) (— 1),



129.
130.

131.

132.
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(2a + 2b) (a 4 2¢).
(x4 8) (= 4 10).
(x—5B) (x—="T).
@z —1) (z+ 1’3-) .
(w4 a%) (@—bY).
(a* + %) (a* — 29).
(2 + a%) (2 — a*b).
@4+ b—c)(@a—b4o)
Bz — 4y) (x — ).
(4a — Bb) (3a + 4d).
(4m -+ 9n) (m — 5n).
(302 — 2b%) (2a? — bY). -
(S? — 3y — 2y*) («* — 2zy).
(8a® — 4a%b + 2abt — b%) (2a — 3b).
(B — By +2y*) («* — Tay).
(@* + 32* 4 9) («* — 3).
(27a8 — 9a'b* -+ 3atb® — b'?) (3a? + b).
(16a* + 4a?b* + b%) (4at — bY).
(494t +- B6a3b -}- 64b2) (Ta® — 8b).
(92* + 3ax 4 a?) (3x — a).
(a® + a'b + a3 + a?? + ab* + b%) (a — b).
(— ot — y* o’y - xy® — %) (—x—y).
(a3 — ax? + a’x — a®) (x - a).
(a* 4 a3z +- a%2? + ax® + z4) (x — a).
(ax + a%2? + o*2%) (1 — azx).
(6% — a% -+ a?b? — ab® + b%) (a + b).
(@ — 2y +xy® — v°) (@ + 9°).
(a* — 2z%y + hx*y? — 8ay® + 16yY) (@ + 2y)

(@ +y* + ay) (@ +y* —2y). o



270 EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

158. — 20y + 3 (@ 4 2xy | y?).

159. (3a ++2ab + %) ( — 3a* + 2ab — b)),

160. ) (3 — 2x 4 4x?) (1 4+ = — 2a?).

164 - (@ +y—ay) @+ yr - ay).

162. (@a+b—c)y(a—b+o).

163. {a 4+ 4b — ¢) (a — 4b 4 ¢).

164. {@*—b2—c?) (b* 4t —at). -

165. (@ —2® 4 & —1) (24 4 2 4-1).

166. (14 2a+ 3b 4 4e) (1 + 2a — 3b — 4c).
167. @+ 22t + 20 4 1) (2® — 22 + 2 — 1).
168. (3a® — 2a%0" +- 9abd — 8b%) (4a* + Sab — 6b2).
169. @ —z41) (@ 1) (@ —ar 1),
170. (4a* — 3z 4 2) (302 + 22 — 1) (x* — 2z + 3).
171. " [(@4b)+ (e — d)] [(@ + b) — (c — d)].
172, (-g—a’+3aa:—%-a‘) (2a:'—am—-21)

Efectiense las operaciones indicadas :

173. (@ +2) (a4 21) (a+ 32) (a + ba)~
174. (2a 4-2) (3a + 2x) (4a + 3z) (Ba + 4x).

175. (a® + ax 4 2?) (a? — a:c—|-m’)(a—:c)
176. (z‘+a:3+a:’+a:+1)(a:—l)(a:+1)(x+2).
177. (22 — 3y)* (2 + 3y).

178. (2xy — 3z) (y — 2)%.

179. (@a-+-b—c—d)?—(c+d—a—D)p.
180. (a4 53 — (@ — b)> — 203, v
181. (m 4 n)? — (m — n)* + (m 4 n) (m — n).

182, (4 4 bazr-a') (162! 4 8atr?+- af) (4o® — 4adz -+ a).
183. (a+bz+@b+y—[@—bz—(b—0o)y]



201.
202.
203.
204.

205.

206.
207.
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(2t + (n— D+ 1] @+ 1). '
(b2t — (® — &)z + ] (= +1).

[nat + (a + n)z 4 nj(@ —1).
z— 20—z +30s4y) — 32+ )
3[a —2(b —c+d)].

-

. (a—b)a+b—ec)4-(b—0) (b +e—a)+-(e—a)(c+a—b).
. Qa—x)(@b—y) + (@ +22) (b +2y) — B (ab +zy).

(@ — g7) (2 + ¥ (@ -+ 4 (= + ¥9).
@4c+1) @ —z41) @ —ar+1).
a(2b + 3¢) — [ (2a + b) — b (¢ — 24)].
@—y) (@ +y) — [zy — @y —a?)-

(2a — b) (23 + b) + ab — b (& — b).
3(a* — b?) — [2a? — 2b* — 2ab — 2b (b — a — b)).
(@ —y) @+ y) — [zy — (@y —a¥)].
2z 4y — (x+2y)] [z — 2y — (2z — 3y)].

. [+ (@+b)+ @+ )] [2*— z(@—b)+ (@ — b9

[3a2 — 2a (@ — b) — b (@ + b)](2a* — 3ab + b%).

§ V. — Division.

Efectiense las divisiones siguientes 3

4a?cd : 2abet.
6a3x%y : 3axl.
1502 xy? : Jayd.
6a2zriy? : — 3alry?,
Batb3cd : — abd.
— 8aib3cidx : 4abidx.
— 10428y 1 1322,
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208. . —143a%%cy ¢ 11atbie.
209. — 216a%vdx? : Yabaz?.

210. — 12a%%3 : 2ac3.

211. — 128m*n’pigiz? : — 2mn3pip,
212, —105a%biaty? s — 15abys,
213. — 195a4b5c3d! : — 13atb%d3.

214. — 360arty®s3 : 1203y,

215. (24ab — 18ac - 30ad) : 6a.

216. (18m* 4 15m® — 9m? 4 6m) : 3m.

217. (18a%b — 12a°b* — 9a%b° -} 6a'd2) : 3ab.

218.  (8a%h*— 6a%° - 4a?ht — 2a%%) ; (— 2a%").

219, (40ax* +- 32a%2® — 48432 — 16ax) : — Saz.

220, (35a°b* — 42ab’c — 28a2b? 4 21a%) : — Tab.

221, | (16a%b% — 8aPcx® — Ahardx 16a%r) : 4a’x.

222, (10az* + 8a%x® —12a%2® — 4azx) : (— 4az).

228. (—12a%% — 18a223y — 16axy® + 24a%%?) 1 — 2axy.
224. (— 112a%b%? + 24a3bc® 4 16ab3c3 — 32ab3ct) : — 8abet.
225. (B4a'z’y? — 36a%%? -+ 63a's?y?) : — Yaty.

226. (am — an) : (m—n).

227, (mz — nx — my 4 ny) : (m —n).

2908, (ad+bd—cd— af—bftcf) : (d—f).

229, (a® 4 4ab + 3b%) : (@ 4 b). '
230. (2a° — 16a + 6) : (a 4 3).

231, (528 - 1525 4 Bz 4 15) : (+-3).

232, (3504 4Ta*+-13a+1) : (Ba 1.

233.  («® — Ba%h + 100%® — 1007 — Babt — bY) : (a — b).
234. (@*+ 80+ 24a? 4 320 4-16) : (a4 2).
233. (30 + 14az + 152%) : (a 4 3a).

236. {6a4 +- a%x — 152%) ; (2a® — 3a).
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237. (624 2uy? — 20y : (2 + 4yY).
238. (6a%b — 17a2b® 4~ 14ab® — 3b%) : (2a — 3b).
239. ' (a7—3a°+ a5 —ha? 4 122 — 4) : (o5 — 4).
240. . (20— 62° 4 32 — Bz 1) : (2 — 3w +-1).
241, (66®—9ab - 8ax + 6bx — 8a%) : (2a — 3b + 4a).

242, (2a* —13a% -+ 31a%b? — 38ab° |- 24b%) ;
’ (2a* —3ab }- 4b?),

243. @+ b4 3ab—1) : (a4 b—1).

244, (A+a*+af: (@ +1—a).

245. [2a® + Ta%b — 90* (a + b)] : (20 — 3b).

246. (x‘—%za-p-’si_xe_-;-z):(w’—%w)

247. (w‘—-ig-:c'-l'-z’+-g-z—2) : (g-w—2)

Hdllese, sin efectuar las operaciones, el residuo
de las divisiones siguientes :

248, fo2®—1:z—1. - @ pyizy.
20 g5 41:a—1. } fo 2yl 14y,

249. (3a®+-Ha?—6a) : (a —1).

250. (@t — 822 — 9)': (x —2).

251. (24 + 1723 — 68 — 32) : (a:+—;-)

252, (%420t — ba® 4 hat Be —2) : (@ 1),

Escribase, sin efectuar las operaciones, el cociente
de las divisiones siguientes :

258. 10 (a*—1):(a—1). 3o (t—yh) : (x—y).
20 (@t —1): (w4 1). bo(@—yh:(z+y).
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254. 1o (a®—1) :(a—1). 255. 10 (a® 425 : (a4-x).

2 (a®—1) :(a41). | 20 (a8 —a5) : (@ — ).
3o (a%—§%) : (x—y). 3o (@' 4-1) : (®+-1).
do (2®—y%) : (x4y). 4o (w°-y“):(ae—y),

§ VI. — Descomposicidn en factores.

Descompénganse en sus factores las expresiones
siguiented :

256. -~ ab—ac+ ad.

257. 12a -+ 155 — 3d + 9m.
258. © 12zy 4 182z — 18az + 24ba.
259. 2502 -+ 30a* — 35a8.

260. 12z% — 18xy? + Uay.

261. 6ab + 15ac — 12ad — 9am.
262. 1203 — 30a%® 4 18axt — 42atc,

263. 84Syt — 108xdy5 |- 420283 — 228x7ys,
264. 2833z — 21x3yz® 4 42xy3z® — 3bx?y?2.
265. 6a%b*c 4 2a2b%y + 12a’b’a: — 4a3b%y? — 8ab%y2.

266. m?4 2mn 4 nd 276. a’ be + ggc 4.8 La
267. a?-+ 4ab--4bt. )

268. 9a® —12ab+44b2. | 277. 9x%— 3:cy 4+ ¥ T
269. 4a®-+ 12ab + 902, a2  3zy

278. w2 -+ 9yt
279. 20ab* —20abc + Bac?.
280. 6a'b-+12a3b2 464202

270. x'— 4xy + 4yt

271. «*—2a+41.
272, x4 8 16.

2738. a*—2a?+}1. - 281. a*— b
274, x*—4a 44, 282, a?—4b%
283. 4a®—90b%.
@ _zy oy
275. 97T 73 + 4 - 284, a— yi,
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285, a?h?—ct. 308. x4 ax - be -+ ab.
286. 9a*—16. 804. 8az-— bz 8ay--by.
287, a:*—-g-. ' 805. a4 2ab4b*—
288. 25z — 64yt ' 806. a®—2ab- b —ct
289. 12ab"—3act. | 807, a?'—b*—2bc—cl
290. 150a%h? — 24a?bs. 808. ac— ad — be+ bd.
201. @ty —atyl. 809. x4 axr — bxr — ab.
202 L4 810. 2*+ az + botab.

311. q’—{-ab—a-b_
812, ab—ac—b-c.
294. a’-l-a-i—-}‘—. - | 818. ay+taxz—3y—3z.
814. ax—3a—2x 6.
815. a*4-bt.

816. 5a? — 45m?,

293. 3— at — -}g— b,

205. a?+ 4ab 1 4br.
206. 9a? — 12ab 4 4b%.

2
207, 81— 3oy + . 317. 943 — 12a% + dap*.
208. 3o one. 318. 0%+ 3a% 430t -at.
299. ab?— 2abc - ac’. 319, at—1.
800. bx? 4 2bxy 1 byt. 820. x8—1.
301. 2a% — 4abc + 2b2%. * 321. a®—b°

302.. 3x* — 6y - 3y2. 822, 3ax* — 3ay.

§ VII. — Quebrados.

Simplifiquense las expresiones siguientes s

) 2p02
12a%x 15ama3

324. D8aa * 326. Z0bmz "



330.

331.

3832.

333.
. 334.
335.

336.

337.

338.

339.

340.

341.

343.

344.

423 —

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS -

28atbict
Batbic’d *
3abx
12bmzx *
4aiclz °
— 3222z
— Ghzyz?
51a2b3cd2x?

TTab*ctda® *

84alhrx
BatbE
108m3nip2r?
ommig
(15a%b%)(Tbc?)
(14c3)(bad) -
Ta —Th —"Tc
2la — 216 — 21c *
ax® — at :
2am + 3an *
1222 — 2xy
162 :
b+ b2
atab®
30a2m
3Bam? — 25m3 *
x2 4 2ax 4 a
mx 4 ma
x — 2ry - y*

r=y
a4 b3+ 3ab(a -+ b)
(a + b)*m3

mry—nxy

m-—n

3¥xz — 43yz .

Tz =9y

345.

346.

847.

848.

349.

350.

351.

" 352,

356.

*857.

358.

359.

360.

361.

362.

2823 — 4922 4- 1T
b —Txe 1T °

2a? |- 4ab

3ab 6b%°

Ma,: i 7%2 )

— 4a?
bx 4-2ab °
x — 2y
xy —2*"
4203 — 30a?m
35am? —2Bm?® *
156a3b* — 104a2b3
3d1a2bxr — 234ab’z *
102 — 22y
Ty — 37
3a%h — Hab?
Sacd — Sbed *
392y — 36xy®
1622y — 20a?z
282%y%:T — ay’s *

a—b
Wb

2a —1

4ot T

8a3 4-1
Ghu®—1 °
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2
ses. S+ab 373. “"'Zﬁ:"'_z:"'bd
864. ‘“:”'_"7“‘”'. 374. 35+5”i;y+”y
64m? — 64n* oy — 2 — 3y+6
365, Gmon — S’ - 875. oy — 2
4(a 4 by 2a + 12z 4 18
366. '5(%-‘_——1)’)-' 376. _élér%—.
—_— 2 2.
367. —a,—g_“Ti-*‘—i 3717. ’”3";:‘”_;"“” .
at — ot ! — ax -+ a?
368. " 378. ?—(a+d)zfab”
3 3 x2—4 4a?
seo. 50 g79. Tjerdlal
3 - 212
3870. ——P——z—’””"é_”'“ . 380. 3"#;‘;::’?“%6“0 .
ha? —12r 49 ad4b
871. —4?,:54-—- 381. Wﬁ?ﬂ;'
*_ 12 6ah*— 303 — 3ab®
g72. X _l%edd 382, oo
1 1 a?
883. W@—NaTh —#a=0 T &F=T"
—b
384, T e+t
2| %ab 1
385. a—_—{“+a+——i—+aa—:_z a+T_-o
1+ =t
—b
1-82—9
. b
386 E el
" a—b a+0b
- x5 — axt — a'z + a®
387. o —a% + o'z
: ] 2 __ o2
38s. at 4 b2 — c? 4 2ab

a? +4-c* — b2+ 2ac °
x?—1
359. TFar—@+ar
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EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

§ VIIL. — Adicion y sustraccion de quebrados.

390.

391.

392.

396.
397.
- 898.

399.

401.
402,
403.
404.
405.

406.

R
|
e

e o 8|3
Ty
-~ 8= 913

d
!
<

m-4n m—n
2 + 3
a? bt

a_—b T Ta=b"
S5a47  a-4-2b
6 3

a—b

1+ 25

%07.
408.
4%09.
410,
&,
2.
413.
4.
5.

416.

417.

418.

419.

420.

a1

422,

423.

‘(a0 —1
4ab :

at—1

a—l+a.—+1—.

[ 2 ___ .2 .
‘”+y+:;.—_y—o

y

x2
-zt

“““”'“*"ﬁ,?—
4—ax 9
2Fax ~

4 —ax

2= 59—z
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1 . 1
z—y x4y’

425, =2 ___Z2

a—x xT—a _ 142z , 1—=
i e b 429. ]_-—'--_z+m'
426. _yty—a- |

148 1—3z m—n _m-4n
27 T % TT¥ | B mEa T m—nr

a x
Ha—x) ala—x)°

428.

431. aib"'a-i]-b;'a*ib"
432, “;b + ag_fb - ?;b-'__a;,';
433. 3—‘:0%[_;_:‘_—1‘°

434. :;:+Zt} —ﬁ:f}
435. | gjg_fq + 3,,11_1 - 3a.5,.r-
436. _,,,.saf:4 + 5 + m-T—i .

437. _;,,,1_a+w-:-a—%'

438. 2::: 1;12,? + 323(1—1,,1’) .
439. -ﬁitig - ;;:_12 - xsl'i1 +::—-'_-}- .
440. 5+ a:-b + a}f,,a + af‘f’_b:,. .

§ IX. — Multiplicacion y Divisién de Quebrados.
Multiplicacién :

441, —g—><hm. a3, oy <o
z ' @ b

«
&42. -E-X;'. 444, %—x?x—a-./



458.
459.
4co.
461.
462.
| 463.
464.

465.

.'(a+

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

a—b
2ab > 2b.

| a4

x—1
3 < z+1°

at— 12

2
r—y
6a

a

>

a+b  a—db

m-—n

m+n °

(a’ —z} a’—ziac—) (a2 4 ).

242 (@ +2).

(a—

uz

af’ )(a —x).

(1+m+3+x)0—ﬁy

(57 -2
)+1] [ ) -1}

(+-
[+

e+

xr

A
m
y!

8

=)

X

FE-%

2

y

).

2 —y
>< 8 L3




466.
467,
468.

469,

470,
471.

472,

4738,

474,
4so.
481.
482,
483.
484.
485,

486,
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et
(1+ )\1——-)><a—_‘:_—b><,7—.f—a. |
"ng;(ﬁa’ —?a*‘) (min - m:-n)

Divisién ¢

. a 2ath3et |,  ha'bict
a. 5" 475. -7 Ms’f.
2a , .a
% 4760 _m QTO
3¢ %. 477. “+b : (a+ b).
2m ' 1 o1
2am : —b—. 478. x,:—yj' : —‘i—_—y‘ .
4a%h 2ab? 4
%y‘ . —isl;y—; . 479. (a:+y) :_z
.at+b
(a*—b?) : a—0b"
1 1
—y? =42
@ =90 (z+)
3x .
%—2 " x—1"

40%2 . 2a+41
* oa °
@+yr. oty
z—y " (@—y*
at—b*  a—b
c2—dt° ¢c4d°

(++8):(e=4)




283
487,
488.
489.
490.
an.
492.
493.
494.
495.

496.

497,

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

lab—bY) . 2
al@a+b)7 * a(a?—0b% °

a®—4x2 | a®—2ax
-a*+bdax ° ax—+ 4x?’

'(w-%—y + w—i-y) : w’é—yy’
(5-5): (5+5)

(ar—a)i(5—%)

28 —3ax?4-3a2z—a®  z—a
z+a ‘x+a’
]
o — r—y
a0 at —ab+b’
r—at 2t ax
(x—a)** T—a °

»("+1£fai) [1—ae

.

(“—7;)(“‘%?)‘ (1 aill—b



498.
499.
500.
501.
502.
508.
504.

PARTE SEGUNDA

ECUACIONES DE 1" GRADO

‘§ I. — Ecuaciones con una incognita.

B 4 8=8z +2.
9+ 9z = 117 — 3z,

21 — T =412 — 123.

1z — 7= 62} 28.
% 417 =23z 2.
70— 3 =14+ z.
100 — Be = 4z — T1.

. 500—24x=—4—3x.
. z—46=3z—92.
. bx—1=4x439.
3z4-100=>5(200—3x).
. &+1=>5(x— 39).
2(92 — 49) =15z} 46.

50 — & = 3(x — 46).

4(112—99) =1584—z.

H(60+-2)=19z — 84.

3(x+4-28)y=10x —121.
5(20 — x) = 4(2r—1).
3z — 10) = Bx — 26.

182 45 = 3(4 — ).
60z 4 1 = 3(4z 4 3).

5(x—12)=—8—126x.

520.
521.
522.
528.
524.
525.
526.
527.
528,
529.
530.
531.

532.

LR T S

%"‘%‘"‘% =z—11.

3z+104=-f§ +-§-.
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633. 22.—592+—3$—=§-- 535. F+

536 g+ 5 152 | ss3e: o _S_2 g
537. ' ‘ %+%—% =xp—1.
""'?12 1/2
& x
538. F-——3(x-%)=0
13
7 1 1
5399 %—W=T.
‘ 3 t3
540. (w—--g-)(x+-§-)—(w—5)(m+3)=9%.
sat. -%—(52—1)4——1’-1—(990—5):%-(9@—7).
z+1 xz—1 :
: z—1 z+1__1
1+z—1

543.  8z—1—[5— (34 4x)] = 27— (9 — =),
a4, [—2—(:0—2)-[—-;—]—[3:—%(2@—1)]:0.

545. amz -+ bne = am 4 dn.
546.  (ztar—=(xtbp42(atbz—b
547. zra_zdb_y,
a r—m _n—z
548 T m o w
a a b b
550. .’c-}-a-l—b=:z:—l—a—b__a’—}—b2

r+a z—a xt— ad



551,

ECUACIONES DE 1er GRaDO

285

1 B
3m—+n? m4n" ZmFn°

pz

»

" § II. — Ecuaciones con dos incognitas.

556.

557,

5358.

559.

560.

561.

562.

563.

x4 2y =5,
%4 y="1.
z+y=9,

20z — 3y = — 4.
3z —2y =12,
x4 By =38.
x4 2y =23,
2r—y=11.

3z — y =30,

x 4 by = 26.
12z — By =131,
2 43y = 41.
2w — 3y =—28,
b — y =195,

bz — y =123,

By — 9z —=13.

x 4 5y =100,
B — 6y =11.
r—y=—18,
10z — 2y — —12.
x4 3y =10z + 60,
y—9r—=x—1.
y'_3‘1"=—§’
Sy —Br=y—3.

564.

565.

566.

567.

568.

569.

570.

571.

572.

$73.

574.

575.

20z — 33y =0,
r—y=y—"1.

x—30=35—y,

18x = 19y +- 60.
z—12y=y—2,
15z — 2y = 549.
z43y="75,

5 — 41y — x — 336.
3z — 10y = 33,

Ty + =10y + 14.
Tz — 2y =11,
y—3x=x—16.
8xr — 3y = — 64,
2y — 79 =3z —13.
2z — 2y =47,
Sly—4Tl)==+2.
3z — 4y =117,

2(y + 4x) = 1143z,
172 + y =13,

2x — 3y = 14.

5z + 29y =9,

19y — 2 =123.
z—5=6(6-+y),
2z 4+ 3=y 4 19.



577.

578.

579.

580.

581.

. 582,

584%.

592.

898,

594&.

EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

12 4+ 11y =6,
3y — 2 — 8) = 44.

10z — 3y —3)=130,

10y + 9 =20.
2 4 3y = 16,
by —( +2)=

2r — 3y = — 49,
By — (x —8) =64

3z +42y=—8,

10y — 3xz— 1)=248.

‘”+5y=691
y —B@x—1)=128.

z—(y—9=289

40z -+ 19y = 250.

3Bz — 4Ty = 3160,

Tz 419 y = —220.

92z 5y — 69, ®
—4(:::—'7)—67—3:1:

. 585.

586.

587.

588.

590.

591.

4o — 99y — 499,
Toy + 20 =125.
33z +y =101,
By — 333z = 1909

=H
|

ETT )
+ +
-
»

+

&~ o
Il

‘cg
|
o

8 g P SE R
| ‘
& 1
- 8
.,

!
< o
I

fo+=—15.

:c—l—2 +§—T—_2a: —8.
-2L;— +2y=3x+44.

5:v+7y _ 13
T =T
Mz 427 _ 19
Te+8y M’
13 ) 3
z+2y+3 T hxr—By+6"’
A9

Br — bJ T4 da:—{—‘ly-—l—f



ECUACIONES DE 1er GRADO
(@ — b)y = 4ab,

595. (a4 b)z —

(@ —b)r + (a F b)y =2a3 — 27,

1

1/

z y _
a+b+a—b"

a—b’
1

a+5

a+T'

(a4 b)x + (& — b)y = 2ab,

(@ +e)x+ (a — c)y = 2ac.

T

4ab

a+b.

598. oty

a—b
r—1

= _—a

2(at +bY) .

sat+b "

a—b

a*—pt °

§ III. — Ecuaciones con tres incégnitas.

."—’+y-1-z—2

2+ 3y +-B5z=11,
x — By 4 62 —=29.
24y —z=15,
S5¢ — y 4 Bz =18,
x4 4y + 2z =20.
2r — y 4 z= 16,
3z 42y —z=35,
z—4y4-92:=25

a:—-2y—102_13
2z 4y + Bz =6,

3z+3y+z—31
z+y+2=3,

2 43y 44z =4,
b — 4y — 3z =20.

-
=
"
o}
1

—

z+2y — 3z=—1§,
; 3z 4y — 22—=—10,
22 —3y4-z=—A4.
24y 4z =24,
3 T—2 —z=2,
3z —4y —3z=8.
S bz — 4y 4 32 =28,
(z+sy+z——z

+z=8.

287

-~
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z4y—z=0,
609.{2xr—y+z=9,
Bz —2y —z=—06
he -ty + 2z =144,
610. { 10z —y —2z—=—4%,
2y — x - 4z = 84.
3$+y+z=0)
6n. (z—y+4+92=2,
44y —z=11"
—g/+z=29’
612. { ¢+ 3y +30z=6,
y—zr—z=—117.
20z — 2y — z =120,
618. {15z 4y +z=05,
\ 3y —18r — 2: =55.
]

Bz —8y — 6z=
614. {3y —z 4 2z=10,

x—2y—bz=1.
ct+y—22=9,
%—y-}-lnz—

62———1.
3:c+y—z._3
2y —6x4z=3,
18z —By +2z=—10.

-
3
35:c+y 2 =3,
2

615.
616.

617. ly — 1Bz 4 6: =

22410z —y= 0

Bz 4+ 10y —z=2,

20y — x4 2: =9,
—100y+5z_13.

618.

— et rver enm———




619.

620.

621.

622.
623.
624.
625.
626.
627.
628.
629.
630.

631.

632,
633.

649.

651.

652.

PARTE TERCERA

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

2 — 8z 4+12=0. 634.
2 — 14z 4+ 13 =0. 6385. a? —Tx—170=0.
x? — 30z + 200 =0. 636. x4 21z —820=0.
x? —22x 4 85 =0. 637. x? —11x—2040=0.
x? — 60z - 459 =0. 638. z?-+100x=100 4 x.
8 — 115z 4 1500=0. 639, x«*—z—9900=0.
x* — 39 - 270=0. 640. x4 2r=195.
xt — Te4-1050=0. | 641. z*+14r+48=0.
2 — 111z +41010=0. 642. 2+ 20x+419=0.
x? — 83z + 400=0. 643. «*4 112-430=0.
@t 44z — 32=0. 644, -+ 20z =2z —65.
x? 4 14z — 32=0. 645. x*+3Mx4150=0.
x?— 4 —5=0. 646. z*+ 2lxr=2x—90.
z?— 6z —16=0. 647. x4 20z 4-51=0.
x?— 8z — 105=0. 648. «?-+110x="5(x—100).
:c+—x—2—_4—{~ =3z —A.
. z48 , x—=8 _ 10
Z—851TzF85- 3"
x41 z—1 241
z+2Tz—a= a1

ALGEBRA 478.

a? — 3z —18=0.

10
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w+1+w+2 ..7:—}-13.

653.

z—1 " z2—2" z41
654. : a? — (a+ by + ab =0.
655. aba® — (a® 4 b%) = + ab=0.
656. © o%* 4 (ac — bo)e — ab=0.
657. 12abx?® — (16a® — 9%z — 12ab=0.
658. VB Fz=2+4Jz.
659. x— —a?=A1.
660. he 428 —lGm=8.
661. VEF 6+ yzF1=|TzF4.
662. ‘Qﬁ?: i 75‘/” .

663. Formar una ecuacién de segundo grado, con coeﬁclentes
reales y enteros, cuyas raices sean :

1o Ty —3. 30 a-|-bya—b.
% 3y b 343 y3— 2

664. Haillense dos nimeros que tengan : ‘
10 por suma 18 y por producto 4B,

20 » 14 » 49,
30 » 4 » —12,
4o » —10 » 16.

665. En la ecuacién a® — Tz 4 ¢ = 0, déterminar ¢ de modo
Jue una de las raices sea igual : :

1o 43, l 30 44,
% & —3, 4o 40.

666. En la ecuacién z? — pz -4 36 = 0, determinar p de modo
que se tenga :

to o=a", 3 #=B+y-T1,
. 1 1 5
% o=—a", gt E
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667. En la ecuacién &* — 8¢ 4- ¢ = 0, determinar ¢ de modo
que se tenga ;

1o @=a" 30 z’=-%—,
2o o =3, 4 3 —da' =3,

ECUACIONES BICUADRADAS

668. a* —Bat+4=0.
669. o8 —10z? +9=0.
670. @ — 26a* +25=0.

671. 2 —13x?4-36=0.
672. 4z, — 172+ 4=0.
673, 4ad— 3Tzt +9=0,

674. a*bizt — (at 4 bY) 2* + atr =0,
675. @ habat — (a? — bt =0
KIN
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