Conicas con Tu Profesor Virtual

Matemdtica de 5to Ao

Conicas
6.4 Hipérbola

6ta Unidad

Establecer un orden sistemdtico de las cosas que hacemos cada dia
nos ayuda a programar nuestra mente y usar el tiempo de forma mas

eficiente.
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La Hipérbola, es la tercera de las conicas que estudiamos en esta secuencia. En este
objetivo cuentas con la presentacion de la ecuacion de la hipérbola como lugar
geomeétrico, asi como sus elementos y relaciéon con otros elementos geométricos.
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Plano Cartesiano, Punto Medio, Distancia entre Puntos del Plano, Pendiente de un
Recta, Rectas en el Plano, Lugares Geométricos, Algebra Bdsica, Simplificacion de
Expresiones Algebraicas, Despeje.

Definicion y Elementos de Hipérbola, Casos de Hipérbola , Graficar e identificar
elementos de una Hipérbola, Ejercicios.

Los guiones diddacticos que aparecen en este objetivo corresponden a videos en
desarrollo.
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Guiones Didacticos )

° HIPERBOLA. Definicién y Elementos

Hipérbola. Se define como el lugar geométrico de un
punto que se mueve de tal manera que, la diferencia
entre las distancias a los Focos es constante.

dpp —dpe=C

Elementos Que Definen La Hipérbola

Focos, F y F: Puntos fijjos de la hipérbola,
ubicados sobre la misma recta que contiene al
centro y aigual distancia de éste.

Recta Focal: Recta que contiene al cenfro y a
los focos.

Distancia Focal: Distancia entfre los Focos, su !
medida es 2c. ! B
Radio vectores: Segmentos, PFy PF’', que van del :

punto P(x, y) alos Focos, Fy F'.

L
2a

2c

v

Para un punto cualquiera de la Hipérbola, P(x,y). se cumple que
| dpe = dpe | = 20
Esto se lee: EL valor absoluto de la diferencia entfre las distancias PF y PF' es 2a. Lo
gue establece la definicidon de Hipérbola como lugar geométrico.

Eje Focal: Segmento comprendido entre los vértices de la hipérbola, su longitud es 2a.

Eje Conjugado: Segmento imaginario ubicado a una distancia b del centro.

Deduccidn de la Ecuacion de la Hipérbola

Partimos de la definicidon de hipérbola como lugar geométrico:
Es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que, la diferencia
entre las distancias a los Focos es constante.
| dpe = dee | = 20

Consideraremos que el centro se ubica en el origen de coordenadas, C(0, 0).
Entonces, las coordenadas de los focos son:
F'(-c,0)yF(c,0)
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Aplicamos la férmula de distancia a las distancias _ 2 2
indicadas en la definicion. d= \/(xz X))+ (Y2 - )

Distancias PF' y PF:
PF' = J(x+C)+ (y—0) PF=J(x—-c)’+ y—0p

Sustituimos las distancias en la definicion de Elipse
| dpe — dpe | =20

\/(x+c)2+ (y —0) —\/(x—c)2+ (y-0) =2a

Pasamos una de las raices al otro lado de la igualdad, y elevamos ambos lados de la
igualdad.

Jx+cP+ [y—0) =2a+4(x—cf + (y—-0)

(docvcP e v ] =(20sfix—cF+ v

Simplificamos el cuadrado con la raiz en el primer lado de la igualdad, y desarrollamos el
cuadrado de la diferencia en el segundo lado de la igualdad.

(x +c)? + y2:(20)2+2-20\/(x—c)2+ y2+(4(x—c)2+ yQ)J[

Desarrollamos el cuadrado de la suma en el primer lado de la igualdad, Simplificamos el
cuadrado con la raiz en el segundo lado de la igualdad.

X2+ 2xC+ Ci4 y? = (20)2 +4ay(x—c)f+ yr +(x—-c) + y?

Distribuimos la potencia (2a)? y desarrollamos el cuadrado de la diferencia (x — c)?2 en el
segundo lado de la igualdad.

X2+ 2xC+ Cc?+ y? =40’ +4ay(x —c)* + yr +x*P - 2xC+ c?+ y?

Simplificamos los términos iguales que se encuentran a ambos lados de la igualdad.

X+ 2XC +.7 + yF = 40” + 4ay/(x — ) + Y +.xF - 2xC +£7 + 47
2XC = 40° + 4a/(x —c)* + y? — 2xC

Dejamos el término que tiene la raiz en el segundo lado de la igualdad, reunimos el resto de
los términos en el primer lado de la igualdad, y sumamos los términos semejantes 2xc.

2XC+ 2XC—4a? = 4aJ(x =)’ + y?
4xc—4a® = 4om
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Dividimos todos los términos de la igualdad entre 4.
xc—a’=ay(x-c)f + y?

Elevamos ambos lados de la igualdad al cuadrado, para eliminar la raiz.

(xc- 02)2 = (o\/(x —c)+ y? )2 (xc-a? )2 = ((x—cf + y?)
Aplicamos distributiva de a? y desarrollamos producto notable.
x’c? —2a’xc+a* = (x — )’ + a’y?
Desarrollamos productos notables, y aplicamos distributiva de a2 .
x’c? —2a’xc+a* = a?(x? — 2xc + c?)+ a?y?
x’c? - 202xC+a' = a°x® - 20°2xC + a°C’ + a%y?
Simplificamos términos iguales -2a?xc de ambos lados de la igualdad.
x’c?+a* =a’x* + a’c? + oy’

Reunimos todos los términos con x o y en el primer lado de la igualdad y los demds en el
segundo lado de la igualdad.

x2c? —a?x? -~ aPy? = a’c? o

Sacamos x2 factor comun en los primeros dos términos del primer lado de la igualdad y c2 de
los términos del segundo lado de la igualdad.

(C2 _GZ)XZ _ 02y2 :OQ (CQ _02)

En la hipérbola se tiene la relaciéon b2+ a2 = c2 de donde despejamos b2 =c2- g2

b2x2 - a?y? = o>

Dividimos todos los términos de la igualdad entre a2b?

N
N

b*x*  a*y? a®? x? y
o®? o’  a? o b2 -
X2 y2
Ecuacion Candnica de la Elipse - =1
a® b
Ecuacién de la Elipse (x-hy (y-kJ ]
con Centro (h , k) a2 p?
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° HIPERBOLA. Casos

Caso 1. Hipérbola Horizontal

Cuando el mayor denominador es el que corresponde a la variable “x” se frata de
una hipérbola con eje focal horizontal.

Esto aplica a las de centro (h, k) o las de centro en el origen de coordenadas.

X Y
X=hP_ty=kF _, -z

Centro: C(h , k) Centro: C(0, 0)
Focos:F'(h—-c,k) ; F(h+c, k) Focos:F'(-c,0) ; F(c,O0)
Vértices: A'(h-a ., k) ; Alh+a,k) Vértices: A’(-a,0) ; A(a,0)
Excentricidad, e: e =§ Excentricidad, e: e =%
Asintotas:
b(x-h)+aly-k)=0 bx +ay =0
b(x-h)-aly-k)=0 bx-ay =0

A > )



https://t.me/kharlamerida

Matemdtica de 5to Aho Cénicas con Tu Profesor Virtual

Caso 2. Hipérbola Vertical

Cuando el mayor denominador es el que corresponde a la variable "y" se trata de
una hipérbola con eje focal vertical.

Esto aplica a las de centro (h, k) o las de centro en el origen de coordenadas.

(x=hF _(y=kF _, LS

2
2

b? a? b?

Q

&

&
r

Centro: C(h , k) Centro: C(0, 0)
Focos:F'(h—-c,k) ; F(h+c, k) Focos:F'(-c,0) ; F(c,O0)
Vértices: A'(h-a ., k) ; Alh+a,k) Vértices: A’(-a,0) ; A(a,0)
Excentricidad, e: e =§ Excentricidad, e: e =%
Asintotas:
alx-h)+b(y-k)=0 ax+by=0
a(x-h)-b(y-k)=0 ax—-by =0
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° HIPERBOLA. Grdficar e identificar elementos de una hipérbola. Ejercicio 1

Graficar la hipérbola de ecuacion 4y2 — 3x2 — 8y — 6x — 11 = 0, indicando sus
elementos.

Lo primero que debemos hacer es llevar la ecuacion a la forma de ecuacion con
centro (h, k).
4y? - 3x2 -8y -6x—-11=0

Agrupamos los términos de “x" y los (4y? -8y) — (3x2+ 6éx) - 11 =0
términos de "y".

Sacamos factores comunes

numéricos de ambas agrupaciones Ay2=2y) =3+ 2x) =11 =0

Completamos TCP en cada 4y2-2y+1-1)=-3(x*+2x+1-1)-11=0
agrupacion.

Sacamos los términos que restan en

cada paréntesis, dejando solo los 4y2-2y +1)-4-3(x2+2x+1)+3-11=0
TCP

Efectuamos la suma de términos 5 5 _
independientes. Aly—=1)2=3x+1)2 -12=0
Factorizamos los TCP 4y -1)2-3(x+1)2=12

Pasamos el término independiente
al ofro lado de la igualdad.

2 2
Dividimos todos los términos entre (y=1) n (x+1) -1
400 paraigualar a 1. 3 4

De la ecuacion sacamos:

Centro: C(-1, 1) Focos: F'(-1-V7, 1) ; F-1+(7,1)
aZ=4 a=2 Vértices: A’(-3, 1) ; A(1,1)
b2=3 b={3
Aplicamos la relacién para hallar c:
b*+q?=c? Excentricidad, e: e =% o V7
c2=7 c=\7 2
Asintotas:
3x+1)+2(y-1)=0 3x+1)=-2(y-1)=0
. 3.1 3.5
D =—x—— = Zx+2
espejando y 2x 5 y 2x+2
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Focos: F'(-1-\7, 1) ; F(-1 +{7,1)
Vértices: A'(:3,1) ; A(1,1)

. 3 1 3 5
Asintotas: - S5 242
y=moXtn YIRS

Nota: trazar las asintotas ayuda a demarcar el gréfico de la hipérbola. Para trazar las
rectas puedes revisar las lecciones de Recta en el Plano.

° HIPERBOLA. Grdficar e identificar elementos de una hipérbola. Ejercicio 2

Graficar la hipérbola de ecuacion 5x2 — 4y2 — 40x + 24y + 24 = 0, indicando sus

elementos.

Lo primero que debemos hacer es llevar la ecuacion a la forma de ecuacion con

centro (h, k).

Agrupamos los términos de “x” y los
términos de "'y".

Sacamos factores comunes
numéricos de ambas agrupaciones

Completamos TCP en cada
agrupacion.

Sacamos los términos que restan en
cada paréntesis, dejando solo los
TCP

Efectuamos la suma de términos
independientes.

Factorizamos los TCP

Pasamos el término independiente
al ofro lado de la igualdad.

Dividimos todos los términos entre
20 para igualar a 1.
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5x2— 4y2 — A0x + 24y + 24 =0
(5x2 — 40x) — (4y2—24y) +24 =0
5(x2-8x) —4(y?-6y) +24=0

5(x2—8x+ 16— 16) —4(y2— by +9—-9) +24=0

5(x2—8x + 16) — 80 — 4(y2— by +9) + 36 + 24 =0

5(x2-8x+ 16) —4(y2-6y+9) —=20=0
S(x—4)2-4(y-3)? -20=0
5(x—4)2-4(y-3)2=20

x-47 , by-3F |
4 5
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Asintotas:

{5(x—4) -2(y-3)=0
Ecuaciones de las asintotas de la hipérbola
[5(x—4) +2(y-3) =0
5
Despejando Y=§X—2\/§+3 Y=—gx+2\/§+3

Centro: C(4,3) ; a=V5 ; b=2

c?2=Db?+a? c=3

Focos: F'(4 ,6) ; F(4,0)

R R Vértices: A' (4, 3-\5) ; A(4,3+\5)
19 ,/ N
. TN ,
EREEBZEREEY SN Asiniotqs:yzgx—%/gﬁ% y=—§x+2\/§+3
/} -2 \\\
12
1 y =£x+(—1,24) y=—£x+7,24
5 2 2
&

Nota: frazar las asintotas ayuda a demarcar el grafico de la hipérbola. Para trazar las
rectas puedes revisar las lecciones de Recta en el Plano.
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Hipérbola. Se define como el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que, la diferencia entre las distancias a los Focos es constante.
dpp —dpe =C
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A Practicar )

Expresar las siguientes curvas en forma reducida

1. 4y2-3x2-8y—6x-5=0 2. 4x2-3y2+8x+12y-4=0

"Grafique las siguientes hipérbolas

5. 4x2-9y2-16x+18y-9=0
6. IX2—4y2+18x—-16y-9=0

7. Hallar la distancia entre los vértices de la hipérbola — 9x2 + 4y2 + 18x + 24y = 9.
8. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el centro de la hipérbola 4x2 — y? +
32x-8y+49=0
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Expresar las siguientes curvas en forma reducida
y=1F _ (x+1f | X1 ly=1F

% > 2. ] %

Grafigue las siguientes hipérbolas

] -1

5. 4x2-9y2—-16x+18y-9=0

Ecuacién Reducida
x-2F _(y-1F_, L7

4 ]% IR0 S S B S e I s s r‘/ BRRNY

Hipérbola Horizontal e e

Centro: (2., 1) e ’

Vértices: (0, 1), (4., 1)

"/

6. 9x2—4y2+ 18x—16y-9=0

Ecuacién Reducida
(y+1  (x+2) .

™y gyl
Hipérbola Vertical S P
Centro: (-2, -1) 28
; V2/) (2, 142 A B
Vérices+V24) (2, -1-¥2/) e ’
A ’ N

7. 6 unidades
8. 4x-y+20=0
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